2. Základy teorie pravděpodobnosti
2.1. Pravděpodobnost

Pravděpodobnost (hovorově šance; značka je P z anglického probability) je hodnota vyčíslující jistotu resp. nejistotu výskytu určité události. K pojmu pravděpodobnost dospějeme zobecněním a abstraktním vyjádřením empirických zkušeností z různých oblastí lidské činnosti.

Pravděpodobnostní hodnotu nabývají náhodné proměnné. 

Příbuzným pojmem k pravděpodobnosti je pojem šance, který vyjadřuje poměr relativních četností výskytu příznivých a nepříznivých případů — zatímco pravděpodobnost padnutí např. líce na minci je 0,5, šance tohoto jevu je 1 : 1.

Pojmem, který nás bude v tomto předmětu často provázet, je i pojem riziko. Riziko je pravděpodobnost toho, že nastane jiný než očekávaný výsledek. Riziko tedy nelze ztotožňovat  pouze s hrozbou nějaké ztráty či neúspěchu.

Pravděpodobnost má více téměř ekvivalentních definic. 

Pravděpodobností se zabývá a zkoumá ji teorie pravděpodobnosti. 

Teorie pravděpodobnosti

Teorie pravděpodobnosti je odvětví matematiky, které umožňuje podle pravděpodobností jedněch náhodných událostí nacházet jiné náhodné události, které nějakým způsobem souvisí s prvými. Ve vědě existuje několik koncepcí práce s náhodou (např. teorie hromadné obsluhy). Pravděpodobnost je jenom jednou z nich. 

Intuitivní chápání pravděpodobnosti

Intuitivní - laické chápání pravděpodobnosti je spojené s každodenní lidskou činností, kdy hovoříme např. o počasí (na 100 % bude pršet) nebo šanci, že stihneme autobus HMD, když jsme zaspali anebo o naší šanci vyhrát některou z cen na zakoupený los. 
Příklady

1. Hod mincí.

Při hodu nepoškozenou mincí z dostatečné výšky na rovnou pevnou plochu existuje stejná možnost, že padne kterákoli z obou stran mince. Stejný předpoklad platí, jestliže se tento experiment za stejných podmínek opakuje. V tomto případě se stejná možnost padnutí každé strany projeví (přibližně) stejnou absolutní i relativní četností padnutí každé strany mince. Očekáváme, že při rostoucím počtu pokusů se relativní četnost bude ustalovat na hodnotě 0,5.  
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2. Sportka.

Jakou možnost uhodnutí 5 čísel má hráč, který na tiketu Sportky zatrhl 6 čísel z nabízených 49? 
Zřejmě existuje 258 způsobů jak uhodnout právě 5 čísel ze 6 bez ohledu na pořadí a při tom neuhodnout právě jedno číslo ze zbývajících 43 (exaktně je to vyjádřeno součinem kombinačních čísel 
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Existuje tedy 258 příznivých případů. 
Vyjádřeme jejich relativní četnost mezi všemi možnými případy, kterých je tolik, kolik šestic se dá vytvořit ze 49 čísel:
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 Relativní četnost  příznivých případů mezi všemi možnými je tedy 
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. Toto číslo je zároveň pravděpodobností výhry 5 čísel z pět.
3. Sebeklam hazardního hráče

Jako sebeklam hazardního hráče označujeme jeho mylný dojem, že šance vyhrát (pravděpodobnost výhry), stoupají anebo klesají na základe předcházejících výsledků. 

V Kalifornii existuje státní loterie, která se jmenuje Superlotto, v které je třeba uhádnout 6 čísel z 51. Zní to jednoduše, ale jaká je pravděpodobnost (šance vyhrát), že se to stane?


Toto je příklad obyčejného víkendu: 

25. července 1998 byly vylosované čísla: 5,7,21,32,44,46. V banku (jackpot) bylo 16 miliónů dolarů. Na žádném tikete nebylo všech šest čísel. 170 tiketů uhádlo 5 čísel a každý vyhrál po 1 588 dolarů, 9 715 hráčů mělo 4 ze 6 čísel a dostalo po 72 dolarů a 176 657 hráčů uhádlo 3 ze 6-tich při odměně 5 dolarů pro každého. 

Když by jste naprogramovali počítač, aby každou sekundu náhodně generoval šest čísel od 1 do 51, museli by jste čekat asi 7 měsíců, než by vám vyšla ta správná kombinace aspoň jednou. 

Pravděpodobnost uhádnutí:

· všech 6 čísel je 1 ku 18 009 460, 

· pro 5 ze 6 je 1 k 66 702, 

· pro 4 ze 6 je 1 k 1 213, a 

· pro 3 ze 6 je 1 ku 63. Teda šance cosi vyhrát je jedna ku šedesát.


Když si každý týden koupíte 100 tiketů, můžete očekávat, že vyhrajete jackpot průměrně každých 3 463 roků. 

Když koupíte každý týden tikety za 25 000 dolarů, vaše pravděpodobnost výhry se zkrátí na každých 14 roků. 

Když očekáváte, že budete žít ještě dalších 50 roků, měli by jste si týdenně kupovat tikety za 6927 dolarů.
Kdyby jste se uspokojili s pěti čísly ze šesti, budete to mít mnohem lehčí. Je pravděpodobné, že 5 ze 6-tich uhádnete průměrně každých 12.8 roků za podmínky, že si týdenně koupíte 100 tiketů.
Možná si ještě stále myslíte, že můžete pomoci štěstí tím, že si zvolíte čísla, které nebyly vybrané v minulých kolech, anebo čísla, které vycházejí častěji. Právě teď propadáte falešné iluzi falešného hráče. Pravděpodobnost je vždy stejná, bez ohledu na čísla, které vyhrály v minulosti.


Této iluzi běžně propadají hráči, kteří, například, staví při ruletě na červenou, když se předtím třikrát objevila černá. Pravděpodobnost, že se znova objeví černá zůstává stejná bez ohledu na to, jaká barva se objevila předtím. Zdá se, že loterie mají něco společné s podvodnými pyramidovými hrami - na to, aby někdo skutečně hodně vyhrál, musí mnoho lidí ztratit téměř všechno, co vsadili.

Klasická definice pravděpodobnosti

(Pierre Simone de Laplace)

Pravděpodobnost = počet relevantních případů/počet všech možných případů. 

Příklad
Otázka: "Jaká je pravděpodobnost, že v Bratislavě za den někoho zrazí auto?" 

Jinými slovy: "Jaký je očekávaný podíl počtu sražených lidí (za den) na všech lidech přítomných v Bratislavě"?
Řešení: 

Počet relevantních = počet zrazených lidí v Bratislavě za den 
(například průměr podia historických záznamů policie = 97,25 

Počet všech možných případů = počet lidí přítomných v Bratislavě 
(například průměrný počet obyvatel + počet turistů + počet lidí docházejících za prací podle historických záznamů = 507 250) 

Výsledek:

P = 97,25 / 507250 = 0,000192 (neboli 0.0192%) 

Statistická definice pravděpodobnosti
(Richard von Mises)

Táto definice je vlastně jakési upřesnění klasické definice. Pravděpodobnost = číslo (přesněji limita), ke které se při mnohonásobném opakovaní "pokusu" blíži relativní frekvence jevu (t. j. poměr počet relevantních případů/počet všech možných případů)

Příklad
Otázka: "Jaká je Pravděpodobnost, že v Bratislavě za den někoho zrazí auto?"

Řešení: Urobíme následující "výpočet" (v ideálním případe pro velmi mnoho dní) se zadanými údaji o počtu havárií a Bratislavanů:
	den
	Počet zrazených lidí
	Počet lidí v Bratislavě
	relativní frekvence

	dnes
	85
	490000
	85/490000 = 0,0173 %

	včera
	96
	510000
	96/510000 = 0,0188 %

	předevčírem
	105
	530000
	105/500000 = 0,021 %

	předpředevčírem
	103
	499000
	103/499000 = 0,0206 %

	. . .
	
	
	


Výsledek:

Teď by jsme měli teoreticky podle této tabulky vypočítat (nebo nakreslit graf "relativní frekvence počtu lidí v Bratislavě" a v něm najít) číslo, ke kterému se blíži relativní frekvence..
Zjednodušeně se ale většinou počítá tzv. průměrná relativní frekvence, neboli:

P = (85 + 96 + 105 + 103) / (490000 + 510000 + 530000 + 499000) = 0,000192 (neboli 0,0192%) 

K číslu 0,0192 % by jsme dospěli, i když by jsme počítali P = průměr počtu sražených lidí/průměr počtu lidí v Bratislavě, a to je vlastně klasická definice pravděpodobnosti..
Pravděpodobnost jako míra důvěry
(Thomas Bayes)

Táto, na prvý pohled velmi nevědecká, definice hovoří, že pravděpodobnost je číslo mezi 0 a 1, které je mírou pro naši víru v realizaci (vznik) nějakého jevu nebo víra v pravdivost nějakého tvrzení. 
Pod realizací jevu tu můžeme mít na mysli například výhru domácích ve fotbale, pod pravdivostí nějakého tvrzení zase pravděpodobnost, že hmotnost Saturnu se nachází v nějakém dopředu zvoleném intervale. Zvlášť druhá možnost je při fyzikálním výzkumu častá (experimentálně hledáme hodnoty různých konstant, hmotností elementárních částic, atd.). Se Saturnem totiž nemůžeme udělat víc pokusů - jeho hmotnost je daná a v daném intervale buď leží nebo neleží - problém je jen v tom, že my nepoznáme odpověď.
Axiomatická definice

(Andrej Nikolajevič Kolmogorov)

Pravděpodobnost P(A) náhodné události A je v tomto případe reálna funkce, která každé náhodné události A přiradí určité číslo P(A), přičemž platí tyto axiómy:

· P(A)≥0 

· P(E)=1, když E je jistá událost 

· když A1, A2, ..., An, ... je postupnost disjunktních náhodných událostí (nemohou současně nastat). Pravděpodobnost, že aspoň jedna z nich při náhodném pokuse nastane, se tedy rovná součtu jejich pravděpodobností: 

P(A1 U A2 U ... U An U ... ) = P(A1) + P(A2) + ... + P(An) + ...

Vlastnosti

· P leží vždy mezi 0 a 1 (resp. vyjádřené v procentech: mezi 0% a 100%) 

· P jevu nemožného je 0 (0%), P jevu jistého je 1 (100%) 

· Součet jednotlivých P všech možných případů je 1 (100%) 

· P že nastane len A, anebo jen B, anebo A i B současné = P, že nastane A + P, že nastane B - P, že nastane A i B současně 
Z předcházejících tvrzení je zřejmé, že pravděpodobnost je možné vyjádřit čtyřmi základními způsoby:
· klasicky - jako číslo v intervale [0 - 1],

· v procentech  [%],
· poměrem, např. 1 : 1,
· zlomkem, např..
Pravděpodobnost, že při hode mincí padne rub je tedy možné identicky vyjádřit jako 0,5 ~ 50% ~ ½ ~ 1:1.
2.2. Náhodný jev a náhodný experiment

Nechť je definován komplex podmínek, za kterých je sledována možnost nastoupení nějakého jevu (např. přeměna vody v páru při dané teplotě, tlaku apod.). 

Pak:

· Jev, který za těchto podmínek nemůže nikdy nastat, nazveme jevem nemožným (např. přeměna vody v páru při normálním tlaku a teplotě 10 °C).

· Jev, který za těchto podmínek nutně musí nastat, nazveme jevem jistým (např. přeměna vody v páru při normálním tlaku a teplotě 100 °C).

· Jev, který i při striktním dodržení podmínek může, ale nemusí nastat, případně nastává s různou intenzitou, nazveme jevem náhodným.

Nemožný jev označíme symbolem V, jistý jev symbolem I, pro náhodné jevy máme vyhrazena velká písmena ze začátku latinské abecedy, např. A, B, C, event. A1, A2, A3, …… An a pod.

Náhodný jev tedy není bezezbytku určen komplexem podmínek, ale o jeho nastou-pení či nenastoupení spolurozhoduje náhoda. 
Každý děj, který v sobě obsahuje prvek náhody a jehož výsledek má charakter náhodného jevu,  nazýváme náhodný experiment. Tento pojem je v počtu pravděpodobnosti široce využíván i tam, kde se v „běžném životě“ nevyskytuje (tedy nejen házení kostkou nebo střelba do terče, ale i výroba výrobku, léčení pacienta atd.).


Příklady o hodu mincí či kostkou, střelbě do terče apod. se vzhledem k jednoduchosti a všeobecné znalosti podmínek těchto náhodných experimentů používají zcela běžně.

Stromový diagram vyjadřuje graficky průběh a možné výsledky náhodného experimentu. Příklad — průběh a výsledek semestrální zkoušky.
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Základní jednotkou označující výsledek náhodného experimentu je možný případ.

Skončí-li náhodný experiment nastoupením nějakého náhodného jevu A, říkáme, že nastal příznivý případ   pro jev A (v opačném případě nastal nepříznivý případ).

Neurčitost (entropie) je měřítkem komplikovanosti náhodného experimentu. Jednotkovou  míru neurčitosti dosahuje náhodný experiment se dvěma stejně možnými výsledky.

2.3 Elementární jev, základní prostor jevů, opačné jevy
Každý z možných výsledků náhodného experimentu nazýváme možným případem nebo elementárním jevem. 

Elementární jevy značíme symboly e1, e2, … . 

Elementární jev má tyto vlastnosti:

· je neslučitelný (disjunktní) s libovolným jiným elementárním jevem — padne-li na kostce např. jednička, nemůže současně padnout žádné jiné číslo,

· tvoří úplnou skupinu jevů (jeden z nich musí nutně nastat) — nějaké číslo mezi jednou a šesti padnout musí.

· může nastat právě jedním způsobem, je nerozložitelný — každé číslo na kostce může padnout jen jedním způsobem.

Množina všech elementárních jevů určitého náhodného experimentu se nazývá základní prostor jevů a označuje se (. 

Do základního prostorů jevů patří vždy jev jistý I  i jev nemožný V.
Je-li elementárních jevů konečný počet, bude poslední z nich en a máme co do činění s konečným základním prostorem jevů.

Elementárních jevů může být i nekonečně mnoho. Pokud k očíslování všech elementárních jevů postačí přirozená čísla, označujeme jejich počet za spočetně nekonečný,  jinak jde o nespočetně nekonečný počet. 

Příklady 
Hod mincí.
Základní prostor jevů je tvořen jevem jistým (padne líc nebo rub), jevem nemožným (nepadne ani líc ani rub) a dvěma elementárními jevy (padne líc, padne rub).  Celkový počet jevů je 
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Hod kostkou.
Základní prostor jevů je tvořen jevem jistým a nemožným, šesti elementárními jevy a 56 složenými jevy (např. padnutí sudého čísla, padnutí čísla menšího než 4, atd. atd.).  Celkový počet jevů je 
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Všimněme si, že v obou případech je exponent u čísla 2 tvořen počtem elementárních jevů.  Celkový počet jevů konečného  je roven 2n, kde n je počet elementárních jevů.

Opačné jevy

Při házení kostkou bude jevem E „padnutí sudého čísla“, který obsahuje elementární jevy e2, e4, e6. 
Opačným jevem E´ = „padnutí lichého čísla“ bude taký, který obsahuje všechny zbývající elementární jevy e1, e3, e5 . 

Opačné jevy  tvoří úplnou skupinu neslučitelných (disjunktních)  jevů.



Řádný termín








První opravný termín








Druhý opravný termín





Hod mincí mnohokrát opakujeme, značíme si kolikrát padne hlava a do grafu vynášíme poměr mezi počtem hlav a počtem hodů 
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Relativní četnost = počet hlav / počet hodů 
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