12.  Testování hypotéz 

12.1. Základní pojmy

Statistickou hypotézou rozumíme vyslovení předpokladu o určitých vlastnostech náhodné veličiny (úrovni, variabilitě, závislosti dvou náhodných veličin, typu rozdělení).

Příklady statistických hypotéz:

· náhodný výběr pochází z náhodné veličiny jejíž úroveň (např. aritmetický průměr) je rovna hodnotě c,

· dva náhodné výběry pochází z náhodných veličin se stejnou úrovní (variabilitou a pod.),

· dvě náhodné veličiny jsou nezávislé,

· náhodný výběr pochází z rovnoměrného (Poissonova, normálního anebo jiného) rozdělení,

· posloupnost náhodných veličin vykazuje náhodné uspořádání v čase
· a jiné. 

Praktický význam ověřování takovýchto tvrzení v různých oblastech vědy i praxe je značný.

Příklad 1 (kontrola jakosti)  

Plnicí linka plní automaticky tekutý výrobek do obalů. 
Vzniklo podezření - hypotéza, že linka je chybně seřízena a místo požadovaného množství 500 ml výrobku dávkuje menší množství.  
Je technicky nemožné zkontrolovat všechny výrobky. Odebereme náhodně např. 20 obalů z „podezřelé“ série a zjistíme průměrný obsah připadající na jedno balení.
Zjistili jsme, že průměrný obsah byl 495 ml. 
Znamená toto zjištění, že linka je nesprávně nastavena?.
Musíme vzít v úvahu např. nastavenou přesnost plnění. Pokud není požadována vysoká přesnost plnění, může takovýto výsledek snadno vzniknout i náhodou (náhodou byla vybrána balení s nižším obsahem výrobku). 
Od testování hypotézy očekáváme jednoznačný výrok o tom, zda zjištěný průměrný obsah balení svědčí při dané přesnosti plnění a daném rozsahu výběru o tom, že naše hypotéza - předpoklad o správném seřízení plnicí linky je správná. 
Příklad 2 (předvolební průzkum)

Určitá politická strana předpokládá – vyslovila hypotézu, že v blížících se volbách získá tolik hlasů jako v minulých volbách (řekněme, že šlo o volební zisk 15 %). 
V předvolebním průzkumu deklarovalo z náhodně vybraného vzorku voličů 12 %  ochotu volit tuto stranu ve volbách. 
 Svědčí výsledek předvolebního průzkumu ve prospěch hypotézy nebo ne? 
Výsledky zjištěné v různých vzorcích voličů jistě vykazují určitou variabilitu a i voličská podpora menší než uvažovaných 15 % nemusí signalizovat nic jiného, než  že ve vzorku malého rozsahu se souhrou náhod nachází menší podíl sympatizantů, než odpovídá celé voličské populaci. 
Exaktní odpověď na položenou otázku očekáváme opět od příslušného testu.

Příklad 3 (psychologický test)

Každá ze souboru pokusných osob byl podrobena různě dlouho trvajícímu tréninku a poté  plnila určitý úkol na čas. Pro každou osobu byla zaznamenána doba tréninku a doba, kterou trvalo splnění úkolu. 
Existuje vztah (závislost) mezi dobou tréninku a dobou plnění úkolu nebo neexistuje? 
Řekněme, že pro soubor 10 osob byl stanoven korelační koeficient mezi oběma časy -0,4.  
Hypotéza: Je za těchto okolností udržitelný předpoklad, že není závislost mezi oběma časy a že vypočtená hodnota korelačního koeficientu je dílem náhody?

Co mají testované (říkáme též nulové) hypotézy v uvedených (a všech ostatních) případech společného:
· jsou vysloveny nezávisle na statistických informacích o zkoumaných náhodných veličinách a teprve poté, co je hypotéza vyslovena, shromažďujeme argumenty svědčící o její udržitelnosti či neudržitelnosti,

· jsou zásadně vyslovovány ve smyslu „nic se neděje“, „žádná změna“, „žádná závislost“ apod.  
Například: Plnicí linka pracuje správně, politická strana si udrží pozice, není žádný vztah mezi dobou tréninku a dobou plnění úkolu, náhodná veličina má rovnoměrné rozdělení, posloupnost náhodných veličin je v čase náhodně uspořádána aj., a to i v těch situacích, kdy jsme subjektivně přesvědčeni o opaku,
Pokud hypotéza předpokládá informace o tvaru rozdělení náhodné veličiny, hovoří se o parametrických hypotézách, v opačném případě jde o neparametrické hypotézy.

Proti testované (nulové) hypotéze stavíme její protiklad — alternativní hypotézu (plnicí linka pracuje nesprávně, strana neudrží pozice, je závislost mezi tréninkem a časem potřebným na splnění úkolu, náhodná veličina nemá rovnoměrné rozdělení, posloupnost není v čase náhodně uspořádána apod.)  

Pokud se nulovou hypotézu nepodaří zamítnout, nelze to považovat za důkaz její správnosti, neboť současně lze zpravidla sestrojit nekonečně mnoho dalších nulových hypotéz, které by společně s původní zůstaly rovněž nezamítnuty. 
Vzhledem k tomu, že při testování hypotéz jsme odkázáni na informace z náhodného výběru, existuje určité riziko, že výsledek testu nebude v souladu s realitou. 
Testy vycházející z tohoto principu nazýváme testy významnosti a pouze těmito testy se nadále budeme zabývat.   

12.2. Obecný postup při testování
Tento postup můžeme shrnout do několika následujících bodů:

1. Formulace testované (nulové) hypotézy 
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Např. testovanou hypotézu v příkladě 1, že „plnicí linka pracuje správně“ budeme formulovat jako 
[image: image3.wmf]500

:

0

=

m

H

  (obecně 
[image: image4.wmf]c

H

=

m

:

0

),  alternativní hypotézu můžeme formulovat různě:

· jako 
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 — „plnicí linka nepracuje správně“, 
· jako 
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· případně 
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 — „linka plní více“. 
Hypotézu, která obsahuje pouze jeden možný případ (takovou hypotézou je testovaná hypotéza obsahující =), označíme jako jednoduchou. 
Alternativní hypotéza je naproti tomu hypotézou složenou, a to buď oboustrannou (
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) nebo jednostrannou (>, <). V souvislosti s tím se hovoří též o jednostranných a oboustranných testech. 
2. Volba hladiny významnosti . 
Hladina významnosti je pravděpodobnost (riziko) nesprávného zamítnutí pravdivé nulové hypotézy. Tuto pravděpodobnost lze předem zvolit jako rovnu požadované hodnotě. 
Prakticky se hladina významnosti často volí na hodnotách 
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3. Získání informací z výběru a výpočet hodnoty testového kritéria. 
Testové kritérium je náhodná veličina — statistika — (ve většině případů spojitá), jejíž rozdělení pravděpodobnosti za předpokladu platnosti nulové hypotézy je známo. Jsou tedy známy i jeho kvantily, resp. pravděpodobnosti, že se testové kritérium odchýlí od své předpokládané hodnoty o více, než je nějaká předem známá hodnota. 
Obor hodnot testového kritéria, do kterého při platnosti nulové hypotézy a zvolené hladině významnosti padá prakticky jistě — tj. s pravděpodobností 
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 — nazýváme oborem „přijetí“ (správněji nezamítnutí) testované hypotézy. Doplňkem oboru přijetí je kritický obor, v němž je výskyt testového kritéria za předpokladu platnosti testované hypotézy jevem prakticky nemožným. Pokud se v něm tedy hodnota testového kritéria přesto nachází, svědčí to s velkou pravděpodobností o její neudržitelnosti  a ve prospěch  alternativní hypotézy. 
Hranice kritického oboru tvoří tzv. kritické hodnoty, které jsou zároveň i kvantily rozdělení testového kritéria. U oboustranných testů, na které se až na nezbytné výjimky omezíme, je kritický obor tvořen dvěma částmi, které jsou ohraničeny 
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 kvantilem testového kritéria. 
Pokud má tedy testové kritérium např. normální rozdělení 
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, je kritický obor oboustranného testu při hladině významnosti 
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 tvořen všemi hodnotami, které jsou buď menší než  
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 nebo větší než 
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Pokud nemá testové kritérium nějaký speciální zákon rozdělení, řídí se zpravidla některým nám již z předchozího výkladu známým rozdělením spojité náhodné veličiny. 
Hypotézy, ke kterým nelze sestrojit testové kritérium se známým zákonem rozdělení, nelze testovat. 

4. Interpretace výsledků testování. 
Jednoznačným výsledkem je zamítnutí testované hypotézy a přijetí alternativní hypotézy. 
Pokud je předmětem testování rozdíl skutečné a předpokládané hodnoty parametru, hovoří se v tomto případě o prokázání významného (na hladině 
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Pokud existující rozdíl nepostačí k zamítnutí nulové hypotézy, hovoří se o statisticky nevýznamném rozdílu.    

Kritický obor testového kritéria, které má při platnosti nulové hypotézy  normální rozdělení 
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12.3. Chyba prvního a druhého druhu

Protože jsme při testování odkázáni na informace z náhodného výběru, stává se, že výsledek testu nemusí být vždy v souladu se skutečností. 

Nastane-li případ, že testovaná hypotéza je sice pravdivá, ale hodnota testového kritéria přesto padne do kritického oboru, dojde k neoprávněnému zamítnutí testované hypotézy — k chybě prvního druhu.  
Pravděpodobnost tohoto výsledku je předem známá a dokonce volitelná — jde o pravděpodobnost, odpovídající zvolené hladině významnosti . 

Nastane-li opačný případ, tj. že testovaná hypotéza není pravdivá, ale testové kritérium přesto nepadne do kritického oboru, dojde k neoprávněnému nezamítnutí nepravdivé testované hypotézy — chybě druhého druhu. 
Zatímco pravděpodobnost chyby prvního druhu je předem známá a volitelná, lze pravděpodobnost chyby druhého druhu stanovit (poměrně složitě) až po známém výsledku testu. Tato pravděpodobnost je totiž proměnlivá a navíc nepřímo úměrná pravděpodobnosti chyby prvního druhu (čím nižší , tím vyšší ). 

Velmi důležitou kategorií je síla testu 
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, což je pravděpodobnost oprávněného zamítnutí testované hypotézy. 
12.4. Některé standardní  testy o tvaru rozdělení
12.4.1. Testy dobré shody

Jsou dány hodnoty diskrétní nebo spojité náhodné veličiny tříděné do k tříd. 

Testuje se hypotéza, že hodnoty jsou náhodným výběrem s určitého rozdělení pravděpodobnosti. 

Pokud jsou známy parametry tohoto rozdělení, hovoříme o úplně specifikovaném problému, pokud parametry rozdělení neznáme, jde o neúplně specifikovaný problém.

Princip testu spočívá v obou případech v tom, že pozorované (empirické, skutečné) četnosti 
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 v jednotlivých třídách se porovnávají s četnostmi očekávanými (vypočtenými, teoretickými) 
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Testovým kritériem je veličina 
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, která má za předpokladu platnosti testované hypotézy Pearsonovo rozdělení s počtem stupňů volnosti, který je:

· k  – 1  u úplně specifikovaného problému, kdy jsou známy parametry, 

· k – p – 1 u neúplně specifikovaného problému, kdy je třeba z výběru nejprve odhadnout parametry rozdělení a teprve pak určovat příslušné teoretické četnosti,  (p je počet odhadovaných parametrů).

Podmínkou použití Pearsonova rozdělení je skutečnost, že ve všech třídách bude
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V případě, že tato podmínka není splněna, je třeba sousední třídy spojit, čímž dojde k poklesu počtu stupňů volnosti testového kritéria.

Teoretické četnosti 
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· pro diskrétní náhodnou veličinu jako součin rozsahu výběru n a hodnoty pravděpodobnostní funkce P(x),
· pro spojitou náhodnou veličinu je 
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 další hodnoty jsou pak 
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 a poslední hodnota 
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 je distribuční funkce.

Kritický obor je množina všech hodnot testového kritéria, které přesahují hodnotu 
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— jde jednostranný test.

Příklad 1 (úplně specifikovaný problém)

Pro simulaci určitého náhodného procesu je potřebná posloupnost náhodných veličin, která má Poissonovo rozdělení s parametrem 
[image: image33.wmf]3

=

l

.  
Generátorem náhodných čísel byl generován náhodný výběr o rozsahu 100 a ten byl tříděn v tabulce. 
Testujeme na hladině 
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 hypotézu, že náhodný výběr pochází z příslušného rozdělení proti alternativě, že z tohoto rozdělení nepochází. V tabulce jsme sloučili  poslední  třídy do jedné.
Počet stupňů volnosti je 
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	Hodnota znaku
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7 a více
	Součet

	Četnost 
	8
	10
	14
	24
	31
	7
	4
	2
	100

	Pravděpodobnostní funkce
	0,050
	0,149
	0,224
	0,224
	0,168
	0,101
	0,050
	0,034
	1

	Vypočtená četnost
	5,0
	14,9
	22,4
	22,4
	16,8
	10,1
	8,4
	100
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Vypočtenou hodnotu testového kritéria 
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 porovnáme s tabulkovou hodnotou kvantilu 
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Testovanou hypotézu tedy musíme zamítnout a tvrdíme s velkou pravděpodobností, že generovaná posloupnost náhodných veličin nepředstavuje náhodný výběr z Poissonova rozdělení s para-metrem 
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Příklad 2 (neúplně specifikovaný problém)

V tabulce jsou roztříděny fotbalové zápasy určité soutěže podle počtu vstřelených branek. 
Ověříme na hladině 
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 hypotézu, že jde o výběr z Poissonova rozdělení. 

Dříve, než určíme hodnoty pravděpodobnostní funkce, je třeba odhadnout parametr Poissonova rozdělení. 

Odhadem je výběrový průměr 
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Počet stupňů volnosti je tentokrát 
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	Počet branek
	0
	1
	2
	3
	4 a více  
	Součet

	Empirická četnost
	19
	30
	17
	10
	8
	84

	Pravděpodobnostní funkce
	0,223
	0,335
	0,251
	0,125
	0,066
	1

	Vypočtená četnost
	18,7
	28,1
	21,1
	10,5
	5,5
	84
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Vypočtená hodnota   
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  a hypotézu se tedy nepodařilo zamítnout.
12.4.2. Kolmogorovův test
Ověřujeme hypotézu, že netříděný uspořádaný náhodný výběr 
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 libovolného rozsahu pochází z rozdělení spojité náhodné veličiny s distribuční funkcí 
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 a známými parametry, proti alternativě, že z tohoto rozdělení nepochází.   

Z výběru utvoříme empirickou distribuční funkci 
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Testovým kritériem je Kolmogorovova statistika 
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, jejíž kritické hodnoty jsou tabelovány ve speciálních tabulkách (pro hladinu významnosti 0,05 a 0,01). 
Kolmogorovova statistika je definována jako maximální absolutní rozdíl empirické distribuční funkce 
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Testovanou hypotézu zamítáme, pokud vypočtená  hodnota je větší než tabelovaná hodnota Kolmogorovovy statistiky.

Příklad 

Ověříme na hladině 
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 hypotézu že data 52, 3, 79, 12, 26, 94, 11, 71 a 87 jsou náhodným výběrem z rovnoměrného rozdělení 
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Řešení provedeme v pracovní tabulce
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	1
	3
	0,0
	0,1
	0,03
	0,07
	0,03

	2
	11
	0,1
	0,2
	0,11
	0,09
	0,01

	3
	12
	0,2
	0,3
	0,12
	0,18
	0,08

	4
	26
	0,3
	0,4
	0,26
	0,14
	0,04

	5
	33
	0,4
	0,5
	0,33
	0,17
	0,07

	6
	52
	0,5
	0,6
	0,52
	0,12
	0,02

	7
	71
	0,6
	0,7
	0,71
	0,01
	0,09

	8
	79
	0,7
	0,8
	0,79
	0,09
	0,01

	9
	87
	0,8
	0,9
	0,87
	0,03
	0,07

	10
	94
	0,9
	1,0
	0,94
	0,06
	0,04


Červeně je označena maximální hodnota rozdílu empirické a teoretické distribuční funkce. Tabulková kritická hodnota 
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je vyšší než hodnota vypočtená, hypotézu o tom, že data pochází z rozdělení 
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Obrázek k příkladu Kolmogorovova testu
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Testované hypotéze by při rozsahu výběru 
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 vyhověly na hladině významnosti 
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 všechny empirické distribuční funkce uvnitř pásu vymezeného tečkovanými čarami.

12.5. Ověření normality

Potvrzení předpokladu o normálním rozdělení náhodného výběru je často požadovanou podmínkou pro aplikaci dalších statistických metod. 
Předem je třeba si především uvědomit, že

· výsledek testování bude zásadním způsobem ovlivněn  přítomností odlehlých hodnot ve výběru, zejména pokud se vyskytují pouze na jednom konci uspořádaného výběru,

· je velmi obtížné zamítnout testovanou hypotézu o normalitě při extrémně malém rozsahu výběru, i když existují testy, které jsou určeny již pro výběry řádově v rozsahu jednotek.

Pro ověřování normality rozdělení náhodného výběru jsou určeny  

· Grafické metody, pomocí nichž lze vylučovat vybočující hodnoty, posuzovat stupeň asymetrie, měřit „délku konců“ (tj. rychlost přibližování čáry hustoty pravděpodobnosti k vodorovné ose apod.   

· Testy o normalitě, mezi které patří:

· test dobré shody pomocí kritéria 
[image: image64.wmf]2

c

(tříděný výběr většího rozsahu),
· Kolmogorovův test (netříděný výběr malého i velkého rozsahu), 
· pro malé výběry určený Shapirův–Wilkův test (netříděný výběr  již o rozsahu 
[image: image65.wmf]2

>

n

) aj. 
Několik testů je orientováno na testování shody šikmosti a špičatosti (případně kombinace obou) náhodného výběru s předpokládanými hodnotami (samozřejmě se předpokládá  nulová šikmost a špičatost).
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