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PREDSLOV

Skriptd Oper&na analyzacas’ |. st utené pre potreby predmet®OPERACNA
ANALYZA a maju ambiciu uviesStudentov do problematiky ekonomického modelovania
tvorby ekonomickych analyz na zaklade vyuZzitia ekoicko-matematickych metod.

CiePom predmetu OPERACNA ANALYZA je poskytnii Studentom prvého inZinierskeho
ro¢cnika na STU Bratislava Materialovotechnologickeguly so sidlom v Trnave zakladné
informacie o matematickom modelovani ekonomickyaleb@mov, umozni im orientaciu
v zlozZitych problémoch ekonomického Zivota, ktogémozné rie$i pomocou metdd a modelov
operd&nej analyzy, a tym prispie k formovaniu ich moderného ekonomického myslenia
a spravneho rozhodovania sa. Predpokladom pre ptedper&na analyza je zakladna znalos
matematiky a informatiky a Student by mal tieZ ol zaklady Statistiky, ekonomiky a

manazmentu podniku.

Studenti po ukodeni predmetu by mali ziskazruénosti:
» v ovladani pojmového aparatu ekonomicko-matematick@odelovania,

* v analyze z&kladnych suvislosti medzi ekonomickjawmi a procesmi,

v tvorbe ekonomickych modelov a ich interpretécii,

v ovladani ekonomicko-matematickych metod vyuZziedingri ekonomickych analyzach,

v oblasti rozhodovania manazmentu pri rieSeni #fohiekonomickych problémov.
Studijny materidl je spracovany pre potreby saduigt teoretickych poznatkov
a vedomosti Studentov a ziskanie zékladnych infoiim& pojmového aparatu z predmetu
oper&na analyza. Siag’ou kazdej kapitoly su aj vyg@ané vzorove priklady a v zavere kapitol
su ulohy apriklady na samotné samostuadium. Calfdijgdy materidl pozostava z piatich
obsiahlych kapitol.

Prva kapitola je uvodom do predmetu opeéra analyza Struine su charakterizované

jednotlivé vyvojové etapy opeataej analyzy, kvantifikované kvantitativne metodypisané
charakteristickérty predmetu a implementay model (proces prijimania rozhodnutia).

Druh& kapitola je venovandstruktdrnej analyzgStruktrnym modelom). V kapitole su

struine vysvetlené zakladné zasady zostrojenia Struttirmodelov, klasifikacia Struktlrnych
modelov, konStrukcia zakladného a rozSireného ljeovito Struktirneho modelu, zostavenie

a rieSenie uloh pomocou Strukturneho modelu operalio planu.



Tretia kapitola je venované problémlinearneho programovaniaZaobera sa zakladnou

charakteristikou matematického a linearneho progremia, klasifikaciou tloh matematického
programovania, klasifikaciou suvislosti maticovddegoveho zapisu modelov matematického
programovania a linearnych optimakimgch modelov a klasickymi aplikaciami linearneho
optimaliza&ného modelu v rieSenych prikladoch. V zavere kapsd zaradené rieSené priklady
a Ulohy/otazky na samostatné rieSenie.

Naphou Stvrtej kapitoly je charakteristika a teoretické vychodiskdistribucnych
problémov V kapitole su charakterizované jednotlivé metday rieSenie dopravnych udloh,
metody na najdenie vychodiskového (vyhovujucehedemnia a metdéda na najdenie optimalneho
rieSenia dopravnej ulohy. Stine je opisana aj tedria prifavacieho/pridéovacieho problému
a jeho rieSenie pomocou Miarskej metody.

Poslednapiata kapitolasa venujesiefove] analyzekonkrétne klasifikacii a charakteristike

sietovych grafov,éasovej analyze sievych grafov hranovo a uzlovo definovanych metédami
CPM, PERT, MPM, a GERT a v stnpsti je charakterizovana aj zdrojova a nakladoalyaa
sietového grafu.

Skripta Operéna analyz&ad’ I. je prvou¢ag’ou komplexného spracovania témy oges
analyzy, ktora je na MTF gag’ou predmetu OPERANA ANALYZA. Obsahom skript s aj
prevzaté kapitoly z monografii (Sakal, 2003): 3,8X.2, 3.9, 3.10 a 3.11 a (Sakal, 2006): 4.1,
5.2 a 5.3, z&o autoromd’akujeme. Kapitola 5. Sfeva analyza bola spracovana v ramprajektu
VEGA 1/0491/09: Kontrola vyspelosti procesov prtgekho manazmentu ako nastroj
zvySovania konkurencieschopnosti strojarskych prsmimych podnikov.

Nasledne budu spracované skripta Ofigiaanalyzaiag’ Il., v ktorych budu obsiahnuté
oblasti operénej analyzy, ako su sekvam® modely, modely obnovy a modely hromadnej
obsluhy, modely zasob, viackriterialna optimalizasi vyuzitim softvérového nastroja Expert
Choice a programové prostriedky na podporu ajpejaanalyzy. Skriptd Opefaa analyza Il.
budl spracované s podporAgentlry na podporu vyskumu a vyvoja na zakladewamil LPP -
0384-09, Koncept HCS modelu 3E vs koncept Corporate Soespénsibility (CSR)"

Trnava 2011 Autori
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1. UVOD DO OPERACNEJ ANALYZY

Prvé jednoduché ulohy opeérej analyzy sa ,rieSili uz v dobe priemyselnej oticie.
Historickym prelomom vo vyvoji vedeckych metdd mmia sa stala 2 svetova vojna. Na analyzu
zlozitych vojenskych operacii sacadéa pouzivé nova vedna disciplina, ktora dostala nazov
operaény vyskum (Operations Research).Tato disciplina sa zaoberala vedeckou analyzou
zloZitych vojenskych operécii a vypracovanim vhadngdpordeni na ich efektivne rieSenie. Po
2. svetove] vojne sa ukazalo, Ze sa tieto metody @plikova aj na riadenie \#&ych
priemyselnych komplexov, a preto sa ogasavyskum zaal vyuziva aj v ekonomike.

Opera&ny vyskum prekonal doteraz nidikm vyvojovych etaglvanicova, 2002):

1. etapa-predstavuje ju obdobie 2.s.v., v ktorej iSlo pregiiitym o vojenské aplikacie,

2. etapa-etapa po vojnefazisko aplikacii sa prestva na problémy manazmeotimikov,
najma priemyselnych,

3. etapa- nemozno ju ¢asovo jednozrime vymedz (priblizne ide o Saslesiate
a sedemdesiate roky 20. sttie), d’alej rozSiruje oblasskimania a aplikacie na iné typy
¢innosti, ako su napr. doprava, Statnha sprava, athiatvo, vyskum, Skolstvo, Sport a iné.
Zarover sa rozliSuju tendencie v oblasti skimania a risdgiobalnych procesov, napr.
fungovanie podnikov ako celkov. Tym sa vSak prélja ramec klasického opeéraho
vyskumu. PouZzivaju sa aj iné vedné discipliny zamé&ma modelovanie v ekondémii, ako

je ekonometria a matematicka ekonomia.

V sasnosti sa ako opeiay vyskum oznéuje disciplina zamerana na rieSenie problémov
manazmentu pomocou matematickych modelov a metddSX sacasto nazyva priamo ako
,veda o manazmente” (management science). V nemkokgriacich krajinach sa pouZzivanie
tychto modelov a metéd uvadza pod nazvom podnikeyskum, optimalne (matematicke)
planovanie alebo pouzitie matematickych metéd fargvu optimalnych rozhodnuti. (lvaova,
2002)

Dalej budeme pojmom opeiray vyskum (operéna analyza) rozumigtaki vednu disciplinu,
ktorej predmetom skumania je Studium a analyza operacii procesov, ktoré prebiehaju

alebo su planované v ufitej organiza¢nej jednotke (podnik, zavod, dieha,...), pricom



Studium a analyza tychto operéacii sa n#&pstejSie uskut@iuje pomocou matematického
modelovania

Matematické modelovanie ekonomickych javov a progege vyznamnym nastrojom
racionalizacie riadiacejinnosti podnikov. Toto sa umgje vyuzivanim vyp&tovej techniky a
automatizovanych systémov riadenia. RieSenie pomaotatematickych modelov dnes zasahuje
do réznych oblasti : planovanie, ekonomicka analj@agnozovanie, riadenie v najSirsom
zmysle slova. Problémy rieSené v praxi su rozmanjté ich rieSeni je mozné pota aplikova
réznu techniku modelovania i roaié typy modelov a metod (tab. 2-1) Metddy ekondegic

analyzy.

KLASIFIKACIA VYBRANYCH KVANTITATIVNYCH METOD Tab. 2-1

Kvantitativne metody Klasifikacia

Metody popisnej Statistiky Rozdelenie p&etnosti
Histogramy

Paretov diagram
Grafické metody
Casové rady

Diagramy Z a bodové diagramy

Metdédy manazérskej Statistiky Priemery , medidn, modus
Variabilita- smerodajna odchylka, vatiey koeficient
Percentily, koeficient Sikmosti

Indexy — réazové a bazické

Pravdepodobnostné metdody Rozdelenie pravdepodobnosti
Normalne rozdelenie

Binomické rozdelenie

Rozhodovanie v podmienkach Metoda Maximin, Maximax
neuréitosti Kritérium minimalizcie strat
Rozhodovacie stromy a rozhodovacie siete

Stanovenie ceny dokonalej informacie

Analyza rizika Analyza citlivosti

Model atakavanej uzitdnosti

Tedria portfélia

Hodnotenie rizikovosti drokovych mier

Hedging




Kvantitativne metddy

Klasifikacia

Modely riadenia zasob

Model velkosti objednavky
Modely s predstihom

Metéda ABC riadenia zasob

Modely hromadnej obsluhy

Modely bez¢akania
Modely s¢akanim
Jednokanalové modely

Viackanalové modely

Modely obnovy

Modely obnovy s jednoduchou reprodukciou
Modely obnovy s rozSirenou reprodukciou

Model fyzického opotrebenia strojov

Modely udrzby

Model kontroly prevadzkyschopnosti zariadenia
Model preventivnej vymeny

Model skupinovej vymeny

Modely teérie hier

Bayesov princip
Waldovo kritérium
Savageovo kritérium

Hurwitzovo kritérium

Metddy vyskumu trhu

Interval spdahlivosti
Testovanie hypotéz
Statisticka inferencia

Vyberové rozdelenie

Metddy riadenia kvality

Kontrolné diagramy
Paretove diagramy

ISikawove diagramy

Prognostické metody

Projektovanie trendov
Modely ¢asovych radov
Jednoducha a rozSirena regresia

Kizavé priemery

Metody vyberu variantov

Nominalne stupnice
Ordinalne stupnice
Kardinalne stupnice

Metddy stanovenia vah kritérii

Formalno-logické metddy

Rozhodovacie taliky

Rozhodovacia analyza

Optimalizaéné metody

Linearne programovanie

Dynamické programovanie




Kvantitativne metddy

Klasifikacia

Tedria optimalnych procesov

Metddy projektového manazmentu

Ganttov diagram
Siefova analyza
Met6éda PERT

Simula¢né metddy

Vyvojové diagramy
Metéda Monte Carlo

Generatory nahodnyatisel

Metddy finanéného rozhodovania

Metddacistej s&asnej hodnoty
Vnuatorné vynosové percento
Naklady kapitalu a hodnota podniku

Optimalizacia kapitalovej Struktary

Metody strategického rozhodovania

SWOT analyza
Portféliové matice — BCG, GE, ABC
Matica ziskovosti

Porterov hodnotovy tazec

Zdroj: Metddy ekonomickej analyzy

Cielom S&tadia a analyzy je pripravvedecky zddvodnené zavery a odgenia pre tych

zamestnancov organigaych jednotiek, ktorych dlohou je organizdéva riadi’ tieto procesy

a operacie. Opetaa analyza (OA) ma tri charakteristiokdy:

1. Systémovy pristupk rieSeniu problémov = myslenie a konanie, priréio sa javy

chapu komplexne so svojimi vnatornymi a vonkajsanislogami.

2. Vytvaranie vedeckych timovna rieSenie problémov, v OA sa vyuZivaju poznatky

z viacerych vedeckych disciplin.

3. Konstrukcia matematickych modelovna rieSenie problémov.

Predmetom zaujmu v opéreej

analyze je riadenie komplexnych systémov, kde

rozhodovanie vykonava jednotlivec alebo riadiacilektiv a kde prave zakladné metody

oper&nej analyzy maju pre kvalifikované rozhodovaniadidgich subjektov dodavavedecky

zdévodnené podklady. Preto je vtomto pripade modmhodovanie (rozhodovaci proces)

povazovéd za nenahodnu Ybu (nenahodny vyber) jedného z mnoziny moznycheniedha

zaklade nejakého premysleného dévodiiadiska splnenia stanovenéholeig(Maca, 2002)



Manazérska prax je zaloZzena na neustalom prijimmaphodnuti. Pri¢oraz v&Som

mnozstve informacii podstatnych pre rozhodovanigegenie problémovasto ulohou pre cely

kolektiv odbornikov r6znych profesii, a 2ane byva kontroverzné. Aby sa predislo vytvoreniu

suboru subjektivnych rozhodnuti na rbéznych Udroumiagadenia, je potrebné vykoha

kvantitativne analyzy stavu a priebehu ekonomickgobcesov ako podklad na objektivizaciu

rozhodnuti a ich argumentéciu. (lvéova, 2002)

Proces prijatia rozhodnutia prebieha na zakladermmécii zvgajne v niekdkych etapach.

Etapy postupu pri aplikacii modelu opé&naj analyzy sa nazyvaju aj ako implemeéntamodel.

Su to nasledovné etapy (obr. 2-1):

1.

etapa formulacia ulohy, ktord chceme rie8i (vznik a identifikacia problému, jeho
ekonomicka formulacia, zostavenie ekonomického rmpdsgravne formulovana uloha =
50% rieSenia), vymedzenie vSetkych skatmsti, ktoré maju na splnenie vygného ciéa
rozhodujaci vyznam. Spravna formulacia problémudpoklada poznanie vSetkych
okolnosti a vplyvov, ktoré s danym problémom s@iSdbvykle sa skimana problematika
dotyka celého radu vednych odborov (ekonomiky, netéiygie,...).

z toho vyplyva, Ze formulacia problému gazny proces, ktory vyZzaduje timovu pracu.
etapa analyza a spracovanie udajov potrebnych na rieSeniélohy (treba ukit, aké
Gdaje budu potrebné, v akej forme, odlk&n daju ziskq akl hodnoverndgsbudu ma

a ako sa dané udaje budu spracoviava

etapa zostavenie matematického modeluzostavenie modelu rieSenej tlohy (pre slovne
zostaveny systémladame vhodny matematicky popis)dbpouzijeme Standardny model,
modifikovany Standardny model, alebo zostavime nawpdel. Pri zostavovani
matematického modelu musime dbva to, aby sme matematicky spravne popisali vSetky
dblezité vrahy a vazby systému. Vynechanie alebo nespravmaufacia niektorej vazby
moze spoOsobi nerealnog celého modelu, prip. jeho nerie$iies’. Na druhej strane,
formulacia nepodstatnych vazieb mézef'ma nasledok okrem nadmernefkesti modelu
velmi nd’ahkd a komplikovanu interpretaciu vysledkov. V mag¢ickych modeloch sa
ekonomickeé vetiiny vyjadrujua prostrednictvom premennych, konsStanparametrov.
Vzajomné zavislosti medzi tymito v&lnami byvaju zvgajne definované vo forme rovnic,

nerovnic a ich sustav. Ciele sa spravidla vyjadpgjinocou funkcii.



Ekonomicka realita

v

Formulacia ci€ov a podmienok

A 4

Zber a zhodnotenie dajov
(informéacii)

v

Dostatok informacii?

nie

anc ¢

Verbalny model

v

Matematicky model

v

Hradanie rieSenia - formulacia
variantov rieSeni

v

verifikacia dosiahnutého rieSenia

v

Realizacia rieSenia- vykon
rozhodnutia

v

st medzi vellinami len linearne zavislosti,

b) pod’a vyvoja wase

-statické neuvaZzuje sa zavislbpremennych
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Obr. 2-1Proces prijimania rozhodnutia

Klasifikacia Standardnych modelov pouzivanych v OA:
a) pod’a povahy pouzitych matematickych prostriedkov

- linearne len linearne funkcie, pouzivaju sa na modelovaakej situacie, kde

- nelinearne vyskytuju sa v nich aj nelineéarne funkcie,

odasu,

Zdroj: vlastné spracovanie



-dynamické zoh’adhuje zavislog premennych naase,
c) pod’a povahy velfin v model
- deterministickénevyskytuju sa v nich nadhodné ey,
- stochastickévyskytuju sa v nich nahodné vy,
d) pod’a urovne rozhodovacieho procesu rozliSujeme
- mikroekonomickéna Urovni podniku a nizSie (podnikové a vnutramikdvé),
- makroekonomickéna urovni rezortov a narodného hospodarstva,
e) pod’a povahy vZahov medzi subjektmi
- nekonfliktné nezolfadiuju vzajomné spravanie sa 2 alebo viacerych subjekt
- konfliktné zachytavaju vzgjomné spravanie sa 2 alebo viabespbjektov,
zaobera sa nimi tedria hier (Stadium konfliktov),
f) pod’a pouzivanych prostriedkov pri zostavovani modelov
- analytické (matematické) modelpri konStrukcii sa vyuZivaju prostriedky
matematickej analyzy,
-simula‘né  modely vyuZivaju prostriedky teérie  pravdepodobnosti
matematickej Statistiky a programovania,
- heuristické modely prevazne modely verbalneho charakteru, pozostava
z ukitych pravidiel, ktoré treba dodrziatari rieSeni witého problému.

etapa: rieSenie zostaveného modeluyber vhodnej metddy na rieSeniga rieSenie
modelu sa spravidla vyuzivaju gdace. Ilba malé (schematické) modely mozno fieSi
ruéne. Ide otisto matematicku zalezitésProblémy, ktoré podnik vie ri@Smetodami OA
su napr.. optimalizacia rozvozu tovarufatlanie najkratSej cesty medzi dodaveite
a odberatbom, optimalizacia vyrobného planu, vyber vhodnéraxpvnika na pracovisko,
vyuzite’nog® pracovnikov, likvidacia aobnova zastaranych vgsah zariadeni,
optimalizacia f¢ky vyroby vyrobkov, af.

etapa : verifikacia zostaveného modata zaklade vysledkov ziskanych rieSeimSenie,
ktoré ziskame pomocou tohto modelu porovhameSsmiami, ktoré boli predtym ziskané
klasickymi metédami a zistime, aky je rozdiel metymito metdédami<i je, alebo nie je
znesitény- ¢i m& model vyznam. Verifikacia dosiahnutého riedetiddva odpowe na to,

v akej miere model aknemu priradena uUloha zolazmkut@nog’, v akej miere

11



dosiahnuté vysledky vyjadruju skdtyy stav a jeho vyvoj. Ziskané vysledky je potrebné
interpretovéd na zaklade poznania charakteru vstupnych Udajodeinoa na zéklade
charakteru a vlastnosti samotného systéemu. Priéguotrebné pamétana to, Ze vysledky z
hradiska ekonomického a organiného moéze spravne interpretévia clovek. Pri tejto
¢innosti neméze vypdova technikaloveka v Ziadnom pripade nahradi
6. etapa: aplikacia ziskaného rieSenia (modelu) v prasieSenie je iba vedecky zdévodnené

odporuenie pre riadiacich pracovnikovspravne vypéitané a interpretované vysledky
moZu by objektivnym podkladom pre spravne rozhodnutiee@emi problému. OA nerieSi
problémy spojené s nespravnym hospodarenim podnikov
Tedria OA je stéle otvorenou vednou disciplinoejarjvoj je spojeny so vznikom novych

ekonomickych problémov, novych rozhodovacich proeesZakladné discipliny a zakladné

vzt'ahy medzi nimi su znazornené na obr. 2-2.

Zakladné discipliny operatného vyskumt Nadvéazujlce discipliny
|:: 1. Struktdrne mode —»  Input-output modely hospodars!
2. Linearne programovar »  Nelineane programovan

a) sipmplexova metodr Viackriterialna optimalizac

Teodria hie

v

b) tedria dualit

Parametrické programoval

v

c) postoptimalizén4 analyz

3. Dopravné ulot 3 &  Celatiselné programovar
—>
—»  Dynamické programovar
4. Sig’ova analyz —»  Teodria grafo

5. Teobria zaso

6. Modely hromadnej obslu ——»  Simulacie

7. Teoria obnov
Zdroj: lvanéova, 2002

Obr. 2-2Vzrahy medzi zakladnymi disciplinami OA a na ne naguéich vednych disciplin
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2. STRUKTURNA ANALYZA

Ciele:
» aplikacia maticového a vektorovéhotpoa linearnej algebry v opeiraej analyze,
» Klasifikacia Struktarnych modelov a zakladné zasadsgtrojenia Struktirnych modelov
(SM),
 konstrukcia zakladného a rozsireného Leontjeovho SM

« zostavenie a rieSenie Gloh pomocou SM operativpé&mu.

Za poévodcu Struktirnej analyzy na narodnohosp&dansrovni sa povazuje sovietsky
vedec Leontjev, ktory svoj model statickej hospsléy rovnovahy aplikoval (1929) na
hospodarsky systém USA a publikoval vroku 1939edb&cne pod terminordtruktirna
analyzarozumieme kvantitativne skimanietahov medzi jednotlivymi prvkami hospodarskeho
systému na zabezfmvanie proporcionality medzi tymito prvkami systénwo vSetkych
odvetviach narodného hospodarstva. Modely, vyjadeijtieto vzajomné v¥ahy sa nazyvaju
Struktdrne modelySakal, 2006).

Teoretickym zéakladom SM je maticovy vektorovyépba linearna algebravyuziva sa

v planovacej praxi podnikov na vyjadrenie kvantitaych vz’ahov medzi jednotlivymi prvkami

planovacich wgahov Pomocou SM zabez{igeme proporcionalitu v rozvojijednotlivych

usekov

Ucelom konstrukcie SM aj v trhovom hospodarstve jeatitnenie techniky planovania
modelovaného hospodarskeho systému a vyrieSeniéhaetadu technicko-ekonomickych
rozborov a analyz daného hospodarskeho systémundgea o posudenie réznych variantov
planu MTZ alebo zhodnotenie zmien vyvolanych zmeobjemu produkcie niektorého vyrobku,
resp. vyrobného odboisakal, 2006).

Z predchadzajiceho vyplyva, 7e pod SMcitej hospodarskej jednotky rozumieme
matematicky model, ktory zobrazuje StruktGru sumovich, materidlovych, pracovnych,
nakladovych a inych vazieb medzi jednotlivymi zlaik modelovanej jednotky navzajom, resp.
medzi zlozkami modelovane] jednotky ajej okolimnppxou sustavy rovnic (ragstejSie

pomocou linedrnej sustavy rovnic). Pomocou SM wyjmine kvantitativne wahy medzi

spotrebou a vyrobou
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Struktarne modely sa konstruuju faddvoch zakladnych zasad:

1. Zasada linearity: spa@iva v tom, Ze sa predpoklada linearnyalz medzi spotrebou
a vyrobou. Spotreba je linearnou funkciou objemroiy.
2. Zasada bilargnej vyrovnanosti: sp@iva v tom , Ze spotrebovandzeme ttko, kd’ko

mozeme vyrohi (U = P), spotreba = Vkosti zdrojov.

Klasifikacia Struktarnych modelov je nasledovna:

a) pod’a charakteru vazieb medzi skimanym systémom a jekadim:
- otvorené SMzachytavaju vah zloZiek modelovej jednotky navzajom (vazby exisvo
vnutri systému medzi jednotlivymi prvkami) a tagtie&izby modelovej jednotky s okolim,
- zatvorené SMzachytavajl vzajomné vazby iba jednotlivych zdzimodelovej jednotky,
neexistuju vazby medzi systémom a okolim. VSetkgneknické vazby medzi jednotlivymi
odvetviami modelovaného systému hospodarstva szajmm zavislé. Kazdé odvetvie
v uzavretom modeli systému hospodarstva vystupiijasse ako vyrobca aj spotrelfite
V praxi nie je Ziadny realny systém celkom uzavrét@priklad v narodnom hospodarstve
ako systéme nutne existuju vazby zahti@nprostrednictvom importu a exportu. Formalne
v3ak takyto systém mozno uzavrigm, Ze k nemu pripojime akialSie vnutorné odvetvie
zahranény obchod, z ktorého prudi do ostatnych odvetviamja daiho prudi z ostatnych
odvetvi expert;

b) pod’a vz’ahu prvkov modelu systémudasu:
- statické SMpri ktorych neuvazujeme s faktorarasu,
- dynamické SMzoRadiuju zavislos niektorych parametrov athsu:;

c) z Wradiska konStrukcie:
- Leontjevove,
- Pichlerove,
- optimaliza’ng
- ostatné;

d) pod’a Urovne, na ktorej zostavujeme Struktirny model:
- mikroekonomické SM (Pichlerove)

« na urovni podniku - podnikové SM,

« na vnuatropodnikovej trovni (na Grovni napr. dielnendtropodnikové SM,
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- makroekonomické SM:
« na drovni rezortu - rezortné SM,
* na Urovni regiénov - oblastné SM,
* na Urovni narodného hospodarstva - narodohospcel &igk
« na nadnarodnej Grovni, pripadne medzinarodnychupesk — SM; leontjevovského
typu;
- pod’a obsahu modelu (pda obsahu vazby):
« SM surovinovych vazieb,
« SM materialovych vazieb,
« SM pracovnych vazieb,
« SM néakladovych vézieb;
e) pod’a charakteru vstupnych udajov:
a) deterministické SMneuvazuje sa s nahodnymi weliami,
b) stochastické SMobsahuji nahodné pravdepodobnostné&ivsti
f) pod’a spdsobu tvorby odborov:
a) SM s vyrobkovymi odbormi,

b) SM s organiz&nymi odbormi.

Dalej sa budeme zaobérahlavnhe SM otvorenymi, statickymi, deterministickym

a linearnymi na mikroekonomickej (podnikovej) aravn

2.1 KONSTRUKCIA LEONTJEVOVHO OTVORENEHO STATICKEHO
SM

SM v&etkych typov sa tvoria sUstaveulinearne nezavislych rovnic (pri kombinécii
s prvkami linearneho programovania aj sustavolahmgch nerovnic).

Pri konstrukcii SM vychadzame zo Sachovnicovej tagy(ST). Aby sme mohli zostavi

SM hospodarskej jednotky, musime si ju roAlaa zlozky- odbory

Odbory vystupuju v dvoch funkciach:

1. dodavatelia nachadzaju sa v riadkoch Sachovnicovej Eapu
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2. spotrebitelia: nachadzaju sa viptoch Sachovnicovej tabky.

Predpokladajme, Ze modelovanu jednotku rozlozimae adborov (jednotiek). Symbolom
X (i=1,2,...n) ozn&ime celkovu produkciu i-teho odboru za uvazované plaoevobdobigdei,

tyzdai, mesiac, rok,...), produkcia je vyjadrena vo zmgtsh jednotkachg, kg, }.

Ak su odbory tvorené vyrobkami, ktoré vyraba hospella jednotka, hovorime
o vyrobkovom SM Ak st odbory tvorené organiraymi jednotkami (dielne, prevadzky,
zavody), hovorime o organigaych SM

Dalsimi symbolmi ozndme:

- vy (i=1,2,...n) odbyt i- teho odboru, t&ag’ produkciei- teho odboru, ktord tento odbor
dodava na odbyt v uvazovanom planovacom obdobi,
Xij (i,j=1,2,...n)medziodborov@lebovlasti vyrobnu spotrebto je tacas’ produkciei- teho
odboru, ktora sa v uvazovanom obdobi priamo spojeeta vyrobu v j- tom odbore (priame

dodavky z- teho dg- teho odboru)x; je linearnou funkciou;:
Xi=a* X, 1,j=1,2,...,n, [2.1]

kdes; — konsStanta umernosti (technicky koeficient, pgamorma spotreby)urcuje
mernu spotrebu produkciehio odboru na jednotku produkcie j-teho odboru,
v skut@nosti ma len relativnu stalda jej vysSka zavisi od Urovne techniky

a technoldgie prislusnédbaru.

Konstrukcia SM predpoklada, Ze hodnafyst zname. Hodnotg; mozno uit
dvojakym spbésobom:

- Statisticko- analytickyje zaloZeny na \fahu:

jxa* X  => as% , [2.2]

J

technologicko- syntetickpriamo z technologického postupu.
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& - mdzu md rozmer alebo s bezrozmerné (fyzické alebo fynigl

Ak su velEiny x; aX; vyjadrené v naturalnych jednotkach, potom koefite vyjadruje,
aké mnozstvo produkcie i-teho odboru, vyjadren@aturdinych jednotkach, sa spotrebldva na
vyrobu jednej jednotky produkcigteho odboru, ktord je vyjadrend v naturalnych ggklach
(napr. kdko kg uhlia sa spotrebuje na vyrobu 1kWh elektijickeergie, fyzikalny rozmer
technického koeficients; je v tomto pripade kg/kWh).

Absolutna vékos’ technického koeficientu zavisi od jednotiek, vakga spotrebovavana
produkcia a vyrabana produkcia meraju. Jeho hodj@tazdy nezaporna, t.j., ak technické

koeficienty tykajuce sa naturalne vyjadrenej pradelloudeme ozgava’ a’ , potom plati

a'i,- >0 (I,j =1, 2, .., n).

Ak spotrebovanu a vyrabanu produkciu vyjadrime degeych jednotkach, potom su

technické koeficienty bezrozmernidsla Ich vdkos’ vtomto pripade zavisi nielen od ich

technologického wahu, ale aj od pomeru ceny spotrebovanej a vyrjipangukcie.
Zavedieme symboly:
- () — produkciai-teho odboru spotrebovavanéhg-tom odbore vyjadrena vo fyzikalnych

jednotkach,

Q - celkovéa produkci@gteho odboru vyjadrena vo fyzikalnych jednotkach,

pi — jednotkova cena, cena jednotky produkcie, kK@rgrobena v-tom odbore,

pj — jednotkova cena, cena jednotky produkcie, k@rgrobena \-tom odbore,

potom a, =—L , &,20 [2.3]

a jej hodnota zavisi od hodnoty technologicke] amwyroby. Na zaklade predchadzajucich
symbolov méZeme mnozstvo produkéieho odboru spotrebdvanéj-tom odbore vyjadti
v peiaznych jednotkach nasledovne:

Xij = Gij* Pi - [2.4]
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Potom celkova produkcigteho odboru vyjadruje v pi@znych jednotkach vyjadrena

nasledovne:
iIXQ*p [2.5]
a potom:
_)ﬁj_qij[pi_, B, _ _ . b
a =——=———=a. .+ => a =a . [2.6]
J xi QJ Ep] J p] J J p]

Technické koeficienty odrazaju ako technologickéavw, tak aj cenové relacie (zavisia od
danej technologickej urovne v danom odbore a od)cidadobldaju tiez iba nezaporné hodnoty

a ak nie je vyroba stratova, plati pre ne:
O<a; <1 , 0s) a, =l [2.7]

Sachovnicova talika (ST) medziodborovych vahov pozostava zo 4 kvadrantov.

V nasledujlcej Sachovnicovej tdine su uvedené tri kvadranty.

SACHOVNICOVA TABULKA ZAKLADNEHO LEONTJEVOVHO SM TAB. 2-2
Spotreba v odboroch Celkova
Odbyt v
Odbory produkcia
1 2 n odboroch
odborov
1 X11 | X12 Xin Y1 X1
2 | X21 | X22 Xon Y2 X2
)
c
Qo
o
5 I Il \Y
n Xn1 | Xn2 Xnn Yn Xn

|. kvadrant - obsahuje vzajomné dodavky medzi odbormi a ajrepatviastnej produkcie,
II. kvadrant — kvadrant odbytu,
IV. kvadrant - celkovej produkcie odborov.
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Kazdy odbor je v ST uvedeny v riadku afjpsi. V riadku je pri kaZdom odbore uvedené,
aké mnozstvo jeho produkcie sa spotrebiva v odbozocadenych do ktcov. Napriklad tdaj
X23 0zn&uje ¢ag’ objemu produkcie druhého odboru spotrebovavanétne’am odbore. Pdth
tradicie su medziodborové spotreby odliSované tijindexom, pdom prvy index udavaislo
riadku a druhy indexislo stpca, v ktorom je prvok umiestneny.

Na zéklade ST mdZeme zostasiistavu bilagnych rovnic.

Xy F X+t X, Hy1= X

Xog F Xgp +o0+ Xy, +Y2= X, [2.8]

X T X ¥ X tWn = Xn
Je to sUstava bilantnych rovnic, ktora ma® + 2n premennych (méa Veni vela stugiov

volnosti, musime zni#i pacet stugiov volnosti). P@et stugiov vo’nosti znizime pomocou

vztahu linearity{2.1], ak predpokladame, B pozname, potom:

anlX, +alX, +---+anlX +yi= X,

aZlD(]_ + a22D(2 +..-+ aan<n + y2 = X2 . [29]
anlD(l +an2D(2 +.-. +annD(n + Y = xn

Po zniZeni stujov va’nosti je v slistav@n neznamych. Tato sustava vyjadruje zakladny

Leontjevov SM, ktory je staticky a otvorerkde:

» staticky — technické Kkoeficienty; sa v ugitom (planovanom) obdobi nemenia, su
konsStantné,
» otvoreny — model je viladom na odbyt otvoreny....... Vo
» zakladny — v modeli nie je zachyteny vstup (chyhagtupné odbory).
Zéapis z&kladného Leontjevovho modelu v maticovoaney

X - sipcovy n- rozmerny vektor, ktory pozostavxz X, ..., %
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X =7 - vektor celkovej produkcie odborov,

Y - n —rozmerny $pcovy vektor, ktory pozostavayz, Y, ..., ¥,

Yy
— Y,
Y =|. - vektor odbytu odborov,
Yn
a11 a12 aln
~ _ |81 82 " Ay : NP . > e % )
A=l : .| - matica technickych koeficientovidy musi by’ Stvorcoval).
a'nl a'n2 a'nn

Potom zékladny Leontjevov SM méZeme napisanaticovo vektorovom tvare:

AX+Y =X, [2.10]
pricom plati: AX # XA .

V planovacej praxi mozno na zéklade zakladného tjeemvho SM, ktory je staticky

a otvoreny, rie$inasledovné ulohy:

1. uloha: Na zaklade zndmeho planu celkovej produkcie jedryath odborov mozno vypitat’
plan odbytu jednotlivych odborov (na zéaklade znmeektora X mozno vypditat

neznamy vektoly ). Aby sme tito Glohu mohli rie§imusime si model upravnasledovne:

e

E - je jednotkova matica n-tého radu
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Matice E a A musia by toho istého radu !

2. Uuloha: Na zaklade znameho planu odbytu jednotlivych odbar®dzeme vypéita plan

celkovej produkcie jednotlivych odborov alebo nlade znamehor moézeme vypéitat

X.
Y. X=2
(E-A*ov=(E-A)xX
E-A)7=(E-A) {E-A)X S
X=(E-A"Y
E-A)*=B [2.13]

B je matica_plnychalebo komplexnych noriem spotreby vlastnej proijkie stale Stvorcova

a je vyp@itana na zaklade matiok, a plati nasledovné:

b, =a,; - priamanormaspotreby

l
komplexnanormaspotreby
b,>0

b ;- udava, kéko produkcie z i-teho odboru sa spotrebuje na wyjednej jednotky

produkcie j-teho odboru, a to tej jednotkipra je dodana na odbyt.

Matica A je trojuholnikova (prvky sa nevyskytuju pod diagmu matice) vtedy, k&
neexistuju spatné vazby medzi odbormi (spatna vaziaty odbor sa sdm sebe spotrebovava).
Cim saA zostavuje na niz8ej organizeej Grovni, tym sa viac bliZi k trojuholnikovéy , &im

vySSia je organizaa uroveé, tym viacej vazieb sa tam nachadza.
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3. uloha: Ak je znama celkova produkcia pkeodborovk<n, t.j. X;, X,..., % a pre ostatnych
(n - K odborov st dané hodnow:1, Yk+2, ...}, potom mdzeme tit’ pre prvych k-odborov
hodnoty y (i = 1, 2, ..., n) a pre ostatné odbory celkovadoikciuX; (i = k+1, k+2, ...,n.
Sustava je znova sustavodinearnych rovnic 8 neznamym. Tento typ ulohy, s ktorym sa
v praxi ¢asto stretdvame pri planovani vyroby, ato hlaviedy, ak niektoré odbory
predstavuji v danom systéme Uzky profil aje neuyhé@ vychadza pri rieSeni uloh
z obmedzeni produkcie danej tymito uzkymi profiljeikombinaciou prvych dvoch uloh
(Sakal, 2006).

2.2 ZOSTAVENIE VROZSI'RENEHO LEONTJEVOVHO OTVORENEH O
STATICKEHO SM

Rozsireny Leontjevov SM sa od zékladného isi tymzobrazuje vazby medzi zlozkami
modifikovanej jednotky s okolim ako na strane vstupk aj na strane vystupu.

Pojmomvstupné odbonbudeme ozn@va’ to, ¢o potrebujeme na vyrobu (nakupované
vyrobky, suroviny, material, vyrobné kapacity; vir@ kapacity: strojné, pracovnici, mzdy...).

Budeme predpoklada Ze modelovana jednotka nakupuje druhov surovin, ktoré
spotrebovava na vyrobu v jednotlivych odboroch.deinddzajuce symboly, ktoré boli zavedené
pri zakladnom Leontjevovom modeli s platné ajrprSirenom modeli a zavediemelsilSie:

* S, $,...& nakupované mnozstva surovin,

* sj— priama spotreba surovitteho druhu \-tom odbore za uvazované obdobie.

RozSirena  Sachovnicovi tdka (tab. 2-3) obsahuje okrem uz spominanych troch

kvadrantov ajfalSi:1ll kvadrant - kvadrant vstupnych odborov.

22



SACHOVNICOVA TABULKA ROZSIRENEHO LEONTJEVOVHO SM TAB. 2-3

Spotreba v odhoroch Odhyt v Ce].km.r{f
Odhbory 1 a n odhoroch produkeia
odhorov
1 | = | xa Xln ) )81
2 o ¥aa on ¥ X2
B
=
E= I il IV
P .
% | G2 S In a
1 211 | %12 Sln
B 2 | s | sm San
E
E I sutovinovy subloradrant
bl
k Syl | Sxa Hhn
NapiSeme sustavu bilamych rovnic spotreby nakupovanych surovin:
SyutS,t s, =S
S21"'522""""'52n=82 [2.14]

Sc1 S Sy :S<

Sustava ma k.n + Kk stumov vo'nosti, taktiez je tu linearna zavistos
si=a;®. X%, [2.15]

kde:
a,-,-(s) -technicky koeficient, priama norma spotreby nakigmych surovin, p&om

predpokladame, Ze priame normy surovin pozname.

Potom sustava linearnych rovnic je:
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(s) (s) (s)
anlX; +anlX,+--+anlX, =5

(s) (s) (s)
anX, +a»lX,+-+anlkX, =S, [2.16]

(s) (s) (s)
alX; + aklX, +---+awnlX, =5,

a matica priamych noriem spotreby nakupovanychware:

® & O
11 12 qn
® & 0O

Matica A © nemusi by Stvorcova, poet jej riadkov jelubovdny, paset sipcov musi by vak
rovhaky ako v maticiA .
S,
—_ s, . ]
S =| .“| - vektor nakupovanych surovin.

S

Maticovo vektorovy zapis rozsireného Leontjevovib s :

AX+Y =X, [2.10]
A®) X=8. [2.17]

Pri roz&irenom Leontjevovom SM mézeme tigfasledovné Glohy:

1. uloha Na zaklade znameho planu celkovej produkcie j#otych odborov mézeme
vypcsitat’ plan odbytu odborov a plan nakupu surovin (naadklznamehoX moézeme
riesi’ neznameY a S.

Y=(E-A)X. [2.11]
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[2.17]

2. Uloha Na zaklade znameho planu odbytu jednotlivych oobanozno vypeitat’ plan

celkovej produkcie pre jednotlivé odbory a plan ui@k surovin (na zaklade znameho
Y mézeme vypéitat neznameX a S.

[2.18]

[2.19]
kde B® je matica pInych alebo komplexnych noriem spotnesigupovanych surovin

[2.20]

2.3 STRUKTURNY MODEL OPERATIVNEHO PLANU VYROBY
PODNIKU

Struktarny model operativneho planu vyroby podnj&wiacrozmerny maticovy model.
Podklady na zostavenie jednotlivych matic napitrej&rskej vyrobe tvori zakladna, konsSténi

a technologickd dokumentacia. Zakladné informacée amstavovanie matic mozno zigka
z podkladov operativneho planovania, ako su:

dielenské vykresy- vyrobkov, zostav, podzostavaeastok,
konstrukné rozpisky vyrobkov,

technicko-hospodarske normy spotreby materialu.

Doplnkové informécie ziskavame z rozborov rézZieldtavnej a Statistickej evidencie. Pri
zostavovani matic technickych koeficientov postamg takto:

1. prva zostavime maticu technickych koeficientpotseby vlastnej vyroby maticé , ktora

je vzdy Stvorcova a @etm an je rovny p&tu modelovanej jednotky,
2.

zostavime maticuA ™- je to matica technickych koeficientov alebo prj@m noriem

spotreby nakupovanych vyrobkov (vyrobky montované d&inalnych vyrobkov),
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maticaA ™ musi ma paset stpcov rovny petu sfpcov maticeA , poset riadkov zavisi od
nakupovanych vyrobkov, kazdému vyrobku pridelinaelok,

3. A®. matica technickych koeficientov alebo priamychriem spotreby nakupovanych
surovin, materialu a energie,

4. AM. matica technickych koeficientov alebo priamychriem spotreby ¢asu na
jednotlivych pracoviskach, alebo na jednotlivyclolynych zariadeniach,

5. A™M. matica technickych koeficientov alebo priamychri@m spotreby miezd (riadky

matice predstavuju jednotlivé kategorie pracovnjkov

PoznamkaVsetky vymenované matice musia thmavnaky péet stpcov a pdet riadkov modze
byt rozdielny!
ZloZena matica technickych koeficientov:

AX+Y =X [2.10]
APX =N [2.21]
APX =S [2.22]
AWX =K [2.23]
AMX =M [2.24]

pricom:

N - vektor spotreby nakupovanych vyrobkov, jednotlatézky vektora predstavuji mnoZzstva
vyrobkov poda jednotlivych druhov, ktoré treba v uvazovanomaiiichakupf,

S- vektor spotreby nakupovanych surovin, materidkenergie udava, aké mnoZstva tychto
komodit treba nakupj

K - vektor spotrebyasu podia jednotlivych kapacitnych druhov udava, aké vysobapacity

musime mék dispozicii, aby sme mohli operativny plan realia’,
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M - vektor spotreby miezd, udava, aky musimet nkadispozicii mzdovy fond pda

jednotlivych kategorii zamestnancov d’ko zamestnancov budeme potreltbva

Pomocou Struktirneho modelu operativneho planubyypmdniku vieme rieginasledovné
tlohy:
1. uloha: Ak pozname celkovl produkciu odborov mézeme vj@d odbyt odborov

a taktieZ vektoryY , N,S, K aM:

AX +Y = X Y =(E-A)X
AMX =N S=A®X
A®X =S N=AM"X
AWX =K K=A®X
AMX =M M =AMX

2. Uloha: Na zaklade znameho planu odbytu jednotlivych odbandzeme vypéitat’ plan
celkovej produkcie pre jednotlivé odbory a potrefmkupovanych vyrobkov, surovin,

materialu, energii, kapacit a mzdovy fond:

kde B™,B® ,B® B™ st matice komplexnych noriem spotreby nakupovanygtobkov,

surovin, materialu, energie, spotretagu a miezd.
V strojarenskej praxi ma uplatnenieontjevov otvoreny staticky SM SM je vhodné

vyuziva' vo vyrobe sériovej, iikosériovej a hromadnej. Struktdrnetsy vyjadruji zavislosti

medzi vyrobnymi procesmi, ich vysledkami a rofmeanim zdrojov v podniku. Analyzy tychto
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procesov vSak neposkytuju informacie o problén#@nného pouZzitia vyrobnych faktorov,
o réznych mozZnostiach ich pouZitia. Pri SM viembezpeit proporcionalitu, ich nevyhoda je,

Ze nanneumoiuju optimalizovat’.

RIESENE PRIKLADY

Priklad ¢. 2.1

V nabytkarskom podniku vyrabaju Specialne jedalénstieny, ktoré si objednala predtym
IKEA v pocte 100 ks, kombinované z troch druhov dreva, daeaich D1, D2, D3. Podnik méa
k dispozicii dva zdroje 400 hguratiny a 800 kW elektrickej energie. Podnik méa natdelcel
vyclenené Styri pracoviska {PP,, Ps, Ps), z ktorych kazdé vyraba prave jeden druh vyroia.
prvom pracovisku (B sa spracovava gjatina na dosky, z tych sa pripravuju Specialne gk
pod’a dizajnu jedalenskej steny. Tieto druhy su powohapravené ako prirodné drevo. Su
medzivyrobkom na vyrobu dosiek D2 na druhom praslavi(R), kde sa dosky znovu rezu,
tvaruju a dyhuju, a na tfem pracovisku (B, kde sa vytvaraju dosky D3 kombinaciou dosiek D1
aD2.

Z P; sa presuva 400 ks dosiek na FO0 ks na Pa 100 ks na finalne spracovanie steny, na
P,. Nakd’ko su dosky pouziteé aj pre domacich majstrov, 200 ks sa dodava dblbau.

Na B sa spracuju dosky D1 na tvar D2 a 400 ks sa @oe&IR , 400 na finalizaciu a 200
do bauMaxu. Na fsa robi kombin4cia dosiek — dizajn D3 z dosiekad2, z ktorych 500 ks
posiela na finalizaciu Stvrtého vyrobku a 500 ksbdaMaxu.

Podnik zavedie novu technoldgiu na P¢im sa zvySi vyroba stien o 10 %. Vyroba

ostatného sortimentu — dosiek D1, D2, D3 ostangf@snej urovni.

Uloha: Treba utit, ako sa zmeni mnozstvo finalneho produktu a mmozdosiek D1, D2, D3

uréenych na odbyt.
Predpokladajme, Ze na zaklade prieskumu trhu pozistk znizeny dopyt po doskach D3

0 20 %. Treba interpretovazmeny vo vyrobe po zavedeni prisluSného opatréed®s zmeny

vyrobnych mnoZzstiev (vektof) a zmeny spotreby zdrojov (vekiBy.
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Vychodiskovy stav vo vyrobe podniku je v nasledejitabuke.

Spotreba Odbyt Celkova
produkcia
P P, Ps P, Y X
Dosky D1 Py 0 400 100 100 200 X1
Dosky D2 P, 0 400 400 200 Xz
Dosky D3 P 0 0 500 500 X3
Jedalenské steny P, 0 0 100 X4
Guratina v ni S 400 0 0 0
Elektricka energia v kW S, 800 0 0 0
RieSenie:

Najskor vyp@itame hodnoty celkovej produkcie jednotlivych dignacovisk, a to pda:

4
X=Xty i=1234 2.35]
i=1
napr.:X; =0 + 0 + 400 + 400 + 200 = 1000
X1 800
Xz2| [1000
X = =
Xs| [1000
Xa 100

Matica medziodborovej alebo vlastnej vyrobnej sgimjr(endogénne zdroje z |. kvadrantu ST):

X111 X2 X3 X 0 400 100 100
= Xa1 Xo2 X23 Xoa| 0O O 400 400
| X1 Xs2 Xss Xaa| |O O 0 500

Xa1 Xa2 X4z  Xaa 0O O 0 0

~

Matica vonkajSich zdrojov, ktoré podnik nakupujel@ina, elektricka energia):
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oo[S: S: Sa Su|_(400 0 0 0
1Sy S» Sk Sw) (800 0 00

Na zaklade wahu[2.2lvypccitame koeficienty matic@ a na zéklade ¥ahu [2.15 vypcitame
koeficienty maticeA®.
Napr.: a3 =100/1 000 =0,1

as=500/100 =5
0 04 01 1
0 0 04 4
A=
0O O 0 5
0 O 0O O
z toho matica
1 -04 -01 -1
_ |0 1 -04 -4
(E-A)=
0 0 1 -5
0 0 0 1

a matica priamych noriem spotreby pre nakupovangedguatina, elektricka energia)
05 0 0 O
s _[Y
A [1 00 J

Maticovy model podniku | méZzeme zapisssledovngpod’a vz'ahov 2.11 a 2.17

y) (1 -04 -01 -1
v,| |0 1 -04 -4|(X
v,/ |0 0 1 -5||x
v,/ [0 0 0 1[Xs
S 05 O 0 0 |\ Xa
) L1 0 0 0
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Napr.: z 1. dpca matice vyplyva, e na vyrobu jednej dosky Dispatrebuje 0,5 th
guratiny a 1 kW elektrickej energie a zo 4psh je zrejmé, Ze na vyrobu jednej jedalenskejysten
(pracovisko B) sa spotrebuje 1 ks dosky D1, 4 ks dosiek D2 a @dsiek D3.

Podnik zavedie nova technoldgiu na Pna zaklade&oho sa zvysi vyroba jedalenskych
stien 0 10 %.

Xs=100+0,1.100=110

PoZadované mnoZstva vyrobkov vyjadrime vo vektomoware

800
_| 1000
{1000

110

Potom na z&klade maticového modelu podnijao’a vza'ahov 2.11 a 2.37

y) (1 -04 -01 -1 190
y,| [0 1 -04 -4|(800) |160
v/ |0 0 1 -5|l1000] |450
v,/ |0 0 0 11000 |[110
s| |05 0 0o o]l110) |400
) 1 0o o0 o0 800

Podnik na zvySenie celkovej produkcie jedalenskgtien o 10 % potrebuje 400 °m
guratiny a 800 kW elektrickej energie, §om na odbyt pbjde z 1. dielne 190 ks dosiek D1, z 2
dielne 160 ks D2, z 3. dielne 450 ks dosiek D3 d.atielne 110 ks jedalenskych stien.

Nasledovne zostavime maticovy model podniku lizalade ktorého moZzno pri stanoveni

odbytuY vypctitat’ potrebné mnozstvo celkovej produkeielnverzna matica k mati¢e-A) ma

tvar:
1 04 026 39
— v |0 1 04 6
E-A) =
0 0 1 5
0o 0 0 1
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Matica A®.(E -A)" ma tvar:

A®(E-A)*

(05 02 013 195
11 04 026 39

ZapiSeme maticovy model podniku plod’a vza’ahov 2.12 a 2.19

X1
X2
X3
Xa
S
S

o O -

0

04
1
0
0

05 02

1

04

026 39
04 6
1 5
0 1
013 195
026 39

Y1
Y2

.Y3

Ya

Interpretacia 3. §ca matice ja nasledovna: na vyrobu jednej doskyul8nej na odbyt je
potrebné vyrohi 0,26 ks dosiek D a 0,4 ks dosiek D2&&he sa spotrebuje 0,13 guratiny

a 0,26 kW elektrickej energie.

Predpokladajme, Ze na zaklade prieskume trhu pazsik znizeny dopyt po doskach D3

0 20%.

Y3 =500 -500. 0,2 =400

Z tohto mnoZstvo tovarov &enych na odbyt mozno vyjadriakto:

ziskame:

200
200
400
100
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1 04 026 39 774
X5 0 1 04 6 |(200) |960

0O 0 1 5 |/200| |900
X4 0O 0O O 1 [|400| |100
S 05 02 013 195|(100) |387
S, 1 04 026 39 774

Vypoctom sme zistili, Ze pri zniZeni odbytu dosiek D308%6 podniku na vyrobu sta387
m® gulatiny a 774 kW elektrickej energie, §wm 1. dieha celkom vyprodukuje 774 ks dosiek
D1, 2. dieha 960 ks dosiek D2, 3. dil 900 ks dosiek D3 a 4. diel 100 jedalenskych stien.

Priklad ¢. 2.2

Podnik ma 6 dielni, v ktorych spracuva vlastné fmary (spracovana bavina, syntetické
vlakna, upravené syntetické vladkna, technické atopk tkaniny a ponozky) a nakupované
suroviny (surova bavina, synteticka latka a elektienergia).

Pri spracovani baviny sa spotrebuje 1 000 kW at{aj energie a 1 200 kg surovej baviny.
Na vyrobu syntetického vlakna 850 kW elektrickegrgie a 1 000 kg syntetickej latky. Na
apravu syntetického vlakna 600 kW elektrickej emeeay900 kg syntetického vlakna. Na vyrobu
technickych tkanin sa spotrebuje 800 kW elektrickegrgie a 60 kg syntetického vlakna. Na
vyrobu Upletovych tkanin sa spotrebuje 60 kg bavi® kg syntetického vidkna, 20 kg
upraveného syntetického vlakna a 750 kW elektriekgrgie. Na vyrobu ponoziek sa spotrebuje
100 kg baviny a 580 kW elektrickej energie. Na ddeyurtenych 100 kg syntetického vlakna,
500 kg upraveného syntetického vlakna, 100 kg tekkoh a 2 000 m Upletovych tkanin a 1 600
parov ponoziek.

Na zaklade prijatych opatreni sa manazment podmikboduje medzi dvoma potencialnymi
zmenami vyroby:

1. variant: Jednotlivé dielne su schopné sprat@®@0 kg baviny, 1200 kg syntetického
vlakna, 100 kg technickych a 2 000 m uUpletovycmikal 600 parov ponoziek,
pricom v 3. dielni mozno uprawi20 kg syntetického vlakna.

2. variant: Dielne maju deny vyrobny plan: 200 kg baviny, 1 200 kg syntetioi viakna,
100 kg technickych tkanin, 2 200 m Upletovych tkarli 600 parov ponoZiek,
pricom v 3. dielni moZno uprafi20 kg syntetického viadkna.
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Uloha: Treba interpretowavplyv zmeny vyroby na mnozstva vyrobkowenych na predaj pri
prvom a pri druhom variante.

Z prieskumu podnik zistil dopyt po finalnych prodo& v mnozstvach 200 kg spracovanej
baviny, 100 kg syntetického vlakna, 520 kg upratengyntetického viadkna, 100 kg technickych
a 2 000 m upletovych tkanin a 1 600 parov ponoZiegba interpretoud ako prislusna zmena
ovplyvni celkova vyrobu.

Vstupné udaje su v nasledovnej tBitri

1. variant
Spotreba Odbyt Celkova
produkcia
Vi V, V3 V, Vs Ve Y X
Spracovanie baviny Vi 0 0 0 0 60 | 100 0 160
Vyroba synt. vlakna V, 0 0 900 | 60 40 0 100 1100
Uprava synt. vliakna Vs 0 0 0 0 20| O 500 520
Vyroba tech. tkanin Va4 0 0 0 0 0 0 100 100
Vyroba Uplet. tkanin Vs 0 0 0 0 0 0 2 000 2000
Vyroba ponoziek Ve 0 0 0 0 0 0 1600 1600
Bavina S 1200 0 0 0 0 0 0 1200
Synteticka latka S 0 1000 0 0 0 0 0 1000
Elektricka energia S 1000 850 600 | 800 | 750 | 580 0 4580
RieSenie:

Matica vlastnych polotovarov (I. kvadrant ST):

00 0O O 60 100
0 0 900 60 40 O
oo o o0 20 o
**loo 0 0 0 o
00 0 0O 0 O
00 0 0O 0 O

a matica nakupovanych surovin (lll. kvadrant ST):
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1200 O 0O 0 O 0
S=| 0 1000 0O O O 0
1000 850 600 800 750 580

Pod’a vzahu [2.2] vyp@itame koeficienty maticé a na zéaklade ¥ahu [2.15] vypoitame
koeficienty maticeA®.

Napr.: @3 = 900/520 = 1,73,
as = 60/2000 = 0,03,
3™ = 600/4580 = 1,1538.

MaticaA bude md nasledovné hodnoty:

0 O 003 00625
173 06 002 0

0 0 001
0 0
0 0
0 0

>

1
O O O O o o
O O O O o o

o O o o

0
0
0

z toho matica

0 0 -003 -00625
-173 -06 -002 0

1 0 -001
0

E-A)=
E-A) .
0 1
0

O O O O O
o O O O+ O

O O O

0
0
0

a matica

75 0 0 0 0 0
A®=| 0 0909091 0 0 0 0
625 0772727 11538 8 0375 03625
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Zostavime maticovy model podniku | [pzdvz’ahov 2.11 a 2.17]:

Y, 1 0 0 0 -003 -00625

Y, 0 1 -173 -06 -002 0

Y 0 0 1 0 -001 0 X
Y. 0 0 0 1 0 0 Xz
Ys|=| O 0 0 0 1 o || X
Yo 0 0 0 0 0 1 Xa
S 75 0 0 0 0 0 .
S, 0 09091 O 0 0 0 Xe
Ss 625 0,7727 11538 8 0375 03625

Z matice vyplyva, Ze na vyrobu 1 m Upletovej tkgnapotrebujeme 0,03 kg baviny, 0,02
kg syntetického vladkna, 0,01 kg upraveného syrkékio viakna a 0,375 kW elektrickej energie.
Po aplikovani 1. variantu jednotlivé dielne sprac2@0 kg baviny, 1 200 kg syntetického vlakna,
100 kg technickych a 2 000 m upletovych tkaninPQ garov ponoZiek a 3.diel upravi 20 kg
syntetického vlakna.

200
1200
20
X =
100
2000
1600
Potom:
Y. 1 0 0 0 - 003 -0,0625 40
Y, 0 1 -173 -06 -002 0 200 10654
Ys 0 0 1 0 - 001 0 0
1200
Y, 0 0 0 1 0 0 20 100
Ys|=| O 0 0 0 1 0 | =| 2000
100
Ye 0 0 0 0 0 1 1600
2000
S 75 0 0 0 0 0 1500
1600
S, 0 09091 0 0 0 0 1090909
S 625 0,7727 11538 8 0375 0,3625 433035
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Pri zmene vyroby bude na finalny odbyté¢emych 1600 péarov ponoziek, 2000 m
Upletovych tkanin, 100 kg technickych tkanin, Ougyaveného syntetického vlakna, 1065,4 kg
syntetického vldkna a 40 kg baviny. Pritom sa gimtre 1500 kg baviny, 1090,909 kg
syntetickej latky a 4330,35 kW elektrickej energie.

2. variant

Dielne v tomto variante maju ¢eny vyrobny plan 200 kg baviny, 1 200 kg syntetiuké
vlakna, 100 kg technickych tkanin, 2 200 m Upletbvikanin, 1 600 parov ponoziek a 3. tigel
upravi 20 kg syntetického vlakna.

200
1200
20
100
2200
1600

Potom na zaklade maticového modelu podniku | Tpodr’ahov 2.11 a 2.17]:

Y1 1 0 0 0 -003 -0,0625) 34

Y2 0 1 -173 -06 -002 0 200 10614

Y3 0 0 1 0 -001 0 -2
1200

Y4 0 0 0 1 0 0 20 100

Ys|=| O 0 0 0 1 0 | =| 2200
100

Ys 0 0 0 0 0 1 1600
2200

S 75 0 0 0 0 0 1500
1600

S 0 09091 O 0 0 0 1090909

S 625 0,7727 11538 8 0375 03625 440535

Ked’ si vSimneme Upravaw syntetického vldkna, zistime, Ze vy¢ftané mnoZstvo dené
na odbyt je -2 kg. Zaporna hodnota predaja niegéma. Po blizSom pdhade na situaciu, ktora

nastala, mézeme zistpricinu. Bilanina rovnica pre treti vyrobok je
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y3 = X3~ O,OlXS,

¢o znamena, Ze 3. vyrobok sa spotreblva pri vyrabeyfmbku a zvySok je deny na odbyt.
Koeficient a3 = 0,01,¢iZe na vyrobu 1 metra 5. vyrobku sa spotrebuje Rg3. vyrobku. Z toho
vyplyva, Ze na vyrobu 2 200 metrov 5. vyrobku pbtijeme 22 kg 3. vyrobki&o nie je mozné,
pretoze 3. digla je schopna vyrobilen 20 kg 3. vyrobku.

Takyto vyrobny plan nemozno realizavdodnik méze vyriesituto situaciu tak, Ze dokupi
chybajuce mnozstvo 2 kg 3. vyrobku z iného podniku.

Dalej na zaklade odbytd vypositame celkovi produkciu jednotlivych dielni.

Inverzna matica k mati¢E - A) ma tvar:

1 0 O 0 003 0,0625
0 1 173 06 00373 0
4 (00 1 0 001 0
(E-A)"=
00 O 1 0 0
00 O 0 1 0
00 O 0 0 1
MaticaA®).(E - A) ma tvar:
75 0 0 0 0225 0,46875

A®(E-A)=| 0 0909091 1573427 0545455 0,033916 0
625 0,772727 2491259 8463636 0,602867 0,75312

Maticovy model podniku Il potom zapiSeme nasleddyel’a va'ahov 2.18 a 2.19]:
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X1 1 0 0 0 003 00625

X 0 1 173 06 0,0373 0

x,| | 0 0 1 0 001 o ||
X4 0 0 0 1 0 0 Y
Xs|=| O 0 0 0 1 o ||
X 0 0 0 0 0 1 Ya
S 75 0 0 0 0225 046875| '°
S, 0 0909091 1573427 0545455 0033916 O Yo
s, ) (625 0772727 2491259 8463636 0,602867 0,753125

Ak chce podnik dodana finalny odbyt 1 par ponoZziek, potrebujeme n@,6625 kg baviny,
0,46875 kg surovej baviny a 0,753125 kW energie.

Z prieskumu podnik @il dopyt po finadlnych produktoch v mnozZstvach 2a9 dpracovanej
baviny, 100 kg syntetického vlakna, 520 kg upratengyntetického viadkna, 100 kg technickych
tkanin, 2 000 m Upletovych tkanin a 1 600 parovodaek.

Pri zmene vektora odbytyl bude maticovy model nasledovny:

X1 1 0 0 0 003 0,0625 360

X2 0 1 173 06 0,0373 0 200 11346

X3 0 0 1 0 001 0 540
100

X4 0 0 0 1 0 0 100
520

Xs|=| O 0 0 0 1 0 . =| 2000
100

Xe 0 0 0 0 0 1 1600
2000

S 75 0 0 0 0225 0,46875 1600 2700

S 0 0909091 1573427 0545455 0,033916 0 10315

S 625 0772727 2491259 8463636 0,602867 0,7531258 58798

To znamena, ak sa zvysi odbyt upraveného syntétick&kna z 3. dielne o 20 kg (na 520
kg) a odbyt 1. dielne na 200 kg, bude potrebnéizyy®dukciu 2. dielne na 1 134,6 kg, celkova
vyroba v 3. dielni bude 540 kg. Zvysi sa aj prodakt. dielne na 360 kg, nezmeni sa produkcia
Stvrtej, piatej a ani Siestej dielne.
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ULOHY/OTAZKY NA SAMOSTATNE RIESENIE

1. Stréne charakterizujte podstatu SM (zakladné zasadytrgjogania, definicia,
klasifikacia).

2. Popiste postup konstrukcie zékladného Leontjewo$M (symboly, Sachovnicovéa
tabu’ka, model v maticovom tvare, rieSené ulohy).

3. Popiste postup konstrukcie rozireného LeontjewyoSM (symboly, Sachovnicova
tabu’ka, model v maticovom tvare, rieSené ulohy).

4. Popiste postup konStrukcie zakladného Leontjewo$M (symboly, Sachovnicova
tabu’ka, model v maticovom tvare, rieSené ulohy).

5. Vysvetlite potrebu SM operativneho planu.

Priklad &. 2.3

Podnik vyraba 3 druhy vyrobkov, ktoré sa predawainostatne alebo slizia ako polotovar
nadalSie spracovanie: Spice, kolesa, bicykle. Spiceaskolesach a tie na hotovych bicykloch.
Ako zaklad sa vyuZivaju 2 suroviny: dca farba. Na vyrobu Spic sa spotrebuje 100 kg obie
vyrobu kolies sa pouZije 300 kg ocele, 45 kg faaty 000 ks 3pic. Spice sa spotreblvaju aj pri
bicykloch, ato v mnoZstve 500 ks. Pri vyrobe bloyksadalej spotrebuje 100 kolies, 200 kg
ocele a 50 kg farby. Do predaja sa dodava 200 kdii@ bicyklov a 1 000 Spic.

Uloha ¢. 1: Vyroba zaznamenala na trhu pokles dopytu po vyasobkv désledkoho podnik
znizil produkciu na 5 000 ks Spic, 120 kolies ab8&Yklov. Aky vplyv na odbyt a na spotrebu
surovin bude madany pokles vyroby?

Vysledky: y = (2 300; 60; 30)
s = (306,7; 48)

Uloha ¢. 2: Podnik na zaklade prieskumu trhigilmnoZstva tovarov, ktoré je schopny préda
500 Spic, 30 kolies a 10 bicyklov, gwm chce zisti, v akom objeme ma zakdpsuroviny

a akym spésobom zmeni vyrobny plan.
Vysledky: x = (1 600; 50; 10)

s =(111,3; 17,5)
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Priklad &. 2.4

V pivovare Taruc, a. S., je produkcia vyrabana westith hlavnych prevadzkach.
Kracovymi prvkami su Upravaia vody (V1) a sladawa (V2). Samotné pivo sa vari v Styroch
prevadzkach, kazda produkuje iny druh. Su to prexgdv ktorych sa vyraba pivo: 12° Mocny
Jano (V3), 11° Odvazny Ondro (V4), 10° Vesely JOZ6) a 9° Smadny Ra (V6). Vstupnymi
surovinami su prirodna voda z vlastnych prirodng@meiov a vysokokvalitny sladovy ¢anen.

V sikasnosti je v podniku nasledujici stav vyroby:

Gpravowia V1 spotreblva 10 0003mdy,

sladovia V2 spracuva 40 000 ton sladovéhdmana a 8 000 rsmjpravenej vody, export

sladu je 3 000 ton,

Mocny Jano sa vyraba zo 4 000 ton sladu a 43G)(p)rra|venej vody, na trh sa ho dodava 2

000 m,

Odvazny Ondro okrem 400301Dravenej vody a 3 500 ton sladu vyzaduje Sd(lhrra, na

trh sa ho doda 1 800’ m

Vesely JoZzo sa vyrdba zo 4003up'ravenej vody a 3 000 ton sladu, mimo podniku sa

vyvezie 700 m

Smadny PEo sa vyraba z 500 Supravenej vody, 800 @ana, 800 ndra a 700 ndoza a

preda sa ho 2 500'm

RozSirenim kapacit Upravovne vody na 13 00@ siadovne na 17 000 ton sa planuje

zvysit aj vyroba Mocného Jana na 3 500. freba interpretova ako tato zmena ovplyvni

findlnu produkciu jednotlivych vyrobkov a spotrefurovin.

Vysledkyy = (1 174,31; 5 983,87; 2 400; 1 800; 700; 2 500)
s= (13 402,06; 50 370,37)

S olfadom na tendencie na trhu (stupa popularita slal@ile) sa planuje zvySipredaj

Pda o 700 r131 Joza o 300 ?pri znizeni predaja Ondra o 800aana o 400 3r.nOpé't’ treba

interpretovd zmenu celkovej produkcie jednotlivych prevadzapatrebu surovin.

41



Vysledky x= (9 847; 13 475; 2 858; 2 024; 1 896; 3 200)

s= (10 151; 39 925)
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3. LINEARNE PROGRAMOVANIE

Ciele:
» zakladna charakteristika matematického a linearpebgramovania,
» Klasifikacia uloh matematického programovania,
» Kklasifikacia suvislosti maticovo - vektorového zapi modelov matematického
programovania a linearnych optimakngch modelov,

» Kklasické aplikacie linearneho optimaléireétho modelu v rieSenych prikladoch.

3.1 MATEMATICKE PROGRAMOVANIE

Medzi zékladné metdédy opeérsej analyzy, ktoré umaiju transformové realne
ekonomické operéacie a procesy do matematickych lmedpatri matematické programovanie
(MP). MP sacasto pouziva pri rieSeni problémov optimalneho itjaZsurovin, materialu,
¢asového fondu strojov a zariadeni, ploéch,tpopracovnikov, investnych a finagnych
prostriedkov a podobne. Pre MP je charakteristigkéumo#uje relativne presne kvantitativne
hodnott’ taky vyber uéitého rieSenia z iieho mnozstva moznych rieSeni, ktoré jdadska
matematicky formulovaného die najlepSie (lvariova, 2002).

Kazda uloha MP je zostavena slom zobrazi nejaki ekonomicku situaciu, v ktorej ide
0 njdenie najlepSieho rieSenia pricityich ohrantujucich predpokladoch. Na kazdy takyto
problém sa mozZno pozérako na samostatny skimany systém zloZeny z prvkedzi ktorymi
existuju vazbyi uz priame, alebo nepriame a takisto vazby systemwkolim.

Z predchadzajuceho vyplyva, Zze MP je zostavovanaematickych modelov pre také
alohy, pre ktoré je typicka mnohovariantiogSenia aj rieSenie tychto modelov,¢prn metddy
MP umoziuju z tych viacero alebo nekatree vé’a moznych rieSeni Glohy vyhraaké rieSenie,

ktoré je z witého Hadiska najvyhodnejSie = optimalne rieSenie darahyil

Matematicky mozno ulohu MP zapfsaasledovne: treba néjextrém (max. resp. min.)

funkcie n- premennych na mnozine rieSeni nasled®irgtavy nerovnosti:
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F(X,,X,,...,X, )=max,respektivenin

fl(xl,xz,...,xn)s b,
X

f,(X,, X,....X,, )< b,
f (X, %p...,%, )b
x;20 , i=12...n

[3.1]

[3.2

[3.3

Pre dany model treba néjeezaporné hodnoty premennygh %,...%, pre ktoré funkcid

nadobudne pozadovany extrém a pritom tieto hodhatyi vyhovové aj funkciamfy,f,,...f, =

hl'adanie viazaného extrému funkcie

Ciele sa v ulohach MP vyjadruju prostrednictvomiroptizacnych kritérii. Optimalizané

kritérium (kritérium optimalnosti) je také, pbal ktorého sa vyberad najlepSie zo vSetkych

moznych rieSeni. Optimalizaé kritérium by malo vystizne vyjadrovairceny ci¢f. V tlohach

MP je cid definovany v exaktnom tvare pomocou jednej alelaxearych delovych funkcii

[3.]]. Ak uloha obsahuje viact@lovych funkcii, hovorime o Ulohe viackriterialrogtimalizacie.

Na formulaciu optimalizéného kritéria Gloh MP na arovni vyrobného podnika s

nagastejSie pouzivaju nasledujuce kritéria:

maximalizacia mnozstva vyrobenej produkcie,
maximalizacia zisku,

minimalizacia celkovych nakladov,
maximalizacia produktivity prace,
maximalizacia rentability,

minimalizacia mzdovych nakladov,
maximalizacia vyuZitia strojovej kapacity,
maximalizécia vyuzitia materialu,
minimalizacia odpadu z produkcie,
minimalizdcia doby navratnosti,

minimalizacia prepravnych nakladov,
minimalizacia najazdenych kilometrov,
maximalizacia mnozstva prepraveného materialu,

iné druhy optimaliz&nych kritérii.
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Klasifikacia tloh MP:
I. Z hradiska charakteru funkcii delime Glohy MP takto:

1. Ulohy linearneho programovanak su funkcie v optimalizaom modeli E aj f1,f,...f,)
linearne, tzvlinearny optimaliza¢ny model— LOM.
2. Ulohy nelinearneho programovantav. nelinearny optimalizaény model ak aspa
jedna z funkcii vystupujuca v ulohe je nelineariom ichd’alej delime na:
a) ulohy kvadratického programovanijaak funkciaF je kvadratickou funkciou, t.j.
mnohalenom druhého stuja a funkcid; (i = 1, 2, ..., mpsu linearne;
b) ulohy konvexného programovanjak funkciaF je konvexna (konkavna);
c) ulohy lomeného (hyperbolického) programovaniak funkciaF je tvaru zlomku
(lomena) d; su linearne.

Il. Ulohy MP pod’a charakteru parametrov:

a) ulohy deterministického programovanigparametre maju charakter konstant;

b) udlohy stochastického programovaniaparametre maju charakter nahodnych
veli¢cin a pri zostavovani modelu sa za parametre povazugdrsér hodnoty
nahodnych vetiin;

c) ulohy parametrického programovanigarametre su funkcie inych uh.

lll. Ulohy MP pod'a toho, aké hodnoty mdzu nadobtigaemenné:

a) ulohy spojitého programovania premenné nadobudaju akékek hodnoty na
intervaloch, na ktorych su definované;

b) udlohy celafiselného (diskrétneho) programovanigoremenné su iba ceéliselné
hodnoty; Specialny pripad — Ulohy bivalentného programovania (Ulohy
kombinatorickej povahy), obsahuja tzv. binarne peameé (0,1).

IV. Z hl'adiska vplyvuwasu delime tlohy MP na:

a) ulohy statického MR ak neuvazujeme faktéasu;
b) ulohy dynamického MP ak uvaZzujeme faktafasu, daju sa riediaj tlohy statické

(tzv. viacetapové rozhodovacie procesy).

Vzajomny vz’ah uloh MP je graficky znazorneny na obr. 3-1.
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Konvexné _ Linearne Konkévne
programovanie programovanie programovanie

Kvadratické
programovanie

Zdroj: Sakal, 2003
Obr. 3-1Vzajomny vah uloh MP

3.2 LINEARNE PROGRAMOVANIE

Teoretickym zakladom linearneho programovania (jePhnearna algebraOtcom LP je

prof. Dantzig. Pomocou modelov a metdéd LP rieSimkét dlohy, pre ktoré je typicka

mnohovariantnasrieSeniaa v ktorych sa da predpoklagi@e medzi vetiinami, ktoré vystupuju
v Ulohach su iba linedrne zavislgstive predmetom LP je rieSenie linearnych optiméligah

aloh, ktoré su Specialnym pripadom vSeobecnej UMRy
LP sa vo vékej miere vyuziva na podporu rozhodovania manazmeyrobnych podnikov
na operativnej arovni, napr.:
e pri optimalizacii vyrobného programu podniku,
* na ugenie optimalnej zmesi (vsadzka do pece, palivoietadiel, rieSenie nutiéeho
problému pré’udi a zvieratd, dt),
* na rieSenie dopravneho problému (rozvoz alebo Zwemnogénneho produktu, napr.:
rozvoz peiva, masa alebo piv&i iného produktu do jednotlivych predajni, zvoz
odpadového skla, bielizne dwstiarni a pod.),

* na optimalizaciu zasob (napr. stanovenie optimarmfitu skladovanych plechov).

Metody, ktoré boli vypracované v ramci teorie LK, gomerne jednoduché vo svojej

matematickej Struktire a zaravpouzité'né na rieSenie V&eho p@tu roznych uloh.
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VSeobecna Gloha LP sfiwa v ugeni vektora premennychx=(x,X,,...,.x, , pre ktoré

nadobudda extrém (maximum, minimum) funkcia:

z=¢ ¥ +¢, X +---+c, X =max.respmin = UF [3.4
allD<1+aIZ D(2+"'+'5‘1nD(n:bl
3.215(1+3.22 D(2+"'+'5‘2nD(n:b2
5 3.5
a'mlD(l-i_a'mZD(z-l_'“-l_a‘mnD(n :bm
x=0 , j=12...,n

[3.6

kdeaj, by acj st dané konStantyra<n (i=1, 2, ..., n).
Tato formulacia Uloh LP sa tiez nazyva normovargnfkicky) tvarproblému LP alebo

linearny optimalizédny model- LOM.

Dve zakladné zlozky linearnych optimakrgch modelov (LOM) su:
1. Funkcia z [3.4], ktorej extrém hadame, nazyva sacelova funkcia (UF) (cig’ova,
preferenénd, ekonomicka, kriterialna funkcia). Pomocou nej matematicky formulujeme
ciel’, ktory chceme dosiahtiuieSenim ulohy. Z matematickéhteldiska ide dinearnu formu

alebo dinearnu funkcionalu

Definicia Linearnou funkciou nazyvame taku funkcii definovanid vSeobecne na
n- rozmernom vektorovom priestore, ktora kazdémutorekx z tohto priestoru priduje

gisloy, ¢ize f(x)=y a pre ktord plati:

f(ax)=a f(x)a f(x+x2)=f(x)+f(x,), kdea je redlnesislo.

Vecna interpretacia UF:

* maximalizaciacelkoveho zisku z predaja vyrobkov, z objemu ayraa utité obdobie, z
produktivity prace, rentability, mzdovych ndkladeyuzitia materialu, vyuZitia strojovej
kapacity a iné;

* minimalizicia vyrobnych nakladov, prepravnych nékladov, celkavé&yrobnéhotasu

vyroby, odpadu z produkcie, doby navratnosti a iné.
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LOM mb6Zze md jednu alebo aj viacejéélovych funkcii, ak ma:
- jednu funkciu z => jednokriteridlna optimalizacia

- viac funkcii z => viackriterialna optimalizacia.

Obmedzujuce (ohrahijice) podmienky(OP), pomocou obmedzeni charakterizujeme

zakladné procesy, ktoré su typické a podstatnédarey jav. Rozoznavame dva druhy
obmedzeni:

a) vlastné (Struktdrne) obmedzen{®O), dané su[3.5: matematicky vyjadruju

najroznejSie podmienky, ktorymi je charakterizovamyity jav, za ktorych mame
uskut@nit’ optimalne rieSenie (extrém).
VO m6Zzu by formulované:

» v tvare neostrych nerovnosH, &) v oboch smeroclto je naSou snahou;

e v tvare rovnic (=), len v krajnom pripade, leboiaaimos rieSenia do zranej
miery vyplyva z nerovnosti. Ak sU v tvare rovnigtgm sa péet variantov
zmenSuje. Ak sa v slovnhom zadani Ulohy nezZiadakts&i formulacia
obmedzenia v tvare rovnicéize ak mézeme rozhodtii pouZi’ rovnicu,

alebo nerovnas tak vhodnejSie je pouznerovnos.

VO delime aj na :

» aktivne- ak ich vynechame, tak sa vysledok rieSemgeni (vzZdy ich
uvazujemel);

* pasivne- ak ich vynechame, nema to vplyv na vydletgenia; mézeme ich
vypustt’, pretoZze sa nezéshuju na tvorbe optimalneho rieSenia a ziskané
rieSenia ako keby tam boli, (tiez hovorime o pamsizh a nepodstatnych
VO).

VO m6Zu vyjadrové v ekonomickej praxi jednak:

e OP na strane vstupu_(vstupné NQpredstavuju_disponibilné mnozstva

vyrobnych ¢initelov (to, ¢o vstupuje do procesu): suroviny, material,

nakupované vyrobky, strojné a vyrobné zariadeniacqwvné sily a podobne,
disponibilné mnozstvo sa Uplne spotrebuje (¢ajeane = ) alebo zostane

rezerva (ozn&ujemes ),
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* OP na strane vystupu (vystupné /&0 dané planom vyrobyo, ¢o vystupuje

z vyrobného procesu- poziadavky na sortiment, olzemols odbytu

a podobne, plan sa splni (oZogme =) alebo sa prekfio(ozna&ujeme= ).

b) podmienky nezapornosti (PN) premennyfB.6], ktorymi zabezp&jeme, ZzZe

premenné mézu nadobdddéa nezaporné hodnoty (vyjadrujeme nimi poziadavku
aby procesy, ktoré uskutitujeme, neprebiehali na zapornej Udrovni). Tato

poziadavka je pri ekonomickych ulohach opravnena.

V kazdom modeli (LOM) vystupuju dva druhy weh:

— premenné model(endogénne valiny): x;, %, ..., %, hodnoty ziskame vyrieSenim modelu;

— parametre modelexogénne veliny): a, b, c,ich hodnoty musime poztiaak chceme

zostavi’ a rieSt’ model.

Premennéx;, %, Xs,...% predstavuju uarowve uréitych procesov, mdézeme ich pfsako

usporiadanin- ticu ¢isel vo formen- rozmerného vektora :
X

- X , , w
x =|? - vektor Grovne procesow - (irovei j-teho procesu.

Kazdy proces je charakterizovany usporiadanou gogtgm + 1) realnycliisel. Napriklad prvy
proces je charakterizovany sustav@yy| &1, ...., &1 G]. Prvych m — ¢isel charakterizuje
Struktdra procesu. PretoZe ide o usporiadanticu ¢isel, méZzeme ich pigao forme sipcového

vektoraa; , ¢o nazyvame vektormi Struktdrnych procesov:

&

=| 7| - vektor Struktary procesoy=1, 2, ..., n a{j - vektor Struktunyj- teho procesu

A

49



aj, (1=1,2,..,m;j=1,2, .. nkoeficienty Struktiry procesov — udavaju,'ko jednotiek
i-tehocinitela treba al- ty proces chceme realizavaa jednotkovej Urovni (Ko i-teho sa

spotrebuje na vyrobir teho vyrobku); normy spotreby materiatasu,...

LCubovd’ny proces je vtedy determinovany ak pozname jefemede ¢) a ak pozname

jeho vektor Struktury 4, ). Vektory a; mdzeme pisavo forme maticeA = [a.a,....,a,] - matica

koeficientov Struktary procesov.

Cena procesu,, ¢, G,..., G, — predstavuje: jednotkovy zisk, jednotkove cergklady, ...;

ocaiuju procesy (jednotkovl Uroigrocesov). ,Ceny” jednotlivych procesov méZzemehako

usporiadanu n-ticdgisel vo forme n — rozmerného riadkoveho vekt(i:ra[a ,@,C3,...G ] Vektor

c nazyvame vektorom ocenenia Urovne procesov (Vekto.
¢ — koeficienty UF — odauijeme jednotlivé procesy viadom na stanoveny tigvaha, ceny,

naklady, spotreb&asu s pod.), t.j. akym podielom proces prispieveeadizaciu ciéa.

Cislaby, by, ..., b, predstavuju pravé strany obmedzujticich podmienedp. disponibilné

mnoZstva vyrobnyckiinitelov alebo planované mnozstva vyrobkov, mézeme is&’ pio forme

m-rozmerného $pcového vektord , ktory nazyvame vektorom disponibilnych zdrojov.

b=l 2 - vektor pravych stran obmedzujucich podmienok @hketktor disponibilnych
¢initel'ov

Na zaklade vektorovo maticovej symboliky méZzemeigaipLOM v maticovo — vektorovom

tvare: !
X
x>0 [3.7]
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a) maximaliz&nd uloha b) minimaliz&na Gloha

AX<b [3.9 AX>b [3.9
X=0 X =0
Zapis LOM pomocou sumarigaych znamienok:
z=Y c,.x, =max
j=1
a. X =b 1=12...m
; j i~ [3.19

X;20 pre j=12...,n

Maximaliza&nu ulohu mozno zmetiina minimaliz&nu alebo opé&e, minimaliz&nd na
maximaliz&nu tak, Ze koeficienty delovej funkcie prenasobime (-1), potom hodnotgldvej
funkcie, ktoré ziskame rieSenim modelu, musimet opéenasohi (-1), aby sme dostali

akceptovaténu hodnotu.

Poznamka:

Lom nema ekonomicky zmysel, ak:

a) _
A x>h - rieSenie tohto modelu je vektars nekonéne vékymi suradnicami
X2
b) Xx=0
1
Z=C.X=min - nulové riedenie, ktoré tieZ nema prakticky zmysel
AX<b
Xx=20
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3.3 MATEMATICKA FORMULACIA ULOHY LINEARNEHO
PROGRAMOVANIA

Predpokladajme, Ze cefazka a na skusernba vedomosti natma praca, spojena obvykle
s rozsiahlym zberom a spracovanim Statistickéhcemdd- formulacia ekonomického modelu,
bola dokokena.

NaSou ulohou teraz bude transformoveakto formulované ekonomické modely na
matematicky model a formulovanu zodpovedajucu matematickd tlohu.

Pri formulacii matematickych modelov (Gloh) sa pmazniekdko zakladnych typickych
obratov ¢i postupov. Tieto obraty a postupy su obsiahnutéeka’kych klasickych udlohéach,
ktoré maju svoj nazov obvykle ako rozmiastacia Uloha (alokany problém), vyZivovaci
(nutricny) problém, Kantoroviova uloha vyrobného planovania, dopravny problémnagiovaci
problém a podobne.

Pri zostavovani matematického modelu Ulohy LP jedvieé analyzowaekonomicky model
nasledovnym spdsobom (Sakal, 1990):

1. ldentifikovat procesy urcit, ¢o sa bude povazowaza procesy modelu, definava
jednotkovu urové kazdého procesu, zvolipremenné na oztenie Yadanej Urovne
procesov, ufit’ presny vecny vyznam premennych, ich dimenziu axtngrdnotku.

2. ldentifikovat ¢€initele a uréit’ technické koeficienty urit’ ¢initele, ktoré vstupuju do
procesov (zdroje- suroviny, materiaglasové fondy) &initele, ktoré vystupuju a su
vysledkom realizacie procesov (vyrobené mnozstvidtpearov, hotovych vyrobkov,
aid’.). Dalej je potrebné uit, aké mnozstvo toho - ktorékinitela vstupuje do procesu,
¢i vystupuje z neho, ak proces realizujeme na jddivaj Urovni, t.j. stanovitechnické
koeficienty.

3. Formulovat’ ohrani¢enie ulohy v tvare linearnych rovnic alebo nerovnic, @m na
pravej strane rovnic alebo nerovnic su disponibmm®dZzstva vstupujucich (vyrobnych)
¢initelov  (DMVC), alebo produkované (planované) mnoZstvo vystumkja
(vyrobeného) ¢initela (PMV), v oboch pripadoch vyjadrené ako linearneké€ia
premennych uloh.

4. Urcit kritérium optimality a vyjadrt’ ho ako linearnu funkciu premennych uloh.
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Predchadzajici postup bude uvedeny na rilglah prikladoch, ptiom klasickymi
aplikaciami dloh LP su uz spominané ulohy o optindaii vyrobného programu podniku,
uréenie optimalnej zmesi, rieSenie dopravného probjéinahy o optimalnom rezani materialu.

Uvadzané priklady su prevzaté z (Sakal, 2003)anfdova, 2002).

3.4 KLASICKE ULOHY LOM

Al- Optimalny plan vyroby

Podnik vyraba 2 typy vyrobkov\Va V, v dvoch prevadzkach;R B. Za jeden vyrobok ¥
realizuje zisk 10 jednotiek (tisic), za jeden vyokb/, zisk 12 jednotiek. Kapacita prevadzky P
stai na vyrobu 6 vyrobkov ¥ za zmenu alebo vyrobu 12 vyrobkowy ¥Ya zmenu. Kapacita
prevadzky Rje 12 vyrobkov V alebo 8 vyrobkov Y za zmenu.

Ulohou je naplanové vyrobu (ugit posty vyrobkov Vi a \,) tak, aby podnik dosiahol

maximalny zisk

RieSenie:
Zo slovnej tlohy vyplyva, Ze zaocesbudeme povazovaryrobu vyrobkov.

Slovnu ulohu si formalne zapiSeme do nasledovibejky.

Vyrobok | V; V, Kapacita
Prevadzka
P, 6 12 1
P, 12 8 1
Zisk 10 12 MAX

Po formalnom zapise ulohy do tdlky je uz vytvorenie jej matematického modelu eletaere.
Dalsim krokom pri zostavovani modelu je proces vyrefrobkov rozdeli na jednotlivé trovne
(Groven procesy: k hfadanému p&u vyrobkov i priradime premenng a Hadanému péu
vyrobkov V, premennix; .

!
Ucelova funkcia bude ntavar:  Z=10x+12x>=max

a obmedzujuce podmienky vyplyvajuce z toho, Ze rielsyi prekraené disponibilné mnoZzstva
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( zasoby ) surovin, budu v tvare:

pre prvu prevadzku a

pre druhld prevadzku. Z fyzikdlneho principu Ulohyitgm vyplyvaju eSte dvedalSie

obmedzujlice podmienky (pet vyrobkov nemdze byzaporné&islo), a preto plati:

x1=20
x2=0

Pre Uplnos uvedieme tento model eSte v kompaktnom zapiseghdtotvar je:

Z =10x1 +12x2=max

X X

6 12
£+£sl
12 8

A2 — Optimalizacia vyrobného sortimentu

Predpokladajmeze zavod mdZze viadom na svoje vyrobnéinitele vyraba 4 rdzne
vyrobky Vi, Vo, V3, V4, pricom V; aV, jednak spotreblva na vyrobus A V, a jednak ich

odpredava ako nahradn&sstky.

Na V3 sa spotrebuje: 1= 2V; + 4V,
na V, sa spotrebuje:  1MV= 3V; + 5V;,
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Na vyrobu tychto 4 vyrobkov sa spotrebovavaju okieého 2 druhy suroviniS& S, ktoré su
Uzkoprofilové. V sledovanom obdobi ma zavod k didpio 3000 jednotiek Sa 2800 jednotiek

S.

Spotreba surovin na jednotlivé vyrobky je uvedemabu’ke:

Vi Vy V3|V,
S |23 -]1
S, 4] 5] 2

Nadriadeny orgén Ziada od zavodu, aby vyrobilimalne:

- 10 ks M ako nahradné siastky,

- 15 ks b ako nahradné siastky navyse.
Ceny jednotlivych vyrobkov zlfadiska odbytu su nasledovné:

vyrobok Vi— 10 €,
V,— 20 €,
V3—200 €,
V4—300 €.

Treba utit, kol’ko ktorych vyrobkov by mal zavod v sledovanom oldeyrobit’, aby
vzh'adom na obmedzené vyrobuiditele a vziiadom na stanovenu podmienku pre nahradné
siastky maximalizovahodnotu odbytu (za predpoklada vyrobi, to aj preda).

RieSenie:
- procesy— vyroba jednotlivych vyrobkov (4 procesy, W, Vs, V),

- Uroven procesov— paiet vyrobenych vyrobkov:  x; —Vy,

X2 — V2,
)% _V3|
X4 —Va.
- vlastné obmedzenia na strane vstupd suroviny:
21 + 3 +Xx4 < 3000 ....Spotreb&;
4Ax; + 5% + 2X3 < 2800 ....Spotreb%,

— ha strane vystupd nahradné siastky:
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X1 - 23 — X >10 ....10 ks ndhradnych@&astok \;
Xo — 4% — 5% >15 ....15 ks ndhradnych&astok \s.
H_J

spotreba pri vyrobe Va V,
Podmienky nezapornosti X1, X2, X3, X4 > 0

UF: - len to odpredamep nespotrebujeme vo vnutri zavodu, t.j.:

2= 106 — 26 — 3() + 206 — 4 — 5xe) + 200 + 3004 = max

B1- Uréenie optimalnej zmesi

Ulohou je vyrobi’ pri minimalnych nakladoch zmes o obsahu minim&dejednotiek
zloZzky A, minimélne 45 jednotiek zloZKy a minimélne 52 jednotiek zlozky C. K dispoziciiau
suroviny § a $ o jednotkovych cenach 600 a 800 jednotiek. Prisamovina $ obsahuje v
jednotkovom mnozstve 2 jednotky zlozky A, 1 jednotklozky B a 3 jednotky zlozky C,
surovina $ obsahuje 3 jednotky zlozky A, 2 jednotky zlozkyR jednotky zlozky C.

RieSenie:
Zo slovnej tlohy vyplyva, Ze zarocesbudeme povazovaryrobu zmesi
Slovnu ulohu si formalne zapiSeme do fyu

Suroviny St S PoZiadavky
ZloZky
A 2 3 54
B 1 2 45
C 3 2 52
Ceny 600 800 MIN

Po formélnom zéapise ulohy do tdky vytvorime jej matematicky modeDaldim krokom pri
zostavovani modelu proces vyroby zmesi rozdelimgedaotlivé Grovne ((roveii procesuy:
k vyrobe zmesi z Spriradime premennxy a k vyrobe zmesi z ;Soremennix; .

Matematicky model ulohy je nasledovny:
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zZ= 600x1+8OOXz!:max
2x1+3x22= 54
Ixa+2x22>45
3x1+2x2=252
X1 >0

X2 =20

Formalne na rovnaky model vedie aj modifikacia idedho zadania nutmej Glohy ktora rieSi
optimalne zloZenie stravy s udanymi pozZiadavkamidodrZzanie zasad zdravého stravovania
(percento zékladnych zlozZiek stravy v jedlach) e’an minimalizové nédklady na néakup

potravin, na spotrebovanu energiu a pracu pri avipredal.

B2- Problém vyZivy (Uloha o diéte)

V ramci predpisanej diéty v nemocnici maju detkafsurcité mnozstva latok délezitych
pre ich vyzivu z obilninovych pokrmov, podavanychémci raajok. Pri zostavovani jedalneho
listka mozno voli medzi dvoma bezne podavanymi polotovarmi z obil(n C) alebo sa
rozhodnd pre nejaku ich zmes. Zitajok by deti mali ziskaprinajmensom 1 mg tiaminu, 6 mg
niacinu a 400 kaldrii. Jeden dag polotovaru K obgal®,1 mg tiaminu, 1 mg niacinu a 110
kalorii. Jeden dag polotovaru C obsahuje 0,1 mmitia, 0,2 mg niacinu a 150 kalorii. Cena 1
dag polotovaru K je 0,18 €, cena 1 dag polotovaie Q,13 €. Treba dgrt, v akom mnozstve sa
musia nakupi produkty na raajky pre jedno diéa, aby sa dosiahla potrebna skladba vyZzivy
a aby naklady pre nemocnicu boli minimalne.

Pretoze mozno predpoklajaze vzahy medzi mnozstvom podavanych obilninovych
produktov a ziskanymi mnozstvami tiaminu, niacinikal@riami su linearne, moézZzeme
skonstruova LOM.

RieSenie

- procesy— podavanie polotovarov z obilnin (2 procesy K, C)
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- Uroven procesov— mnoZstvo polotovarov: X1 — K,
X2 — C.

- vlastné obmedzenia na strane vstuptnie su

— na strane vystupd nutréné mnozstva:

0lx +01x, =21 .... 1 mg tiaminu
X +02x, 26 .... 6 mg niacinu

110x, +150x, = 400 ... 400 kalorii

Podmienky nezapornosti X1, % >0

UF: minimalizacia nakladov na nakup produktov, t.j.:

z=015x + 012x,= min

C- RieSenie dopravného problému

Predpokladame, Ze dity material je rozmiestneny v troch skladoch, kted na r6znych
miestach. Sklad ;Sma kapacitu 300 jednotiek,-$400 j., S— 300 j. Material zo skladov treba
prepravi’ trom odberatéom, ktori su na rdéznych miestach. PozZiadavky odbira su
nasledovné: @ 200 j.,, Q- 300 j., Q- 500 j. Prepravné sadzby v € na jednu prepravovanu
jednotku su v talike.

O, 0, O;

S 40 35 38
S, 42 32 41
S; 44 36 39

Ulohou je ukit, z ktorého skladu Ko jednotiek materialu dopravktorému odberatevi tak,
aby sme odberatev plne uspokojili a pritom aby celkové naklady reezvoz materidlu zo
skladov odberat®v boli minimalne.
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RieSenie
Zo slovnej tlohy vyplyva, Ze zaocesbudeme povazovagprepravu materialu.
Uroven procesu v danej uUlohe je vyhodné zawfesvojindexovd premennd; , kde i bude

predstavovasklady ( =1,2,3) g odberatéov ( =1,2,3). Procesov je 3 x 3 =9.
Xij -prepravovaneé mnozstvo materialisteho skladu k-temu odberat®vi v jednotkach.

Obmedzujuce podmienky budu vyjadrév&apacitu skladov (vstupné VO) a poziadavky
odberatéov (vystupné VO). Pred samotnym zostavenim modalgime zisti, ¢i je dopravna
dloha (DU) vyvazena. VyvazenbDU zistime porovnanim kapacit skladov a poziadavie
odberatéov:

a) ak sarovnaju => DU je vyvazena, potom VO fouerhe v tvare rovnic,

b) ak sa nerovnaju => DU je nevyvazena, potom Vithfdujeme v tvare nerovnosti.
V Ulohe je kapacita skladov rovna s poziadavkambevdt&ov (1000 = 1000) => DU je

vyvazena
VO vstupné X11+ X12 + X13 = 300 .S
X1+ X22 + X23 = 400 .S
X31+ X32 + X33 = 300 ...S3
VO vystupné X11+ X1+ X31= 200 ...01
X12 + X22 + X32 = 300 ...02
X13 + X234+ X33 = 500 ...0z3
Podmienky nezapornosti xi =0 i=123
j =123
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Ucelova funkcia bude vyjadrova(matematicky) naklady v € na prepravu ak@esis&inov
prepravnych sadzieb v €/jednotka a jednotiek mmwezgirepravovaného materialu, qmn

chceme minimalizowanaklady:

Z=40X11 + 35X12 + 38 X113+ 42 X214+ 32 X22 + 41 X23 + 44 X31 + 36 Xz2 +

+ 39 X33 = min

UF:

PoznamkaDU mavzdy aspai jedno optimalne rie$enie

- ak pravé strany obmedzujucich podmienok su &elé, potom celéiselnéoptimalnerieSenie;

- na rieSenie existuju: metédy na ziskanie vychodiskového (vyhovujucehedemia ako

napriklad:
- severozapadného rohu (SZR);
- indexova metdda (IM);
- Vogelova aproximénd metdéda (VAM);
- frekvertna metoda (FM);

- presné metody

- metdda dpcovych a riadkovychiisiel (modifikovana
metdéda- MODI).

Vymenované nugtduda blizSie vysvetlené v kapitole 4.1.

D1 — tloha zostavovania optimalnych a%azovacich planov

a) (strojov, vyrobnych zariaden¥)rozvrhovanie planovanej vyroby na stroje;
b) dloha vznikne vtedy, ak mame v dielni, prevadzk&ode navzajom zamerdit& stroje

(vyrobné zariadenia).

PredpokladajmeZze mame k dispozicii 3 stroje ozeraé 3, S, S5, na ktorych mozno

vyraba 4 rézne vyrobky A, B, C, D. Riom kazdy vyrobok mozno vyrabana vSetkych 3
strojoch.
Efektivne¢asové fondy strojov sledovanom obdobi su nasledovné:

S; — 3000 strojovych hodin,
S, — 2500 strojovych hodin,
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S; — 2800 strojovych hodin.

Planstanovuje vyrohiv sledovanom obdobi na tychto strojoch 300 ks hkow A,
250 ks vyrobkov B,
290 ks vyrobkov C,
420 ks vyrobkov D.

Spotreba strojovéh&asuna jednotlivé vyrobky v min/ks je uvedena v tEiei

AlB|[C][D

S | 12| 14| 18] 17
S, | 10| 12| 19] 15 [min/kg
S| 14| 15| 16| 14

Naklady na vyrobyednotlivych vyrobkov na jednotlivych strojoch Yk€ su v tablke:

AlB|C]|D
S | 2 [24] 32 30
S, | 1,6| 1,8] 25 1.7 [€/kg
S | 1,9 24 22 1.7

Treba utit, ko’ko ktorych vyrobkov na ktorom stroji vyrabitak, aby sa spinil plan

sminimalnymi nakladmitymto planom optimélne zaZzi stroje).

RieSenie:

- procesy-— vyroba ukitého vyrobku na witom stroji,

- Urovei procesov—x; (dvojindexova premenna= 1, 2, 3; ] =1, 2, 3, 4),
Xj — mnozstvo vyrobkoy-teho druhu, ktoré treba vyrahiai—tom stroji (aleb@as, ktory
venujeme na vyrobj+teho vyrobku na-tom stroji, rozhodujeme sa padzadania).

UF: predstavuje vyrobné naklady, minimalizujeme (adklna A-ty vyrobok na stroji;$u 20
€/ks, atl’.),
2=2,01+ 2,82+ 3,23+ 3,4 + 1,601 + 1,802 + 2,503 + 1, K04 + 1,%K31 + 2,432+ 2,233 +

+ 1,7a4 = min

OP: - VO na strane vstupwyplyvaju z efektivnycktasovych fondov jednotlivych strojov [min]
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12%11 + 140 + 183+ 17%14,< 3000 . 60 ...§
10%o1 + 12%00 + 103 + 1544 < 2500 . 60 )
14x3; + 15¢3o + 16¢z3 + 14x3, <2800 .60 ..

- VO na strane vystupd planom wtené mnozstva jednotlivych vyrobkov [ks]:

X11 + Xo1 + X31 = 300 ....vyrobkoW na vsetkych strojoch

X12 + X220 + X320 = 250 ....vyrobkov Ba vSetkych strojoch

X13 + X23 + X33 = 290 ....vyrobkov @a vSetkych strojoch

X14 + Xo4 + X34 = 420 ....vyrobkov ha vSetkych strojoch
- podmienky nezapornosti >0 (=1,2,3; j=1,2,3,4)

(tzv. zovSeobecneny distritioy model

D2 — zovSeobecneny distribény model

(Uloha zostavovania optimalnychtagovacich planov)

Formulujme matematicky model ulohy

Strojarensky zavod vyraba Styri druhy presnych tsdkuna troch druhoch automatickych

strojov. Kazdy druh skrutky méze thyyrobeny na stroji z niektorej skupiny strojov rgitym

vynaloZenim strojovéh&asu._Naklady na hodinu prastoja

S1su 120 €,
S - 90¢€,
S - 80€.

V kazdej strojovej skupine je k dispozicii 240®mgtych hodin.

Plan vyrobyje 800 ks skrutiek A,
1800 ks skrutiek B,
1400 ks skrutiek C,
1800 ks skrutiek D.

Cas v hodinécipotrebny na vyrobu 1 skrutkyditého druhu na stroji ditej skupiny je uvedeny
v tabuke:
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A B C D
S |04 02| 04| 02
S (08| 06| 04| 06
S | 10| 10| 08| 0,6

[hod/kg

Je treba pridefi vyrobu do strojovych skupin tak, aby bol plan spin s minimalnymi

nakladmi.

RieSenie:

- procesom(hospodéarskodinnog’ou) v tomto modeli bude vyroba skrutiekitého druhu na

stroji uritej skupiny;

— Uroven procesov—X;, patet skrutiek j—teho druhu vyrabanych na strojtej skupiny j = 1,

2,3,4; 1=1, 2, 3); premenné mdzu nadobtidea nezaporné celtselné hodnoty;

- UF - vyjadruje naklady na vyrobu skrutiek;

— najskdr musime vypidtat’ naklady na vyrobu jednej skrutky vSetkych druhawstroji kazdej

skupiny. Tieto koeficienty dostaneme vynasobeniklatv na jednu hodinu prace stroja

¢asom potrebnym na vyrobu jednej skrutky na tomrgispozri tabwku:

A

B

C

D

S

120.0,4

120.0,2

120.0,4

120.0,2

7

90.0,8

90.0,6

90.0,4

90.0,6

S

80.1,0

80.1,0

80.0,8

80.0,6

[€/kg

Naklady na uskutmenie Wadaného vyrobného programu sU dané vyraz@elouej

funkcie:

Z= 481 + 24K + 483 + 24K14 + 7201 + 54Xop + 30Xz + 54K + K31+ 80X +

+ 6433 + 484 = Min

OP: na strane vstupd vyplyvaju z obmedzenej kapacity strojov:

0,4x11 + 0,25 + 0,443+ 0,4
0,841 + 0,645 + 0,43 + 0,644

X3+

X32 + 0,863 + 0,6€4
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na strane vystupd vyplyvaja z poziadaviek planu:

Y

800

X2 + X020 + X3 > 1800

X1+ Xo1 + X31

X13 + Xo3 + X33 > 1400

oo w>

X14 + Xo4 + X34 > 1800

- podmienky nezapornosti x; >0 (=1,2,3;j=1,2,3,4).

E- Uloha o optimalnom rezani materialu

Z polotovaru o tZke | = 8 m je potrebné narezainimalne 1000 prierezov dike h = 2,5
m, 600 prierezov idky I, = 3,0 m a 200 prierezoMky |; = 3,5 m tak, aby odpad vzniknuty pri
rezani bol minimalny. V tatike sU uvedené varianty rezania $tpmi narezanych {dok

prierezov {, I, I3. a odpadom pri jednotlivych variantoch rezania.

Dizka prierezu Variant rezania Potreba
1| 2| 3|4 5| 6
L=25m 3| - -2 1] - 1000
[b=3,0m -2 -1 - 1 600
[3=35m - -2 -] 1|1 200
odpad 05 20 10 0 20 15 MIN

RieSenie:

Zo slovnej tlohy vyplyva, Ze za:

- procesbudeme povaZovaezanie materialu,

- Uroven procesu jednoindexova premenna- udava poet, kd’kokrat sa pouzije- ty variant

rezaniai=1,2,3,4,5,6).
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Matematicky model:

Z=05x1+2.x2+1.X3+0xs+ 2.X5+ 1,5.Xsi min

3.x1 + 2.Xa+1.Xs >1000 B
2.X2+ 1.Xa+ 1.xe =600 . P
2.X3+ 1xs+1.xe = 200 s

Xi =20pre 1= 123456

Poznamka Uvedeny priklad predstavuje klasicky model optme&o rezného planu uvadzany
vSeobecne v literatlre. Jeho rieSeninxge= 100,x; = 600,X; = X2 = X5 = Xg = 0 a hodnota
ucelovej funkcieZ = 100.

Podobné ulohy (A - E) je mozné ndajs bohatej dostupnej literatire zaoberajlicej sa
problematikou linearneho programovania. Heslowtmpzné uvigsniektoré z nich :
- optimalny plan montéze,
- optiméalne zloZenie strojovych zostav,
- optimalne plany rozvozu tovaru (dopravna uloha),
- optimalne umiestnenie vyrobni,
- optimalne priradenie a pod.,
- najkratSia cesta v grafe,
- maximalny tok v sieti,

- optimalny plan zlozitych projektovdat

Ako bude uvedené \falSom, prakticky vSetky ulohy je mozné rieSrSeobecnymi
algoritmami linearneho programovania, avSak prektoré z nich — dopravny a pritavaci
problém a ulohy teorie grafov - boli vyvinuté Sgdoe metody a algoritmy rieSenia, ktoré su
efektivnejSie ako postupy vSeobecné (Specialnedyata rieSenie dopravného a pdicvacieho
problému budi uvedené v kapitole 4, ulohy teéradayr v kapitole 5.).

65



3.5 VLASTNOSTI RIESENIA ULOH LINEARNEHO PROGRAMOVA NIA

Rozoznavame tri druhy rieSenia pri tlohach LP (§&G&03):
Definicia 1: Pripustné rieSenie
Pripustnym rieSenim Glohy linearneho programovaaizyvame vektorx = (X2, X2y «ees 20)
vyhovujuci vlastnym obmedzeniam a podmienkam nezéysbi.
Poznamka: MnoZzina pripustnych rieSeni je konvexnou mnoZin@hrantena s koné&nym
poétom krajnych bodov alebo neohra&aind).

Konvexnad mnozinéKM)- je kazda taka mnozina, do ktorej patri cgéjnical’ubovd’nych

dvoch bodov tejto mnoziny. Napr.: priamka, polpri@niséka, rovina, polrovina, priestor,
polpriestor). Ukazka konvexnych/nekonvexnych mng&ina nasledujicom obrazku.

T

Obr. 3-2 Konvexné mnoziny (a, b, ¢c) a nekonvexné mnozjmey (d

a)

KM delime na:
— ohrantené neobsahuju polpriamku,
— neohraniené obsahuju aspbjednu polpriamku, rovinu, ...
Body KM delime na: - vnatorné body,
- hraimé body.
Specialnym pripadom hramiého bodu jerajny bod Je to taky hraginy bod, ktory nelezi
na spojnici ziadnych dvoch bodov KM.

Oporna priamkao. rovina, 0. nhadrovina)- ¥ourcitej KM je taka priamka, ktora ma s danou

KM spolaeny aspa jeden bod a pritom KM cela lezi v jednej z polrguia ktoré priamka

rozdé'uje rovinu.
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Definicia 2: Z&kladné (bazickeé) rieSenie
Zakladnym rieSenim Ulohy LP nazyvame také pripusmnieiz (X1, X, ..., %), ktoré ma
maximalne téko nenulovych kladnych premennych, ’ko je linearne nezavislych

obmedzujucich podmienok:

b =Y a; x, , ktorych je najviac) m.
=

Ak pocet kladnych zloZiek vektorax je prdve m bazové rieSenie nazyvame

nedegenerovand/ ostatnych pripadoch budeme hovardegenerovanomrobléme.

Grafickym zobrazenim zakladného rieSeni&rginy bodmnoziny pripustnych rieSeni.

Definicia 3: Optimélne rieSenie

Optimalnym rieSenim ulohy LP nazyvame také prip&istieSenie, ktoré tiez vyhovuje

ucelovej funkcii (maximalizuje, minimalizuje linearrfunkcionalu).

UF nadobtda extrémnu hodnotudbu jednom krajnom bode mnoziny pripustnych riedeni,
alebo vo viacerych krajnych bodoch a vo vSetkyd tyodoch, ktoré si konvexnym obalom
tychto krajnych bodov.

Veta 1: MnoZina vSetkych pripustnych rieSeni tloh LPgakexna.

Veta 2: Ugelova funkcia nadobluda extrém v krajnom bode konepxmnoziny, ktora je
mnoZzinou pripustnych rieSeni tejto tlohy. Ak UF oladda extrém vo viac ako jednom krajnom
bode, dosahuje tuto hodnotu’'wbovd’nom bode, ktory je konvexnou linearnou kombinaciou

tychto bodov.

Z&kladna veta LP. Ak md& uloha LP optimalne rieSenie, potom ma tékladné optimalne

rieSenie.
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Zavery:

1. Existuje taky krajny bod pripustnej mnoziny,tetom UF Glohy LP nadobuda svoj extrém.

2. Kazdé zakladné (bazické) rieSenie zodpovedé&eéeja krajnému bodu pripustnej mnoziny
rieSeni.

3. Kazdému krajnému bodu pripustnej mnoziny rieSgnglicha m linearne nezavislych

vektorov z danej sustavyvektorov.

Pri hradani optimalneho rieSengaci teda skamé len zakladné rieSeniat.j. len krajné

body pripustnej mnoziny rieSeni, z ktorych kazdyujgeny sustavou m linearne nezavislych

vektorov.

. , Lo n ., P
Kedze sustava m—rozmernych vektorov nema viac anJ podsustav pozostavajucich z
m

S P . n . . . L o
m linearne nezavislych vektorov, u&ha ( ] udava hornu hranicu ptu bazickych rieSeni
m

tlohy. Teda p&et rieSeni, z ktorych mdézZzeme vybraptimalne rieSenie, j&koneny, ale

s rastucimi hodnotanm am sa p@et zakladnych rieSeni neimerne zvysuje.

Poznamka To znamena, Ze trebddda zakladné optimalne rieSenie len medzi optimalnymi

rieSeniami (nachadza sa aspol krajnom bode).

Na ukenie zakladného optimalneho rieSenia treb@ niak vypdtovi schému, umdiijlicu
systematicky prechod od jedného zakladného rieSéniuhému. Takouto schémou je

simplexova metod@avrhnuta G. B. Dantzigom).

Ak Uloha nema pripustné rieSenie alebo ak jej UE jei na mnozine pripustnych riedeni

ohrantend, simplexova metdda to unioje zisti’ po konénom pate krokov
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3.6 SITUACIE, KTORE MOZU NASTA T PRI RIESENi ULOH LP

1. LOM (tloha LP) nema optimalne rieSenigSakal, 2003)

a) —_nema vlbec pripustné rieSenn., Ze obmedzujice podmienky su navzajom spaché

mnozina rieSeni je prazdna (ak chceme, aby UloHa prgpustné rieSenie, musime uptavi

obmedzujuce podmienky;
b) — Gloha_ma sice pripustné rieSeraéee UF nenadobida na mnozine pripustnych riedeni

koneiny poZadovany extrém (tzn., Ze optimalne rieSelubyineexistuje):

C.X = max c.X = min
A.x >b A.x < b
x>0 o x>0 0

2. LOM (Uloha LP) ma optimalne rieSenie(Sakal, 2003)

a) —_Uloha ma iba jedno jediné optimalne rieSenie

- hovorime, Ze Uloha jednoznéng;
- UF nadoblda poZzadovany extrésa v jednom krajnom bodanoziny pripustnych riesenti;

b) —_Uloha ma nekokiee vd’a optimalnych rieSeni

- hovorime, Ze Uloha ma optimalne rieSenighoznané
- UF nadobuda pozadovany extréaspo: v dvoch krajnych bodocmnoZiny pripustnych

rieSeni a vo vSetkych bodoch, ktoré su konvexnantioaciou tychto bodov:
- v tomto pripade mozno mnozinu optimélnych rie$endeli’ na dve podmnoziny:

a — diskrétnu podmnoZinaptimalnych zakladnych rieSeni,

B — spojitt podmnoZinaptimalnych nezakladnych rieSeni.

Poznamka:
Optiméalne nezéakladné rieSenia vytvaraju konvexngl aptimélnych zakladnych rieSeni,
Cize Tubovd’né optimélne nezakladné rieSenie mdézeme &iyad ako konvexnu kombinaciu

optimalnych zékladnych rieSeni.

Definicia Konvexnou kombinacidoodov X3, X, ...., Xn Sa nazyva bod:
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X = o1X1+ aax2 7t ... +0¢n;(n,
kde >0 ay a =1 (0<y a;<1).
i=1 i=1

PodmnozinaC z E, sa nazyv&onvexnouked konvexna kombinaciBubovdnej dvojice

jej bodovXy, X2 X =aixi+ azxo tieZ patri do podmnozing .

Prikladom konvexnych mnozin je sam priestigr kruh, kocka. Mnozina bodov tvoriaca

hranicu kruhu (kruznicu) nie je konvexnou mnozinou.

Poznamka
Lubovd’nu Glohu LP mézeme rigSbud’ ako maximalizanu, alebo minimalizan:

X |
1n-
X |
II._
3

UF: c. max /.(-1) -C. in
A.x <b A.x <b
x >0 x 20

3.7 RIESENIE LOM

LOM mé6zeme rie$i dvoma sposobmi:
- graficky: - teoreticky a ilustrativny vyznam,
- daju sa pochopwlastnosti rieSenia;

- numericky: - prakticky vyznam, rieSi potac (PC).

3.7.1 Grafické rieSenie LOM- geometricka interpret&ia tloh LP
Graficky mozno rie$iiba tieto Glohy:

a) Uloha LP s obmedzeniami vo formerovnosti obsahujuca iba dve, resp. tri premenné

alubovd’ny patet obmedzujlcich podmienok;
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b) dlohy s 2-ma obmedzujucimi podmienkamfubovd’nym patom neznamych (duélna
tloha).
Pri grafickom rieSeni uloh LP sa vo ¢&&ne pripadov stretavame s tlohami popisanymi
v bode a). Ak sa stretheme s inymi, je ich trelmngformové na model typu a). Grafické
rieSenie uloh typu a) prebieha vo dvoch etapach:
— najskdr znazornime oblkapripustnych rieSeni (mnozinu pripustnych rieSeliRP),

- potom najdeme na tejto oblasti optimalny bod fiod, v ktorom dosahujgF svoj extrém

Pri zostrojovani oblasti pripustnych rieSeni saen@& stretntis troma pripadmi

a — oblas pripustnych rieSeni je prazdnou mnozinou;
b — oblag pripustnych rieSeni je konvexnym mnohouholnikom;
c — oblas pripustnych rieSeni je neobmedzenou konvexnoustila
Vieme, Ze geometricky predstavuje nerovhasdvoch neznamych polrovinu (Sakal,
2003):
- Cize rieSenim nerovnosti o dvoch neznamych su vSétkgy utitej polroviny. Prislusna

polrovina je mnozinou vSetkych rieSeni nerovnostvoch neznamych.

Napr.: X +4x; <12

A
X2
\ B+ dx, = 12

3

2 ] 3(1 + 4x, > 12

1 —

|
i i i ! >
0 1 2 3 4 X1
Xy + 4x, < 12
Obr. 3-3
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Ak mamesustavu nerovnostiieSenim kazdej z tychto nerovnosti st vSetkyyhmidsluSnej

~rr

polroviny a rieSenim sustavy je kazdy bod, ktordi o vSetkych polrovinach, ktorych body su

rieSenim jednotlivych nerovnosti danej sustavy.

RieSenim sustavy je spélmacag’ — prienik polrovinuréenych nerovnaami sustavy. Tato

spolanacag’ je konvexnou mnoZzinppretoze vznikla ako prienik polrovin a vieme podrovina

je konvexna mnozina.
Ako sme uz uviedli, m6zu nastai pripady:

a) mnoZzina rieSeni sustavy je prazdnaolroviny odpovedajuce nerovnostiam sustavy npe@ma

ani jeden bod spotny;
Majme napr. takuto sUstavu nerovnosti o dvoch nayoh:

X1 +5% = min
g +3H <12 ... 1

X1 > 4 . 2
X <2 L. 3
6Xx, +x =6 ... 4
X1, % =0
\ :
X2 b
e
5 |
Y
3
2 | ;
| O
A
I - iloha nem4d vdbec pripustné riesenie,
\ - mnozina pripustnych rieSeni je prazdna
' i => nemd ani optimalne riesenie a nema
0 1\ 2. B 4 X zmysel zakreslovat' UF
0° o
\
Obr. 3-4
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bl) spol@nécag’ polrovin je mnohouholnik mnoZina rieSeni je obmedzenou mnozinou;

Napr.: 4  +X = max
X1 X <6 .1
I + X <21..2
2 X >4 .3
X1 X < 1.4
X, X2 > 0

X7

Obr. 3-5

Z w7s

- nakreslime smernicu UF, miesto max napiséam@vdnéislo, napr. ,4*:
g +x=4 = X1 =0, X2 =4
Xo =0, x1=1

— tdto smernicu musime dosgtdo polohyopornej priamky,

- musi m& 1 spol@ny bod s konvexnou mnoZzinou, a to pre nas v pfijea tvare, max
=> optimalna poloha bude,

— Uloha mé& ibaedno optimélne rieSenie, Gloha je jednojednemda
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b2) rieSte graficky sustavu nerovnosti o dvoch Aewth

X1 X = min

X +2 >6 ... 1

8 +5x <40....2

X1 +xX <3 ... 3

XX X0 .. 4
X1, % > 0

optimdlna poloha UF

(po celej dizke tsegky je optimélne
rieSenie nezikladné)

2z
X opt

v

A AN
3 2/1/04 1 2*@4 \2. X

Obr. 3-6
UF: —x3+x=1 = x=0, X =1
Xo =0, X1 =-1

nezakladné:

v - L1z v 2z
X opt= X opt. a1+ X opt. 02

arta=1

O<a,a2<1

- mnozina pripustnych rieSeni uzavreta,
- uloha ma nekorime vé'a optimalnych rieSeni,
- pri tejto Ulohe mbézeme vyhtaoptimélne rieSenia aj také, ktoré vyhovuju aj taky

obmedzujucim podmienkam, ktoré sme nemohli do modeahrndi
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(po Useke UF: x % —X%%p):;

) spol@nacdag’ polrovin obsahuje aspgednu polpriamku mnoZzina rieSeni je neobmedzena!

Napr.:

|

2X1 +X% = max

2 +5¢ =10 ... 1
4X1 +X2 > 4 L. 2
X1 =% >0 ... 3

Xy, X2 >0

Obr. 3-7

- mnozina pripustnych rieSeni neohtama!

- UF nenadoblda na mnozine kéné maximur

- nemaoptiméalne rieSenie

> ol
<1 I
AV I -
o |3
&

x|
IV
ol

- lahko by sme zistili, Zminiméalnu hodnotiy nadobudla UF v bode Al
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3.7.2 Numerické rieSenie LOM — Uloh LP

Na rieSenie uUloh LP existuje mnoho metdd vyuzivajuicrézny vypdtovy aparat.

NajdolezitejSia a najpouzivanejSia z nich je simpl& metdéda

Simplexova metdda (SM) patri medzi univerzalne mgtfioh LP. Za tvorcu tejto metddy

je povazovany Holatlan Dantzig, ktory ju sformuloval v roku 1944. Matsinkym zakladom
SM je Gaussova elimigada metdda, ktorou 'adame zakladné rieSenie sustavy rovnic

a prechadzame od jedného zakladného rieSedigdtm.

Pomocou Gaussovej elimitreej metddy mdzeme ndjzakladné rieSenie, pripadne ptejs
na iné zakladné rieSenie. Pri Glohach lBdéame také zakladné rieSenie, ktoré extremalizéje U
Mohli by sme teda postupotvéak, Ze pomocou elimigaej metody by sme nasli vSetky zakladné
rieSenia vyhovujlice OP a pre kazdé rieSenie by\gpesitali hodnotu UF, a tak by sme zistili,

ktoré je optimalne. S takymto postupom by sme isiba pri Glohach malych rozsahov.

Nedostatkom eliminmej metddy je i to, Zaezaruuje pripustnos najdeného zakladného

rieSenia.

Uvedené nedostatky nema SM, ktora je v podstateifik@cia metddy Uplnej eliminacie.
Na rozdiel od nej, tdto metdda (SM) zabezpe, vychadzajiuc zo znadmeho béazického rieSenia
ulohy, ze kazdé nové rieSeniea ktoré prejdeme, bude rieSenim pripustreymtiadiska UF

vyhodnejSim ako predchadzajuce.

Gaussova metodaam neumaiuje ohodnoti rieSenie. Nezatwje, ze z vychodiskového

rieSenia sa do optimélneho rieSenia dostanemeokragstou.

Simplexova metédaam zaruuje, Ze_kazdé nové zékladné rieSenie je pripugtBémnie Ze

dalSie rieSenie je lepSie Zddiska UF ako rieSenie predchadzajuge-¢ x, aid’.).

Simplexova metdda je itefiaa metdda (metdda postupnych aproximacii), t. zn.zagej

pomoci sa k optimalnemu rieSeniu dospieva krokrpadm
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Xo X5 X4 - sk&eme po krajnych bodoch
konvexného mnohouholnika, az sa
dostaneme do optimalneho rieSenia

Xe X3...= ;(opt (alebo nedostaneme)

X1 X2

X1
Obr. 3-8

Aby sme mohli ries LOM simplexovou metédou, musi spiat uréité zéakladné
podmienky:

1. b=0 - vektory pravych stran obmedzujicich podmienoksiauby nez&porné, ak
niektora hodnota je zaporna, ti obmedzujucu podkmienusime prenasabhodnotou (-
1).

2. x=0 - v3etky premenné v modeli musialisy podmienku nezapornosti, ak niektora
z nich tato podmienok nekfa, musime ju nahratlsubstittciou:
a) akxy je va’na premenna potomt = X' - X ;X% >0, X< >0,
b) ak Xs< 0, potomxXs=-yp, -yp >0.

3. vSetky nerovnostt modeli musime zmetna rovnice pomocoupridavnych premennych
X, pre vSetky pridavné premenné plati podmienkap@znosti X >0,i=1, 2,...m)
- do UF ich pridavame vzdy ako %0 ;
- do VO ich pridavame niavu stranu pat smeru nerovnosti:

IN

+ X
'Xi,

Vv
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4. sustavu vlastnych obmedzeni musime upradd kanonického tvaru pomocou

pomocnych premennyati’, pre vSetky pomocné premenné plati podmienkapmmnosti
(x >0,i=1,2,..m)

- do VO ich pridavame vzdy akox;

- do UF ich pridavame pdid extrému funkcie:

+Mx"~~ | min

-Mx"" | max

Kanonicky tvar— v kazdej obmedzujucej podmienke musf bgpdi jedna premenna, pri

ktorej je kladny jednotkovy vektaa tieto jednotkové vektory musia spolu vytwaradnotkovu

maticu(kladna jednotkova bazu).

Sustavu obmedzujucich podmienok dostaneme do kek&hmd tvaru bd pomocou
pridavnych premennych, ak su pri nich kladné jékimee vektory, ktoré vytvaraju jednotkovu
bazu. Ak tam nie su takéto pridavné premenné aieibcnemame v poZzadovanom mnozZstve,
potom zardujeme do modelu tzv. pomocné (umelé) premennép&mocnych premennych
musia by len kladné jednotkové vektory, iba vtedy plniakai, na ktort su @ené.

Algoritmus SM je finitny (kon&ny), t. zn., Ze optimalne rieSenie sa dosiahnegrmikom

pocte krokov, ak ho uloha LP ma alebo ak neexistupgom SM zisti, Ze ho nema.

Algoritmus mé& dve zakladné f&zy

1. Urenie vychodiskového zakladného rieSenia.

2. Postupny prechod od jedného zakladného pripustn@senia k druhému zakladnému
pripustnému rieSeniu tak, aby sa zlepSovala hodifiaco sa deje v tzvitera¢nych
krokoch.

Vypocétovy algoritmus (t.j. 2. faza SM) sa v kazdej igréozpada do troch etap:
- kritérium optimality;
- zlepSovanie rieSenia;

- zmena rieSenia.
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Uvedieme teraz hruby algoritmus rieSenia:SM

1. Najdenie 1. zakladného pripustného rieSenia {tgshodiskove).

2. Pomocou testu optimality (kritéria) ohodnotindgdené rieSenie.

3. Ak zistime, Ze najdené rieSenie je optimalypovet ukorgime.

4. Ak ndjdené rieSenie nie je optimalne, prejderad’asSie zakladné pripustné rieSenid’aej

postupujeme pd@ bodu 2.

Ak zistime hnd v prvom kroku, Ze Uloha nema vbdbec pripustné niesevedie SM po
konenom pate krokov k dvom uz spominanym moznostiam, a tptkmalnemu rieSeniu alebo

k vysledku, ktory dokazuje, Ze Uloha nema kmryeextrém.

V d’alSom si postupne vysvetlime postup hrubého algarM.

3.7.2.1 Najdenie 1. zakladného pripustného rieSgmgchodiskového) a uprava ulohy do

kanonického tvaru

Tento krok sa robi né&azSie Nevieme totiz ohodnatj kde mame z&t’ (napr. 6 krajnych

bodov konvexného mnohouholnika).
Jednym z moznych spésobov, akdad&® vychodiskové bazické rieSenie, je pouZzitie
Gaussovej eliminaej metody pri rieSeni sustawy-linearnych rovnic e—neznamychrfi<n).

. , Ax L, n . , L, . . L o .
Tato sustava mbéze Iﬂmammalne( j zakladnych rieSenbstatné nezakladné ke premenné
m

sl rovné nule.

Tvar sustavy linearnych rovnic (po pouziti elimingj metédy), v ktorej kazda rovnica

obsahuje jednu a Igadnu zakladnu premenndazyvameanonickym tvarom sustavy linearnych

rovnic.

Majme napr. sustavu 3 rovnic 0 5 neznamych

Ix; —Xs =4
X +6X4+5% =2
X=X —X5 =95
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NaSou ulohou je zvali3 zakladné rieSenia a ostatnélfw®) polozf rovné 0. Ak zvolime
za zakladndie, vziadom na ktoré je sUstava v kanonickom tvare,, X3 — ZP a ostatné&, = xs

= 0 za nezékladné premenné NP, poigm 4,x; = 2,X3 = 5.

AvSak ako by sme sa mohli presvadrieSeniml'ubovd’nej sustavym linearnych rovnic

on - neznamych, k& urcenie tychtozékladnych premennycaliminainou metdédou nie je

v s

jednoduché najma pri ¥&ichm, n.

Preto kladnu jednotkovu bazikanonicky tvar) pre vychodiskové rieSenie vytvaea

pomocou vektorov: a) tzv. pridavnych premennych,
b) pomocnych premennych.

Je to najjednoduchsi pripad,dkenatica koeficientov gj] pri premennych (zakladnych)
obsahuje bez transforméacie len pridanim spominamgitorov Uplnud sdstavu jednotkovych
vektorov (jednotkovd maticu, bazu). Vtedy je suatawvnic (obmedzujucich podmienok =

nerovnosti) dana kanonickom tvare

a) Pouzitie pridavnych premennych na vytvorenie hegliskového rieSenia v pripade, ak
obmedzujuce podmienky tvoria systém nerovniygti " <":
- v ekonomickej oblasti je takouto Ulohou napr. tagenie vyrobného programu pri

obmedzujucicRinitel'och.

Matematicka formulacigroblému je nasledovna:

RieSt’ sustavu linearnych nerovnosti tak, Ze pripojediaiSich neznamychpfidavnych
premennychutvorime ekvivalentnu sustavu linearnych roviNapr.:

3 + 4% = max

5¢+ 2%, <80

2+ <60
X, X2 >0

Z=3 + 4+ 01 + OX'5 = max
51+2>(2+X’1 =80
2+ 3 +x5 =60

X1, X2, X'1, X2 >0
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ZP: X1, X > X1 =80,X>=60

NP:x; =% =0 Zo=0 , hodnota UF zafimevyhovuje pre max!
VSeobecne treba najs n-nezapornychiisel xi, Xo, ...., X,, ktoré spnaji obmedzenia
(nerovnosti):
a1y tapXe + ... tayXn <bi
axiXo +apXo t........ +aoXn <b
amiXt tamXe t ... +ama < bm,

a pri ktorych UF (linearna forma, funkcionalas= cixq + CoXo + ..... +CnXn dosahujenaximum

Aby sme mohli rie§i model LP SM, musime vSetky vlastné obmedzenia wabd na

rovnice pomocoun—pridavnych premennyoti;, X'z, ..., X'm, X7 >0 ( = 1, 2, ...,m), ktoré su

rovné rozdielu oboch stran nerovnosti.

Potom:
aipgtrapXo + L. +aix,  + X1 =0
AxpXpt agXo + Ll +aoXn + Ix'5 =0
AnX1t ampXe + L.l +amXn +IX'm =0

Tato sUstava je kanonickom tvargmatica koeficientov d;] a obsahuje Uplni sustavu

jednotlivych vektorov prin — pridavnych premennych):

1 0 ..0

- 101 .. 0

E= typu ,mvVm“.
0O 0 .. 1

Zéaroven tato sustavan rovnic obsahujenf + n) premennych.
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Za zakladné premenné pri vychodiskovom rieSeni imel pridavné premenné

X1 (i=1, 2, .....m) a za nezakladné premenné zvolime povodné premerr®( =1, 2, .....Nn).

Tak dostaneme jedno z bazickych¢asne pripustnych rieSeni, pretoZe z povahy zaghdyrge,

zebi>0(=1, 2, ....m) ambézeme ho pouzako vychodiskoveé rieSenie.

V maticovom zapise

A.x<b, b>0
pridanim pridavnych premennych zmenime nerovn@astomnice. Sustava nadobudne tvar:
X
[A/E]. |-
X
kde: - E je jednotkova matica koeficientov pridavnych premjeh a jen-tého radu;

- X je m rozmerny vektor pridavnych premennych.

Koeficienty pridavnych premennych vtomto pripasleria nezavisli sustavu kladnych
jednotkovych vektorov (jednotkovu bazu). Ak tedeolime pridavné premenné za zakladné
premenné, dostaneme bez transformacie, pretozavalp uz v kanonickom tvargakladné
rieSeniex ,

X 0

x |
I
ol
X\
I
ol

X b
ktoré je uz zrejme rieSenimpripustnym(b > 0) a mdézeme ho povazaiaa vychodiskové
rieSenie.

Hodnota UE  Z, = 0, zatid& nevyhovuje pre maximalizaciu.

b) Pouzitie pomocnych premennych pre vytvorenie hegiiskoveho rieSenia v pripade, ak
obmedzujlice podmienky tvoria systém nerovnosti tiu"=":
- v tychto pripadoch matica koeficientos;] (véitane koeficientown—pridavnych premennych)

neobsahuje kladnu jednotkovd maticu (bazu), mézeiska’ vychodiskoveé rieSenie (kanonicky
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tvar) zavedenim tzvpomocnych premennyctumelych, fiktivnych), z koeficientov ktorych

vytvorime kladnu jednotkovd bazd'i>0,i =1, 2, ...m.

Matematicka formulacia problému

- RieSte sustavm-linearnych rovnic (nerovnostt™ o n—neznamych tak, ze pripojenidialSich

neznamychgomocnyctpremennychutvorime ekvivalentnu sustavu linearnych roviNapr.:

= max

4%, + %o
33X +2% =40
5%+ 8&, =100
Xy, X2 >0
A +X —MX; —MXx’, = max
M+ +Xy =40
51 + 8% +x75, =100
X1, X2, X1, X "2 >0
ZP: X7'1= 40
X5 =100
NP: x3=x%=0 Zo = -140M, ¢islooo malé a nam ide o maximalizaciu UF,
potom nevyhovuje.
VSeobecne:
aipXp tapXe + ... +aXn =b
Xy tapXy +.... +pXn =02
AnXy tamX +..... + ann = Dm
X >0 ($=1,2,..n
tak, aby sme maximalizovali funkciz = ¢x; + Coxo + ... + GXn;

- vychodiskové rieSenie v tomto pripade ziskame faksi vytvorime pomocnu (umell) bazu
X i>0 G =1, 2, ...,m)

rozSirenim sustavy rovnic o pomocné premexing X 2, ..., X 'm ,

s jednotkovymi koeficientmi, ktoré vytvoria jednotkl maticu:
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Potom:

Xy taXe t...... +agXn + 1X71 =b
Xy tagXe +..... + &nXn + X5 =h,
amXg tamXe t..... + 3nrXn + X' m =bm

- za z&kladné premenné pri vychodiskovom rieSeolime pomocné premenne’ (i = 1, 2,
ey M);

- do UF zardujeme pomocné premenné s nekome
a) malym ocenenimM, ak ide o maximalizaciu UF;
b) ve’kym ocenenim M, ak ide o minimalizaciu UF (tzv. prohibitivne sagty.

V maticovom zapise: A.X =D, b>0

matica A neobsahuje kladnu jednotkovu bazu, vychodiskoggenie ziskame zavedenim tzv.

pomocnych premennycki ‘1, X 5, ....,X 'm. Vlastné obmedzenia nadobudnu tvar:

X
[A/E].|- | = b,

;s

X

E - jednotkova maticam-tého radu pozostavajuca z kladnych koeficientomganych

premennych;

X~ — vektor pomocnych premennycki, > 0.
Ak zvolime pomocné premenné za zakladné prememstaneme opabez transformacie

zékladné riedeniel”:

x
ol

|
I
x|
I
ol
X
I
ol

x\
ol

ktoré je pripustnym riedeninb& 0) a mdZzeme ho povazavaa vychodiskové riesenie.

Obdobna je situacia pri rieSeni sastavy nerovriggti ™",
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PouzZijeme tu konkrétny priklad

2X1 + 3% = min
5x; + 4%, > 150
™% + 2% =120

X, X2 >0

- zavedenim pridavnych premennych zmenime nerovmasovnice:

2X1 + 3o+ O0x'1+ OX'» = min
5x1 + 4% —X,]_ =150
X1 + 2% -X» =120

X1, X2, X'1, X2 20
Pridavné premenné x'x, maju vSak zaporné koeficienty aichltsou za ZP by sme nutne
1% - 150
X,2 =-120

dostali nepripustné rieSenie:

Preto si zavedieme znowomocné premenné’i >0 (=1, 2, ....m):

20+ +OX1 + Xy +MX 1+ MX; = min
e +IX =150
+IX, =120
>0

51 + 4%
™1 + 2% -X'
X1, X2, X'1, X'2, X 1, X 2

Poznamkax, nikdy neoditujeme v OP, v UF ano!

- vychodzie rieSenie dostaneme tak, Ze za ZP zegtiomocné premenné:

-ZP: X, X%,
-NP: x3=x=Xx1=Xx5=0.
Potom 1. pripustnym bazickym rieSenim je:xx, = 150
x, =120

Z = 270M, hodnota UF je nekogiee véka, M — o, potom tu nevyhovuije!
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V maticovom zapiseA. x >0, b > 0

matica A neobsahuje kladnt jednotkovii bazu, vyuZivame poth@emelt) bazu:

I
ol

X ‘><‘| |><|

Vor'bou pomocnych premennych za ZP dostaneme bezdrarsfie zakladné riegenié’

ol
ol

=-1, kdejex_” pripustnym rieéenl'rﬂ_a(za) a teda aj vychodiskovym rieSenim.

x\
ol

x\
o

PoznamkaVsimnime si rozdiely medzi pridavnymi premennyanpomocnymi premennymi.

Pridavnymipremennymsme transformovali sustavu nerovnos)irfa sustavu rovnic.

Zavedenimpomocnych premennyctme zmenili sUdstavu rovnic na rozSirend sustavu

rovnic, ktord jejnie je ekvivalentnaHned prvému zakladnému rieSeniu rozSirenej sustavy

nezodpoveda Ziadne rieSenie pdvodnej sustavy.

AvSak kazdému rieSeniu rozSirenej sustavy, v ktstejpomocnépremenné rovnéule
zodpoveda rieSenie povodnej sustavy. Je potrelute peejs pri d'alSich iteraciach na také

rieSenie rozSirenej sustavy, pri ktorych sa budagmé premenné rovthaule.

Na to stdi rieSt’ tito pomocnu Ulohu

Minimalizova’ linearnu formu (UF):

=X+ X o+, +¢ X ' m=C".X
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X X

za podmienok ME]. |- |= b, - > {%}
kdec” =[1, 1, ...., 1] je m rozmerny vektor. Viadom na podmienku > 0,
X~ >0, musf takisto plafi z“> 0.
MO6Zu potom nastadva pripady
a) minz” = 0, z¢oho vyplyva, zex;”” =% = ...=Xn =0 (x_” =0 ), Cize ziskame

vychodiskové rieSenie povodnej sustavy;

b) minz"” > 0, z tohto vysledku vyplyva, Ze pbévodna siéstaiema pripustné rieSenie, lebo
kazdému pripustnému rieSeniu poévodnej sustavy za@tf#o iba také rieSenie rozSirenej
sustavy, pri ktoromz™ = 0. Z”° sa vSak bude rouvhaule iba vtedy, ak vSetky pomocné

premennéx; " budul nezakladnymi premennymi.

Aby nastala takato situacia, musime ufobajmenej ttko elementarnych transformacii
(krokov), kd’ko je pomocnych premennych, pretoZe vo vychodiskovieSeni vystupuju vsetky
v Ulohe zakladnych premennych.

Této skuténog’ velmi predlZzuje rieSenie, a preto sa snazime pridéko pomocnych
premennych, kiko nevyhnutne potrebujeme na vytvorenie kladnajgekovej bazy.

Zaver:

- Ak pdvodné uloha ma pripustné rieSenie, tak wspthnocné premenné sa vynuluja.
- Ak v priebehu rieSenia aspgedna z pomocnych premennych ostane ZP a jejdiadvude
kladna (> 0) a pritom pdd pravidiel SM sa u#alej ned4 pokrgova’ v rieSeni, t. zn., Ze

povodna uloha nema vdbec pripustné rieSenie.
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3.7.2.2 Vecna interpretacia pridavnych a pomocrgremennych

Interpretacia pridavnych premennych

- tieto vZzdy vecne interpretujeme;
- ich vecna interpretacia zavisi od obmedzeni,i&ldg@ridavame;
- pri ulohach, ktoré maju vlastné obmedzenia vevar" (vstup), znamenaju pridavné

premenné takmer vzdy nevyuzitie prisluSnétiaitela (su to rezervy, uzkoprofilové,

nedostatkové materialy a pod.);
- pri Ulohach s obmedzeniami_type*“, (na strane vystupu) moézu predstawbyaidavné
premenné uité jednotky vyrobené, pridané, naklipené dodamdd. nad ufité minimalne

vyZadované mnozstydimit (napr. jednotky vyrobené nad plan).

Formalne mbézZemeridavné premenné povazeyvgpodobne ako ostatné premennzé,

urover nejakych procesoWejde vSak o procesy, pri ktorych by sacniepotreblivalo a nie

vyrabalo. Pridavné premenné tpkedstavuju urowve fiktivnych procesqvpri ktorych sa ri

nevyraba a nemaju teda ani ,cenu®, t.j. maja v WEflcient (ceny) nulovy.

Pridavné premenné plnia vzdy primarnu funk@@omocou nich vyrovndvame nerovnosti

na rovnice Tie pridavné premenné, pri ktorych si vo VO kiadgednotkové vektoryplnia aj

druhd (sekundarnu) funkciu, prispievaju ku kanogiizeistavy obmedzujacich podmienok.

Interpretacia pomocnych premennych

- ak dan& uloha maripustné rieSeniecize ak sa pomocné premenné anuluju v priebehu

rieSenia, tak slizia len ako vyiové prostriedky na ziskanie vychodiskového riegeni

a vtedy sa im nedava Ziadna vecna interpretac@anakicka);

- ak dana ulohaaemd pripustné rieSenigpotom nenulové hodnoty pomocnych premennych

predstavujuciastky, o ktoré trebavysi’ pravé stranyobmedzujucich podmienok (vyrobné

Cinitele), aby vébec dana uloha mala pripustné nieSe
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Pomocné premennginia iba jednu funkciu, pomocou nich dostavamstaiu obmedzujlcich

podmienok do kanonického tvaru.

3.7.2.3 Ohodnotenie najdeného rieSenia kritériogst(im) optimality

Majme vSeobecnu Ulohu LP zadanu takto:

Treba naj§ maximalnu hodnotu UF

Z=0CXy +CxXo+ ...... + GXm + Cm+tXm+1 + ..eees +gX+ ... + GXn = Mmax

Za podmienok

Xt a;Xo + ... + amXmt Ay meXmer oo +aX t ... tay, =b;
o1 X1t AooXo + ..., + ommt A2 m+Xm+1 ..l + X+ ...... +aoXn =bo
amat amXe + ... + GnmXmt Amm+Xmer T .o +anX + ... + anXn = bn

x>0 j=1,2,..n

Mame sustavin rovnic on premennych.

Predpokladajmeze koeficientya; (i, j = 1, 2, ...m) tvoria regularnu maticon-tého radu,

¢ize prvychm-premennych tvori bazu, su linearne nezavislé.
RieSme sustavu rovnic pianeznamychy, Xo, ....,Xm:

ZP - X1, X2, .oy Xm,

NP - Xmi1=X =... =% =0,

- tzn., Ze treba pretransformavpévodni maticu koeficiento = [51, A oy Amy Amilress
ai, .., an] na maticu jednotkovu.

VyuZijeme pri tom B = [51, as,.., 5m] maticu koeficientov Struktlry prvych

m premennych.

B'.B = E.

Plati totiz B. B
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Vynasobenim sUstavy rovnitara inverznou maticod ™ dostaneme

X1 + a1 m+Xm+1 t el +oX +o...... +ainn = ﬂl
Xo + oo m+iXm+r t ... +oaX + ...... +ookn = Do
)Q’n + am’m+1Xm+1 + ... + (Xm|X| + ... +aman - ﬂm
Ak dosadime za NP nulygme1 = .... =X = .... =X, = 0,dostaneme 1. zakladné rieSenie
X1 = p1
X2 = f2
Xm= Pm

Nechpgi >0 ( = 1, 2, ...,m), potom mbzeme toto rieSenie povazbwa vychodiskove

rieSenienasej ulohy.

Hodnota UF bude

Z]_=C;|ﬂ1+C2ﬁ2+ ...... +Cm8m+0.

V upravenej sustave rovnic

o — suradnice vektoroa ms1, ...... .y, .....,an VbazeB,
- napr.:
al,m+1
_ a _ 4
Ama = 2l s kde Omi1 =B mmﬂ,
am,m+l
B,
_ | o
B=|"%| kde B=B" .
B
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Teraz pbjde o posudenié, najdené rieSenie je optimalne. RieSenie budemaeytedy

optimélne, ak prechodom na iné pripustné rieSemimota UF vzrastie.

Dal3ie rieSenie zistime tak, Ze za jednu XNPdosadime hodnotu> 0:x =t.

Dostaneme potom takéto nezakladné rieSenie:

X1 = ﬂl—a1|t ... >0
X2 = fo—oat

Xm = ﬁm_anﬂt e 20
X =t

a ostatné premenné su rovné nule!

UF nadobuda pri tomto rieSeni hodnotu:

ZzZCl(ﬂl—OL;ut)+Cz(ﬂ2—0(2|t)+ ..... +Cm(ﬂm—am|t)+0|t:
=af1t+Cfiat ... + Gufim — t(Craq) + Co02 + ... + Gn0tml — Q)

\ J L )
Y Y

V4l | C

Z=2z—-1(c\—-0q)

c’| — cena ekvivalentnej kombin&cie procesov.

[3.11]

..... Upravou

Ekvivalentna kombinacia procesmvdana pre proces ,I* ¥ahom:

a=oyayrtagazt..+tom am

kde tato rovnica vecne znamend, Ze kazdy procesijadiska danych obmedzegkvivalentnou

linedrnou kombinaciozakladnych procesovtom zmysle, Ze ak berieme do Uvahy len sustavu

obmedzenirie vSak ocenenjaje Uplne jednogi uskuta@nujeme dany proces alebo kombinaciu

zakladnych procesov jemu ekvivalentnu.
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Velkos' z,— z = - t (C'; — @) je zavisla od rozdieluc(, — q), lebo poda predpoklada > O.

Pri kazdom zakladnom procese je rozdl € g) rovny nule, pri nezékladnych procesoch mézu

nastd tieto tri pripady

1.(c,—=0q)<0,

potomz, —z >0 a z toha@ > z;:

- t. zn., Ze cena procesu” ,c’| je v&Sia ako cena ekvivalentnej kombinacie zakladnych

procesow’| = Ciay + Caoz + ..... + Grom, 1. J. G >C);

- zaradenimx, medzi zakladné premenré> 0, hodnota UF vzrasti& > Z;;

- nasa snaha pri maximalizdoiistranf (¢, — g) < 0.

2.(c,—-q)>0,

potomz, — 2z <0 aztoh@ <z:

- t. zn., Ze cena procesu”,c je menSia ako cena ekvivalentnej kombinacie zakiekl
procesowc’| = Ciayy + Coap + ..... + Gromi, t.j. G < C;

- zavedeninx medzi zakladné premenré> 0, hodnota UF klesr® < zj;

- naSa snaha pri minimalizacidstranf (¢, — g) > 0.

3.,—q) =0,

potomz, — z =0 a z toha, = z;:

- t. zn., Ze ekvivalentna kombinacia zakladnychcpsov 1, 2, ..... m je ekvivalentna

s procesoml; i z hr'adiska ocenenig| = ¢;;

- zavedeninx medzi zakladné premenné sa hodnota UF nezmeni;.

VSeobecne pri hodnoteni rieSenialadiiska optimality vyuzivame rozdiel:

(cj—09) i=1,2,..n

Kritérium optimality.

- medzi cenou kazdého nezakladného procesu a cekwvalentnej kombinacie zakladnych

procesov jemu prislusnej.
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Ak ide o_maximalizaciu UFpotom optiméalne je to rieSenie, pre ktoré ptiti— g > 0

prej=1, 2, ..... n.

Ak ide o minimalizaciu UFje zase optimalne to rieSenie, pre ktoré ptati- g < 0

prej=1,2,...Nn.

Ak v optimalnom rieSeni je rozdiet’{ — g) = 0 aspa pre jedemezakladny procesde

o viachasobné optimalne rieSenie

Ak pri maximalizacii UFje aspd jeden z rozdielovd(j — G) < O (zaporny), nie je toto

rieSenie optimalne, v rieSeni musime pokKeat’.

Pri minimalizacii UF rieSenie nie je optimalne vtedy, ak asgeden z tychto rozdielov

(c’j—¢g) > 0 je kladny.

Dalej v rieSeni postupujeme tak priaximalizacii UF Ze do rieSenia, t. j. za zakladnd

premennlzaradimett nezakladnu premennu (proces), hodnétalgsadime za ti NP, pre ktoru

je rozdiel(c; — g) < 0 zapornya v absolitnej hodnote’j| — G| najv&Si zo zapornych rozdielov

(resp. zo vSetkych zapornych rozdietv g < 0 najmensi) — tzv. zafavana premenna.

Pri minimalizacii UF zaradimetti premenn( v novom rieseni, pre ktori je tentodie

kladny(c’; — g) > 0 a z kladnych rozdielavajvacsi.

3.7.2.4 Prechod na nové — lepSie zakladné rieSenie

Prechod na nové zékladné rieSenie usinitoe tak, Zeryberiemepod’a kritéria optimality

vhodnu premennu z nezékladnych premennych a zaeagirdo rieSenia. Je vSak otazkaord

zakladnd premenniname pritom z rieSenylUciz, aby noveé rieSenie bolo pripustnym rieSenim.

VSimnime si rieSeni§3.1]:

X1 = pr—ont
X2 = fa—ant
[3.17
Xm = Pm—omit
= t, ostatné premenné su rovné nule!

x
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Aby bolo toto rieSenie pripustné, musi plati
X = fi—at=>0 i=1,2, ... m

Tato poziadavka je, zrejme, automaticky splnenaspetkyi, pre ktorén; < 0. Pre vSetky,

pre ktoré jex; > 0, musi {* premenna, ktorl zadujeme do rieSenia, &’ podmienku:

X = t <P1/ o

..... =>( [t<min(4 /a}

Ak potom zat dosadimemin{ S /a, }tak zardime, Ze nove rieSenie bude aj pripustné,
aj zakladné.
Predpokladajmeze v naSom pripade:

mlm{l[”l lay} =By lay =t

— zvo'me tato hodnotu, za zardovanu premennu;

- dosadime d¢3.1]:

X1 = pr—au B2/ az)
Xo = fo—og (f2/az) = 0 ... vyr@’ovana premenna

Xm = Pm—oam (B2 az)

X = falay

Zakladna premenn# sa teda anulovala a ostatné premenné ostali negaperejdeme
tym na nové rieSenie, v ktorom premenxé X, ..... , Yu» X budl zakladnymi premennymi

(vypadlox,, pribudlox) a ostatné budu nezakladné:

- premennlx, ktora sa stala zakladnou premennou v nhovom rie$@ryvamezaradovanou

premennou
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— premennd, ktord sme wyili z rieSenia, x;, ¢ize preSla medzi nezakladné premenné,

nazyvamevylucovanou premennou

Ak sa prechodom na nové rieSenie anulovalo viamprmych ako jedna, to znamena, Ze

nové zakladné rieSenie geegenerované

Ak vSetky zakladné premenné su kladné ardzne dg, motom takéto rieSenie je

nedegenerované

Ak aspai jedna zakladna premenna nadobuda nulovd hodnotampje todegenerované
rieSenie.

Z Wadiska matematického vektorového zaradenigradeniedefinujeme ake@lementarnu

zmenu bazy

— vyradime vektor pri vyrdlovanej premennej;

— zaradime vektor pri zat@vanej premennej:

Bi= [51, as, ..., ém] - pévodna béaza,

B,= [a1, a3, ..., am, a]] - upravena baza.

V&etky vektory je potrebné pretransforméwaB ; do B, (stradnice vektorow;).

3.7.2.5 Simplexova tatka

Akakol'vek uloha LP upravena danonickéhavaru je rieSiténa, len je potrebné zvéli

vhodnu formu a wit’ preiiu mechanické pravidla.

NajzauzivanejSie je tabelovanie vypav do tzv.simplexovej tabiky. Jej autorom je

Dantzig a od roku 1947 preSla réznymi Upravami. Seatd je vSak vo vSetkych variantoch

rovnaka; miesto rieSenia sustavy rovnicpsatupne transformujslstava vektorov z rozSirenej

matice sustavy postupnou vymenou jedného vektoiayzaV/ podstate ide eliminahd metddu

— jej modifikaciu.
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Ak su vlastné obmedzenia v tvarg”,, mdZze ma vychodiskova simplexova tatka tento

tvar:
i-ty krok: SM .,max* £
7p czp X1 Xo | e %1 Xn X1 X% .. X'm b
Cy Co | ... G-1 Ch 0 0] ... 0
X c
i1 - an YRR an1 a;m | 1] 01 ... 0 by
X c’
2 2 an Ao | e &1 an, | 0] 11]... 0 b,
Xm | Cm
i i Am1 Am2 | eeee 3nn1 Amn 0| 0] ... 1 b
ci-G Ci1—6G | Ch—6 | ... Chi—Gu |Ch-G| O] O ... 0 UF
kde

c’j — skalarny sgin
(C1=Cj1a11 + C'iz@21 + ..... +C'im@m1)

tuuci—-g=0-g=-¢

V pripade, Ze su vlastné obmedzenia zadané sustavoic a ide o0 minimalizaciu UF,

mdZe md vychodiskova simplexova tatka tvar:

.min“  +M "

p - Xt | Xo | eeen Xn-1 Xn | X1 X7 | X" 5

CL | G |.... Cn-1 Cy M M | .. M
X,,l M A1 | A1 | ... A n-1 Ain 1 0o | ... 0 b
X,,g M A1 | Ap2 | ... A n-1 aon 0 1 | ... 0
X m M | ani| @mz2| ..... mn-1 | @mn 0 0 | .. 1 h
] M [cy]chl... Ch1 | Ch 0 0| .. 0 | UF”

C PR H e

i= -G -C | ... - G - Cy 0 0o | ... 0 UF

- hlaviéka — premenné a ceny zodpovedajuce procesom;
- legenda- ZP, CZP;
— posledny riadok— vypasitovy (c’; — G), optimaliza&ny riadok UF;
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— posledny sipec — poZiadavkovy $pec, v priebehu vypitu sa meni a po ukéani vypatu
dava vysledok (hodnoty kladnych kéow), ukuje teda, ktoré procesy sa maju realizpaoy

vysledny efekt bol optimélny péd zvoleného kritéria optiméalnosti.

Priklad &. 3.1

RieSme pomocou simplexovej talay LOM:

24+ 3 = max
21 tX <60
X1+ 2 <20
X, %X =0

Pomocou pridavnych premennyzimenime vlastné obmedzenia na ekvivalentnd sustavu

rovnic:
2+ 3 +0x'1 +0x, =max
21 +X +X1 =60
X1+ 2% +x>, =20
X1, X2, X'1, X2 >0
Ak za zakladné premenné zvolime pridavné premedostaneme hmi vychodiskove
zakladné (bazické) rieSenie (pridavné premenné kia§iné jednotkové vektory):
X,l = 60, X,2 = 20, X1 =X = 0
Pri tomto rieSeni sa &inevyraba, kapacity, disponibilné zdroje st newiguiihodnota UF
je nulova:

7p=20+3.0+060+0.20=0

=> ZapiSeme tlto sUstavu do simplexovej taiu

|. Tabu’ka vychodiskového rieSenia je zostavenalpgabstupu opisaného skor

- hodnoty testovacieho riadku (vygového) €; — G) sa vyp@itaju nasledovne tak, ze
hodnotya; v jednotlivych sipcoch nasobime sadzbanipsas CZP a od $tu tychto sdinov

odpasitame koeficient; v UF prislugnej premennej (uvedenej v zahlavi ltipu
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Napr. rozdiel ¢’; — ) pre sipec premennejx;: (2.0+1.0)—2=-2
X2: (1.0+2.0)-3=-3
x1: (1.0+0.0)-0=0
X2 (0.0+1.0)-0=0

Pravidla hodnoty rozdielov (¢ g) v sipcoch bazickych premennych st vzdy nulové.

SM »max"“
-plczp Xy | X [ X1 X2 | _ Kon’trolny
213/ 0] 0] b stipec
xX1] 0 | 2 [ 1] 1] o] 60y =64
' X2 0 [ 1(2) o] 1] 20y=24 /2
I. ¢j-g | -2|-3/0| 0] 0 X=-
x1] 0 [3/2] 0] 1|-1/2/50|52
. X | 3 @ 0] 1/2[10[> =12 /.2
cj-g |-1/2] 0] 0] 3/2[30[31
x1] 0 | 0o|-3[1]-2]2016
x| 2 | 1] 2] 0] 1] 2024
ci-g | 0 |1] 0] 2]4043

— hodnota v riadkud(; — g) a v stpci b sa vyp@ita ako sdet sitinov absolutnychktlenov h
a sadzieb CZP, teda:

60.0+20.0=0 ... = hodnota UF.

Je zrejmé path zadania Ulohy, Ze UF ma dosiatimiaximum, treba teda takku upravi’
tak, aby v rieSeni (baze) boli pévodné (Struktugalprocesné) premenmng, x,. Kazda Uprava,

ktord dava nové vyhodnejSie rieSenie, predstawagerj simplexovy krok (iteraciu).

Podstatou simplexového algoritmu je ztmaa’ do rieSenia (bazy) ta premennd, ktora
v prisludnej iteracii najviac ovplyvni hodnotu UFpsiaznivom zmysle. V nasom pripade tu,

ktora prinesie zvysenie hodnoty UF:

- urduje ju Kucovy siped
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rieSime maximalizaciu UF — v riadke’(— g) st hodnoty -2, -3 =HeSenie je pripustné, ale

nie je optimalne;

rieSimed’alej tak, Ze zvolimelkicovy sipec a Kacovy riadok.
V klG¢ovom sipci je zar@ovana premenna a Vikovom riadku vyrdovana premenna.
Tam, kde sa pretinad’'icovy sipec a Kicovy riadok, jekl/lUcové policko a viiom je klGcovy

prvok

Za klicovy zvolime pre maximalizaciu UF teniptc, ktory ma v riadkuc(; — g) zapornu

hodnotu a zo vSetkych zapornych hodnét v absoliitoenote najvésiu.

Tu: (¢} — g) = -3, potonmx; je zaradovanou premennoa vdalsom rieSeni bude ZP.

Pri val'be k/'icového riadkgpostupujeme takto:

- hodnotu v dpci b vydelime s kladnymi koeficientmi’li¢ového sipca a riadok, v ktorom
bude tento rozdiel najmensi, zvolime Zadovy riadok:

min {60/1, 20/2} = 20/2, potom", bude vyr@'ovanou premennopre nasledujuce rieSenie;

v prieséniku K'i¢ového sipca a Kacového riadku sa nachadzddkové polEéko a viiom
klGcovy Qrvok@ ktory zakruzkujeme.
Po vd’be zardovanej premennej a vydavanej premennej prejdeme dalSie rieSenie.

Proces uskuttujeme jednym krokom elimiaej metddy élementarnou transformaciptakto:

a) v legende tality najprv vymenime symbol vytovanej premennej (ty;) a namiesto CZP

vylu¢ovaného procesu (0) zapiSeme cenudavaného procesx (3);

b) budeme defi vSetky prvky Kacového riadka kicovym prvkom a dostaneme riadok

zaral’ovanej premennej;

c) riadky pre ostatné ZP vypitame tak, Ze vynasobime riadok zBwsanej premennej (t.].
riadok vypaitany poda b) prvkom prisludného riadka, ktory lezi idovom sipci a sdin
od¢itame od tohto riadka. Inak povedané: od kazdéhdka oditame taky nasobok riadka
zaralovanej premennej, aby \VYi&ovom sipci ostali samé nuly (okrem jednotky v riadku

zaral’ovanej premennej).

Dal3i postup vypétu je v ST analogicky ako predchadzajuci.
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1. X,l = 50,X2 =10,z=30
- v poslednom riadkuc(j —g) <O
-1/2 < 0, potom rieSenie nie je optimalne, faodkritéria

optimality pre max UF;

X01 20
—0_—- on _ 0 _
H. X =Xopt = X, = 20! Zmax= 40,
X.02 O

pretoze v riadkud(j — G) nie je Ziadne zaporn@slo,

- hodnoty premennych a UF vygitame priamo z talily;

- zriadku € — g) okrem toho vyplyva, ze optimalne rieSenie je fédipretoze pre vSetky
nezakladné premenné j€;(— g) > 0, t. j. : ,cena“ prisluSnych procesov je mengdko ,cena
ekvivalentnej kombinacie* zakladnych procesov. HadieZ vyplyva, Ze zavedenim NP do

rieenia by hodnota UF klesla.

Vecna (ekonomickd) interpretacia vysledkov rieSenia

x1° = 20, Zznamena to, Ze sa ma vyrad0 jednotiek procesax (vyrobkov);
X2° =0, tento vyrobok sa nebude vyrépa

X1 ° = 20, zostane nevyuzitych 20 jednotiek disponijaih zdrojovbs;

X2 ° =0, tieto disponobilné zdroje sa Uplne vyuZiju.

Technika vypotu v simplexovej tabike v pripade, Ze sa v modeli vyskytupdmocné

7

premenne

Priklad &. 3.2

X1 +X = min
X1+2% =0
X1 +x >100

Xy, X >0
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RieSenie:
prv, nez zaneme riedi tlohu pomocou simplexovej metddy v simplexovejut&e, musime
prisluSne upravi model, t.j. vyrovnd OP na rovnice pridavnymi premennymi a pomocou

pomocnych premennych vytvérikladnt jednotkovd bazu, aby sme ziskali vychodigko

rieSenie bez transformacie.

X, +X%+0x +0x = min
X1 +2% =X =100
2X1 + Xo X =120

X1, X2, X1, X2’ >0

X1 X% +0X +0x +MXx+Mx" = min
X1 +2% —X]_, +X1” =100
2X1 + X2 - X + X =120

X1, X2, X1, X2, X1, % >0
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TR x T T i
21l 0] 0|[M|M

x“ | M [1|2]-1] 0| 1] 0] 100

x | M{(2)1] 0] -1] o] 1] 120

' M [3][3]-1]-1] o] 0] 220
¢ -G (-2|-1| 0| O] O| O 0

x| M [0|BR] -1 |12 1 [-1/2] 40

. X | 2 1<12 0 [-1/2] 0 | 1/2] 60
M [0][3/2] -1 | 1/2] 0 [-3/2] 40

i ¢-g |0]0] 0| 1] o 1| 120
X | 1 [0|1[-2/3]1/3|2/3[-1/3] 80/3

v xi | 2 [ 1|0 {1/3)-4/6|-1/3| 2/3|140/3
M[oJolo] of -1] 1] o©

¢'-g (00| O] -1] O 1| 120

| 1 [2/1] 0] -1] 0] 1] 360/3

x| 0 [3[0] 1| -2] -1] 2| 140
Mlofo|lo] o -1] -1] o©

¢'-g (00| O] -2] O -1] 120

l. — vSimame siq - g) pri hodnoteM (predposledny riadok).
Ak v tomto riadku existuje aspigednakladndhodnota, potom rieSenie nie je optimalne.

Tu mame dve hodnoty kladné 3; 3 > 0, potom pékeme d’alej v rieSeni a vo e

klGcového spca— volime ten, v ktorom je naj¥dia kladna hodnotll (resp.g” - G);

— volime 1. sipec (z dvoch rovnakych hodnét 3), potsmje ZP zara’ovanou premennqu

— klUcovy riadokzvolime na zéklade podielomin {f; / i} = min {100/1; 120/2}

=120/2, potom riadok,”” budevyradovanou premenno&@ budd/tUcovym prvkom.

Il. GG =M0+2.1=2

ci =2
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C]_,-Cl :2—2:_0

o =M.23+2.%=3M+1
c =1
C - =3/2M+1-1=3/M

@ =M.(1)+2.0=M
cz =0
03,-C3 =-M-0=-M

— najdené rieSenie nie je eSte optimalne, lebo vgosieédnom riedku su kladné hodnoty =>

- Klucovy sfpec M . 3/2 > 0 maximalne, potom zaradovana premennéa

- kldcovy riadok min {40/(3/2); 60/(1/2}, potonx; " vyradovana premenna.

. — v predposlednom riadkug( - g) vSetky hodnoty su nekladné Q), potom vSetky pomocné

premenné sa stali nezakladnymi premennymi a na&@psipustné rieSenié

- dalej sa riadime poslednym riadkom, a ten nam houtaindjdené rieSenie je aptimalne

rieSenie.
xlO 140/3
- 0 80/3
Xo =| 2| =  Zmin= 120
X, 0
X," 0

Poznamka1l Ak pomocnu premennu raz vyime zrieSenia, uz naspédo rieSenia ju
nesmieme zaratli
Poznamka 2 Vsimnime si, Zze vriadkuc( - g) av sipci x;” sa nachadzaju nuly. To nam

hovori, Ze existuje eSte jedno optimélne rieSenie.

Cize v simplexovej tatike sa prejavi, Ze Uloha je mnohosmé&, Zema nekonéne véa

optimalnych rieSentak, ze ¢ - g) je v optimalnom rieSenic( - g) = 0 aj pod aspojednou

nezakladnou premennou (pod ZP je a priori = 0).
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U nas pody, xo — ZP je 0, O.

Ak zaradime do rieSenia ti nezakladnu premennu, ktobu je rozdiel ¢ - ¢) = O,

hodnota UF sa ndm nezmeni a dostanemé'atiie optimalne zakladné riedenie.
Tu: X' — (g -g)=0:

- kltcovy sfgec— X; - zaradovana premenna
— klUcovy riadok— min {(140/3) / (1/3)}x, —vyradovana premenna,

— kltcovy prvok @

Po Uprave
X, 0
0
- X, 120
Xopt = 0 = y Zmin = 120
X,' 140
X 10 O

Poznamka 3: Ako sa prejavi v simplexovej tatke, ze UF nenadoblda v mnozine pripustnych
rieSeni koneény extrém?
- Prejavi sa to tak, Ze Wkovom sipci st vietky koeficienty nekladné 0 pri
maximalizacii aj minimalizacii.

Poznamka4 Pomocné premennfaju vyznam technickych vypmvych prostriedkov iba

v pripade pripustného rieSenia. Ak vSak zostangtv@lnom rieSeni, Uloha
nema pripustné rieSenie, ato zn., Zze z OP sumtfpk. Aké opatrenia treba
urobi na odstranenie nesplritosti podmienok, to zistime prave ich

prostrednictvom.

3.7.2.6 Maticovo — vektorova interpretacia vyfaov simplexovej taliie

Ol
x|
1

Majme max
Ax <b
x >0
c.x+ ¢.X =max .. pridanim pridavnych premennych v matco tvare:
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[ A/E].|-| =D, -1 =0
% %
Simplexova tabtka:
X X
ZP|CZP _ _
C (of
Xo| o | A Bo b
CoA-C | CoB-C | Cob

kde:

Xo — Vvektor tych premennych, ktoré su zakladné pre@ewonvychodiskovom rieSeni

Xo = ?(u nas v prikladoch),

Xi — vektor premennych, ktoré su zakladné premeriréowm kroku simplexovej talily;

Co — vektor oceneni tych premennych, ktoré su ZP \aheogliskovom rieSeni
tu (Eo =c :6);
ci — vektor oceneni tych premennych, ktoré st ZPtam kroku simplexovej talily;

Bo — matica, ktora pozostava z vektorov pri tych pganych, ktoré su ZP vo vychodiskovom

rieSeni (baza vychodiskového rieSenia)

tu: Bp = E, lebo za zakladné premenné sme volili pridavnénprané

X X
/P|CZP _ _
c c=0
X | 0 A E b
- C 0 0
xi| ci Bt A Bit Bitb
ciBiLA-c | oBt-0 ciBil b
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Ak plati: [ciB it A — ¢/ ciB i< 0, potom z toho vyplyva, 7B: nie je optimalnou bazou, v

rieSeni musimealej pokr&ovar’.

X
x~
(@]
x~
o
~
KN
> |

ol
~
os]
~
> |
1
Ol
ol
~
us]
~
KR
ol
x~
us]
x~
KR
O

Nech plati [cx Bi*. A — ¢/ ck B¢l > 0.

Ak plati pre§k tato nerovnag znamena to, 78k« je optimalnou bazou a:

— = a4
Xopt— Bk b

«.BL Db

ol

Zmax =

- hastava transformacia z bazy do bazy.

Rozoberme jednotlivéasti simplexovej tadiky po k—tom kroku

Bl A —submatica, je transformovana matica koeficientqy; (

- prvky tejto submatice su vlastne suradnice vekt@, &, ..... , aVvbazeBy -t zn., Ze kazdy
stipec tejto submaticey udava, akej kombinacii zakladnych procesov jéadiska obmedzenia

ekvivalentna jedna jednotka daného procesu.

(ckBxL. A= c) — riadkovy vektor ktorého prvky predstavujii uz zname rozdiely cien

ekvivalentnej kombinacie a cien jednotlivych prames
- udavaju, o kitko klesne hodnota UF, ak zaradiméitir nezakladni premennt do rieenia a jej

zodpovedajlci proces uskdtime na jednotkovej urovni.

Bt } - submatice s podobnou vecnou interpretaciou,

==

c Bk ale vo vZahu k fiktivnym procesom;

- sUradniceriadkového vektoratzzﬁk'l udavaju, o kiko sa zmeni hodnota UF, ak usktrtime

jeden raz fiktivny proces. AvSak uskdtmenie fiktivneho procesu znamena vlastne nevyuzitie

kapacity prislusného disponibilného zdrajaitel'a).
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B« tb —vektor riedenias k-tom kroku;

- jeho suradnice udavaju hodnoty zakladnych premyenn

¢ Bx~b —hodnota UFv k—tom kroku.

3.9 DUALITAULOH LP

Ku kazdej ulohe LP existuje ina uloha LP, ktor&jeu dualne zdruzena a nazyvame ju

duélnou ulohouy kym pévodna nazyvamaohou primarnou.

obidve ulohy su konstruované z tych istych kontant

dualita jevlastnog (vztah) dvoch dloh LP.

Vyznam duality v LP sp#iva v nasledujucich bodoch:

vypactovy vyznam, na dualite su zaloZené niektoré nikdtife simplexovej metddy,

v postoptimalizénej analyze, Specialne v analyze citlivosti optimedlo rieSenia,

v ekonomickej interpretacii dualnych premennych.

Rozozndvame v podstate dva druhy duélne zdruzdiigbh

— symetricka dualita- ak vlastné obmedzenia oboch dualne zdruzenyah sii formulované
v tvare nerovnosti ogaého typu;
— nesymetrickd dualita— ak vlastné obmedzenia jednej tlohy su formulévartvare rovnic

a vlastné obmedzenia druhej tlohy v tvare nerovnost

Aby sme mohli matematicky vyjadridualne zdruzené ulohy, zavedieme si nasledovné

symboly a nazvy:

x — vektor primarnych premennych:

X = [Xt, X2y ooy Xy Xty X2y ooy X | — Spcovy vektor
“ J

primarne  pridavné primarne

premenné premenné
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u — vektor dualnych premennych:

U =[uy, W, ey Uy, W, W, ....., W] — riadkovy vektor
N\ N\ ~ J
duélne duélne pridavné
premenné premenné

3.9.1 Symetrické dualne ulohy

Symetricky su ulohy dualne zdruzené vtedy, ak jedidoh je maximalizéna a druha je

minimaliza&na a ak v oboch ulohach su vlastné obmedzeniardemstovnosti opmého smeru

a slasne plati podmienka, Ze vietky premenné v mopletag podmienku nezapornosti.

(DU)

Primarna tloha (PU) Duélna tloha
c.X = max u.b =

A.X <b [3.9 u.A >

X >0 u >

min

[3.13

ol

ol

Jedna z uloh je vzdy max, druh& min; resp. minhénmax:

~ vektorc ab si navzajom zamenia funkciu;

~ vektor X je sipcovy, u- riadkovy;

- maticaA v PU je transponovanA’ v DU.

Primarne i dualne premenné nadobudaju iba nezaei®ehodnoty pri symetrickej dualite.

Napr: PU DU
33X + 4x; I: max 8@W; + 60ux+100u3 I= min
2+ 5% <80 Up >0
4x; + 3 <60 U >0
X1 + 5% <100 w >0

X1 >0 A, +4u, +7uz >3
X2 >0 U +3u; +5u3 >4

108



Resp. vSeobecne  PU DU

a;1 X1+ apXot ... +an <y U >0

QX+ Xt ..... + ay <bp W >0
amX1t amaXot ... + anXn <bm [3.14 U, >0 [3.15

X1 >0 ajiu+ axur + ... + GniUm >C1

X >0 ot azlp + ..., + 8nm =C2

X >0 aunUrt aznp + ... + @nlm >Cn

! !
C1Xg +CoXo + ... + GXn = max uiby + usby, + ... + UnPbm = min

Z tohto zapisu je zrejmé

1. Ak je primarna uloha maximalizaa, k nej dualne zdruzena uloha je minimaiza
(a naopak).

2. Vlastné obmedzenia v PU st formulované v tvarewnosti €) a primarne premennéigpju
podmienku nezapornosti>(0), potom aj vlastné obmedzenia DU s formulovahké
nerovnosti ¥) s opgnym znamienkom a duélne premennénajii podmienku nezapornosti
(=0).

3. Matica koeficientov vlastnych obmedzeni DU jasthe transponovana matica koeficientov
vlastnych obmedzeni PU.

4. Vektor ,cien“ ¢ PU vystupuje v DU ako vektor obmedzeni a vektometizenib PU
vystupuje v DU ako vektor ,cien®.

5. Kazdému vlastnému obmedzeniu PU zodpovedédaudualna premenna, ale tiez ope:

kazdému obmedzeniu DU zodpovedé&itarprimarna premenna.

Dualita je vzajomny wah t. zn. duélne zdruzené Ulohy méZetiubovd’ne oznait’ za

primarnu, resp. dualnu.
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Napr.: PU
c.x = min u.b = max
A.X >b [3.9 u.A <c [3.16]
x >0 u=>0

3.9.2 Nesymetrické duélne ulohy

Su to také dudlne ulohy, v ktorych jedna z dualeizenych Gloh ma vlastné obmedzenia
v tvare rovnic (, = “) a druhd v tvarenerovnosti(, < “, , > “) anie je zartenad podmienka

nezapornosti pre vSetky premenné v modeli.

V maticovom zapise

PU DU
c.X = max u.b =min [3.17
A.x =b u.A>c
X =0 u — vektor vdinych premennych

(méze nadobudd’'ubovd’né hodnoty)

alebo c.X = max u.b =min [3.18
A.x <b u.A =c
X — vektor vdnych premennych >0
alebo c.X =min u.b = max
A.X >b u.A =c¢ [3.19
X — vektor vdnych premennych u=>0
c.X =min u.b = max [3.20
A.x =b u.A <c
x >0 ¢ — vektor vdnych premennych

Platf Ak i—te obmedzenie v PU je v tvare rovnice, itaia duéalna premenna jeliré premenna
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alebo akj—ta primarna premenna je @ premenna, potorji-te obmedzenie v DU treba
formulova’ v tvare rovnice,

¢ize pri nesymetrickych dualnych dlohach nie je zaleena nezapornégpremennyclpri tej
ulohe(priméarnej, dualnej), ktora ma vlastné obmedzertizarenerovnostit. zn., Ze ak méa jedna
z dudlne zdruzenych dloh vlastné obmedzenie v tkameic, premenné druhej Ulohy vSeobecne

nespiaju podmienky nezapornosti).
Pre&to nemozno zabezpe nezapornaspremennych pri nesymetrickych ulohach, ukazeme

si na_priklade

Priklad &. 3.3

K PU sformulujte duélne zdruzen( DU!

2%X1 + 5% = max

X1 + 4%, > 40 /.(-1)

3% + 2% =30 / f f/

4x; +x <20 >«
X, X2 >0

Poznamka:

Ak chceme k ufitej Glohe (PU) napisaulohu dualne zdruzenu (DU), musime v3etky
vlastné obmedzenia tejto Ulohy zmena nerovnosti rovnakého typu (pri maximatizej Ulohe

na<, pri minimaliz&nej Ulohe n&).

— smer nerovnosti zmenime jednoducho tym, Ze prem@sobbidve strany nerovnosti —1;
— ak sa v PU vyskytuju obmedzenia v tvare rovnicyadime ich nerovngami:
| =< "<

Teda PU R + 5% = max
Xi— 4, <-40
XB+ 2% < 30
X3+ 2% > 30 1.(-1)
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X4 +X <20

X1, Xo> 0

2% + 5% = max

-TX — & <-40
33X+ 2% <30
-3 -2 <-30

4, +X% <20

Xy, X2 >0

— teraz uz len symetricka dualita so 4 dualnymi genymiug, Uy, Uy, Us.

DU:
- 40U+ 30u,' - 30U, + 2QU3 = min
- Tup ‘|'3L12Jr -3u; +4usz >2
-4U1+2Lb+ -2uy +Uuz3 >5
Uy, Uy, U, Uz >0
Potom DU:

- 40u; + 30(L" - uy) + 20Uz = min
-fup + 3(u2+ -Upy) +4duz >2
-4up +2U -uwy)  +uz >5

Ug, Up', U2, Us >0

Zavedieme substitdcifu,” - uy) = uy

Cize DU - 40u; + 300, + 20u3 = min
-7up +3up t+4uz >2
-4u; +20, +uz >5
U, uz >0

U, — va’na premenna.

112



Pravidla, ktoré pri zostavovani dualne zdruzZenydbh Umusime bra do Uvahy, su

pref’adne usporiadané v tab. 3-1 a 3-2.

Tab. 3-1
Priméarna uloha Dualna uloha
maximalizova minimalizova
koeficienty UF prvky pravej strany
prvky pravej strany koeficienty UF

i-ty riadok matice technol. koeficientoyi-ty sipec matice technol. koeficientov

j-ty sipec matice technol. koeficientoy j-ty riadok matice technol. koeficientov

i-té ohrantenie typu ,<* i-ta premennd; > 0
i-té ohrantenie typu ,> i-ta premennd; <0
i-té ohrantenie typu , = “ i-tA premenna \ma (; - vol'na premenna)
j-ta premenn&; >0 j-té ohrantenie typu ,> “
j-ta premenn& <0 j-té ohrantenie typu ,<*“
j-t& premenné ima j-té ohrantenie typu ,, = “
Zdroj: lvanicova, 2002
Tab. 3-2
Priméarna uloha Dualna uloha
minimalizova’ maximalizova
koeficienty UF prvky pravej strany
prvky pravej strany koeficienty UF

i-ty riadok matice technol. koeficientoyi-ty sipec matice technol. koeficientov

j-ty sipec matice technol. koeficientoy j-ty riadok matice technol. koeficientov

i-té ohrantenie typu ,<* i-ta premennd; <0

i-té ohrantenie typu ,> i-ta premennd; > 0

i-té ohrantenie typu ,, = “ i-tA premenna \Jma (; - vol'na premenna)
j-ta premenn&; >0 j-té ohrantenie typu ,<*“

j-td premenn& <0 j-té ohrantenie typu ,= “

j-t& premenna Jima j-té ohrantenie typu ,, = *“

Zdroj: lvanicova, 2002
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3.9.3 Vlastnosti rieSenia dualnych uloh

Ak:

Ak obe duélne zdruzené Ulohy maju pripustnéernie§ potom maju aj optimélne rieSenia.
Ak UF jednej z duélne zdruzenych ulstenadobldana mnozine pripustnych rieSeni

koneiny extrém, potom druha uloha nema vébec pripugddémie.

Ak jedna z dualne zdruzenych Uloh nema pripuge®enie, potom druha Glohadtaktiez
neméa pripustné rieSenie, alebo ma pripustné riedeté UF nenadoblda na mnoZine
pripustnych rieSeni kotey poZzadovany extrém.

Ak jedna z dualne zdruZenych Uloh ma optimalagenie, potom ma optimélne rieSenie aj

druh& Gloha a hodnoty UF st pre obe rieSenia ranak
(2 + 3 — zaékladna veta o dualite).
Vzt'ah medzi primarnymi premennymi a dualnymi premennyoptimalnych rieSeniach:
= [X1°, X0°, ey X% X2 %, %20, .., Xm ] — stipcovy vektor

- vektor optimalneho rie3enia PU,

=[us®, Up°, .oy Um”, U"°, U2°°, Lo ,U °] — riadkovy vektor

- vektor optimalneho rieSenia DU.

x°>0, potom:y;°® =0 } j=1,2,..n
X°=0 uy° >0
u°>0 X ° =0 } i=1,2,..m
u°=0 x'° >0

Poznamka Ak je optimalne rieSenigednozn@né a nedegenerovan@otom z dvojice

navzajom si zodpovedajucich obmedzeni je vZdy jedbmedzenie splnené ako
rovnica, druhé ako nerovnos
Ak jedna z dudlne zdruzenych Uloh ma optimaln&erge_degenerovan@otom

druh& dloha je mnohoz#éaa, ma nekonme vé'a rieSeni.
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3.9.4 Dualne rieSenie v simplexovej talike

VyhodourieSenia dualne zdruzenych uloh je, Ze ak rie§adau Ulohu SM, rieSime tym
automaticky i druha dlohu k nej - dualnu (toto eei& sa objavi v simplexovej tdlke v riadku
(G" - q)).

Optimalne hodnoty dualnych premennysh rozdiely ¢ - ) v poslednom kroku

simpexovej tabiky (ak obsahuje optimalne rieSenie), a to:

— rozdiely @ - G) v stipci pridavnych premennych (resp. pomocnych prememng’, xo', ...,
Xm SU optimalne hodnoty:°, u,°, .....,ur° duélnych premennych;
— rozdiely @ - G) v stpcoch ostatnych premennyoch, x,, ..... , Xn SU hodnoty pridavnych

premennych dualnej dlohy"°, uy"°, .....,un °.

Cj -Aq// \

dualne rie$enieu ° primarne rieseniex®

Napr.: Vektorovo — maticovy zapis posledbagtisimplexovej tabiky:

Ak je B optimalna baza (maximalizaej ulohy), potom plati:

.B'>0.

ol

.BT.A-c>0,

ol

To ale znamena, Ze vektor optimalneho rieSeniangjiadlohy u ° sa podia hore uvedeného

tvrdenia rovnd vektoru:

ol
x|l
o
]
c
o
O
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3.9.5 Vecna interpretacia dualnych tloh

Vecnd interpretacia dualnych Uloh gp@ vo vecnej interpretaaiiualnych premennych vo

fyzikalnych jednotkacha poskytuje nam aspotaké dobré informacie o rieSenej ulohe ako

primarne riesenie (jeho interpretacia).

PU DU
c.x = max u.b = min
A.X <b [3.18 u.A >c [3.13
x >0 u >0

Aby sme mohli wit zmysel duélnej dlohy, musime zistvecny rozmer duéalnych
premennych. Vecny rozmer konstant dualnej ulohyeje isty ako pri primarnej tlohe, &ée

duélna uloha je konstruovana na zaklade tych istget$tant ako primérna uloha.

Rozmer jednotlivych konstant moziiahko stanotiz podmienok primarnej tlohy. Napr.:
dim (g) = [cena / proces]
dim (b;) = [Cinitel]
dim (g;) = [cinitel’ / proces]

Rozmerova rovnica primarnej ulohy potom

[a;] [x] = [bi] (1)

[¢initel’ / proces] dimX;) = [Cinitel’]

dim (x) = [proces| (=1,2,..n

Vecnu napi dualnych premennych musime podobnym spdsoboit urpodmienok

dualnej ulohy.

Rozmerova rovnica dualnej tlohy bude

[a3] [u] = [g] (2)
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[¢initel’ / proces] dim ;) = [cena / proces]

Potom rozmer dualnych premennych

dim (u;) = [cena Kinitel’] (i=12,..m

Dudlna premennd, ktora zodpoveda obmedzujucej podmienke také&hdela, ktory sa pri

realizacii optimalneho rieSenia Uplne spotrebujezk@profilovy ¢initel), nadobudne

v optimalnom rieSeni hodnotu > 0.

Cim v&Siu hodnotu tato duéalna premenna nadobudne, ty¥migel’, ktorému zodpoveda,

»azkoprofilovejsi*“:
u°>0 akx™°=0.

Dualna_premenng ktor4d zodpoveda takému vyrobnéniimitelovi, ktory sa pri realizacii

optimalneho rieSenia nespotrebuje, nadobudne mapriom rieSeni nulovd hodnotu.

Hodnota duélnej premennej predstawtifsstku, o ktorti sa zmeni hodnota UF, ak sa disjilogib
mnoZstvatinitela, ktorému zodpoveda tato premennd, zmeni o jednotk
u°=0 ak x°>0,

X ° - pridavné premenné, ich jednotky predstavupnyogité kapacity pri optimalnom rieSeni;

- po dokupeni uzkoprofilovyctinitel'ov — rozSirenie vyroby.

Slovna formulacia PU

Na akej trovni; (j = 1, 2, ...n) treba uskuténit’ kazdy proces, aby sa pri znamej cenea
jednotku vyrobyj—teho druhu a pri danych disponibilnych zdrojdghi = 1, 2, ..m) dosiahla
maximéalna hodnot&JF.

Slovna formulacia DU:

Aku cenuy; (i = 1, 2, ...m) treba priradi jednotke kazdéheinitel'a, aby sme pri danych
disponibilnych zdrojoch; (i = 1, 2, ...m) a pri danej ceng (j = 1, 2, ...,n) na jednotku vyroby

kazdého druhminimalizovali celkovl hodnotu spotrebovanyitite/ov.

Duélne premenné teda ocguju cinitele. Nazyvaju saualnymi, fiktivnymi, tieriovymi cenami
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Vieme uz, Ze vektor dualnych premenn)’t_a:ﬁ

oE—l

Ol

c° - vektor oceneni tych premennych, ktoré su zaldgaremenné v optimalnom rieSeni.

Z uvedeného vahu u° = c°.B* jasne vyplyva, Ze hodnota dualnych premennych je

jednak zavisla odt° a jednak odB .

1. Predpokladajme, ZeB = konst., c° sa meni.

To znamena, Zdualne cenysu zavislé od toho, ako boli v PU ocenené jedvtiirocesy.
Ak sa meni ocenenie tychto realnych procesov (znmé&hkdadov vyroby), menia sa aj hodnoty
duélnych premennych. Z tohtd’ddiska hovorime, Ze duélne premenné (ceny) réativne

oceiuju dinitele.

2. Predpokladajme, Sece = konst., B sa meni

Hodnoty dualnych cien su pri konstantnar jednoznane ugené optimalnou bazou. Ak
sa menia mnoZzstva obmedzujucighitelov, zostdva baza optimélna len ¥iticth medziach
(50 <b<b°=>B = konst.). Pri takejto zmendnitel'ov, ktoré nespbsobia zmenu danej

optimalnej bazy nezmenia sa ani hodnoty dualnyeh.ci

Ak by sa v désledku zmenynitel'ov zmenila i dana optimalna baza, zmenia sa i hiydno

dualnych cien. To potom znamena, Ze dualne cemastneceny marginalne (hragné)

Vyhody duality

1. Z dvoch dualnych uloh rieSime ta, ktorej riegeie z Wadiska spotreby strojovéh&asu
vyhodnejSie, pretoze ak rieSime jednu, ziskamenmniesaj druhej.

Vyhoda — takyto tvar matice:

A

>|

- nevyhodny tvar, viac obmedzujucich podmienokeme) premennych.
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2. Na z&klade duality sa modifikovala simpexovatada @ualne simplexova metoda

3. Dualita sa vyuZiva v postoptimalézeych Uvahéach.
4. Ekonomick&a interpretacia duality, informéacie,on& nam poskytuje dualne rieSenie

o optimalite.

Poznamka 1: VSeobecne dudlna premenadpredstavuje hodnotu, o ktord sa zlepSi (zhorsi)
UF, ak zmenime (prisludnym smerom) disponibilné isha toho initela,

ktory dualne premenné aage.

Poznamka 2: Ak pri nesymetrickych dualnych dlohach nadobudodélde premenné zaporné

hodnoty, neprisudzujeme im vecnu interpretaciu.

3.9.6 Dualne simplexova metéda

Ak je dualita vfah dvoch duélne zdruZenych dloh (PU a DU), potomrdusimplexova

metoddaje metdda na rieSenie Uloh a je zaloZzena na duadiztyvame ju aj metdéda spfesania

dualnych cien.

Simplexovu metédupouzivame na rieSenie vtedy, ak je takjohodiskovy stav

- primérne rieSenie je pripustné a dualne rieSeniepeipustné.

VSeobecne si GUlohu zapiSeme

>l ol
<1 X
IN -
ol 3
QD
<

x|
v
ol

Postup vypétu pri simplexove] metddspaiva vtom, Ze sa snazime zmerdualne

rieSenie na pripustné a tym primérne rieSenie ajepte.

Akonahle sa stane dualne rieSenie pripustnym, srieBenia optimalne, lebo sme dosiahli

optimalnu bazuktora je primarne aj dualne pripustna.

Predpoklad
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B - optimalna baza tejto ivahy potom musgi psimarne aj dualne pripustna.
AK platf: B!.b>0 = Bjeprimarne pripustna
[(::.E'l A- c/ (::.E'l] >0, potom baza je ajualne pripustna

Dualne simplexovu metddu (DSM)pouzijeme na rieSenie vtedy, ak primarne rieSgnie

nepripustné a dualne rieSenie je pripustné.

Postup vypétu spaiva vtom, Ze sa shazime zmeprimarne rieSenie na pripustriém

zérove zlepSujeme (sprésjeme) hodnoty dualneho rieSenia.

Akonahle sa zmeni primarne rieSenie na pripustne rieSenia su aj optimalne.

Konkrétny postup pri vypo éte DSM

Pri DSM zvolimenajprv KUcovy riadok aZ potom Rucovy sipec (pri SM to bolo opae).

Za KlUcovy riadok volime ten riadok, ktory ma stpci b zapornt hodnotua zo véetkych

zapornych hodnét v tomtoipti je tato hodnotabsolltne najvésia.

Klacovy sfpec uréime tak, ze hodnoty v riadku( - ¢) podelimezapornymi hodnotami

kllcového riadka

Stipec, v ktorom je tento podiabjmens (absoltne), zvolime zdkovy sipec.
Dal3i postup vypitu je taky isty ako pri SM.

Poznamka V pripade, Ze viici b je v niektorom riadku zaporna hodnota a vsetky
ostatné hodnoty v tomto riadku s@zapornéa poda pravidiel by tento riadok

mal by kl'd¢ovy, znamena to, Zéloha nema vdbec pripustné rieSemi& nej

dualna uloha nema kotrey pozadovany extrém. Pouzitie DSM teda umozni, Ze

nemusime pouZpri rieSeni pomocné premenné

vV ol

Y
o| O ©| O

kracovy riadok

V
o
IV
o

N

v
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Priklad ¢. 3.4
RieSme DSM nasledovny LOM:

33X + 2% = min

2X1 +X% >80
2X1 +2% > 150
X1, X2 =0
RieSenie:
33X+ X + 0xy” + 0xy = min
X +X =X =80 /(-1)
2% + 2 -x,, =150 /(-1) 1/2

X1, X2, X1, X" >0

3 + 2 + 0x~ + 0 = min
-1 -Xo X =-80
=Xy =X +x,, =-75

X1, X2, X1, X2 >0

Teraz vyhovuje upraveny LOM pre DSM a mézeme hdsedso tabiliky. Uloha sa vak

mohla rie&f aj SM, ale museli by sme 1@ pomocné premenné.
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DSM , min“

CzZP X1 | Xo Xl, X2, _

ZP
3] 21 o] o|b
x| 0 -9-1 1| 0] -8
| x| 0 [-1] -1] 0] 1]-75
' G -c¢ |-3|-2| 0] 0] O
I x| 3 1] 1/2]-1/2 0| 40
x| 0 o@-llz 1[-35
W Te-g [0]-1/2]-32[ 0 | 120
xx| 3 [1] o] -1|] 1] 5
| 2 0] 1] 1]-270
6 -g |0 O] -1]-1155

Pri minimalizécii uloh LP je optimalne rieSengk v riadku ¢ - G) st len hodnoty nekladné

(< 0), potomdualne rieSenige v tabuike pripustné.

aleprimarne je nepripustnéotom ho treba zmeahna pripustné,

rieSime DSM — volim&/Ucovy riadok = X;"- vyrad’ovana premenna

(max {|- 80|, |- 75} = - 80)

a vyberieme min{-3/-2, -2/-1} = 3/2, potom dffpec Kicovy = x; — zara’ovana premenna

@ klGcovy prvok
X; — zar@’ovana premenn4, tam jednotka, v ostatnychtkath nuly,
X1 - vyrad'ované premenna.

Il. Vstipci b je zaporna hodnota (- 35), potom primarne riedgeiestale nepripustné,

pokratujeme DSM,;

— zvolimek/Ucovy riadok: (- 35),x, - vyrad’ované premenna,

—kitcovy sfpec: min {(-1/2)/(-1/2), (-3/2)/(-1/2)}, 2. $pec,
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% — zar@’ovana premenna,

% — vyral’ovana premenna.

ll. V stipci b st samé kladné hodnoty, potom primarne rieSen@ifistné, dualne rieSenie

ostalo pripustné, potom obe rieSenia su aj optiemaln

x"| |5
0
—0 X 70
=212 5| amn= 155
X
X2|0 0

u° =W, ul, uy'®, uy®] = [-1, -1, 0, 0]

3.10 POSTOPTIMALIZA CNE UVAHY (POOPTIMALIZA CNE)

Su to uvahy, ktoré robime po vyrieSeni ulohy, pg.najdeni optimalneho rieSenia.

- Zistujeme,¢o by sa stalo s optimalnym rieSenim v pripade, yalsd zmenili vychodiskové

podmienky (Gdaje) na zaklade ktorych sme naSlnogitie rieSenie;

— zistujeme citlivog vysledkov na zmenwychodiskovych udajov
Zmeny vo vychodiskovych udajoch pri postoptimalizgch Gvahach
1. Zmeny v zloZkach vektorla, Ab;
zmenime na +Ab.
2. Zmena vo vektore, Ac, novy vektorc +Ac.

3. Zmena v prvkoch matic& oA A, zmena noriem spotreby +A A.

Stadiom tychto troch zmien sa zaobera analyza seityi(citlivosti). Pozri napr.

S. I. Gass: Linearne programovanie, str. 165.
4. Zmena v p&e obmedzujucich podmienok.

5. Zmena v péte procesov.
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Majme Ulohu LP
A.X <D
X >0

PredpokladajmeZe sme nasli optimalne riedenie tejto Glotya optimalnu bazwB, ktora musi

byt primarne i dualne pripustna:

x°=B1.b >0 cieriiieiieee .. primarne pripustné riesSenie,
u°= [(::f%'l A-c /E.E'l] >0 ....duélne pripustné rieSenie.
Potom plati Xopt = B.b
u=c.B?
_: J— 1_
Znax = C.B7.b

Uvazujme zmeny vo vychodiskovych Udajochestoptimalizéné uvahy

1.  b,Ab;b +Ab:

Zmena Vv zlozkach vektord moze ovplyvni primarnu pripustnasv baze, pri utitej
zmeneb prestane b/primarne pripustna, a tym prestané byoptimalna.

Treba najg nova bazuB, ktora bude optimalna aj vildom na zmeny v zlozkach vektora
b (ak vBbec takato optimalna baza existuje).

Robime to tak, Ze v rieSedialej pokr&ujeme _DSM PretoZze na duélne rieSenie zmena

vektora b nema vplyv, dualne rieSenie ostalo pripustné, pbienarne rieSenie prestalo thy

pripustné.
AK plati: E'l.(E +A5) >0, potom bazaB ostane aj ndialej optimalnou bazou.

7 v

Ak to neplatigize B™.(b+ Ab) >0, baza B prestane byptimalnou bazou.
2. c,Ac; c +Ac:

Zmena v zlozkach vektora mdze zaptinit, e pdvodna optimalna baza prestaner by

dualne pripustna.

124



Na primarnu pripustnés/ baze nema zmena v zloikéi:h/plyv.

Ak prestane bfybazaB dualne pripustna, prejavi sa to tak, Ze v posledriadku ST sa

objavi zaporna hodnota. Piiddani novej optimalnej bazy postupujediaej SM

[(c +Ac).BLA —(c+Ac)/(c+Ac).BY >0,

ak plati tato nerovngspdvodna baza ostane optimalnou bazou;

ak neplati tato nerovnfspotom pdvodna optimélna baza prestald bptimalnou bazou
(dualne pripustnou).

3. Prilis zlozita.

4. Zmena v novej obmedzujlucej podmienke, ktoru pridgme 1).:

am+1,1X1 + am+1,2X2 + ... + 3m+1,nxn < bm+1

- vyrovname na rovnicypridavnou premennaolim.1)

An+1,2X0 + Amer X0 T Ll + Ane1,%n + X 'me1 = Bmet

- pretransformujeme do pdvodnej optimélnej bazy

Om+1,1X1 T Om+1, %2 + ... + ome1,Xn X me1 = Pt
AK: fms1 > 0, potom to znamena, Ze nova obmedzujica podmienkaa ngplyv na
optimalne rieSenie.
AK: fm+1 < 0, novd obmedzujuca podmienka ovplyvni rieSeniepmmofu treba pridéa
k ostatnym pdvodnym BSM pokraova d’alej v rieSeni a najsnové optimalne rieSenie, ak

existuje (primarne rieSenie uz prestald pyipustné).

5. Zmena v pote procesov — UroweprocesuXn.1:
— aby sme mohli proces pritlamusime poznavektor §truktury5n+l a cenucy:+1, musime
pozna, resp. vypoitat rozdiel € n+1 — Gi+1);

- ak jeC’he1 — Giv1 > 0, potom novy proces nema vyznam pridavak by sme ho pridali,

hodnota UF by sa nezlepsila;
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— aKCn+1 — G+t < 0, potom ak pridame novy proces, hodnota UAeas, premenn#,.; bude
zakladnou premennou v optimalnom rieSeni:
, _ = — _ = _—l —
Cn+1—C.an+1—C.B .an+1
- ==
On1= Bana
an+1 transformové do povodnej bazy, potom najprv vyjia Q et

Maticu B musime pozria aby sme ju mohli pouzi H’'adame ju v ST tam, kde je

jednotkova matica vychodiskového rieSenia.

Priklad ¢. 3.5
Treba uéit, kor'ko vyrobku W a V, by sa malo vyroli za uvazované obdobie, aby sa

maximalizovala hodnota odbytu.
Cena M -2 p&aZné jednotky,
V, -1 péazna jednotka.

Na vyrobu sa okrem iného spotrebulvaju dve suroSiny,.

Na  V;saspotrebuje 1% 3S,
V; sa spotrebuje 2% 1S.
100 jednotigk S
150 jednotiek &

V sledovanom obdobi je k dispozicii

Ostatné vyrobn&tinitele ma zavod v sledovanom obdobi k dispoziciiubovd’nom

mnozstve.

Treba zostayiLOM a n§js$ optimalne rieSenie.
RieSenie:

X1, X2 — vyroba \f a V.

2X1  +Xo = max

X1 + 2 <100 ]
33X  +X <150 LS
X1, X2 >0

126



21 +X +0xy + 0% = max

Xp + 22 +X =100
I X +x =150
X1, X2, X1, X" >0
- zapis do ST:
Lmax* SM
zplczp| ] 2 | % | -
2l 1| 0] 0] b
x| 0 [1] 2] 1| 0] 100
x| 0 (3 1| 0f 1| 150 1.1/3
¢ -¢ |-2]-1] O 0| O
x| 0 |0 @ 1] -1/350 1.3/5
xx| 2 [ 1] 1/3] 0| 1/3] 50
6 -¢ | 0[-1/3 0 | 2/3] 100
x| 1 | 0| 1| 3/5/-1/530
xx| 2 [ 1] 0|-1492/5]| 40
6 -¢ | 0] 0] 1/5] 3/5 110
x| 1 0| 1] 3/5]-1/5130
x| 2 | 1] 0 |CL5 2/5|-10 DSM
6 -¢ | 0] 0] 1/5] 3/5] 110 .
| 1 [3] 1] o 1] 100
x| 0 [-5/ 0| 1| -2| 50
6 -¢ |[1] o] o] 1] 10d 1.
xlO 40
Xopt = :122 = 300 \ Zma= 110,
X,"° 0

_ 21 _
Xopt = [a1, @] = { J = Bo, vektory pri zakladnych premennych vo vychodiskovaeSeni,

3

127



= 3/5 -1/5 o, o,
B = - v optimalnom rieseni.

7 _1/5 2/5

Zaver Aby zavod za uvazované obdobie dosiahol l'edom na existujice podmienky
maximalnu hodnotu odbytu, musi vyrébi x; =40 ks \{,
X2 = 30 ks .

Takato vyroba mu zatiiodbyt vo vyske 110 g@znych jednotiek.

Postoptimaliz&né Gvahy k uvedenej ulohe

Ad 1) Predpokladajmeze v nasledujucom obdobi dodavaje ochotny dod& zavodu o 150

jednotiek surovinyS, navyse, ale dodavk$ krati o 50 jednotiek, zmeni s& o Ab.

Vektorovo to znamena, 4e, ktory sa rovnal:

— 1100 . — 150
b= , Sa zmeni d\b = ,
150 -50

potomb +Ab.

Ide o to, zisti, ¢i zavod v désledku zmien v disponibilnych mnozZstvaarovin ma néalej
vyrdba oba vyrobky a ak ma, tak v akych mnozstvach (treisét’, ¢i pbvodnéa béaza ostane

optimalna aj vzbadom na tuto zmenu).
Zmena vb ovplywviiuje primarnu pripustndgbazu), ak plati:

Bol= Bopit.(b +Ab)> 0, potom bazaB , bude primarne pripustna a optimalna.
Dosal’me:

3% o) Gl

Podmienka nezapornosti nie je splnena, - 10 < 0:

— poévodnéa optimalna baza nie je Vadlom na zmenu vo vektote optimalna, lebo prestala tyy
primarne pripustna;

- z hadiska vecnej interpretacie tzn., Ze zavod nebude’ myraba oba vyrobky, ak chce

dosiahnti maximalnu hodnotu odbytu pri zmenenych disponjlminzdrojoch surovin.
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Novu optimalnu bazu, resp. novy vyrobny sortimentobny program zistime tak (ak
existuje), k&’ budemed’alej pokr&ova’ vo vypaite DSMv ST.

RieSenie:

— - - 4= - 130
b +Ab po transformaciiB,*.(b +Ab) = {_10} ostatné odpiSeme z predchadzajuceho.

I. — duélne rieSenie vSetky hodnoty > 0O;

- primarne rieSenie hodnota —10 < 0 Jkcovy riadok

(keby boli vSetky hodnoty kladné, potom by neexiato rieSenie, zaporna hodnota (-1/5),
potom Kucovy sipec,

-1/5 — Kucovy prvok.

[l. — primarne rieSenie — vSetky hodnoty > 0;

- dudlne rieSenie — vSetky hodnoty > 0; potomrogathe rieSenie a optimalna baza

X 0
0
- 1| % |_ 100 _
Xeot =| 2 =], Zma= 100,
10 50
X2|0 O

— — - 21
- optimalna baza: Box= B1=[as ai] { }

10
§1_1= 0 1
1 -2

Zaver. Aby zavod dosiahol maximélne moZnu hodnotu odbgtu zmenenych mnoZstvach
surovin, nesmie vyraba Vi, musi vyrobf len 100 ks Y a ziska hodnotu odbytu 100

penaznych jednotiek.

Ad 2. Predpokladajmeze vd’alSom obdobi sa zmeni cena vyrobku /2 péazné jednotky.

Treba zistf, aky vplyv bude métato zmena v cene vyrobkw Via doterajSi optimalny
vyrobny sortiment¢iZze ¢i nad’alej zavod ma vyralvden Vs.
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RieSenie:
Vektorovoc =[2, 1],Ac =[2, 0]; c +Ac = [4, 1].

Zmena vc ovplyvni duélne pripustnl bazu, na primarnu nepigw

Musime preSetfipodmienku

[c +Ac].BiLA —(c +Ac)/(c +Ac).BY >0,
ak plati tato nerovn@dspotom zmena \¢ nema vplyv na pévodnu optimalnu bazu.

Dosadime: Ac = 0:

s 2] Fete s 2o

1 -2

potom bazaB; prestala by optimalna, musime @it novl optimalnu bazu (ak existuje) pre
zmenenu cenu;
- dalej vo vypdte pokr@ujeme _SM pretoZze baza prestalatbgualne pripustnao sa prejavilo

v ST tak, ze v riadkuc( - g) vznikla zaporna hodnota.

RieSime v ST, k& su tam uZ upravené cen_y + Ac atiez v riadku ¢ - g) poda

vypcocitanej podmienky:
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Il.
DSM

SM

ZP czp X1 | X [ X | X _
4l 1]0] o] b

x| 1{3» 1] 0| 1] 1000 1/3
x| 0 |-5 1] -2] 50

G -G [-1 0| 1| 100

x.| 4 | 1] 13| 0| 1/3] 100/8
x| 0 [0] 53| 1| -1/3650/3

G -G | 0] 1/3] 0] 4/3] 400/8 x5
x| 0 [2] 3| 0] 0| 60 1
x5 | 0 [0 7/3] 0f-2/3-20/3 1
xx.| 4 | 1] 32] o] 0] 30 1/2
x| 0 |0| 12| 1] 0] 220 -1/2

¢G'-g (0| 50| 0] 120 2
x| 0 |0[-7720] 1| 10| -3/2

Il. (¢ - ¢) > 0, potom nove rieSenie je optimalne

100/3

;(opt = 0
650/3

0

, Zmax = 400/3

_ - - . n1
Bopt= B2=[a1, as] = :

3 0

= 0 1/3
*<[i i

1 -1/3

Zaver Vzhradom na zmene treba zmeni vyrobny sortiment, a to nevyrab&,, ale vyrobi’

100/3 \W. Pri tomto vyrobnom programe bude hodnota odb@@/3l a 650/3 suroviny;S

zostane nevyuzitych.,Sa uplne vyuZzije.
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Ad 3. Predpokladajmeze vdalSom obdobi obmedzil dodavhtdodavky d'alSej surovinyS;

a ochotny je dodavaiba 60 jednotiek tejto suroviny, kym predtym dod@kubovd’né

mnozstvo.

Musime zistf, ¢i bude tato nova surovina uzkoprofilovd,ovplyvni pévodna optimalnu
béazu. Jednotkova suroving S Vi-2S
V-3 S,

potom nova obmedzujica podmienka:

2X1 + 3% <60 3
21+ 3K +x3° =60

potom transformécia do optimalnej bazy:
- pod ZP musime zacho/gednotkoveé vektoryco nie je zachované pod — 2,
potom transformaciou (elementarnou Upravou).

1. 2—-2.1 =0 aostatné tak isto
3-2.1/3 =7/3 0-2.1/3 =-2/3
0-2.0 =0 60—-2.100/3 =-20/3

B2 = - 20/3, potom v $bci b zaporna hodnota!

Z toho potom vyplyva, Ze nova obmedzujica podmiefdesp. ) je Uzkoprofilova

a mnozstvo 60 jednotiek nestaa realizaciu povodného optimalneho rieSenia,
- musime utit’ nové optimalne rieSenie — novl optimalnu bazwymocte pokr&ujeme DSM

Zaklicovy riadokvolime riadok vb so zapornou hodnotou, tu — 20/3&

(predposledny riadok vyptidme, je bez transformacie):

- kl'icovy sfgec@ klGcovy prvok.
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IV. v stipci b nie je zaporna hodnota, potom rieSenie je optimaln

30| xl0
0 x20
Xopt = 220| =| %,  Zmax= 120
10 X,
L 0 _ _X3l0_

301
00 1/2
Bs'=|1 0 -1/2
0 1 -3/2

Zaver Obmedzenie v dodavkach 8a 60 jednotiek spbsobilo, Ze ¥adom na maximalizaciu
hodnoty odbytu treba vyrobB0 ks . a V., nevyrabé, pri realizicii takéhoto vyrobného
programu zostane nevyuzitych 220510 $, S; sa Uplne spotrebuje.

Ad 4) PredpokladajmeZze odberatelia Ziadaju, aby zavod vyrabafagi vyrobok \4. Zavod si

musi preSett], ¢i sa mu vyroba Yoplati vzitadom na maximalizaciu odbytu a Vakdom

na vyrobné podmienky, ktoré ma.
Odbytova cena Y- 3 péiazné jednotky. Spotrebanall¥1 S +2S+1 S.

Potom vektor Struktlry noveho (tretieho) procesu:

1
53 =21, cenas = 3.
1

Ci zaradimeVs do vyroby, o tom rozhodujeme padpodmienky cs” - ¢ > 0. Ak plati,

potom zaradenim Mdo vyroby sa hodnota odbytu nez$gé(nezlepsi).

) 00 1271
Tu ¢ =c.Bstaz=[4,0,0l1 0 -1/2||2|=2,
1

0 1 -3/2

C3 -c3=2-3=-1<0
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Z vysledku vyplyva, Ze Ytreba vyrdba@, ak chceme zvy8ihodnotu odbytu:

— treba zistf, kor'ko V3 treba vyrabg t. . musime vypéitat nové optimalne rieSenie, novu
optimalnu bazu;

— musime aj transformové naa s:

00 127[1] [12
as=Bs'l.az = |1 0 -1/2|.|2|=|1/2
0 1 -3/2||1] |12]
SM:
zp|czpl | e |y |
41 1]0| 0 0|3
xx| 4 | 1 ]32/0] 030 %“| %
| x| 0| 0| %| 1] 0] 220-1/2| %
G -G | O @ 0] 0120 2 |-1
0 x| 0| 0 |-720] 1| 10| -3/2(%
x| 4 | 1] 5| 0] -1] 20 2|
xx| 0| 0] 4] 1] -1/ 210 1 |0
. ¢ -g | O [-2[{0 2|140-1]0
xs] 3| 0] 7| 0] 2] 20 -3 1
\Y | 1 |1/5] 1| o] -1/5 4 @ 0
x| O |-4/5 0 | 1|-1/5194]-3/5] 0
6 -g [2/5] 0| 0| 8/5] 148-1/5| 0
xs| 3 | 7/5] 0| 0] 3/5 49 -1/51
xs| 0 | 1/2|5/2[0-1/2[10] 1] 0
x| 0 [-1/2[3/2] 1 |-1/2/200] 0 | O
6 -¢ |12]1/2]0][32]150 0 | O
xs| 3 | 3/2] 12/ 0] 1250 0| 1

l. stipecxs bol vytvoreny z transformovanych hodmét c; = - 1a as
(6"~ g) = -1 <0, potom nie je optimalne rieSenie a

- kl'Ggovy sipecije prixs,
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- KPGeovy riadok min {30 / (1/2): 220 / (1/2): 10 / (1/2)},

@ - KUcovy prvok.

. (¢"- ¢) =-2, -1, potom |-2| > |-} — K'Geovy sipec,min {20/5; 210/4}: 1. riadok Kicovy,

@ - K’'Géovy prvok.

lll. d’alSie zakladné rieSeniec’¢ ) = - 1/5 < 0, potom nie je optimalne rieSenie:

x3” - kP'Ggovy sipec, min {4 / (2/5)}: K'Ggovy riadokxo,

@ - Kdcovy prvok.

IV. (¢"- g) > 0, potom rieSenie je optimalne:

x' | [ 0]
X, 0
0
- X | 50 3
Xopt = Xi'o = 200 » Zmax= 150,
X" 0
_x3'°_ | 10 |

Eopt: §4= [51, 53, 53]
Zaver Aby sa dosiahla maximalna hodnota odbytu, trerabit’ 50 ks \4; Vi a V. nevyrabé.

Pri takomto vyrobnom programe zostane nevyuzity@f pdnotiek § surovina $ sa

Uplne spotrebuje a zostane nevyuzitych 10 jedn@iek

Z hradiska metodolégie opemaej analyzy predstavuje postoptimatima analyza
mimoriadne vyznamny nastroj, pretoZze umfgg namiesto poznania jediného statického
optimalneho rieSenia analyzav&truktiru systému a jeho spravania, a preventtakeukaza
nasledky zmien, ktoré posobia na ekonomicky systém.

Tento postup pomaha manaZmentu ziskankrétnejSiu predstavu o riziku ditych
strategickych rozhodnuti a o stupni dévery, ktoni rbal do utitého rozhodnutia vklada

Postoptimalizéna analyza je pouzitea v pripade modelov dobre Struktirovanych probiémo
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kedy vzZ’ahy medzi vstupnymi a vystupnymi charakteristikanddelu su obvykle jednoz&ze
uréené (Smejkal, 2010).

3.11 PARAMETRICKE LINEARNE PROGRAMOVANIE

Pri postoptimalizénych Gvahach sme uvazovali jednotlivé zmd?ni:. Pri parametrickom
programovani jeb, ¢ funkciou nejakych premennych. Najjednoduchsieaatypparametrickych
tloh st také, zeb, ¢ st linearnymi funkciami iba jedinej premennej graetra):

6 = Co+ El.t

(op]

=bo+ byt
kde:

t je parameter (premenna),

co bo su konstanty.

Okrem toho zmenam mdzu podli¢ha prvky matice A, avdak tato tloha nie je doteraz

uspokojivo preskimana.

Mébzeme zostavi2 zakladné ulohy

1. Priméarna parametrické Gloha(parametricka UF, parametrizovana UF primarneyijo

(60 + (_Ilt) ;( =

max
AX <b [3.21]
X >0

2. Duélne parametrick& GUloha ma parametrizovanti UF dualnej Glohy, resp. patnanoeany

vektorb:

Ol
X |
1n-
3
QD
X

>|
X |
IA
ol
o

+
ol
=

[3.22

X
v
ol

- parametet sa meni napr. v hraniciachl < to, %, (napr. zmena planu v roku po mesiacoch
1-12);

- Zigujeme ¢i existuje iba jedna optimalna baza (jedno optirealaSenie) alebo viac;
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- obytajne interval <o, t°> sa rozpadne na viacero intervalov, pre ktoré pialy in4 optimalna
baza;

- hranice intervalu maju dve optiméalne bazy - jednednej strany, druhl z druhej strany.

Ad 1.Primarne parametricka uloha:
t = <, t°>

M6Zu nasté tri pripady:

— Uloha mé optimalne rieSenie (ma aj optimalnu bazu);
— Uloha neméa vbbec pripustné rieSenie, potom anindrie rieSenie;

— ma pripustné rieSenie, ale Uloha nenadobudackgrextrém.
t =tp a najdime optimalnu bazu pre tato spodnud hraticu

Musi platt’ pre

— primarnu pripustnas Bo.b > 0,

— dualnu pripustnas

[(Co+ Cit). BoL A — (Co+ Cat) / (Co+ Cat) .Bg¥] = 0

[EoEo-lA—Eo +21t§0-lz—61t /Eogo-l + (::1t§0'1]26
\ﬁ/—/ ~

Yo yaut Yo yit

tj: [yo+ y1.tlyo + y >0.

Ak v3etky zlozky vektora Jf1, y1’] budd kladné, potonB, ostane optimalnou bazou pre

akékdvekt > to.
Yoi
Ak budd zaporné&<min<___ ¢,
— Vi
yoi yo2
akminy__ + = =t;, potom budeB o optimalnou bazou pre= <o, t1>.
— Vi — Ji2
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Pret > t; prestane b‘yEO dualne pripustna, atym aj optimalna. Prejavi sdak, Ze

v druhom dlipci vznikne v riadkud” - ) zaporna hodnota

Novu optimalnu bazu pre> t; hradame tak, Zpokracujeme v rieSeni SM.

Optimalna baza pre > t; existuje vtedy, ak v kici, kde v riadku ¢ - g) je zaporna

hodnota, su aj kladné koeficienty.

Ak su tam len koeficienty zaporné a nulové, tznpted > t; optimalna bazaeexistuje
Ad 2. Duélne parametricka uloha:
t= <o, t°>:

Rovnako mézu nadtari pripady.

Predpokladaim,eieﬁoje optiméalna baza, potom musi pfgtre:

— primarnu pripustnas ~ Bol(bo+ bit)> 0,

Ol

— dudlnu pripustnas [c.BoLA —c/c.BgY=0.
Bude B, platit’ aj pret > to?
Na dualnu pripustnds,t* nema vplyv len na primarnu pripustmippotom musi plaft

Eo-1(60+ Blt)Z 6

apravou: Eo_lt_)o + Eo_l Blt > 6,
-

Bo B
,E'o + ,E'l-t >0

— ak v&etky zlozky31 budl nezaporné, potoild, zostane optimalnou bazou pre akidlek t >
to,

— ak zlozky 1 sU zaporné:
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1801 + 1811t 2 0 ﬂo‘
+ >

1802 1812t 2 0 =>t< min L

IBOp + lglpt 2 O IB]j

Predpokladajme, ze minBoi/ B1} = Lod f12 = 11, t. zn,, 7eBg bude plati (bude

optimalne) prd = <to, t;>.

ULOHY/OTAZKY NA SAMOSTATNE RIESENIE

Vymedzte predmet LP.

Ako mozno vecne formulovaptimaliza&nu ulohu?

Vysvetlite vyznam grafického rieSenia uloh LP.

Upresnite vlastnosti rieSenia Uloh LP.

Opiste postup pri grafickom rieSeni tlohy.

Upravte matematicky model pred rieSenim simplexawnetodou.
Upravte sustavu obmedzujucich podmienok do kahkeéhio tvaru.

Definujte kanonicky tvar.

© 0 N o 0o b~ wDdPRE

Definujte opornu priamku.

10. Vecne interpretujte pridavné a pomocné premenne.
RieSené priklady a priklady na premmie najdete v literatire: (Sakal, 2003), (Sak&l9Q),
(lvani¢ova, 2002) a (lvakibva, 1999) a pod..

Literatara k 3. kapitole

[1] FAJMON, B. — KOLACEK, J. Pravépodobnost, statistika a opefa vyskum
Elektronické skriptum FEKT VUT, Brno 2005.

[2] GROS, I. Kvantitativni metody v manazérském rozhodavdraha: Grada Publishing,
2003.

[3] HANUS, F. —- MOLNAR, Z.- STRPKA, AQOperani a systémova analyzRrahaCVUT,
1981.
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4. DISTRIBUCNE PROBLEMY

Ciele
» charakteristika dopravnych a puiavacich uloh,

* rieSenie dopravnych a pritavacich uloh vybranymi metédami.

Distribucné problémy tvoria osobitniag’ uloh LP. Ich rieSenim sa ziskavaju podklady pre
rozhodovanie o riadeni dopravy v ramci podniku, mneskladmi, resp. medzi vyrobcami
a spotrebitémi, pri prirad’ovani pracovnikov na pracoviska ffiadich profesie, pri lokaliz&cii
vystavby novych vyrobnych alebo skladovacich kapamwipadne obchodnych zariadenid’.at
Distribucné problémy, ktoré umdiju rieSt ulohy spojené s rozvozom tovaru, patria medzi

najpouzivanejSie tlohy LP v praxi (lvéova, 2002).
4.1 METODY NA RIESENIE DOPRAVNYCH ULOH

V dopravnych uloh&ch ide o zostavemezvrhu rozvozuuréitého mnoZstva substratu
(surovin, kvapalin, sfiastok, polotovarov, hotovych vyrobkov, obalov, irésk a pod.)
z dodavatkskych miest (zdrojov, od vyrobcov, ...) k odberata, resp. spotrebitem. Cidom je

pritom najs taky rozvrh (sp6sob, dopravny plan), ktory je spgj s minimalnymi nakladmi na

zabezpé&enie tohto rozvozu

V tejto kapitole sa budeme zaob&raetédami, ktoré boli vyvinuté na rieSenie ulohttoh

typu.

4.1.1 Matematicka formulacia dopravnej tlohy

Existuje m dodavat&ov (miest vyroby, skladovD4, Do, ...,Dm @ n spotrebité&ov (miest
spotreby) S, S, ..., S.. Kapacity dodavatov (mnozstva ufitého substratu, ktoré sa nachadzaju
u jednotlivych dodavatev) su ay, ay, ...,an a poziadavky spotrebiftov (mnozstva toho istého
substratu, ktoré pozaduju jednotlivi spotrebiteia)o,, by, ...,bn.
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Dopravné naklady od dodavézeD; (i = 1, 2, ....m) k spotrebitéovi § (j=1, 2, ...,n)
za jednotku mnozstva substratu g

Ulohou je zostavitaky plan prepravy (dit mnoZstvax; , ktoré treba prepraiodi- teho
dodavatéa kj- temu spotrebit@vi), aby poziadavky spotrebii@v boli splnené (ak nie su &&ie

ako kapacity dodavatev) a celkové dopravné naklady boli minimalne.

Dopravné nakladyc; (tak ako su tu zadefinované) sa tiez niekedy vajinceny dopravy
V skutainosti moéze i aj o vzdialenosti, ktoré je potrebné pri realiz@tidavky jednotkoveho
mnozstva od dodavd@ D; kspotrebittovi § prejs’ (len vjednom smere alebo aj
S uvazovanim navratu vyloZzeného dopravného prd&uiespd k dodavatbovi). Jednotkovym
mnozstvom mdze bynapriklad jedna dopravna davka, ktor0 mozno na@mavi’ jednym
nalozenym dopravnym prostriedkom a mnozstwy potom bude p&et dopravnych davok
dopravenych od dodavdite D; k spotrebitovi § v uvazovanom obdobi. V tomto pripade
bude ciéom minimalizovd siet prejdenych dopravnych vzdialenostfy vSak v kon&nom
dosledku je op@priamo Uumerné dopravnym nakladom.

V dalSich avahach budencelkové dopravné naklady, (rovnako ako ageny dopravyc;)

vyjadrova’ v peiaznych jednotkach a pitat’ ich pod’a vza'ahu:

V pripadevyvazenej ulohybilancovanej) predpokladame, Ze:

2a=20h
i=1 j=1

Postup v pripade nevyvazenej tlohy bude popisaskone

Je zrejmé, Ze takto formulovana Uloha vychadzamnohych skuténosti, ktoré sa mézu

vyskytn(t’ pri rieSeni realnych uloh praxe. Napriklad:

* medzi jednotlivymi miestami vyroby a spotreby m@&késtova’ viac ciest,
* jednotlivé cesty m6Zu nfaohranéenu priepustna’s

» viac druhov substratov mézetbgrepravovanych viacerymi typmi dopravy,
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» zavislog ceny dopravy od prepravovaného mnozstva nemusiitgarna aasto nie je ani

spojita a pod.

Kazda z tychto skutmosti vedie k zlozitejSiemu modelu dopravy.

4.1.2 Spdsoby rieSenia dopravnej tlohy

Dopravnu ulohu mozno rigSaj ako ulohu linearneho programovania (Sakal, 2003om

pri vlastnych obmedzeniach: Z X. =a (i=1,2,..,m,

D %, =b; (j=1, 2, ..., n)

i=1
a podmienkach nezapornosti: %20 predij.
Ulohu mozno riedi beznymi postupmi, teda napr. simplexovou metéd@nto sposob

rieSenia je vSak pracny a preto je vhodnejSie posta’ jednoduchSimi spésobmi, ktoré mozno
pouzi’ vd’aka Specifickému tvaru vlastnych obmedzeni.

Na rieSenie dopravnej ulohy boli vyvinuté viaceré&ddg, ktoré mozno rozdeélna:
* metddy na ziskanie vychodiskového alebo vyhovujiacedSenia
* presné metddy

V kazdom pripade je vyhodné znazérmodel dopravnej ulohy pomocou tdky (tabu’ka

4.1) a pri rédnom rieSeni pomocou tejto tdlky aj riest’.
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Tab. 4.1

Spotrebitelia Kapacity
S S S dodavatéov
D, C11 Ci2 Cin a
oo X11 X12 Xin
% D, C21 C22 Con a,
3 X21 X22 Xon
©
o
o
Dm Crm1 Crm2 Crmn am
Xm1 Xm2 Xmn
PoZiadavky
spotrebitéov by b, " by

Pouzitie vSetkych uvedenych metdéd bude demonsSteomanednom priklade.

4.1.2.1 Metbdy na ziskanie vychodiskového alebowjiceho rieSenia

Dopravna uloha ma vzdgptimalne rieSenie. V niektorych praktickych pdpah je vSak
hradanie tohto rieSenia ndikm pracne, Ze rieSikesa uspokoji s rychlejSie najdenym rieSenim,
ktoré je podla neho ,vyhovujuce” alebo ,dobré", aj &enemusi by optimalne. Metddy, ktoré
toto umo#uju, budd popisané ak@riblizné (aproximativne) metody Priblizné metddy
umoziuju najs pripustné rieSenie, ktoré mézetbyurcitych pripadoch aj optimalnym rieSenim
alebo aspd riesenim ,blizkym* optimalnemu rieSenii je optiméaine, treba ovetiinymi
metdédami. Ak optimélne nie je, mozno v rieSeni péava’ presnou metdédou stym, Ze na
dosiahnutie optimalneho rieSenia ¢taurobt’ menej krokov (iteracii). V tom pripade plini
rieSenie, ziskané pribliznou metddou, funkeyjichodiskového rieSenidMedzi priblizné metody
patri napr.indexova metodarekverna metdda aleboVogelova aproxiména metdda(Sakal,
1983).

Niektoré presné metody nevyhnutne potrebuju, abg agdrvom kroku najdenBubovd’né
vychodiskové rieSenie, ktoré je jednym z pripuskngeSeni tlohy. Toto m6ze byiskané aj bez
toho, aby pri jeho Fadani boli zohadiované ceny dopravy od dodavare k spotrebitéom.
Jednou z rychlych a jednoduchych metéd, ktoré totw#ziuju, je metdda severozapadného

rohu.
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Pouzitie metddy severozapadného rohu bude demeaétona priklade 4.1 priamo
vramci kapitoly obsahujucej popis uvedenej metodRouzitie pribliznych metéd bude
demonstrované na priklade 4.2 uvedenom v kapitdl€ 2, aby bolo mozné vysledky rieSenia
jednotlivymi pribliznymi metédami poroviianavzajom a aj s vysledkami rieSenia presnou

metodou.
Metdda severozapadného rohu

Autorom metédy severozapadného rohupod’a Charnesa a Coopera ,metody
severozapadného uhla“) je G. B. Dantzig (Churchm&@68)l Ide o metddu na najdenie

vychodiskového rieSenia.
Popis metddy - postup:

1. RieSenie sa Zma vlavom hornom poli taldky (odtid® je ndzov metddy), t.j. v poli
premennek;;. Toto pole sa obsadi maximalne moznym mnozstvgm, t

X111 = min (al, b]_)

2. Ak x11 = &, je vierpana kapacita dodavéael, polia vpravo od prave vyplnenéholao
ostanu prazdne (prislusSixg = 0) a postupujeme do [ premennekzi. AK X1 = by, je
uspokojena poziadavka spotrebiel, polia pod prave vyplnenym ljgon ostand prazdne
(prislusnéx;; = 0) a postupujeme do Pe premennekio. AK X371 = a; a sasnex;; = by, je
sitasne vyerpana kapacita dodavBéel a uspokojena poziadavka spotrdhité, ostanu
prazdne polia vpravo od vyplnenéhola@j pod nim a postupujeme do’agremennex;;

(po uhloprigke).

3. Pole premennej;, do ktorého sme postupili v predchadzajucom krakisadime maximalne

i=1
a zarové ZXij <b;. Ak je vyerpana kapacita niektorého dodavatet. j. qu =a,
i=1 j=1
polia vpravo od prave vyplnenéholjpoostani neobsadené (prislugné& 0) a postupujeme
do pd’a pod prave vyplnenym pom. Ak je uspokojena poziadavka niektorého spotednit

t.j. inj =b;, polia pod prave vyplnenym pam ostant neobsadené (prislusqé= 0)

i=1
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a postupujeme do jpa vpravo od prave vyplnenéholjpo Ak je sdasne vyerpana kapacita
prislusného dodavdia a uspokojend poziadavka prisluSného spotiahitpostupujeme
(podobne ako v bode 2) dtalSieho pda po uhlopriéke.

4. Bod 3 postupu opakujeme, kym nie sucerpané kapacity vSetkych dodavate a
uspokojené poziadavky vsetkych spotrdiute

Priklad &.4.1

Podnik zaregistroval dopyt poditom vyrobku v péte 1300 ks. Uvedeny pet vyrobkov
moze vyrobf v troch svojich zavodoch, ktoré majulwa ¢ag’ vyrobnej kapacity — zavod 1 na
vyrobu 480 ks, zavod 2 na 300 ks a zavod 3 na 520Skyria odberatelia prejavili zaujem
o odber celého vyrobeného mnozZstva — odbkrhtgrejavil zaujem o 230 ks, odbedazo 370
ks, odberate3 o 600 ks a odberdtd o 100 ks. Rozdiely v cenach dopravy medzi jedryohi

dvojicami zavod — odberdtst zanedbateé. Navrhnite plan prepravy.
RieSenie
KedZe ceny dopravy nebudeme uvazvenozno na zostavenie planu dopravy pouZi

metoédu severozapadného rohu. Zavody ¢ime D (dodavatelia), odberdiev ozn&ime $

(spotrebitelia) a rieSenie znazornime v t&eu

S S S S KD
D, 230 250 480
D, 120 180 300
Ds 420 100 520
PS 230 370 600 100

Vysledok rieSenia mozno interpretovaak, Zze zo zavodu 1 bude dodanych 230 ks
odberatéovi 1 a 250 ks odberdtevi 2, zo zavodu 2 bude dodanych 120 ks odbkrai a 180
ks odberatiovi 3, zo zavodu 3 bude dodanych 420 ks odbkrai& a 100 ks odberdimvi 4.
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Indexova metéda

Pri indexovej metéde postupujeme tak, Ze polia ligpuzoradimevzostupne pod’a cien
dopravy a postupne ich obsadzujeme maximalne moznymozstvomx; pri reSpektovani
riadkovych a dpcovychéisiel, t.j. v kazdom kroku musia Hgplnené podmienky:

> x; <a  prevdetkyi=1,2,..m

j=

a Y.x<b pre vetkyj =1, 2, ...Nn.

Pri rovnakych cenach dopravy vo viacerych poliaprednosiujeme polia, ktoré mozno obsédi

vasim mnozstvom.Ci je ziskané rieSenie optimaine, mdZeme tigiomocou metody

riadkovych a dpcovychéisiel a ak nie je, mdZeme touto metédou aj padvar’ v riedent.

Frekver’na metéda

Pri frekvertnej metdde berieme pri kazdom poli téky do Gvahy vEah jeho ceny
dopravy k ostatnym cenam dopravy v prisludnom uaekstpci. Cim je jeho cena dopravy
v danom poli mensia ako priemerné ceny dopravyisiygginom riadku a fici, tym je pole

vyhodnejSie. Postupujeme takto:

+  Vypocitame priemerné ceny dopravy v riadkach stpcochr; :

n m
Z Ci 2.6

i=1

r. = ——

' n ! m

* Kazdé pole ohodnotime pomocnou sadzbgu=r; + rj — ¢j , (m6Zzeme ju zapisoveado

Iavého dolného rohu poli).

* Polia tabliky zoradimezostupne pod’a pomocnej sadzby a postupne ich obsadzujeme
maximalne moznym mnoZstvory pri redpektovani riadkovych dptovychéisiel rovnako

ako pri indexovej metode.
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Rovnako ako pri ostatnych pribliznych metédach mé@Zezist’ pomocou metddy
riadkovych a dpcovychgisiel, ¢i je rieSenie optimélne a ak nie je, mdZeme toutdaou aj

pokratova’ v rieSeni.
Vogelova aproxiména metdda (VAM)

Pri metédach, ktoré vychadzaju zo zameru obsadzoaporv ,nhajvyhodnejsie” polia, sa
modZe std, Zze po dosiahnuti okrajovych hodnét deypani kapacit niektorych dodavaie
a splneni poziadaviek niektorych spotrefni® mozno obsadzovauz len polia, ktoré su
mimoriadne ,nevyhodné“. Vyhodou Vogelove] aproximej metdédy je, Ze umdije

obsadzovépolia so strednymi sadzbami. VyuZiva sa pri tosiedujlci postup:

1. Vkazdom riadku akazdom igti vypasitame absolGtnu hodnota rozdielu medzi
najnizsou a najblizSou vyssou cenou dopravR (R = 0). Ak je najnizSia cena dopravy

v dvoch poliachR = 0.

2. Zo vsetkych hodndR (v riadkoch aj dpcoch) najdeme najédiu a v prislusnom riadku
alebo sipci obsadime pole s najmensou cenou dopravy maxymamoznym mnozstvom.
Ak je viac rovnakych najuiich hodnéR, uprednostnime pole s najmen3ou cenou dopravy
zo v3etkych zodpovedajucich riadkov alebipstv. Ak by bolo poli s rovnakou najmensou

cenou dopravy viac, vyberieme z nizibovd’né.

3. Mnozstvo, ktorym sme obsadili prislusné polecitamne od kapacity dodavdite
v prislusnom riadku a poZziadavky spotrekates prislusnom §bci. Ak po oditani ostala
niektor4 z kapacit alebo poziadaviek nulovacérpala sa okrajovd hodnota), zapiSeme do

neobsadenych poli prisludného riadku alefpratnuly.

4. Opravime rozdiely vypdtané v bode 1 tak, Ze pri vi§ie uz neuvazujeme ceny dopravy
v obsadenych poliach (ani v tych, ktoré su obsadenémi). Nové hodnotyr budu teda
absolutne hodnoty rozdielov medzi najnizSou a igbl vySSou cenou dopravy

v neobsadenych poliach jednotlivych riadkoviatv.
5. Postup od bodu 2 opakujeme, kym nebudl obsadetiéy polia.

6. Ziskané rieSenie mdéZzeme povaibxa konéné alebo rovnako ako pri ostatnych pribliznych
metédach moéZeme zistpomocou metddy riadkovych dmstovychisiel, ¢i je optimalne

a ak nie je, m6zZeme touto metodou aj pdévat’ v rieseni.

148



4.1.2.2 Presné metody

Presné metddyumoziuju najs’ optimalne rieSenie a ovéririeSenie, ¢i je rieSenim
optimalnym, pripadnéi je jedinym optimalnym rieSenim.

Medzi presné metody patri napnetoda riadkovych a ficovych éisiel (nazyvana tiez
modifikovana metdédalebometdda potencidlgv MoZno ju pouzi aj na overenie optimalnosti
rieSeni ziskanych niektorou z pribliznych metdédedenie sa Zéna najdenim vychodiskového

rieSenia. Tuto metddu popiSeme podrobnejSie.

DalSou presnou metddou je tamad’arska metdda vyvinutad Kuhnom, ktory vychéadzal
z prac mdarského matematika Egervaryho (tia%, 1990). Jednou z jej vyhod je, Ze nereaguje
na degeneraciu, a preto ju mozno pé@ina rieSenieegenerovanych uloh.

Dopravnu ulohu mozno rigSiaj metédou vetvenia a hrani¢Walter, 1989). RieSenie

dopravnej tlohy touto metédou vSak nie j@maeefektivne, preto tu postup rieSenia neuvedieme.

Metoda riadkovych a gicovycheisiel — Modifikovana metdda
Popis metody - postup:

Na rieSenie mozno pouZiabu’ku 4.1 doplnen o kiec, do ktorého budeme zapistvav.

riadkovécisla u; a riadok, do ktorého budeme zapisbizy. stipcovésisla v .

RieSenie sa z#a najdenim vychodiskového rieSenia (napr. metésieerozapadného
rohu alebo niektorou z pribliznych metéd) a paékija v krokoch az po najdenie optimalneho
rieSenia — optimalneho planu prepravy (resp. ogtigth rieSeni). V kazdom kroku sa najdené
pripustné rieSenie ohodnoti — zisti 8aje optimélne a ak nie je,l'ada sadalSie — ,lepSie”
pripustné rieSenie. RieSenie mbéze pdhkva’ aj po najdeni optimalneho rieSenia, ak sa zisti, z
optimalnych rieSeni je viac a treba wag ostatné optimalne rieSenia. V tom pripadel'sal&ju
d’alSie — ,nie horsSie" pripustné rieSenia.

Pri zist'ovani, ¢i je najdené rieSenie optimalne, postupujeme naslegne:

« Zajedno z riadkovych aleboistovychg¢isiel dosadime hodnotu 0 (zapiSeme ju doliapu

7 w7

do sipcau; alebov;). Je vhodné vybrato riadkové alebo kicovééislo, ktoré je v riadku
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alebo dipci s najvasim pa@&tom obsadenych poli (s naj@m pd@tom nenulovych hodnét

Xij), €0 vSak nie je nevyhnutné.
Ostatné riadkové alptovécisla utime tak, aby pre obsadené pagilatilo:
Cj = U +V.

Pre vSetky neobsadené poligpacitame rozdiely @ +V; ) —c¢; a zapiSeme ich d@avych

dolnych rohov prislusnych poli. V pripade, Ze sidtirozdiely zaporné, stiazapisd len

znamienko ,—".

Ak su vSetky rozdiely zaporné, je najdené rieSepiteam@lne. Ak je niektory rozdiel kladny,
rieSenie nie je optimalne. Ak je niektory rozdiel’,® Ziaden nie je kladny, ma uloha viac
optimalnych rieSeni a najdené rieSenie je jednizlz. Ak je jeden nulovy rozdiel, tloha méa
spravidla 2 optimalne rieSenia, ak su nulové rdgdleoptimélne rieSenia budu 4dat

Poznamka Ak pocet obsadenych poli je menSi akm + n — 1, nie je mozné art’ riadkove

a stpcovécisla, a teda ani overioptimalnos najdeného riedenia (aj &kemodze by optimalne).

V tom pripade hovorime, Ze Uloha ¢kegenerovanaadalSi postup vtakom pripade bude

popisany neskor.

Pri hPadani d’alSieho — ,lepSieho” resp. ,nie horSieho" rieSenigostupujeme takto:

Do tabu’ky zakreslime lomenotiarou uzavrety okruh, ktory vychadza z neobsadempét®
S najv&Sou hodnotou vypiataného rozdielu ¢ +v; ) —¢; (v pripade Badaniad’alSieho
optimalneho rieSenia z p@ s nulovym rozdielom), meni smer v pravom uhle len

v obsadenych poliacta korti sa v neobsadenom poli z ktorého vychadzal. Vodwov

a zvislé Us&ky tvoriace okruh mézu prechadzéez zmeny smeru) aj cez iné obsadené

alebo neobsadené polia. VZdy mozno thigs jediny takyto okruh.

Polia, v ktorych okruh meni smer, oZirae striedavo znamienkardi a2, pricom z&iname

so znamienkor® v neobsadenom poli.

N4ajdeme najmensSiu hodnoxy zo vSetkych hodndt; v poliach ozn&enych znamienkors
a tuto hodnotu pripitame k pévodnym hodnotaw) v poliach ozné&nych znamienkor®

a octitame ju od pbvodnych hodné} v poliach ozn&enych znamienkon=. Vypocitané
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nové hodnoty, ako aj tie, ktoré neboli zmenené,iSape do novej talfky, ktord bude
predstavovanoveé pripustné rieSenie. Toto rieSenie méZzeme opérit, ¢i je optimalne.

Poznamka 1Uvedenym postupom dosiahneme to, Ze pbvodne nessgmble bude obsadené
mnozstvom zodpovedajacim minimalnej hodnajez poli ozndenych znamienkon=. Toto
mnozstvo vynasobené maximalnym rozdielom, zapisanjavom dolnom rohu obsadzovaného
pola udava, o kiko je nové pripustné rieSenie ,lepSie” ako predehfitcte (o kdko su celkove
dopravné naklady z nového rieSenia nizSie ako eélkaopravné naklady predchadzajuceho
rieSenia).

Poznamka 2Oditanim minimalnej hodnoty; ostane najmenej jedno z poévodne obsadenych
poli neobsadené. Ak by z pévodne obsadenych pddilcosteobsadenych poli viac (rovnaka
minimalna hodnota; by bola vo viacerych poliach oztenych znamienkor= ), klesol by poet

obsadenych poli poth+n—1 a nové pripustné rieSenie by bolo degenerované

Priklad &.4.2

Priklad nadvazuje na priklad 4.1. Rovnako ako kipgdie 4.1 su ztroch zavodov
s vyrobnymi kapacitami 480, 300 a 520 ks dopravévarnyrobky Styrom odberdiem
s poziadavkami 230, 370, 600 a 100 ks. Rozdiel j@my; Ze su zname ceny dopravy
jednotkového mnozstva (t.j. jedného vyrobku)izteho zavodu kj-temu odberaf@vi. Su

uvedené v nasledujlcej tdle (v péiaznych jednotkach — p.j.):

Ceny dopravy S S S S
D, 15 10 9 7
D, 12 13 10 8
Ds 4 11 11 3

Treba zostavitaky plan prepravy, ktory minimalizuje celkové dayné naklady.
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Rie$enie metddou riadkovych dpstovycheisiel

Ako vychodiskové rieSenie pouZijeme pripustné rigSefskané v ramci rieSenia prikladu
4.1 metddou severozapadného rohu (je uvedené tkmlmzngenej 0.krok). Tabiku doplnime
o sipec riadkovycheisiel a riadok dpcovych ¢isiel. Zau; dosadime hodnotu 0 a vyfiame
hodnoty ostatnych riadkovych dmtovychéisiel. Vypasitame rozdiely §+v;)—c; a zapiSeme ich
do l'avych dolnych rohov neobsadenych poli. RieSenigeniptimalne, pretoze niektoré rozdiely
su kladné. Najuw&si z rozdielov ma hodnotu 15 a je v poli premenaggjCez toto pole vytvorime

uzavrety okruh a polia, v ktorych meni smer, @ime striedavo znamienkartia=.

0.krok S S S S KD Ui
15 10 9
D, 230 | (p) 250 480 0
12 13 10
D, 120 |(® 180 300 3
©
4 11 11
Ds 420 100 520 4
3 Q
PS 230 370 600 100
v 15 10 7 -1

NajmenSou hodnotoxj; v poliach oznéenychZ je hodnota 120. Tato hodnotudhme od
hodndt x; v poliach ozn&nych znamienkonm= a pripc&itame ju k hodnotanx; v poliach
oznaenych znamienkor®. Vysledok zapiSeme do novej téky. Ta predstavuje nové pripustné
rieSenie, ktorého celkové dopravné naklady by imalimensSie o hodnotiZz = 15 . 120 = 1800,-
p.. MoZzno sa otom presvéid aj tak, Zze vypditame celkové dopravné naklady rieSenia
ziskaného metodou severozapadného @hv predchadzajlicej tabke) a celkove dopravnée
naklady rieSenia ziskaného v prvom kroku metédadkdvych a dpcovych gisiel Z; (v
nasledujucej tadike):

Z, =15[230+10[250+13120+100180+11[420+3[100=14230p. j.
Z, =15[110+10(370+10[B00+4[120+11[300+3[100=124300p. j.

Nové pripustné rieSenie, zapisané do nasledujudmj’ky overime podobne ako
v predchadzajucom kroku. Ak nebude jedinym optimdngieSenim, bude vychodiskovym
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rieSenim pred’alSi krok postupu. Tak postupujeme aZz do najdepi@malneho rieSenia. Po
kaZzdom kroku moZzno vypgitat’ aj celkové dopravné néklady jednotlivych pripustnyieSeni.

1.krok S S S S KD Ui
15 10 9 7
D; 110 370 480 11
) 13| 7
12 13 10 8
D, 300 300 -1
4 11 11 3
Ds 120 300 100 520 0
@ _ _
PS 230 370 600 100
v, 4 -1 11 3
2.krok S S S S KD u
15 10 9 7
D, G370 @® 110 480 9
12 13 10 8
D, 300 300 10
4 11 11 3
Dq 230 ® 190 100 520 11
1
PS 230 370 600 100
v -7 1 0 -8

Z, =10[B70+9[110+10CB00+4[230+11190+3100=11000p.].

opt. S S S S KD Ui
15 10 9 7
D, 180 300 480 -1
12 13 10 8
D, 300 300 0
4 11 11 3
Ds 230 190 100 520 0
PS 230 370 600 100
v 4 11 10 3

Posledné pripustné rieSenie (uvedené v ltebwzndenej ,opt.“) je zarové rieSenim

optimalnym. Vzliadom na to, Ze Ziaden rozdiefavom dolnom rohu neobsadenych poli nie je
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nulovy, ide o jediné optimalne rieSenie. Vysledm§enia mozno interpretovgéak, Ze zo zadvodu
1 bude dodanych 180 ks odbetate 2 a 300 ks odberdimvi 3, zo zavodu 2 bude dodanych
vSetkych 300 ks odberditevi 3 a zo zavodu 3 bude dodanych 230 ks odharate, 190 ks
odberatéovi 2 a 100 ks odberditavi 4. Hodnota celkovych dopravnych nakladov je:

Z,, =100180+9[300+10CB00+ 4 [230+11[190+3[100=10810p.}.

RieSenie indexovou metédou

Zoradime vzostupne ceny dopravy:
C34<C31<C14<Cps<C13<C12=0Cp3<C32=C33<Cp1<Cp2<C11.

Pole premennejss obsadime mnozstvomz, = 100, ¢o je min(100, 520). Tym je
uspokojend poZiadavka spotrebite S, adalsie polia v dpci tohto spotrebifea ostanu
neobsadené. Druhym obsadzovanymlopo bude pole premennexs;, ktoré obsadime
mnoZstvonmxs; = 230. Pole premennegj, nemozno obsadzot/apretoZze poziadavka spotrelide
S, je uz uspokojena. Takto postupne prejdeme vSethia.pDosiahnuté rieSenie je uvedené

v nasledujucej talike.

S S S S KD u

15 10 9

D, @O 480 480 1
12 13 10

D, 180@ 3 20 300 2
4 11 11

D5 230 190 100 520 0

PS 230 370 600 100

v 4 11 8 3

RieSenie nie je optimalne. Celkové dopravné naklady Z = 11170 p.j. Metodou
riadkovych a dpcovych &isiel sa mozno dostav jednom kroku k rieSeniu, ktoré je uvedené

v nasledujlcej talilke. Toto rieSenie uz je optimaln&Za 10810.
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S S S S KD Ui
15 10 9
D, 180 300 480 -1
12 13 10
D, 300 300 0
4 11 11
Ds 230 190 100 520 0
PS 230 370 600 100
v 4 11 10 3

RieSenie frekvetnou metédou

Vypocitame priemerné ceny dopravy v riadkochipcsich a zapiSeme ich do tiky Pre
vSetky polia vypoitame pomocné sadzby a zapiSeme icliadych dolnych rohov poli talfky.

Pomocné sadzby zoradime zostupne:
$31> 512> S13> 3> 34> S14 > Sp1 = $2 > Sp4 > S32 > S33 > G111 -

Pole premennefs; obsadime mnozZstvomg; = 230, ¢o je min (230, 520). Tym je uspokojena
poziadavka spotrebifa S. Potom obsadime pole premenmxg} mnozstvomxi,= 370, atl.

Vysledok rieSenia pomocou frekuamej metddy je v nasledujlcej tdixe.

Celkové dopravné naklady tohto rieSeniazea 11170 p. j.
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S S S S KD T
15 10 9
D, 370 110 480 10,25
5,6 11,6 11,3 9,3
12 13 10
D, 300 300 10,75
9,1 9,1 10,8 8,8
4 11 11
Ds 230 190 100 520 7,25
13,8 7,6 6,3 10,3
PS 230 370 600 100
r 10,33 11,33 10 6




Dosiahnuté rieSenie je rovnaké ako jedno z rieSepdostpnosti pripustnych rieSeni
prikladu ziskanych metodou riadkovych fpebvych ¢isiel (v tabilike oznaenej ,2.krok®).
Z toho vyplyva, Ze nie je optimalne, ale k optingiu rieSeniu sa mozno daosttandardnym

postupom v ramci jedného kroku.

RieSenie Vogelovou aproxiri@au metddou

Priklad budeme rieSiv nasledujlcej tatike.

S S S S KD R
15 10 9 7
D, 0 180 300 0 480, 180 2,1
12 13 10 8
D, 0 0 300 0 300, 0 2,3
4 11 11 3
520, 290,
Ds 230 190 0 100 160 1,8,0
PS 230, 0 370 600, 300, P 100, 0
R 8 1 1,2 4

V prvom kroku vypéitame hodnoty R (v riadkoch: 2, 2, 1 aipsbch: 8, 1, 1, 4).
Najv&Sia hodnota (8) je vigici spotrebitéa §. V tomto sipci je najmensia cena doprawy; =
4. Do pda s touto cenou dopravy zapiSeme hodngtu= 230 = min &g, b;) a tuto hodnotu
odcitame od kapacity dodavdiee D; 520-230=290) aod poziadavky spotrefate S
(230-230=0). Do ostatnych poli prvéhdpsta zapiSeme nuly, pretoZze poziadavka spotitebBie
je splnena. Opravime rozdiely R (v riadkoch: 2, 23 8sipcoch: @, 1, 1, 4, pretoZe v prvom
stipci st uZ v3etky polia obsadené). N&gia hodnota (8) je v riadku dodaviseDs. Do pda s
cenou dopravys,= 3 zapiSeme hodnotg, = 100 = min (100, 290) a tato hodnotwidme od
kapacity dodavatea D; (290-100=190) a od poziadavky spotrefateS, (100-100=0). Do
ostatnych poli Stvrtéhoigta zapiSeme nuly, pretoZe poZiadavka spotiebfeje splnena. Opa
opravime rozdiely R (v riadkoch: 1, 3, 0 aipsbch: @, 1, 1, @, pretoZe v prvom a Stvrtofpait
su uz vSetky polia obsadené). Na@sia hodnota (3) je v riadku dodavideD,. Do pd’a s cenou
dopravy c,3= 10 zapiSeme hodnotgs = 300 = min (300, 600) a tato hodnotuctidme od
kapacity dodavata D, 300-300=0) aod poziadavky spotrebiteS (600-300=300). Do
ostatnych poli druhého riadku zapiSeme nuly, peetkdpacita dodavdia D, je vy¢erpana.
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Opravime rozdiely R (v riadkoch: 1, @, 0 alpsbch: @, 1, 2, @). Naj¥dia hodnota (2) je

v stipci spotrebitéa S. Do pda s cenou dopravgis= 9 zapiSeme hodnotxiz = 300 = min
(480, 300) a tato hodnotu ¢itme od kapacity dodavéite D, (480-300=180) a od poziadavky
spotrebitéa S (300-300=0). Do ostatnych poli tretiehépst zapiSeme nuly, pretoZze poZziadavka
spotrebitéa S je splnena. ZvySné mnozstva mozno umiédem jedinym spdsobonx;, = 180
axz2 = 190.

Metddou riadkovych a ficovych ¢isiel by sme zistili, Ze najdené rieSenie je ophirea
s hodnotou celkovych dopravnych nakladov= 10810 p.j. (je totozné s rieSenim uvedenym

v tabU’ke optimélneho rieSenia v priklade 4.2).

Pozndmka Skuasenosti s pouzivanim uvedenych troch priblilnymetéd hovoria, Ze
k ,najlepSim“ vysledkom (rieSeniu ,najblizSiemu* dptimalnemu rieSeniu) ¥8inou vedie
metoda VAM. Indexova metdda, ktora je z uvedenychhtnmetdod najmenej pracna, umage
ziska rieSenie, ktoré byva od optimalneho ,najvzdialéregj Toto sa potvrdilo aj rieSenim
prikladu 4.2 uvedenymi metédami. RieSenie ziskar&dou VAM bolo optimalne s hodnotou
celkovych dopravnych néklada= 10810 p.j. RieSenie ziskané frekiieou metdédou nebolo
optimalne a hodnota celkovych dopravnych nakladokita rieSenia bolaZz = 11000 p.j.
(optimalne rieSenie bolo mozné dosiafimaetédou riadkovych algicovych ¢isiel v jednom
kroku). RieSenie ziskané indexovou metddou tieZolelmptimalne, ale hodnota celkovych
dopravnych nékladov bolZz = 11170 p.j.,co je viac ako pri frekveinej metdéde (optiméalne

rieSenie bolo tiez mozné dosiatimaetodou riadkovych algicovychgisiel v jednom kroku).

4.1.3 Degeneracia

Poias rieSenia dopravnej Ulohy metédou riadkovychiprevych &isiel moZze nasta
situacia, kd nie je mozné ovetj ¢i ziskané rieSenie je optimalne, pretoZze nie je méoz
vypcsitat riadkové a dpcovécisla. Stane sa to vtedy, &kde paet nenulovych premennyok
(t.j. patet obsadenych poli) menSi aka + n — 1. Tato situacia moze nast@le nemusi) napr.
vtedy, ak sa siet kapacitiastkového suboru dodavéiee rovna situ poziadaviekiastkového
suboru spotrebitev. Aby sme v takom pripade mohli pokoaa’ v rieSeni, musime degeneraciu

aspai fiktivne odstrari. Uvedieme dve moznosti, ako to unabi
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Prvy _spdsob predpoklada, Zze sa &t obsadenych poli zvySi ma + n — 1 zapisanim
potrebného p&u nul (hodnét ,0“) do niektorych neobsadenych pmifalej sa bude s tymito
poliami narabé ako s poliami obsadenymi. Nulami ale mozno prazmbi obsadzowualen tak,

aby medzi obsadenymi poliami nevznikol uzavretyubkr

Po zvySeni p&tu obsadenych poli nen + n — 1 sa mozno presveéd, ¢i je rieSenie
optimalne. AvSak ani splnenie uvedenej podmienkypsadzovani poli nulami nezabegipeée
nove rieSenie ziskané dalSom kroku, bude ,lepSie”, pretoZze sa moéze’,stee najmensou
hodnotou v poliach ozganych znamienkom= bude prave pouzita nula, ktora sa bude
pripatitava’ a odtitava’. Nové rieSenie nebude ,lepSie”, ale bude iné (s ipolohou nuly) av
d’alSom kroku sa mozno dostla rieSeniu, ktoré uz mozno bude ,lepSie“. Vhodnymiestnenim

nuly sa teda da dosté optimalnemu rieSeniu mensimgbam krokov.

Priklad &. 4.3

Priklad nadvéazuje na priklad 4.2. Kapacity zavodovaynaké ako v priklade 4.2, t.j. 480,
300 a 520 ks. Nemenia sa ani ceny dopravy. PoZigdétyroch odberatev su ale iné — 230,
250, 720 a 100 ks. Treba zostavaky plan prepravy, ktory minimalizuje celkové dayné
naklady.

RieSenie

Uloha je vyvazena — 8ét kapacit zavodov sa rovnacsil poziadaviek odberdiev.
Vychodiskové rieSenie ziskame metdédou severozapadmehu. Zistime, Ze toto rieSenie
obsahuje len 5 nenulovych premennychggm m + n — 1=6 (nebolo by mozné vypivat
riadkové a dpcovécisla). Preto umiestnime napr. do’pgremenneky, nulu. (Nulu nemézeme
umiestni’ do pda premennekys, pretoZze by sa medzi obsadenymi poliami dal vytvozavrety
okruh.) Dalej postupujeme ako v predchadzajicom prikladestirde, Ze rieSenie nie je

optimalne, preto poktaijeme fadanim noveho rieSenia.
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0.krok S S S S KD u
15| 10 9 7
D, | O30 250 480 0
12 13[® 10 8
D, oo 300 300 3
6 —
4 11 11 3
D, |® 420 100 520 4
15 3 ©
PS 230 250 720 100
v 15 10 7 -1

Nové rieSenie sa bude od predchadzajuceho odtidemaumiestnenim nuly:

1.krok S S S S KD u
Q 15 10 @ 9 7
D, 2 250 480 11
13 7
12 13 10 8
D, 300 300 -1
4 11 11 3
D3 0 @ @420 100 520 0
PS 230 250 720 100
Vi 4 -1 11 3

Nasledujuce rieSenie bude ,lepSie“ o hodndtd = 13 . 230 = 2990 p.j. a nebude

obsahové nulu, pretoZe obsahuje 6 nenulovych premennych:

2.krok S S S S KD U

15 10 ) 7

D, 6%50 ® 230 480 -2
12 13 10 8

D, 300 300 1

1 11 11 3
D, 230 © 190 100 520 0
1
PS 230 250 720 100
y 4 12 11 3

Nasledujuce rieSenie je ,lepSie” o hodndi= 190,- p. j. a je to jediné optimalne rieSenie.
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Celkové dopravné naklady tohto rieSenia budu:

Z, =10060+9[420+10C300+4[230+11[190+3[100=10690p. j.

opt. S S S S KD Ui
15 10 9
D, 60 420 480 -1
12 13 10
D, 300 300 0
4 11 11
Ds 230 190 100 520 0
PS 230 250 720 100
v 4 11 10 3

Druhy spbsob rieSenia v pripade degeneracie vychadza z nasiegjujipravy. Kapacity

niektorych dodavatev (spotrebitéov) zva&sSime o vémi malé ¢islo € a kapacity inych
dodavatéov (spotrebitéov) o to istécislo zmensSime. S@t kapacit dodavatev (poziadaviek
spotrebitéov) vSak musi ostanezmeneny. Prechodom na lign= O dostaneme z optimalneho
rieSenia upravenej ulohy optimalne rieSenie pbévpdiegenerovanej ulohy. PoldZie = 0
mozZeme aj v priebehu rieSenia, ak budéepmenulovych premennych dostaty. Dodavaté
(spotrebit§), ktorému zvé&Sime kapacitu (poziadavku) by nemal patdo toho istého
Ciastkového suboru dodavéitey (spotrebitéov) ako dodavate(spotrebité), ktorému kapacitu

(poziadavku) znizime.
Priklad ¢.4.4

Zadanie prikladu je rovnaké ako zadanie prikladu 4.
RieSenie

Pri hfadani vychodiskového rieSenia metdédou severozapadrhu zistime, Ze Uloha je
degenerovana. Preto sa pokusime tuto degenerasiwani tak, Ze kapacitu dodavéite D,
zv&sSime o hodnotle a kapacitu dodavdie D, o rovnaku hodnotu zmensSime. (Jediastkovl

skupinu dodavatev predstavuje dodavdteD;, pretoZe jeho kapacita je rovnaka aka@esl

poziadaviek spotrebifev S, a S a do druhefiastkovej skupiny dodavdtev patria dodavatelia
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D, a D3, pretoZze stet ich kapacit sa rovna &0 poziadaviek spotrebifev S a S.). Po tejto

Uprave opéindjdeme vychodiskové rieSenie metddou severozé@badmhu.

0.krok S S S S KD U
15 10 9 7
D, 263)0 250 @ ¢ 480+ 0
12 13 10 8
D, 300-¢ 300-¢ 1
4 _ _
4 11 11 3
D 420 100 520 2
13 ®]J1 )
PS 230 250 720 100
v, 15 10 9 1

RieSenie najdené metddou severozapadného roha oj@imalne, preto ndjdeme metddou

riadkovych a dpcovychéisiel nové riedenie:

1.krok S S S S, KD
15 10 9 7
D, 250 230+ 480+
12 13 10 8
D, 300-¢ 300-¢
4 11 11 3
D5 230 190 100 520
PS 230 250 720 100

Ak polozime &€ = 0, rieSenie nebude degenerované, pretoze bushobd 6 nenulovych
premennych. Ak porovnhame toto rieSenie s rieSenimialoutym v priklade 4.3 (v tabke
oznaenej ,2.krok*), vidime, ze je rovnaké, a preto sazmo dosté k optimalnemu rieSeniu

Standardnym postupom v ramci jedného kroku.

Poznamka Nezavisle od toho, ktory z uvedenych spodsobov mieSelegeneracie budeme
pouziva, degeneracia sa mobze prejawi ktoromkdvek kroku rieSenia (nie len na @atku

rieSenia). Takisto po niekkych krokoch mbéze zanikiif(a pripadne sa neskdr znova prejavi
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4.1.4 RieSenie nevyvazenej ulohy

Ak neplati rovnos

iaﬁi i

i=1 j=1

je dopravnd ulohaevyvazengnevybilancovana). V takom pripade méZu nagtaripady:
a) Ya>>b.
i=1 i=1

V tomto pripade Ulohu rieSime tak, Ze priddme fikélwo spotrebita S, ktorého

poziadavka bude:

b, =Za1. ->b,

i=1 j=1

t.j. pridamedalsi stpec s nulovymi cenami dopravy.

Ak chceme, aby niektory dodavéteycerpal pri takto nevyvazenej ulohe celd svoju
kapacitu (napr. ak nema skladovacie priestory)]ime prepravné néklady od tohto dodavate

k fiktivnemu spotrebittovi M (Co je vaé’ke ¢islo, ktoré sa v limite bliZi ko).

MnozZstvo, ktoré ma hy pod’a rieSenia ulohy dodané fiktivnemu spotrdimte,

v skut@nosti ostava prislusnému dodavate.

b) Zai <ij .
i=1 j=1

V tomto pripade ulohu rieSime tak, Ze pridame fikélvo dodavata Ds, ktorého kapacita
bude:

a. =) b, —Zai

j=1 i=1

t. j. priddmed’alSi riadok s nulovymi cenami dopravy.

Ak chceme, aby poziadavka niektorého spotréaifgi takto nevyvazenej ulohe bola tplne
uspokojena (napr. ak ide o preferovaného spoti@)jtevolime prepravné naklady od fiktivheho

dodavatéa k tomuto spotrebitevi M (¢o je ve’ké ¢islo, ktoré sa v limite bliZi ko).
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MnozZstva, ktoré mé pdd rieSenia ulohy doddiktivny dodavaté, v skut@nosti prislusny
spotrebité nedostane.

Priklad &. 4.5

Uloha je modifikaciou prikladu 4.2. Z troch zavodswyrobnymi kapacitami 480, 380
a 520 ks vyrobkov st dopravované vyrobky k Styrathevatéom s poziadavkami 230, 370, 600
a 100 ks. Ceny dopravy jednotkového mnoZstva-teho zavodu kj-temu odberat®vi su
rovnakeé ako v priklade 4.2. Kée vyrobné kapacity su ¥#&ie ako zabezgeny odbyt vyrobkov,
predpoklada sa, Ze vyrobné kapacity niektoréhcéxodov nebudu vyuzité. Zamerom ale je, aby
zavodom s nevyuzitymi kapacitami nebol zavod 2. Olofe zisti, ktory zavod nevyuzije celd
vyrobnu kapacitu, ak chceme, aby celkové dopravakéady boli minimalne. Treba zostaplan

prepravy pri reSpektovani uvedenych poziadaviek.
RieSenie

Set poziadaviek spotrebitev (odberatbov) je 1300 ks. Stet kapacit dodavatev
(vyrobnych kapacit zavodov) je 1380 ks, je 0 80 ks viac ako at poziadaviek spotrebitev.
Pridame teda fiktivheho spotreliite § s poziadavkou b = 80 ks. Ak ma by kapacita
dodavatéa D, vyuzitd, utime cenu dopravy od tohto dodavatek fiktivnemu spotrebitevi
Cr =M. Ceny dopravycie a ¢z budu nulové. Vychodiskové rieSenie najdeme niagexovou

metddou a v riedeni budeme palaea’ metddou riadkovych algicovychgéisiel s ci#om néajs

optimalne rieSenie:

0.krok S S S S S KD u
15 10 9
D, ® | 480 480 1
2
12 13 10
D, 260 ole 120 380 2
4 11 11
Ds 230 110 100 80 520 0
PS 230 370 600 100 80
v, 4 11 8 3 0




opt. S S S Sy S KD Ui
15 10 9
D, 260 220 480 -1
12 13 10
D, 380 380 0
4 11 11
Ds 230 110 100 80 520 0
PS 230 370 600 100 80
\ 4 11 10 3 0

Dosiahnuté rieSenie je optimalne (plan prepravybuliee ozngenej ,,opt.”). Ukazuje, ze
nebudu vyuZzité vyrobné kapacity zavodu 3, ktorykapacite 520 vyrobi len 440 ks vyrobkov
(zvysnych 80 ks je dodanych fiktivnemu spotrdinte). Celkové dopravné naklady optimalneho
rieSenia suZ = 10810 p.].

4.1.5 Paradox — viac za menej

Predpokladajme, Ze rieSenim dopravnej uUlohy bdleny optimalny plan prepravy.
V urcitych pripadoch mbéze nastaituacia, kedy mozno oproti pévodnému planu prepraysi’
prepravované mnoZzstva a dosiafipuitom nizSie celkové prepravné naklady ako prqafinom

plane prepravy. Tento paradox sa tieZ ¢mjevlastnog’ ,viac za menej"

Vlastnog ,viac za menej*“ budeme najprv demonstndowma priklade.

Priklad &. 4.6

V nasledujucej taldike je uvedené optimalne rieSenie dopravnej Uloliazié pomocou

Tubovd’nej metédy a overené metddou riadkovychigesivychéisiel:

S S S KD U
5 2
D, 30 30 -5
4 7
D, 50 10 20 80 0
PS 50 40 20
\ 4 7 3

Celkové prepravné naklady tohto rieSeni&st1390.
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Predpokladajme, Ze chceme z¥yRapacitu dodavata D, a poZziadavku spotrebie S
o 10 jednotiek. RieSenim ziskame nasledujucu Itabus optimalnym rieSenim (pri jeho

overovani musime pouzjednu z metod na odstranenie degeneracie).

S S S KD U
D, 40 0 40 0
D, 50 30 80 2
PS 50 40 30
v 2 2 1

Celkové prepravné tohto rieSenia $3ién celkovym prepravenym mnozstvom e= 370 (teda
nizsie).

Vyber dodavatéa a spotrebif@, u ktorych mozno zvySi dodavané a pozadované
mnoZstva, savisi s hodnotami premennych dualnepyillo pévodnej dlohe. S podrobnejSim
popisom sa mozno obozn&mnapr. v literatare (lvadova, 1999; LaSiak, 1990). Plati, ze
celkové dopravné naklady mozno zrigii vysSich prepravovanych mnozstva vtedy, akvydiz
o rovnaku hodnotu kapacita niektorého dod&iaata niektorého spotrebie Pri utovani,

o ktorého dodéavata a spotrebitia méze 8, vychadzame z hodnoty riadkovych kpsbvych
Cisiel ziskanych pri overovani optimélnosti rieSemévodnej Ulohy metddou riadkovych

a stpcovych¢isiel. Vyberieme tt dvojicu dodavdite spotrebit® pri ktorej je sdet prisludného
riadkového a $pcovéhasisla zaporny (v priklade 3.6 je to dodavaie a spotrebite S, pretoze
-5+3 = -2 < 0). Utenie, o kdko mozno zvysi prepravované mnozstva tak, aby sa zniZila cena
prepravy, zavisi od viacerych faktorov a méze& hyrdzne pre viac optimalnych rieSeni tej istej
alohy.

Uvedené poznatky mdzu by praxi uzit@&né napr. pri rozhodovani o tom, ktoré kapacity
skladov alebo vyroby treba zv§salebo zni#i, a tiez pri rozhodnutiach tykajucich sa budovania
novych kapacit a odbyti&a s tym spojenych investiych aloh pri rieSeni problémov budovania

a rozSirovania dopravnych komunikacii a podediak, 1990).
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4.2 PRIRADOVACIE PROBLEMY

K distributnym problémom patria aj pridavacie problémy, ktoré mozno charakterizbva
aj ako Specialne pripady dopravnej ulohy.

Priradovaci problémje definovany ako uloha o optimalnom priradenikpmw mnoziny
A=(a,a,,...,a,) prvkom rovnako peetnej mnozinyB =(b,b,,...,b,). Pritom predpokladame,
ze hodnoty &, i = 1,2,.,, nahodnoty by, j = 1,2,.., n sa rovné 1. Vektor
X = (X1 X1+ Xegrs Xogs Xomre o1 Xopne - s Xogs Xor- - X,y ) tVOTi@a premennd;, ktorych hodnota sa rovna
1, ke’ je & priradeny prvoly;, inakx; = 0. Koeficientyc; mozno ekonomicky interpretovako
efektivnos z dosiahnutého priradenia. Na zaklade uvedenéhiemné formulové priradovaci

problém v tvare:

z= Zmlzn:qj X, =max., resp min [4.1]
i=1 j=1

y 4.
Xij:]- , 1=12...,n [4.2]

j=1

i)gj: . J=212,...,n [4.3]

i=1

XJ‘:{OJ} , 1=12,...,n, ,j=12,...,n [4.4

Typickymi prirad’ovacimi problémami su: Uloha priradenia prac stmjailoha vyberu
kadrov (maximalizéna uloha) alebo denné priradenie dopravného pedstniz centralnej garaze

na ucité stanovisko (minimalizana uloha) a podobne.
Uvedena uloha je Specialnym pripadom dopravnej ylakylati (Sakal, 1990):
pocet dodavatkov je rovny pétu odberatBov (m =n),
kapacity dodavatev a poziadavky odberdiv sa rovnaju 1, teda su célselné,

z cel@iselnosti pravych stran OP vyplyva aj cgselnos optimalneho rieSenia, a preto

su metddy na rieSenie dopravnej Ulohy pouidiéeaj pre prirdovaci problém,
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kazdé pripustné rieSenie pudi@vacieho problému méa prave n nenulovych zloZéekje
protim + n - 1bézickych premennych prislusnej dopravnej tUlomésilegeneracia.

Priradovaciu Ulohu mozno formulova nasledovne (Linczenyi, 1978): Je dameé
prostriedkov an tloh a &innos’ kazdého prostriedku pri kazdej tlohe (sadzby,ykiorje nf).
Ulohou je priradi kazdy prostriedok k jednej a len k jednej tGloHe &by dana mieradinnosti

bola minimalna/maximéalna.

Minimalizacna tlohu mézeme formulovanapriklad nasledovne: Stavebny podnik ma&ana
stavbach po jednej miedee betonu rovnakeho typu a chce presuigio mieSaky nam novych
stavenisk. Kilometrové vzdialenosti medzi jednotinrystaveniskami podnik poznd; otazka znie,
ako presuntl mieS&ky, t.j., z ktorej stavby na ktorG ich prepréviaby celkovy poet

najazdenych kilometrov ( a tym celkové naklady respn) bol minimalny.

Maximalizatnu ulohu mozno formulovYanapriklad taktom pracovnikov treba priratiina
m r6znych pracovisk tak, aby celkovy vykon vSetkyepracovisk bol maximalny. Vychadzame
z predpokladu, Ze kazdy pracovnik méze pratmalubovd’nom z uvaZzovanycim pracovisk,
pricom priemerna vykonndsjednotlivych pracovnikov na jednotlivych pracowask, ktoru

musime pozng je rdzna.

V désledku silnej degenerovanosti boli na takétdaleyvinuté Specialne metddy, napr.
madarskd metdda ktorej ndzov je odvodeny od toho, Ze princip mgt&ychadza z vety

mad’arskych matematikov Kdniga a Egervaryho.
Postup rieSenia pri m#arskej metod¢Sakal, 2006):

1. Zo zadanej talfly sadzieb zostavime maticu sadzieb. V danej magiconameredukciu po
riadkoch a dpcoch tak, aby po redukcii v kazdom riadkuipdtbola aspd jedna nula:
a) Pri max. ulohe robime redukciu tak, Ze n&ué sadzbu v kazdom riadku a v kazdom
stipci odpa@itame od v3etkych ostatnych sadzieb v riadkupeist
b) Pri min. Glohe robime redukciu tak, Ze najderagnensiu sadzbu v riadku, resp. ipst

a odtitame ju od vSetkych ostatnych sadzieb v riadksp.reipci.

2. Po redukcii sa snazime zakruzkoyezadovany piet nul v matici, ak ide o matica —tého
radu p@et zakrazkovanych nul by sa mal rovrma aby rieSenie boloptimalne Pri kraZzkovani

nal postupuje tak, aby sme mali v kazdom riadkuipcs zakrizkovanden jednu nulu Pri

167



krizkovani postupujeme tak, aby sme krazkovali nulggch riadkoch a §coch, kde je iba
jedna nula.

3. Ak paet zakriuZzkovanych nal v matiot tého radu je menSi akp potom najdené rieSenie nie
je optimalne a musime skontrolay&i ngjdené rieSenie je spravne. SpravnoesSenia overime
pomocou tzv.krycich ciar (KC). Pri ugeni p@&tu pouZitych krycichtiar postupujeme pdd

Kdnigovej vety Minimalny pa@et krycich ciar, ktoré su potrebné na pokrytie vSetkych nal

v matici, sa rovna maximalnemudbo nul, ktoré mozno zakruzkava
Krycou ¢iarou rozumiemeiaru, ktort preloZime cez taky riadok alebipst, v ktorom je aspo
jedna nulovéa sadzba.

4. Po uteni pa@tu krycich ¢iar postupujeme nasledovne: pri prekladar@ Igostupujeme
maximalne Usporne, kaZzdouCKsasnazime pokmy maximalny mozny péet ndl. Postupujeme
tak, Ze najdeme Igtec alebo riadok, v ktorom je iba jedna nula a koina tento $pec, resp.
riadok cez tato nulu prelozimek

5. RieSenie je spravne, ale nie je optimalne ameigiokr&ova’ v rieSeni. Vykondmel'alSiu

redukciu matice a to tak, Ze najdeme najmenSiu krgposadzbu (pri min. Glohe) a &thme ju
od vSetkych nepokrytych sadzieb,giame ju k dvakrat pokrytym sadzbam a jedenkratyiék
sadzby ponechame nezmenené. Pri max. Ulohe postopujovnako, len najdeme najsa

nepokrytd sadzbu.

6. V hradani optimalneho rieSenia postupujemelpdabdov 2-5, az kym @et zakrizkovanych
nal nie je zhodny s radom matice. Potom sa miegkaizkovanych nul premietnu na pévodnu
nezmenenu maticu a po dosadeni danych hodnoétcdmve) funkcie dostaneme optimalne

rieSenie uUlohy.
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Priklad &. 4.7

Treba premiestdi p& Zeriavov z pévodnych pgastavenisk na panovych tak, aby sa
najazdil minimalny péet kilometrov. V poktkach tabiiky 4.2 si uvedené dopravné vzdialenosti

z povodnych miest ({pdo novych miest ($

Tab. 4.2

D, | 20| 40| 70| 60, 25
D, | 30| 45| 35| 20, 20

Ds | 60| 20| 40 35 70
Ds | 35| 30| 65| 50/ 60

W)
w
N
o
w
a1
o)
o
N
o
N
o
[ I N I S

RieSenie |

20 40 70 60 25 (20 0O 20 50 40 5 ---2@0--35—-40--5-

30 45 35 20 20 (20 10 25 15 0 O ---iﬂ--Z‘l‘S-ﬂ---{}-

40 35 80 40 45 35 =|5 O45510:>53051 B =
60 20 40 35 70 (20 40 0 20 15 50 40 0 5 15 5

35 30 65 50 60 (30 5 0 35 20 30 5 d) 20 20 3

© © a3 O O

@253540@ @4070602

10 30 0 O 30 45 35 20
0 0 50% @ 5/ =140 35 80@ 49 = z, =20+20+40+40+30=150
35 0 10 45 60 20@ 35 7

0 (0) 15 15 25 35 (30 65 50 6

Zo zadanej taliky sme zostavili maticu sadzieb. V danej matici siyleonaliredukciu po
riadkoch a dpcoch tak, Ze po redukcii v kazdom riadku lpat zostala aspo jedna nula:
v kazdom riadku, resp.ipti sme nasli najmensiu sadzbu &itali ju od vSetkych ostatnych

sadzieb v riadku, resp.igti.
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Po redukcii sme vedeli zakraZkavden 3 nuly v matici, t. z. nenasli sme optimalne
rieSenie. Pri kriZkovani sme postupovali tak, abg &razkovali nuly v tych riadkoch aljstoch,
kde je iba jedna nula.

KedZe pa@et zakruzkovanych nal v matiél radu je mensi akb, potom najdené rieSenie
nie je optimalne a musime skontroléy&i najdené rieSenie je spravne. Spravhogsenia
overime pomocou &. Pri ugeni p@tu pouzitych K sme postupovali pdd Kénigovej vety

V matici, sme vedeli zakruzkovamaximalne 3 nuly, na pokrytie vSetkych nul v matidm
musia stéit’ 3 KC.

Pri prekladani K sme postupovali maximalne Gsporne, kaZzddustesasnaZili pokry
maximalny mozny pget nul. Zistili sme, Ze rieSenie je spravne @ &me zakryli vdetky nuly
v matici), ale nie je optimalne a musime pdaknzt’ v rieSeni. Vykonali smealSiu redukciu
matice, a to tak, Ze sme nasli najmensiu nepolggtizbu (v naSom pripade hodnota 5) &tali
sme ju od vSetkych nepokrytych sadziebgipali sme ju k dvakrat pokrytym sadzbam a jeden-
krat pokryté sadzby sme ponechali nezmenené.

V matici, ktora vznikla po redukcii, sme zakruzkbva nal, t. z. nasli sme optimalne
rieSenie.

V naSom pripade je optimalne rieSenie také, ak @etyav priradime k prvému novému
miestu, druhy Zeriav piatemu novému miestu, tretia Stvrtému novému miestu, Stvrty Zeriav
tretiemu novému miestu a piaty Zeriav druhému navémiestu. V takomto pripade UF

nadobuda hodnotu 158Ze najazdi sa minimalny pet kilometrov.

Pri rieSeni maximalizaénej priradovacej ulohy by sme postupovali podobne ako pri

minimalizatnej, len pri redukciach by sme operovali vZzdyagvaéSou hodnotou.

Aby sme pri rieSeni pricdovacich Uloh zagili, Ze sme naSli najw&i mozny poet
zakruzkovanych nual v matici, musime dodrbhasledujici logicky postup (Linczenyi, 1978):
a)  Zakruzkujeme nuly, ktoré si jediné v riadku,presipci tak, aby v kazdom riadku
a v kazdom dpci bola zakrizkovana nanajvys jedna nula.
b) Ak je v kazdom riadku , resp.isti viac ako jedna nula, &ime riadok, resp. kiec

s najmensSim pom nul a vyberieme &om jednu nulu ako nezavisly, t.j. zakrdzkujeme
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jednu nulu. Takto postupujeme dovtedy, kym rievpame existujuci get nezavislych

nul.

Pri prekladani KK postupujeme takto (Linczenyi, 1978):

a) Vyberieme riadok, resp.igec, v ktorom nie st nezavislé nuly (ak také riadiesp.
stipce existuju) a prelozime nulami tohto riadku, resfpca kolmo na tento riadok,
resp. dipec KC. Tento postup opakujeme, pokia ide.

b) Ak sme tym v3etky nuly nepokryli, t. j. ak zastanepokryté len gice, resp. riadky
s nezavislymi nulami, vedieme(Kcez tieto dpce, resp. riadky. Pri takomto postupe

prekladania K sa nestane, aby sa fa dveciary na nezavislej nule.

Ku komplexu distribanych aloh patria aj iné Specialne dopravné probléiyré mézeme

definova ako prira’ovaci problém (lvarova, 2002):

* problém lfadania najkratSej cesty,

* problém obchodného cestujuceho,

* rozmiestiovaci problém (umiestnenie novych vyrobnych, regtadovacich kapacit,
ktorych rieSenie nadobuda hodnoty 0 a 1 tak akpnmad’ovacom probléme.

Zvla¥ vyznamny pre organizaciu ariedenie dopravy jeblgmm obchodného cestujuceho,
nazyvany aj problém okruznych ciest, resp. probd@&mravnych liniek. Problém okruznych ciest
spaiva na principe prepojenia miest tak, ze zgatocné aj konéné miesto (miesto dodavétg
su identické aZe kazdé miesto spotreby je len zaarnuté v dopravnej sieti. Cam je
minimalizacia celkovej iiky trasy, t. j. celkovych nakladov, resp. trvaogsty (pozri lvaniova,

2002).

Ulohy/otazky na samostatné rieSenie

1. Preo je v zakladnom rieSeni dopravného problému maxiengn + n - I nenulovych

premennych?
2. V¢om je z Wadiska formuléacie ekonomického a matematického inarfekladny rozdiel

medzi dopravnym a pridovacim problémom?
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3. Co su bivalentné premenné a aké je ich pouzitie?
4. Ako znie Kbnigova veta a a sa pouZziva?
5. Popiste postup vyptu pri jednotlivych metddach rieSenia dopravnyabhl
6. Uved'te rozdiel medzi vyvazenou a nevyvazenou dopravihoiiou.
7. Vysvetlite ekonomicky vyznam fiktivneho dodavateresp. odberata.
8. Aké rieSenie dopravného problému nazyvame degeaeé, vysvetlite akym spésobom
ho ziskame a ako ho odstranime.
Priklad ¢. 4.8

Predpokladajme, Ze ¢ty material je rozmiestneny v troch skladochv 00 jed. mat., £ 500
jed. mat., & 300 jed. mat. Material zo skladov treba prepidwu Styrom odberatem: O
pozaduje 300 jed. mat.,,0300 jed. mat., @ 200 jed. mat., @ 200 jed. mat. Prepravné sadzby
v € na prepravovanu jednotku su zapisané Wiabu

O, 0, O; O,
S 15 18 14 17
S 16 12 15 14
S 13 19 17 15

Ulohou je ukit optimalny plan prepravy materialu zo skladov k edi¢om, t.j. ugit, z ktorého
skladu kdko materialu prepraviktorému odberatevi tak, aby sme odberdtws plne uspokojili

a aby celkové prepravné naklady na rozvoz mateodheratéom boli minimalne.

Priklad ¢. 4.9

Predpokladajme, Ze tazkych nakladnych vozidiel je rozmiestnenych v Egach, ktoré su na
r6znych miestach. Vozidl4 treba prista\d prepravcom, ktori su na r6znych miestach. Treba
uréit, z ktorej garaze ku ktorému prepravcovi pristaxdzidlo tak, aby sa pri pristaveni vozidiel

najazdil minimalny pdet km. Vzdialenosti v kilometroch medzi G a P spigané v tabike.

P1 P2 P3 P4 P5
Gl 41 38 45 47 39
G2 44 41 49 45 50
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G3 48 37 51 49 52
G4 51 45 50 46 53
G5 49 47 52 54 48

Priklad ¢.4.10

Spolaénog” MECHA, s. r. 0., vlastni stavebné stroje, ktorgigiava poda poziadaviek r6znym
stavebnym firmam. Specialne Zeriavy VZZ, ktoré kbngili svoju pracu na predchadzajicom
pracovisku, treba presufitia iné stavby alebo na skladovaciu plochu. Spalg’ STAVO, s. r.
0., ma rozostavané Styri vyskové budovy, pri vystaktorych potrebuje VZZ Zeriavy. Plad
dohody spolénos’ STAVO, s.r.o., plati prendjom Zeriavov a sgolos’ MECHA, s. r. 0., plati
ich dopravu. PretoZe preprava Zeriavov jenvienakladna, snazi sa spéohms’ MECHA, s. r. 0.,
n4js’ také cestné spojenia medzi ukenymi stavbami a novo &majucimi stavbami, aby

prepravné naklady boli miniméalne. Vzdialenosti bkietroch su uvedené v tdle.

Stavba budovy 1 Stavba budovy 2 Stavba budovy 3 Stavba budovy 4
Stavba 1 380 km 276 km 428 km 524 km
Stavba 2 326 km 548 km 179 km 350 km
Stavba 3 476 km 390 km 280 km 462 km
Stavba 4 310 km 276 km 358 km 287 km

Vysledky
X12 = X23=X31=X44=1;2=1218

X12 = X201 =X33=Xau=1:;2=1169
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5. METODY SIETOVEJ ANALYZY

Ciele
» charakteristika a teoretické vychodisk&’'eieej analyzy,
» Klasifikacia a charakteristika si@vého grafu,
» Casova analyza sievého grafu metédou CPM, PERT, MPM a GERT,

» zdrojova a nakladova analyzatoeého grafu.

Siefova analyza (SA) jéag’ou matematického programovania. Jej teoretickyahkVori
tedria grafova tedria pravdepodobnasiredmetom skimania je konstrukcia, rieSenie itapa

matematickych modelov zloZitych komplexéwnosti (projektov), tvoriacich nadvéazny proces.
To znamena, Ze medzi tymitnnog’ami existuju technologické a organiné vazby v tom
zmysle, Ze Uita cinnos’ sa mdze z&t’ aZz po ukodeni niektorych inyclinnosti.
SA sa pouziva pri priprave, planovani, riadeni,réo@cii a kontrole zlozitych uloh v
réznych oblastiach hospodarskajnosti, napr. pri:
» planovani vyskumu a vyvoja,
« planovani a organizécii Vieych Sportovych a inych podujati,
* riadeni a kontrole réznych hlavne zlozZityatinnosti: chirurgicky zakrok, operné
predstavenie, riadenie letu rakety a pod.,
» vystavbe alebo rekonsStrukcii priemyselnych objeldaaych stavieb,

* rozbore technickej pripravy vyroby prototypov auskvej vyrobe a pod..

Metddy sig’ovej analyzy (MSA) sa vyuzZivaju na zosuladenigasovej nadvaznosti
réznych, vzajomne sa podmigucich ¢innosti pri riadeni rozsiahlyctprojektov. SA je
zamerand na konstrukciu, rieSenie a aplikaciu matiekych modelov zlozZitych komplexov
¢innosti — projektov, tvoriacich nadvazny proces technologické aorganizatné vazby
VSeobecne vSak mozno povédde vyuzivanie metdd SA je vyvolané potrebou vzdgého

a jednoduchého previazania navzajom sa ovljcich veltin (Dolansky, 1996).

175



Projekt mozno charakterizovaakto (Sakal, 2003):

v'Je to subor spravidla Meho pdé@tu ciastkovycheinnosti, ktoré si navzajom podmienené a

realizovaténé v utitom poradi a ktoré musia Byykonané v ramci rieSenia zlozitej tlohy.

v Pcatet ,produktoV takto organizovanyclEinnosti je maly, spravidla ide o splnenie jedinej
tlohy, napr. realizaciu jednej stavby, vybudovaneného zavodu, rieSenie jednej
vyskumnej tlohy a pod.

v' Realizacia jednotlivyclinnosti aj celej ulohy je spojena sgém rizikom, ako je bezné pri
opakovanycktinnostiach v ramci napr. vyrobného procesu akdaziskacasu (terminov),
tak aj z Wadiska nakladov. K&ze ide spravidla o neopakovité ¢innosti, odhady ich
trvania a nakladov sa robia na zaklade skuseno®sanim podobnych dloh v minulosti, a

preto moézu b aj pomerne dasnepresné.

v" Na realizacii jednotlivychtinnosti sa zéastiuju rézne oddelenia, Gtvary alebo aj firmy,

a preto treba kl&sdéraz na ich &innu koordinaciu

v' V fase realizacie projektu treba viac alebo mefato meni ¢asovy planv désledku

nutnosti prispésobov¥a sa meniacim sa technickym, orgafizan a ekonomickym

podmienkam.

Celkovy vyznam slova projekt sa d4 zhtndasledovne: ,Projekt je jeditiea suUstava
¢innosti smerujucich k dopredu stanovenému a jasfisavanému ciiu a ma uteny zaciatok a
koniec a vyZaduje spolupracu réznych profesii, waich kapacity a ich Usilie a vyuZiva
(pripadne spotrebovava) na vytvorenie l@ych vystupov informécii, materialu, pazi
schopnosti a zrénosti z@astnenychl’udi.* MéZeme tieZz poveda Ze projekt je jednorazova
transformacia vstupov (informacie, prostredie, make peniaze, schopnosti a #Znosti
zWastnenych rudi) na vystupy - ci®mvé produkty - za pomoci vyvojovyckinnosti
usporiadanych do etap, krokov a uloh a koordinogamadiacimicinnog’ami (Hrablik, 2009).

Na rieSenie uloh z oblasti riadenia projekto¥aaového planovania sa povodne vyuzivali
diagramy, v praxi nazyvan&@armonogramy vV literatire zname akdsanttove diagramy

gantogramy alebousa’kové diagramy(Sakal, 2003). Harmonogram bol v tejto kapitol@Ziy

v priklade 5.5 pri analyze zdrojov (obr. 5.24).
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V roku 1957 vznikla v USA metdda, pre ktoru sa deskstalil nAzovCPM (Critical Path
Method — Metdda kritickej cesty). Tuto metédu vywinM. R. Walker z chemického koncernu
DuPont a J. E. Kelley zo spgilwosti RAND pbvodne pod nazvom Project Planning and
Scheduling System (Systém planovania a rozvrhovprogektov). Pouzili ju v oblasti udrzby
a rekonstrukcie vyrobnych zariadeni a pri vyvojivich chemickych vyrobkov. Metéda je

uréend pre deterministické procesy

Priblizne o rok neskér vyvinuli W. Fazar , J. Roseim, C. Clark a D. Malcolm takmer
sitasne ale nezavisle od seba pre potrebu vyvojaibkégstrely Polaris metddu, ktora je znama
pod oznaenim PERT (Project Evaluation and Review Techniques — Metddanotenia

a previerky projektov), (Sakal, 2003). J¢ama pre stochastické procesy

Okrem uvedenych metdéd boli vyvinuté dplSie metddy siwveho planovania, napr.

MPM, PD alebo GERT. Su vSak menej zname a mengjipane.

Metddy SA sa zvyknu oziava’ aj ako:
— metddy siéového planovania,
— modely nadvaznych procesov,

— metbdy projektového manazmentu.

5.1 SIEFOVY GRAF PROJEKTU

Modelom projektu jesiet’ovy graf (SG), ktory je_konény, suvisly, orientovany, acyklicky,

hranovo alebo uzlovo ohodnoteny graf a vyjadrdieiddosti jednotlivychiinnosti projektu SG

predstavuje grafické znazornenie planovanej ak¢i8G su usporiadanym spésobom zoradené
jednotlivé ¢innosti, ktoré sa musia vykofiaaby mohol by dosiahnuty presne definovany Itie

celého projektu.

SG je prostriedkom na znazornenie projektiinaosti, ktoré musia ywykonané, aby bol
dosiahnuty stanoveny d¢igrojektu. Projekt preto rozdelime na jednotliiéstkovécinnosti a
zistime vazby medzi tymit@éinnog’ami. Vysledkom realizacie titej ciastkovej ¢innosti je
dosiahnutie witého stavu projektwyjadrenéhoudalos’ou. Udalosti oznéime Ej, E, ..., En.
Cinnog’, ktora prispieva k tomu, aby sa projekt dostalstavu vyjadreného udalfsu E; do
stavu vyjadreného udaltsu E;, ozn&ime pomocou indexov vychodiskového aloiho stavu
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(i, 1)

Pritom udalos E; nastava az vtedy, #esu ukorené vsetkyinnosti, ktoré prispievaju k

dosiahnutiu stavik; projektu.Cinnog’ (i, j) zasa neméze ga skor, ako je dosiahnuty stdy

projektu. Udalog E; nemusi nastahnel’ po ukorgenicinnosti §, j). Nastane az vtedy, &esu

ukorceneé vSetkyinnosti prispievajuce k dosiahnutiu steu(Sakal, 2003).

SG pozostava z dvoch geometrickych prvkov, a to z:
uzlov— nagastejSie st znazornené krazkami, Stvorcami, elipagmod.,

hran — znazornenych orientovanymi dkami.

SG sa delime na:
hranovo definované ¢innog’ projektu je modelovana hranou SG, t.j. orientowano
Usetkou a uzol predstavuje &atok alebo uko#enie jednej alebo viatinnosti,
uzlovo definované c¢innog’ projektu je modelovana uzlom SG avazby medzi

jednotlivymi ¢innog’ami su vyjadrené hranami.

Grafické znazornenie postupu prac na projekte pomno8G ma via prednosti, ktoré

mézeme zhrnfl nasledovné¢Dolansky, 1996):

SG poskytuje jasny préad orozsahu projektu, o nadvaznosti a podmienenost
Ciastkovych prac a o tom, ktoré z nich mézu predietitasne,

predstavuje preventivny prostriedok odstiaci moznos vypustenia délezitych prac,
vSetkym zamestnancom castnenym na projekte priblizuje problematiku riddecelej
akcie,

poskytuje podklady na vyhodnocovanigninosti navrhovanych opatreni,

postup prace je znazorneny vo forme SG aje kdispo Sirokému okruhu
zainteresovanych zamestnancov,

SG sa da vyhodne vyuZina rychle zaskolenie zamestnancov do problemaliye]

tlohy, at’.

Na obr. 5.1 je znazorner@ag’ hranovo definovaného sievého grafu (HDSG) s troma

¢innog’ami, prispievajucimi k dosiahnutiu stavig, jednou ¢innog’ou (a zarovee jedinou)
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prispievajucou k dosiahnutiu statfy ktora sa moze 2at’ az kel je dosiahnuty stafz projektu

a dvomaiinnog’ami, ktoré sa moézu 2a’ az po dosiahnuti sta\; (Sakal, 2003).

Yo
/¥/

Obr. 5.1

Uzol, do ktorého nevstupuje Ziadna hranapgéiatoény uzol grafu a uzol, z ktorého

nevystupuje Ziadna hrana,kencovy uzol grafu

5.1.1 Zakladné zasady pri zostavovani hranovo definovanyc konjuktivho
deterministickych SG

Z&kladné zasady, ktoré musia tbydodrzané pri zostavovani HDSG konjuktivno

deterministickych su:

1. Kazd&innog ma jeden pd&atocny a jeden koncovy uzol. Pomocoisel z&iatocného a
koncového uzla mdéZzem@#nnog presne definowa Pri HDSG rozdEujemecinnosti na 2
druhy:

» realne ¢innosti: skut@né ¢innosti (obr. 5.2), ktoré maju &ité ¢asové trvanie aa
ich realizdciu sa spotrebuju ¢ité prostriedky, znazaujeme ich v SG

neprerusovanymi orientovanymi @gkami.

I—J

Obr. 5.2

« fiktivne €innosti: maju nulové trvanie a &isa pri nich nespotrebliva a nevyzaduju

Ziadne naklady, zakrBgeme ich preruSovanymi ideami (obr. 5.3).
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PouZzivaju sa ako pomocrospiiedok na:
» odstranenie paralelnosinnosti,
* vyjadrenie zavislosti medzinnog’ami,
e sprelfadnenie SG,
e Upravu SG s cimm dodrza formalne pravidla,
» vyjadrenie inych ako technologickycht@hov — najastejSie
organiz&nych.

2. SG podobne akéinnosti by mal mé 1 vstupny uzol a 1 vystupny uzol. Ak to tak nie je

mébzeme pomocou fiktivnyatinnosti SG normalizova

oA
[ RRY

vstupné
uzly

vystupné
uzly

Obr.5.4

3. Medzi dvoma uzlami méze bezprostredne prelfiddmjednainnog’”

toto nesmie obsahava odstranime prithariiktivneho uzlak
Obr. 5.5

180



4. Pouzitie fiktivnychtinnosti na zndzornenie zavislosti me&imnog’ami. Napriklad (obr. 5.6):
mame cinnosti A, B, C, D; z&atie ¢innosti C je zavislé od ukafenia acinnosti A aB

acinnog’ D sa mdze zat’ po skorenicinnostiB.

A C A ‘:) C .

Obr. 5.6

5. Ak nakreslime SG ¥asovej mierke v takom pripad&HRy hran grafu nemusia Byimerné
trvaniu jednotlivychéinnosti. OZky hran volime tak, aby bol S& najpreliadnejsi, aby sa
hrany¢o najmenej pretinali, aby mal nejakd hlavni oskiaaej je najviac uzlov a aby mal

Zjavny vstup a zjavny vystup:

L 900
_._Q._.Q_._.Q_._.Q_._.b
200

Obr. 5.7
6. Agregacia a deadregéacia SG (obr. 5.8):

- ak zostavujeme SG pre vrcholové riadiace stupet®, SG su silne agregované,

- stredny stupe riedenia - SG sU0 oVa menej agregované ako pre vrcholovy siupe
riadenia a poskytuju nam digeviacej informacii,

- operativne riadenie- najmenej agregované, musiaevopisa danu skuténog’, lebo na

ich zaklade sa priamo riadi realizacia projektu.
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agregéacia
l>
\{T‘

eloebaibeap

v A B,C,D,E F
> >

Obr. 5.8

SG nesmie obsahavayklus:

- ak by obsahoval cyklus nemdzZeme tataisova analyzu,

- v incidertnej matici sa cyklus prejavi tak, Ze sa objaviaul@ré prvky na hlavnej
diagonale alebo pod hlavnou diagonalou.

Aby sme mohli spravne zostdviSG musime mnta o kazdej ¢innosti nasledovné
informécie:

a) musime pozmaktoréc¢innosti dan&innog’ bezprostredne predchédzaju

b) musime poznaktoréc¢innosti za danodinnog’ou bezprostredne nasleduju

c) musime poznaktorécinnosti sa mdzu vykonavgaralelnes danowinnog’ou,

d) musime poznazavislostimedzi¢innog’ami.

Metody zostavovania SG su:

a) Metdda postupu vpred zistime vSetkyinnosti, ktoré ni nepredchadza a tieto

¢innosti zakreslime, potom zistime vSetkipnosti, ktoré bezprostredne nasleduju
po tychtocinnostiach a zakreslime, az sa dostane®ianostiam, po ktorych uz &i
nenasleduje (posledné).

b) Metéda postupu spa- je op&na, zistime vSetkyinnosti, za ktorymi uz i

nenasleduje, potom zistime vSetkinnosti, ktoré tietoc¢innosti bezprostredne
predchadzaju, az dovtedy kym pridem@&nrnosti, ktorl uz i nepredchadza (prva).
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c) Metdda z prostriedke SG nezostavujeme naraz, ale si ho rozloZimé&astkové,

ktoré potom spojime do celkového grafu.

Zostrojovanie SG prebieha zhruba v troch fazatbré su spokné pre vSetky metody
sieovej analyzy:
1. f4za- vytvorime_zoznandinnostia ukime vazbymedzi nimi. Tento krok sa robi timovo

a neda sa Ziadnym spésobom zautomatizdve kazdeginnosti projektu dodrziavame
vysSie uvedené zasady na zostavovanie SG.
2. faza- vytvorime graficky model projektu — S®. nakreslenom SG uzly oz&©igeme

¢islami, ¢im ziskavame zaroviei ozna&enie kazdefinnosti SG ako dvojicéisiel (, j),

pricom vSeobecne plati < j. Po vytvoreni SG ako grafického modelu projektu
nasledujetasové ohodnoteni&nnosti. uréenie trvaniat; kazdejcinnosti §, j) projektu

bud vypottom (na zéklade vykonovych noriem), alebo odhadgmosKytnutym

kvalifikovanymi odbornikmi);
3. faza - obsahuje vypitanie vSetkych potrebnych charakteristik, ich gnal a

vypracovania zaverov ako pre jednotlmenosti tak aj pre cely projekt.

5.1.2 Ohodnotenie SG

Vzhradom ne ekonomick( interpretaciu jednotlivy¢éimnosti projektu v SG tieto

ohodnocujeme. Prakticky sa pouzivaju tri druhy atuidniacinnosti(Sakal, 1989):

1. Casové ohodnoteni@nnosti- kaZdej¢innosti v SG priradime obvykle celé kladgiélo,

ktoré vyjadruje p&et zvolenychcasovych jednotiek (napr. dni, tyiml, mesiacov,

rokov a pod.), potrebnych na realizaéinnosti.
2. Zdrojové ohodnoteni&nnosti- ¢innostiam SG priradiméisla, ktoré vyjadruju potrebu

jednotiek ugitych zdrojov (materidl, finatmé prostriedky, normohodiny, plochad’gt

potrebnych na realizacitinnosti.

2. Nakladové ohodnotenignnosti- cinnostiam SG priradimeisla, vyjadrujuce Udaje o

nakladoch na realizacitinnosti.
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Vorba druhu ohodnotenia zavisi odeiu pouzitia SA. Casové ohodnotenie je zakladné pre
vSetky typy modelov a analyz a my ho vyuZijemenpetodach CPM, PERT, MPM a GERT.
Specialnym pripadom ohodnotenia SG je pravdepodibéo ohodnotenie. Pri
zovSeobecnenych SG sa jednotlivé hrany ohodnogyjtaadepodobnostne; st im priradené
(pravdepodobnostiXisla medzi 0 a 1, ktoré predstavuju podmienené depedobnosti
realizacietinnosti. Pravdepodobnostné ohodnotenie vyuZijemmetode GERT.

5.1.3 Klasifikacia hranovo definovanych sigovych grafov

HDSG rozliSujeme pdi interpretacie uzlov S&hladom na vstupnud a vystuptas’

uzla.

Vstupnacag’ uzlasa chape ako (fiktivna&ag’ uzla, v ktorej kotia ¢innosti SG. Po jej

dosiahnuti nastava udatps.j. realizacia uzla, ku ktorej dojde, ak su iEalané:

» vSetkycinnosti do uzla vstupujuce - konjunktivny vstup,

e aspa jedna zo vstupujacickinnosti - inkluzivny vstup,

* ibajedina vstupujucé&nnog’ - disjunktivny vstup.

Vystupnadag’ uzlasa chape ako (fiktivnaag uzla, z ktorej vystupujdinnosti SG.

Realizacia vystupujucictinnosti je podmienena realiziciou uzla, po ktoréfennasta

* z&atie realizacie vSetkych vystupujuciginnosti - deterministicky vystup,

» z&atie realizicie jednej alebo nidkgch vystupujucichéinnosti s witou

pravdepodobna®u - stochasticky vystup.

V nasledujuicej taldikke uvadzame mozné interpretacie uzlov SG spolysdalmi na ich
grafické odliSenie.
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Tab. 5.1
Vystup | DETERMINISTICKY | STOCHASTICKY

Vstup

KONJUNKTIVNY a

P 4

O O
INKLUZIVNY 4 <> <>
o &

DISJUNKTIVNY 4

V praxi sa najastejSie vyuZzivaju kombinacie:
a) konjuktivno deterministicky uzol (CPM, PERT),
b) konjuktivno stochasticky (rozhodovaci) uzol (GBR
c) disjunktivno deterministicky uzol (GERT).

HDSG delime na zaklade interpretacie uzlov na (54k&80):

1. Konjuktivho deterministické SG: obsahuju len uzly s konjuktivnymi vstupmi
a deterministickymi vystupmi. Ohodnotenie SG mo6Ag’ Basové, nékladové alebo
zdrojové, priom casové ohodnotenie moézetbygeterministické (CPM), t. j. s jedinou
hodnotou trvanig&innosti alebo stochastické (PERT), t. j. pomocatityeh charakteristik
rozdelenia pravdepodobnosti trvagianosti.

2. ZovSeobecnené SGobsahuju asppjeden uzol s inou interpretaciou ako konjunktivno
deterministickou. Ohodnotenie SG mbézet liasove alebo nakladové. Predstdiata

metodcasovej analyzy su metody GERT alebo metddy anabfaadovacich stromov.

Uzlovo definované simvé grafy (UDSG) sa chapu len ako konjuktivno deieistické (CPM,
MPM).
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5.1.4 Formalizacia si€ovych grafov

V praxi sa vyuzivaju tieto spésoby formalizaciepiza) SG (Sakal, 2003):
grafické znazornenie,
tabu’kové vyjadrenie,
incidertna matica,

matematicky: G(U, H),

YV VYV VvV V V

Ganttovym diagramom (harmonogram).

Grafické znazornenievyuziva diagram grafu (v praxi je zauZzivanejSimnpmm na
oznaenie diagramu grafu pojem ,graf‘, preto ho budem#aisom texte pouzivq Grafické
znazornenie je n&hstejSim spbésobom znazornenia v pripade malyctednst vékych grafov
(do 300 az 500innosti). Ako priklad moZno uviés

1. HDSG:
3
4 N
¥ | o
6
1
P—I
Obr. 5.9
2. UDSG:
3 > 4
1 6
Obr. 5.10

Kazdy HDSG mozno prekreslUDSG a opéne.
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Tabuw’kové vyjadrenie umoziuje zachytf viac informacii, avSak je menej pialné ako
grafické znézornenie. Prikladom je tékai5.2, uvedena v zadani prikladu 5.1. Okrem Udajov
obsiahnutych v tejto talfke (islo alebo ozngenie ¢innosti, popis¢innosti, trvaniecinnosti
a zoznantinnosti - bezprostrednych predchodcov uvedemejosti) méze tabilkka obsahovaaj
d'alSie informécie, napr. Specifikaciu zdrojov ¢iglenie nakladov (aj pre viac alternativ trvania
¢innosti), namiesto zoznamu bezprostrednych predchwoadndze obsahovapriamo dvojicu
uzlov, ktorych spojnicou je hrana reprezentujucaddénnog’ a pod. Pri malych a strednych
grafoch sa talikové vyjadrenie pouziva spravidla subeZzne s grafickznazornenim, pri

velkych grafoch (nad 508innosti) sa tabilkkové vyjadrenie pouZziva ako jediné.

Inciden¢éna matica(IM)- mbZe sa pri popise sievého grafu vyskytovav troch podobéch

— IM uzol-uzol, IM uzol¢innog’ alebo IM ¢innog’-¢innog’. IM uzlol-uzol je Stvorcova matica
rozmerunxn, kde n je paet uzlov grafu. Prvkami maticg moézu by priamo Udaje, ktorymi su
ohodnotené hrany spéajajuce uzlyj, napr. trvani€innostit; alebo hodnoty 1 (ak medzi uzlami
| aj existuje orientovana hrartg), resp. 0 (ak takato hrana neexistuje)-tgm riadku matice
teda su udaje ¢innostiach reprezentovanych hranami, ktoré vystiguj-teho uzla a vj-tom
stipci matice su Gdaje &nnostiach reprezentovanych hranami, ktoré vstuplgjuj-teho uzla.
Zaklad tabiliky pouzitej pri rieSeni prikladu 5.3 v tdle tvori prave incidema matica uzol-
uzol, ktorej prvkami st hodnoty. Priklady pre jednotlivé IM su:

1. Incidegnd& maticauzol — uzol: zachytava len topologiu SG (obr.5.11a) zachytioaj

topolégiu a agasove trvanie jednotlivyctinnosti (obr. 5.11b).

11 2| 3| 4] 5 6 12| 3] 4 5] 6
1 111 1 5| 6
2 1|1 2 8| 3
3 1 3 4
4 1 4 2
5 1 5 1
6 6

Obr.5.11a Obr.5.11b
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2.

Incidegna maticauzol —¢innost’: pouziva sa pri HD SG.

14 1,3 23 24 35 4,4 5,6
4 1 1
2 -1 11 kfiﬁamené Zéatocny uzol
3 Al 1 1 -1 znamen& koncovy uzol
4 -1 1
5 -1 1
6 -1 -1

Obr.5.12

Nemusi b Stvorcova: peet riadkov matice = pitu uzlov SG a peet sipcov matice =
poétu hran SG. Pouziva sa vtedy, ak ulohy v SA rieSipmmocou modelov

matematického programovania

Incidergtna maticatinnost’ — €innost’: pouziva sa pri UDSG. Je to Stvorcova matica, do

riadkov a sipcov piseme uzly{nnosti).

1 2 3 4 5 6
1 1 1
2 1 1
3 1
4 1 1
5 1
6

Obr. 5.13
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Matematickyzapisujeme Udaje o swvom grafe nasledovne: G(U,H), kde:
» U- predstavuje definovani mnozinu uzlowsieého grafu,

* H- predstavuje definovani mnozinu hrarn‘sieho grafu.

Ganttov diagram(GD) (obr.5.14) oznsmvany aj ako us#&ovy diagram, sa zakrBge
v meradle (v&Sinou v ¢asovom) a usdky tohto diagramu, znaztwjlce jednotlivéciastkové
¢innosti s0 Umerné mnozstvu spotrebovanéasu. Pomocou tychto diagramov sledujeme
vzajomnu zavislasjednotlivychéinnosti véase. Do popredia tu vystupuje predovsetkynaiz
medzi udalog&ami acasom,¢o je hlavna Uloha a predniogse&kovych diagramov. V désledku
toho mbézeme tieto diagramy pouzivako nastroje zostavenéasového planu a aj ako nastroje
kontroly postupu prac. GD je moZné paupre rdzne stupne dekompozicie projektu, pre rézne
casové horizonty, rézne stupne podrobnosti aj gastkové projekty. Vyhodou GD je jeho
jednoducho$ a zrozumiténog’. To je tiez hlavny dévod, Ze ho manazéri projektouzivaju na
sledovanie priebehu prac tak, Ze v grafe zobramiglen planované, ale aj skdt® dosiahnuté
vysledky (Hrablik, 2009).

V dosledku toho, Ze tieto diagramy nebadhiovali vzahy medzi jednotlivyméinnog’ami,
doSlo k vyvinutiu siéovej analyzy, ktora sleduje a prepracovava hlaviyglienku GDd’alej,
pricom zarové Ucinne rieSi problém koordin4cie vSetkyegimnosti tak, aby akcia ako celok bola
splnenac¢o najskér. Kym GD vyjadrujetasovl postupnds ¢iastkovych operacii, sievé
diagramy zobrazuju v plnej Sirke ich vecnu (orgaing, technologickl) zavislésNapriek tomu
GD v povodnej podobe zostane agdaéej cennym nastrojom planovania a riadenia vSade t
kde ide vyslovne o sledovanimsového, pripadne objemového plnenia uUloh bez tndBé
dérazu na wah medziciastkovymi cinnog’ami (vyroba, vlastné naklady, produktivita prace,

zamestnana’s vyuZzitie vyrobného zariadenia a pod.) (HrabliRDQ).
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. Zrealizovang prace Mezrealizovand prace

Obr. 5.14

Zdroj: Hrablik, 2009

Na priklade 5.1 je demonStrovany spdsob zostavavaaioveho grafu.

Priklad &. 5.1

Vedenie spolénosti sa rozhodlo vybudovanovd vyrobna prevadzku.

Odbornici

Specifikovalicinnosti, ktoré musia hiwvykonané, ich trvanie (v tyAdch) a ich vzajomné vazby:

Tab. 5.2
Cislo Bezprostredne
" . Popis¢innosti Trvanie| predchadzajuce
¢innosti o :
¢innosti
1 Uprav staveniska a zemné prace 3 -
2 Vybudovanie zakladov 2 1
3 Vytvrdnutie zakladov (nevyhnutny predpoklddlSich stavebnych 1 2
prac)
4 Stavba vyrobnej haly a slvisiace prace 5 3
Vybudovanie spevnenej pristupovej cesty nevyhnutagjovoz
5 vyrobného zariadenia do vyrobnej haly (prace vykanskupina 4 2
pracovnikov, ktori budovali zaklady)
6 Objednanie a vyroba vyrobného zariadenia 12 -
Dovoz a inStalacia vyrobného zariadenia pracovnikmi
7 . . 2 3 4,5,6
dodavatéskej organizécie
8 Priprava a zaSkolenie obsluzného persondlu v datlévatéa 2 i
vyrobného zariadenia
Naplnenie skladu vo vyrobnej hale potrebnou zasgubotovarov
9 ! < " X 1 4,5
pred z&atim skuSobnej prevadzky
10 SkuSobné prevadzka 2 7,8,9

Ulohou je zostavi SG.
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RieSenie
Pri zostavovani SG metédou postupu vpred tlspéznikne graf zobrazeny na

obrazku 5.15a (5.15b) a po Uprave ¥gdim zbyténych fiktivnych hran graf zobrazeny na
obr. 5.16.

8 N
1 o~ 2 ﬁaﬁdﬁB%mQ
5 5 7 Ty
- é?c
Obr. 5.15a
e
p g
d']ﬁ?ﬁSﬁdﬁg 1EIQ
S fy S
e ‘x# 7
—
e
-
R E
Obr. 5. 15b

Obr. 5.16

Cinnosti 1 a 2 by mohli kiyza ugitych predpokladov zkené do jednefinnosti, ktorej trvanie

by bolo s@tom trvani pévodnyckliinnosti.
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Predtym, ako pristupime k tretej faze — rieSennpldime hrany adajmi, t. j. ohodnotime
ich. Prakticky sa pouzivaju tri sp6soby ohodnotémaosti —¢asove zdrojovéalebonékladové
Vorba spbésobu zavisi odélu pouzitia SA. Prtasovom ohodnoteni je hrana doplnena udajom
o trvani danej¢innosti, pri zdrojovom udajom o potrebe jednotieddnotlivych zdrojov na
realizaciu ¢innosti (materidlu, finatnych prostriedkov, normohodin, plochy a pod.), pri

nakladovom udajom o nékladoch, spojenych s reatimataneginnosti.

5.2 CASOVA ANALYZA SIE TOVEHO GRAFU METODOU CPM

Prvym krokom rieSenia SG byvasova analyza, t. j. vypet Udajov, ktoré charakterizuju
priebeh prac na projekte a tvoria zaktadového planu celého projektiasova analyza je tiez

vychodiskom pre ndkladovu alebo zdrojovu analyzu.

5.2.1 Zakladné charakteristiky — definicie a vyp&ty

Pri ¢asove] analyze maju rozhodujuci vyznam udaje o dkaoh, v ktorych nastanu
jednotlivé udalosti, idaje o trvani,czatku a ukogeni jednotlivychtinnosti aj projektu ako celku

a Udaje o rezervach. Su to (Sakal, 2003):

a) casové charakteristiky tykajuce sa projektu akowcelk

To ¢as zaiatku projektu (mbéze by zadany absolutne — ako datum alebo relativne — &
Oll)’

Th vypaiitany ¢as trvania projektu(trvanie projektu dané stom trvaniacinnosti tvoriacich
kritick(l cestu = {¥ka kritickej cesty),

Tp planované trvanie projektutrvanie projektu, ktoré zodpoveda pozZzadovanénmniteu

jeho ukortenia);

b) casové charakteristiky tykajlce sa jednotlivgainosti

tj trvanie ¢innosti (i, j) (vyjadrené v zvolenyclasovych jednotkdch —ndch, tyZdioch,

mesiacoch a pod.),
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ZM;

KM;

ZP;

KP;

RG

RV,

RN;

RZ;

najskdr mozny z&atok ¢innosti (i, j), t. j. casovy okamih, v ktorom sa prisluséidnos’
moze najskor zat’,
najskér mozny konie@innosti (i, j), t. j. casovy okamih, v ktorom sa prisluséianos’

moZe najskor skatit',

najneskor pripustny zé&atok ¢innosti (i, j), t. j. casovy okamih, v ktorom sa musi
prislusn&innog’ najneskoér zéat’,

najneskor pripustny konieéinnosti (i, j), t. j. casovy okamih, v ktorom sa musi prislusna
¢innog’ najneskor skatit,

celkova rezervadinnosti (i, j), t. j. paet ¢asovych jednotiek, o ktory mozno najviac
predzit’ trvanie prislusnejinnosti alebo posunijej zasiatok oproti jej najskér moznému
z&iatku bez toho, aby sa zmenilo trvanie celého jtaj€ak sa trvanie dan€jnnosti
predZi o celkovu rezervu, stane sa téionos’ kritickou, rovnako ako aj aspgedna z jej

bezprostredne predchadzajicich a #gpdna z jej bezprostredne nasledujlcicmosti),

val’na rezervadinnosti (i, j), t. j. paet ¢casovych jednotiek, o ktory mozno najviac
predZit trvanie prislusnejinnosti alebo posunijej zasiatok oproti jej najskér moznému
z&iatku bez toho, aby sa zmenil najskdr moZznyiatak vSetkych bezprostredne
nasledujuciciEinnosti (vi¢erpanie vinej rezervy nema vplyv na celkovl rezetinosti

vystupujacich z uzlg),

nezavisla rezervainnosti (i, j), t. j. paet ¢asovych jednotiek, o ktory mozno najviac
predzZit trvanie prisludnejinnosti alebo posunijej zasiatok oproti jej najskér moznému
z&iatku bez toho, aby sa zmenil najskdr moZnyiatak vSetkych bezprostredne
nasledujdcich ¢innosti  a najneskér pripustny koniec vSetkych bestpedne
predchadzajucickeinnosti (je to vlastne maximéalne posunutie alebedgenie danej
¢innosti bez odalovania, alebo predlZzovania nasledujuckoimosti za predpokladu, Ze

predchadzajuc&nnosti sa kotia ¢o najneskar),

zavisla rezervacdinnosti (i, j), t. j. paet ¢asovych jednotiek, o ktory mozno najviac
predZit trvanie prisludnej¢innosti alebo posunt jej zasiatok oproti najneskér
pripustnému koncu bezprostredne predchadzajusiimmosti bez toho, aby sa zmenil

najneskor pripustny Zemtok vSetkych bezprostredne nasledujudicimosti (je to vlastne
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maximalne posunutie alebo pigenie danefinnosti, ktoré neovplyvni trvanie projektu,

ak predchadzajuagnnosti vyuZzili svoje rezervy);

c) casove charakteristiky tykajuce sa jednotlivych wzlo

TM;  najskdr mozny termin uzla, it. j. ¢asovy okamih, v ktorom sa mdze najskor usknitd

udalog vyjadrena prisluSnym uzlom,

TP, najneskoér pripustny termin uzla, it. j. ¢asovy okamih, v ktorom sa musi najneskor

uskut@nit’ udalos vyjadrena prislusnym uzlom,

R rezerva uzla,it. j. rozdiel medzi najskor pripustnym a najnegsk®znym terminom uzla
(R=TR-TM).

V nasledujucich vyp&toch budeme predpoklafiaze planovanym trvanim projektu bude

vypccitané trvanie gas zdiatku projektu bude zadany relativne, Tg.= 0.

Casové charakteristiky sa ¢itaju na zakladeekurentnych vz’ahov. Vypocet ma 2 etapy.

V prvej postupujeme od p@mtocného uzla ku koncovému uzlu a&ueme _najskér mozné

terminy ¢innosti aj uzlov, v druhej etape postupujeme odckegho uzla k pBiatocnému a

uréujeme_najneskor pripustné termifignosti a uzlov.

Najskor mozny a najneskor pripustny termin uzlamoeaitit pomocou veahov:

™, =ZM,

™, =T, =0 (pcXiatoeny uzol grafu méa indeg),

™, = mhax(TMh +tm) (h st indexy vSetkych uzlov, z ktorych vystupuju tyran
vstupujuce do uzlg,

TR, =TM_ =T, (koncovy uzol grafu ma index),

TP = mkin(TF}( —ty) (k su indexy vSetkych uzlov, do ktorych vstupuju lyran

vystupujuce z uzlg.

Casové charakteristiky jednotlivyeimnosti mozno vypétat pomocou véahov:
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ZM; =TM,

KM, =ZM; +t, =TM, +t,

ZR =Kk —-t; =TH -t

Postupnot hran ¢innosti) spdjajucich poatoény a koncovy uzol grafu, v ktorom sa kazda
nasledujucd&innog’ zatina v uzle, kde sa predchadzajéoamog’ korci, sa nazyvaesta Trvanie
cesty je sttom trvania vSetkyckinnosti tvoriacich cestu. Cesta, ktora ma najdihSianie, sa
nazyvakriticka cesta Kazda zinnosti tvoriacich kriticktl cestu jriticka ¢innost’. Cinnog’ je

kriticka, ak plati:
t, =TP -TM,
Pre kriticku¢innog’ plati tiez, Zze

t, = KR, —ZM, ZMm, =ZP, KM, =KP,

Kritické ¢innosti maju vSetky rezervy nulovEriticka cesta prechadza cez uzly, ktoré maju

nulova rezervu uzla. V SG mbézetbgj niekd’ko kritickych ciest, ktoré sa m6zu vetvKriticka
cesta mdze obsahdvaj fiktivne ¢innosti, ktoré vak maji nulové trvanie, a pretejkdizke

neprispievaju.

Cinnosti, ktoré neleZzia na kritickej ceste, sa nag§wekritické ¢innosti. Maju nenulov
prinajmenSsom celkovd rezervu a ¢itych pripadoch mézu nianenulové aj iné rezervy.

Rezervycinnosti mozno vypdtat’ (obr.5.17) pomocou ¥ahov:

RC, =TP -TM, —t; =KP, ~KM, =ZP, —ZM,

[ [

RV, =TM, -TM, —t; =TM, -ZM, —t, =TM, —KM,

ij

RN, =max{T™M, -TR -t 0)

i

RZ, =TP -TR -,

195



TM, R, TP, ™ R TP
J J J

i i i
t. RC. .= TP ,=TM. -t ,
ij " ij J i "ij
1j 2 RViJ.= TMJ-TMi-tij
> 4 i o
| o
—
RNij= max/TMj-f i-tij:o/

Obr.5.17

5.2.2 Vypdet v grafe

V predchadzajucom texte bol uvedeny postup zostvavSG. V ramci druhej fazy tohto
postupu sa vytvori graficky model projektu — SG gmdna podobu ako napr. na obr. 5.16).
Predtym ako pristupime k vypmm (3. faza postupu), je vhodné prekregraf do podoby,
v ktorej mozno do uzlov a ku hranam pisgypaiitavanécéasové charakteristiky. Umiestnenie

Gdajov je zrejmé z obrazku 5.18.

Obr. 5.18

Po prekresleni grafu a jeho doplneni aamm hran, uzlov a tdajov o trvani jednotlivych

¢innosti mozno pristapik rieSeniu poth nasledujuceho postupu:
1. Do paiatocného uzla zapisahodnotuTM; = 0.

2. Ku vSetkym hranam vychadzajucim zjadocného uzla grafu zapiganodnotyZM;; = 0

aKMgy =ty;.

3. Vuzlej, kde si zname hodnotg¢M; vSetkych hran vstupujiucich do tohto uzlagitir

a zapiséthodnotuT M; ako_maximunzo vSetkych hodndM;.
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4. Pri uzlochj so znamymi hodnotamTM; urit ZMy = TM; aKMj = ZMj + ty  vSetkych
hran vystupujucich z uzla
5. Body 3 a 4 tohto postupu opakéwe# do uéenia vSetkych hodnokM, TM aZM v grafe.

6. V koncovom if- tom) uzle grafu wit hodnotu TP, = TMp.

7. Uit hodnoty KPnn = TP, aZPmn = KPmn—tmn VSetkych hran vstupujucich do koncového

uzla.

8. Vuzlej, kde su zname hodno¥P; vSetkych hran vystupujicich z tohto uzlagitir

a zapiséthodnotuT P, ako_minimumzo vSetkych hodn&Py.
9. Pri uzloch so znamymi hodnotami’ P, urit KP; = TP aZzP; = KP; —t; vSetkych hran
vstupujucich do uzla
10. Body 8 a 9 tohto postupu opakted do utenia vSetkych hodndKP, TP aZP v grafe.
Uvedeny postup pozostava z dvoch faz. V prvej —postupe od psiatocného uzla ku
koncovému sa &uju najskdr mozné terminy uzlov, &atky a koncec¢innosti, v druhej — pri
postupe od koncového uzla kgetotnému sa wiuju najneskor pripustné terminy uzlovgizaky
a konce cinnosti. Po ukogeni postupu wime avyznéime v grafe kritické cesty tvorené
postupnogami kritickych ¢innosti. Ktoréfinnosti su kritické, utime pomocou vySSie uvedenych

vztahov. NavysSe, kritické cesty prechadzaju cez urylevou rezervou.

Na priklade 5.2 je demonStrovaiasova analyza sievého grafu vyp&tom v grafe.

Priklad &. 5.2

Priklad nadvazuje na vysledok rieSenia priklady kde na zaklade zadania bol zostaveny
SG projektu. RieSenim v grafe ¢ime celkové trvanie projektu, kritickéinnosti a celkové

rezervy RC) nekritickychéinnosti.
RieSenie
Najprv treba graf z obr. 5.16 prekréstio podoby vhodnej na rieSenie v grafe. Uzly budu

doplnené ¢islami (alebo inym ozr@nim, napr. pismenami). Vysledok rieSenia v grafe |

uvedeny na obr. 5.19.
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Obr. 5.19

Z obrazku vyplyva, Ze celkové trvanie projektu jé tzdiov, kritickymi ¢innog’ami su
ginnosti 6, 7 a 10Cinnog’ 8 ma celkovl rezervu 13 tyifolv, ¢innosti 5 a 9 maji celkové rezervy

3 tyzdne &innosti 1, 2, 3, 4 maju celkové rezervy 1 tyide

5.2.3 Vypdet v tabulke

Zaklad tabiiky, v ktorej budeme robi casovd analyzu SG, tvori incidama matica
uzol-uzol. Riadky zodpovedaju uzlom, z ktorych wysiju hrany sigového grafu ij, sipce
zodpovedaju uzlom, do ktorych hrany SG vstupyja Prvkami matice sU Udaje o trvani
jednotlivych¢innosti €;), ktoré sa zapisuju do stredu jednotlivych burisii’ky na prieséniku
prisludného riadka alpta. V pripade fiktivnyckinnosti sa zapiSe hodnota 0. Ak medzi uzlami
neexistuje hrana, bunka ostava prazdna. Okrem a@dayanic¢innosti sa do buniek tabky budu
zapisova v priebehu rieSenia aj GdajéM; aZP;. Do posledného fgtca tabiky sa budd
zapisovd udajeTM; a do poslednych dvoch riadkov ud@@ aTP, —TM; =R (tabuka 5.3).

Tab. 5.3
i\ 1 2 n ™
KM;
1 t”
ZP;

2

n

i
TP -T™
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Po zhotoveni tality avlozeni udajovt; bude vlastné rieSenie prebiéhgod’a

nasledujuceho postupu:

1.

2.

10.

11.

Do bunky na priesaiku riadka poiatoiného uzla a §ca TM; zapisé hodnotu O.

Do praveého rohu vSetkych obsadenych buniektyth, ktoré zodpovedaju existujacej hrane

v grafe) riadka p&iatocného uzla zapisehodnotuKM;; = TM; + t;.

N&js* j-ty stipec, v ktorom st uz v3etky hodndf; urcené a z nich @it d’alSiu hodnotu
TM; ako maximumz hodn6tKM; j-teho sipca. (Tento bod treba zopakdvtolkokrat,
v karkych stpcoch st ufené vietky hodnotfM;;.).

Vo vSetkych obsadenych bunkach riadkaryplnenou hodnotoliM; urcit KMjj = TM; + t.
Body 3 a 4 opakovaaz do utenia vSetkych hodndKM; aTM; v tabuke.
Priradt a zapisado tabuiky hodnotu TP, = TM, (n je index koncoveého uzla grafu).

Vo vsetkych obsadenych bunkagheho sipca s utenou hodnotouTP, vypaita a zapisé
do tabuky hodnoty ZP; = TP, —t;.

Najs’ i-ty riadok, v ktorom su uz vSetky hodnaddy?; urcené a z nich dit’ d’alSiu hodnotu
TP ako minimumz hodn6tZP; i-teho riadka. (Tento bod treba zopakiowarkokrat,
v kol’kych riadkoch st @ené vSetky hodnotyP;.)

Body 7 a 8 opakovaaz do utenia vSetkych hodndZP; aTR v tabudke.
Vypciitat’ rezervy uzlovR, = TP, —TM a zapiséiich do posledného riadka tdltby.

Vypcaiitat' a zapisé do tabuiky, ktorej hlavtka méze mgé napriklad podobu uvedenu v
tabu’ke 5.4d’alSie charakteristiky pdd nasledujuacich wahov:

ZM; = TM,

KP;j = TP,

RG; = ZP; — ZM; = KPj — KM

RV; = TM, — KM,

RN; =TM; - TR —t; (alebo 0, ak by vyslo vygtom ¢islo menSie ako 0)

RZ; = TR - TR —¥.
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Tab.5.4

Cinnog' | i | j || zMy | KM, | ZP. | KP. | RG; | RV, | RN; | RZ

Na priklade 5.3 je demonStrovafesova analyza sievého grafu vyp&tom v tabuike.
Priklad ¢. 5.3:

Priklad rovnako ako priklad 5.2 nadvézuje na vya#edieSenia prikladu 5.1, kde na
z&klade zadania bol zostaveny SG projektu. RieSenfabu’ke (incidenej matici) utime
celkové trvanie projektu, kritick€innosti a celkové rezervyRC) nekritickych ¢innosti, ale
navyse ajl’alSie rezervy nekritickyctinnosti -RZ, RVaRN
RieSenie
Pri rieSeni vychadzame rovnako ako v predchadzajugipade zo zadania prikladu 5.1.

Zostavime tabiikku (tabwka 5.5), prtom uzly pomenujeme rovnako ako pri grafickom riéSen
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Tab. 5.5

A B C D E F G H ™,
3 12 2
A 3 12 2 0
1 0 13
5
B 2 3
4
6 9
C 1 4 5
6 8
11
D 5 6
7
11 12
E 0 1 11
12 14
15
F 3 12
12
17
G 2 15
15
H 17
TR, 4 6 7 12 12 15 17
TP - TM 0 1 1 1 1 0 0 0

Hodnoty z tablky 5.5, ako ajd’alSie Udaje, ktoré time na zaklade uvedenychtahov,

zapiSeme do talky 5.6:
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Tab. 5.6

Ginnos' | i | j | t |zm; | KM, | zP, | KP; | RC | RV| RZz| RN
1 A | B[ 3 0 3 1] 4 1 0 1 0
2 B | C| 2| 3 5| 4 6 1 0] O 0
3 C| bl 1] 5 6 6 7 1 0] O 0
4 D | E| 5 6 | 11| 7| 12| 1 o] o0 0
5 C| E| 4| 5 9 8| 12| 3 2 2 1
6 A | Fl 12 o | 12| o] 12 o© o] o0 0
7 F| G| 3| 12| 15| 12[ 15 o0 o o0 0
8 A G| 2 0 2 | 13| 15| 13| 13 13 14
9 E | G| 1| 11| 12| 14| 15 3 3 2 2

10 G| H[ 2| 15| 17| 15| 17 O o o0 0
11 E| F| o 11| 11| 12| 120 1 1 0 0

RieSenie v tablike viedlo k rovnakému vysledku ako rieSenie v grafanosti, ktoré lezia
na kritickej ceste, maju vSetky rezervy nulové.

5.2.4 Naklady v si€ovej analyze

Pri nakladovej analyze v sievom planovani vychadzame z vysledkiasove) analyzy.
Doposid sme predpokladali, Ze trvanie jednotlivyghnosti je dané a nemenné. Teraz budeme
predpokladd, Ze trvanie jednotlivych¢innosti méze by zavislé od priamych nakladov
vynalozenych na ich realizacitddakladova funkcia ktora udava vySku priamych nakladov na

realizaciucinnosti v zavislosti od trvania tejtonnosti, byva v skut@nosti nelinearna. Budeme ju
aproximovd linearnou funkciou:

c; =a; —b O,
kde: ¢ supriame nakladyna realizaciginnosti ¢, j),

a; je konstanta, ktora zadiuje ve’kost’ nepruznych nakladoynezavisiacich od trvania
¢innosti,
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b je nakladovy koeficient(konStanta nakladového spadu ktory vyjadruje Ubytok
(prirastok) nakladov na realizactinnosti {, j) pri predzeni (skrateni) trvaniginnosti

o0 jednucasovu jednotku.

Budeme predpokladaze ti,-d je najkratSie mozné trvani@nnosti spojené s najvysSimi

moznymi priamymi nélkladmici,-h a ti,-h je najdlhSie mozné trvant@gnnosti spojené s najnizsimi
moznymi priamymi nakladmi Cijd. t; bude normalne trvani€innosti pri nakladochc;
Nakladovy koeficient potom mozno vyitat

d h d

j - d h d
i _tij tij _tij tij _tij

Na obr. 5.20 je znazornena nakladova funkcia ajpkia, ktorou je aproximovana.

Obr. 5.20

Priame naklady celého projektu mozngitisumarizaciou priamych nakladov jednotlivych

¢innosti:

C,=2.6 =2 (a ~b )

Vztah medzi priamymi nakladmi celého projektu a trmamrojektu je znazorneny na
obr. 5.21. BodyA, B, C, Dpredstavuju stavy, ktoré sa mozu vyskytraiktorych dosiahnutie

moze by predmetom rieSenia.
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StavA nastane, ak vSetkyinnosti budu realizované
o v najkratSom moZnom c¢ase, avSak s maximalnymi

A nakladmi.

StavB nastane, ak realizacia vSetky@hnosti bude trva

¢ ¢o najdihSie, aviak s minimalnymi nakladmi.
|
|
: D : B StavC nastane, ak bude projekt realizovany v rovnakom
|
o 7= case ako v pripade, ale sto najnizsimi nakladmi.
b b 7o
StavD predstavuje optimalnu kombinaciu nakladov
Obr. 5.21

a trvania projektu, ptom za optimalne sa povazujedkea

dosiahne:

a) pozadované trvanie projektu préo najnizSich
nakladoch,

b) maximélne pripustné priame néklady @inajkratSom

trvani projektu.

RieSenie predpoklada, Ze pre kazdonog bude zname najkratSie a najdlhSie mozné
trvanie a takisto priame naklady spojené s reazatinnosti v najkratSom moznom a najdihSom
pripustnom case. Predpokladame tiez, Ze vtomto intervale mohdiladovlu funkciu

aproximova priamkou. Pre kazdginnog’ teda mozno vypsitat’ nakladovy koeficient.
RieSenie stavoX aB je zrejmé — rovnaké ako v predchadzajucom priklade

Stav C predpoklada, Ze projekt bude zrealizovany v n&m mozZznomcase, avSak
zamerom je, aby naklady pri takomto trvani olinajnizsie. Vychadza sa zo stauPredZi sa
trvanie niektorych nekritickychtinnosti ¢ozpustia sa rezervytychto ¢innosti) tak, aby sa
nepredZilo trvanie celého projektu. Pritom rozpégie rezerv treba robbptimalnym spésobom,
aby sa dosiahl&o najv&Sia uspora priamych nakladov. Rezervy treb&tzaozpufat' od tych
nekritickychéinnosti, ktoré maji najedi nakladovy koeficient, pretoze pigdnim ich trvania sa
dosiahne najuiia Gspora nékladov. Trvani@nnosti mozno preldit aj o jej celd celkovu
rezervu, avsak len tak, aby sa neprékoonajdlihSie pripustné trvani@nnosti, vyplyvajace zo
zadania. Po rozpusteni rezervy kazdej jednotltenosti treba urolti casovd analyzu celého

grafu, pretoze rozpustenim rezervy sa pravdepodpimemia celkové rezervy viaceryéimnosti.
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sy W 7

Potom mozZno poktava’ rozpu¥anim rezervydalSej ¢innosti sco najv&Sim nakladovym

koeficientom, a tak poktava’ az do vyerpania vsetkych moznosti.

Do stavuD sa mozno dosfazo stavuB alebo zo stav(.

Ak je ciglom skrati celkové trvanie projektu nd, s minimalnym zvySenim nakladov,

mozno postupovatakto (prechod zo stauBido staviD):

1.

Skrati’ trvanie kritickejé¢innosti s najmenSohodnotou nakladového koeficienta maximalne
na jej najkratSie mozné trvanie. Ak na dosiahncgiového trvania projektli, netreba take

skratenie, std skratt’ trvanie o mensiu hodnotu.
Urobi’ ¢asovu analyzu celého grafu &itirnoveé kritické cesty.
Opakové body 1 a 2 az po dosiahnutie pozadovanej hodRpty

Ak je cielom znizt' priame naklady projektu na poZzadovanu hodnotw@rnajmensom

predZeni trvania projektu, mozno postupovakto (prechod zo stav@ do staviD):

1.

PredZit trvanie kritickej¢innosti s najv&Sou hodnotou nakladového koeficienta maximéaine

na jej najdlhSie mozné trvanie.

Urobt’ ¢asovu analyzu celého grafu &itir nové kritické cesty a celkové rezervy

nekritickych¢innosti.

Optimélnym spésobom rozpustiezervy nekritickych¢innosti v poradi od tej, ktora ma
najvasSiu hodnotu nakladového koeficienta (postup je rovnakg pri prechode zo stavu
A do stavlC).

Ak sa celkové naklady projektu znizili viac alzolo pozadované, treba sa wéatibodu 1
tohto postupu a postup zopakévamensim prddenim trvania uvedenej kritick&jnnosti.
V opasnom pripade treba zopakavpostup 1 — 4 prddenim trvanial’aldej kritickej¢innosti
(tej, ktorA ma teraz najvdiu hodnotu nakladoveho koeficienta). Postup trepakova
dovtedy, kym sa dosiahne poZzadovana hodnota priamyékladov s poZadovanou

presnosou.

Do stavuD sa mozno dosfezo stavuB aj zo staviC nezavisle od toho, ktory z uvedenych

cielov sledujeme.
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Celkové naklady projektu C obsahuju okrem priamyé&kladov aj rezijné naklady projektu
ako celku (nepriame nédklad@} a naklady viazanos€, (t.j. ndklady na viazanie prostriedkov u

dodavatéa, straty z neskorSieho uvadzania vyrobnych kaplacfirevadzky a pod.):
C=C,+C +C,

Spbsob urenia optimalnych celkovych nakladov projektu jgmgz obr. 5.22.

s

&8

Obr. 5.22

Uvedené postupy su ilustrované na priklade 5.4.

Priklad &. 5.4

Zadanie prikladu je modifikaciou zadania prikladi.5Cinnosti aich nadvéznosti su
rovnaké ako v priklade 5.1, trvanénosti z prikladu 5.1 je povazované za normalwanie
a sitasne najdihSie mozné, ku ktorému sa viazu najniddidady normalneho trvaniacijd.
Odbornici konStatovali, Ze niektosénosti mozno vykonav kratéoméaseti,-d, avSak s vysSimi
nakladmi cijh. Aktudlne Udaje su uvedené vtéke5.7. V poslednom Igici tabuky je
vypocitany nakladovy koeficient bj. Naklady su uvedené v blizSie neemych p&aznych

jednotkach.

206



Tab. 5.7

normalne trvanie skratené trvanig
R d d ] Qj
ti Gi i Gi

1 3 70 2 100 30
2 2 110 2 110 0
3 1 0 1 0 0
4 5 400 4 450 50
5 4 200 3 250 50
6 12 600 8 920 80
7 3 80 3 80 0
8 2 10 2 10 0
9 1 10 1 10 0
10 2 20 2 20 0

Budeme riesi niekd’ko Uloh. Zavedieme pritom predpoklad, Ze trvanietksgch cinnosti
mdZe nadobudden cel@iselné hodnoty.
Uloha 1

Urcit' trvanie projektu za predpokladu normélneho trvavdatkych ¢innosti a priame
néklady na jeho realizaciu.

Uloha 1 — rieSenie

Ide o situaciu, ktora v grafickom vyjadreni zodpd@&doduB na obr. 5.23. Vypéet v grafe
je uvedeny na obr. 5.15 (rieSenie prikladu 5.2yafie projektu je 17 tyzwv. Priame néklady

na jeho realizaciu ziskame sumarizaciou Udajovpcist ci,-d tabu’ky 5.7. Vysledok je 1500
jednotiek.

1900}
1700}

1500

Obr. 5.23
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Uloha 2

Urcit' trvanie projektu za predpokladu skrateného trvarsatkych ¢innosti a priame

naklady na jeho realizaciu.

Uloha 2 — rieSenie

Ide o situaciu, ktord v grafickom vyjadreni zodpd@&eboduA na obr. 5.23. Vypiet
v grafe je uvedeny na obr. 5.24. Trvanie projelduli tyzdov. Priame naklady na jeho
realizaciu ziskame sumarizaciou Udajov ipait Cijh tabd’ky 5.7. Je to 1950 jednotiek.

Kritickymi ¢innog’ami sucinnosti 1, 2, 3, 4, 11 (fiktivna), 7 a 10.

Obr. 5.24

Uloha 3

e

Uloha 3 - rieSenie

Vychadzame z rieSenia ulohy 2, ktoré budedize] upravové postupnym rozpd&nim

rezerv nekritickycltinnosti.

V prvom kroku pretfime trvanie nekritickej ¢innosti s najvésim nakladovym
koeficientom. Je t@&innog’ 6 s ndkladovym koeficientom 80, ktora méa celkoeaervu 1. Jej
trvanie mozno prddit o cell tito rezerviiim sa naklady zniZia na 1870 jednotiek. Tato zmena
nema vplyv na celkové rezervy ostatnych nekrititk§imnosti, takze mozno prét aj trvanie

¢innosti 5 s nakladovym koeficientom 50, ktora m&aeld rezervu 2. S diadom na zadanie
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vdak mozno jej trvanie pré&dt len o hodnotu 1&im néklady klesn na 1820. Po tychto krokoch
su nalalej niektorécinnosti nekritické (okrenginnosti 5 aj¢innosti 8 a 9), avSak s téddom na
zadanie nemozno ich trvanie predizov&ysledné rieSenie je na obr. 5.25 a na obr. 5238

zodpoveda bo€. Kritickymi ¢innog’ami suc¢innosti 6, 1, 2, 3, 4, 11 (fiktivna), 7 a 10.

Obr. 5.25

Uloha 4

Zistit', s akymico najnizsimi nakladmi mozno zrealizavarojekt za 16 tyzubv.

Uloha 4 — rieSenie

Vychadzame z rieSenia ulohy 1. Treba sKrétil tyZdeé trvanie tej kritickecinnosti, ktora
ma najmensSiu hodnotu nakladového koeficientu. ghréritickych ¢innosti (6, 7 a 10) vSak
mozno skrati len trvaniec¢innosti 6, preto ho skratime z hodnoty 12 na 11klady sa tym
zvySia na 1580 a vysledné rieSenie (obr. 5.26) lmijeaokrem pdvodnych kritickyctinnosti (6,
7, 10) ajd’alSie kritické¢innosti (1, 2, 3, 4 a 11). RieSenie zodpoveda ldada obr. 5.23.
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Obr. 5.26

Uloha 5

Zistit, za akyco najkratSicas mozno zrealizovaprojekt s nakladmi nizSimi ako 1700
jednotiek.

Uloha 5 — rieSenie

Ulohu mozZno rie$i dvoma spésobmi. Pri jednom spdsobe by sme vycligdz@senia
tlohy 4 a pokréovali rovnako ako v ulohe 4 skracovanim trvaniadiyeh kritickych¢innosti.
My vSak teraz pouzijeme druhy spdsob.

Budeme vychadzaz rieSenia Ulohy 3 a budeme predlzdbuvavanie kritickej cinnosti
s maximalnou hodnotou néakladového koeficientu. deinnog’ 6. Jej trvanie prddime o 1
tyzder a presvedime sagi sa naklady po rozpusteni rezerv znizia pod hadd@00 jednotiek
(mohli by sme skusiaj v&sie predzenie, aviak v tomto konkrétnom priklade je zrejire,
predZenim o 2 tyZzdne by sme sa po rozpusteni rezemaldag do bodD na obr. 5.23, ktory
zodpoveda rieSeniu ulohy 4. Postup moZzno rogddb dvoch faz. V prvej faze skratime
uvedenym spdsobom trvanignosti 6,¢im sa dostaneme z bodiido boduE (na obr. 5.23),
néklady sa zniZia na 1740 jednotiek a kritickymiaagi lencinnosti 6, 7 a 10. V druhej faze
rozpustime optimalnym spdsobom rezervy vSetkychitigkych ¢innosti, a tym sa dostaneme do
bodu F. Z nekritickych ¢innosti mozno prddit len trvaniecinnosti 1 a 4. V&i nakladovy
koeficient ma z nicktinnog’ 4, preto jej trvanie prdzime o 1 tyzdg, ¢o je jej celkova rezerva

a zarovée maximalne mozné prétknie vyplyvajlice zo zadania. Vysledné rieSenienge
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obr. 5.27. Néklady realizacie projektu klesli n®agednotiek Cinnosti 1, 2, 3, 4, 11 (fiktivna),
7,10 a 6 s kritické a Ziadnej z nekritickyghnosti (5, 8 a 9) uz nemozno pt&d trvanie.

Obr. 5.27

5.2.5 Zdroje v si®’ovej analyze

V predchadzajuacich tvahach sme uviedli, Ze reabzénonosti analyzovanych v rdmci SA
je podmienena uitym disponibilnym ¢asom aspojend sdilym objemom p@aznych
prostriedkov na ich realizaciu — nakladmi. Okrera@le méze kypodmienena tieZz dostatkom
inych zdrojov, napr. pracovnikov, technickych zdeai, nastrojov, pripravkov, mechanizmov
a pod. Niekedy je mnoZstvo takychto zdrojov, ktondsia by stasne k dispozicii, obmedzené,

inokedy je vhodné rozloZispotrebu takychto zdrojov vditom obdobi rovnomerne.

Zdroje moézu by delite’né, ktoré mozno rozdalimedzi paralelne prebiehaju¢enosti
alebonedelitg’né. Potrebu nedelitmych zdrojov treba zdladnt’ uz pri zostavovani sievého
grafu napriklad tym, Ze medzinnog’ami, ktoré ich vyuZivaju, sa &irvztah predchodca —
naslednik a ulohou je lendif, v akom poradi budu uvedeny zdroj jednotiuénosti vyuziva.

Planovanie rozloZenia potreby delitgch zdrojov bude obsahom nasledujucich Gvah.

Zdrojova analyza -vychadza z vysledkovasovej analyzy ajej diem je spracovanie
rozvrhu zdrojov RieSi Ulohu vymedzenia disponibilnych zdrojovjpkiu ako celku, ale aj Ulohu
uréovania narokov jednotlivyckiinnosti na wfité zdroje. M6Ze 5 0 sumarizaciu narokov na

zdroje, ale cibom byva spravidla vyrovnanie narokov na zdrojeditom obdobi.
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V najjednoduchS8om pripade ide o vyrovnavanie naraka jeden zdroj v ramci jedného
projektu. Ak sa analyza tyka viacerych zdrojovagne, ide @iaczdrojovuulohu. MéZe nastaqj
situacia, ke’ je predmetom analyzy potreba jedného zdroja v rarganizacie, ktora sasne
realizuje viac projektov — p6jdevaacprojektovidlohu. NajzlozitejSie vSak byvaju viaczdrojové

a viacprojektové ulohy.

Postupy, ktoré sa pouZivaju na rieSenie uvedenigih gie su typickymi optimalizaymi
metodami, ale skor heuristickymi algoritmami. Vywajil harmonogramy(Ganttove diagramy

asuUc¢tove histogramypotreby zdrojov.

Podstatou najjednoduchSej metdédy vyrovnavania adrgg¢ Hadanie takého rozvrhu
¢innosti, ktory pri danom trvani projektu zabeage rovnomernas vyuZivania zdrojov a
minimalizuje naroky na zdroje. VyuZiva sa pritom 2nos’ posuUvaniac¢asu vykonavania
nekritickych¢innosti v ramci ich rezerv. V pripade, Ze tymtotppsm nie je mozné dosiahhu
rozvrh, ktory reSpektuje disponibilné mnoZstvo zardreba pristapi napriklad k pretteniu

trvania projektu.

Kritériami rovnomernosti rozloZenia narokov na Zdn predovSetkymozptyl narokov na
zdroj, maximalna absolutna odchylka od priemerného narolamaximalny narok na zdroj
v uréitom intervale (spravidla poas celého projektu). Vygéda® ich mozZno pomocou

nasledujucich wahov.

Celkovy narok na zdroga celé trvanie projekfl, uréime:
Z,=> z O,
i

kdez; je hodnota rovnhomerného narokunosti {, j) na zdroj v kazdomdasovom intervale jej

trvania atjj je trvanie tejta&innosti.

Priemerny narok na zdroj z&asovu jednotkwréime:
1 1 1

Z=—[Z ==—)z @ ==—)> Z[t),

T Ze=g 2 0 =220

n i,j

kde Z(t) je funkcia, udavajuca naroky na zdroj v kaztigove] jednotket vSetkychcinnosti,

ktoré sa realizuju v tejttasovej jednotket(= 1, 2, ....T,).
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Rozptyl narokov na zdrajréime:

st ==Y (20)-2) =13 20) -2

n t=1 n t=1

-

Tn
Pri minimalizacii rozptylu ndrokov na zdroj vSakgtminimalizova’ len vyraz:ZZ(t)2 .
t=1

Minimalnu absolutnu odchylku od priemerného narokuréime:
maxZ(t)- Z|, kde tO(0;T,).
Maximalny narok na zdrojurcime:

maxZ(t),  kde tO(0;T,).

Pri vyrovnavani narokov na zdroje sa spravidla BnaZminimalizovd posledné tri uvedené
charakteristiky.

Pri vyrovnavani narokov na zdroj mozno postupopamocou viacerych heuristickych
algoritmov. Uvedieme jeden z moZnych postupov:
1. Zostrojime SG projektu a urobime jetasovu analyzu.

2. Na zaklade SG zostavime harmonogram (Ganttografi@, do ktorého zakrBgeme
jednotlivé ¢innosti v najskdr moznych terminoch ich realiz&ffavostranny plan a tiez
v najneskér pripustnych terminoch ich realizageayostranny plan. Kritické ¢innosti
ozna&ime zvlag, pretoZze nemaju Ziadnu rezervu aich poloha je emm&. Je vhodné

zakre$ova’ ¢innosti vzostupne pdd terminu ich realizacie.

3. Pod harmonogram zakreslimecteré histogramy narokov na zdroj (pfavostranny aj
pravostranny plan); naroky na zdroj v jednotlivyaibdobiach utfime gitanim narokov na

zdroj tychéinnosti, ktoré sa v tomto obdobi prave realizuju.

4. Pre oba planyrévostranny aj pravostranny) vyfitame sdet Stvorcov narokov na zdroje
pre kazdycasovy interval v histogrameép je udaj, ktory je vhodnym kritériorlasoveého

kolisania naroku na zdrafiim je rovhomernejsia potreba zdroja, tym je tatdrimia nizsia.
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Zaujimavym Gdajom, ktory je vidifay priamo v histograme, je tiez maximalny narok na

zdroj.

5. Zoberieme poslednu nekritickinnog’ v harmonogramel’édvostranny plan) a posuvame jej
z&iatok smerom doprava olko ¢asovych jednotiek, aby hodnota¢gi Stvorcov narokov
na zdroj bola minimélna. Ak existuje viac moZnastiiestnenia s rovnakou vygitanou

hodnotou, posuniem&nnog’ ¢o najviac doprava.

6. Postupne rovnakym spdsobom posuvame predposleekriticki ¢innog’ a potomd’alSie

nekritickécinnosti tak, aby sa hodnotacsuil Stvorcov narokov na zdroj postupne zniZovala.

7. Body 5 a6 tohto postupu opakujeme az po dost@ruspokojivého stavu, pripadne
predtym zmenime poradie, v ktorom su jednotlivenosti v harmonograme zapisané. Treba
pamatd na to, Ze posunuti€éinnosti doprava (oprotfavostrannému planu) je na ukor
celkovych rezerwinnosti naslednikov a posunutignnosti ddava (oproti pravostrannému
planu) je na ukor celkovych rezetinnosti predchodcov, preto je vhodné po ulam
postupu oveti, ¢i vykonavanieginnosti leziacich n&ubovd’nej ceste nebolo naplanované

paralelne.

Priklad &. 5.5

Podkladom na zdrojovu analyzu budetsigy graf, ktorého rieSenie bolo predmetom
tlohy 2 v rdmci prikladu 5.4. Zadanie doplnime foiméciu, Ze na vykonanie niektorych
¢innosti je potrebny blizsie neiany zdroj v mnoZstvach uvedenych na obr. 5.28pcist;. Na
priklade bude demonstrovany spdsob zostav@vastranného a pravostranného placiR & PP)
atiez vysledok rieSenia — harmonogram, zodpovedajyrovnanému planu (VP), ktory bol
dosiahnuty s ciiom, aby potreba uvedeného zdroja v Ziadnom okaméprekrgila stanovené
obmedzenie 7 jednotiek. Okrem toho budu Wiamé niektoré charakteristiky a kritéria

rovnomernosti rozloZenia potreby zdroja.
RieSenie
Na obr. 5.28 je uvedeny harmonogrgasového priebehu prac v pripaki/ostranného,

pravostranného aj vyvazeného planu, ktory je zdrovgsledkom rieSenia a bol najdeny

heuristickym postupom zaloZzenym na pravidlach ko uvazovania.
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¢ t z 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 2 4
2 2 0
3 1 5
4 4 3
5 3 1 ———
6 8 2 === oooo oo oo
7 3 2
8 2 3p=——m——-
9 1 I e e
10 2 0
Legenda:
g kritické ¢innosti
lavostranny plan  =—=———————————-
pravostranny plan
Obr. 5.28 vyrovnany plan

Na obr. 5.29 a, b, ¢ sU uveden&tsué histogramy potreby zdrojov pfavostranny plan, pre

pravostranny plan a pre vyvazeny plan (vyhovujudiadiska zadanych poziadaviek).
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Obr. 5.29a
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Obr. 5.29b
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VP: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
9
8
7 7
6 6 6 6 6 6
5 5 5 5
4 4
3
2 2 2
1
0 0 0
Obr. 5.29c¢

Vypocitané charakteristiky:
Celkovy narok na zdroj:
Z.=4.2+0.2+5.1+3.4+1.3+2.8+3+3.2+4.1+0.2=60.

Priemerny narok na zdroj Zasovu jednotkuZ = %) =4,29.

Rozptyl narokov na zdroj:

LP: s? _384_ 429% = 906 PP: s? =352 429° = 678
14 14

4 z

VP: s? :%3— 429° = 506

A

(Udaj v¢itateli uvedenych wahov bol vypéitany sumarizaciou druhych mocnin
celkovych narokov na zdroj v jednotlivych jednotkok ¢asovych intervaloch, uvedenych na
obr. 2.20. Napriklad prEP: F+9%+2%+2°+8%+6%+...+2+0°+0°=384.).
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Maximalna absolutna odchylka od priemerného naroku:
LP: [9-429=471 PP: |9-429=471

VP: [7-429=271

Maximalny narok na zdroj:
LP: 9 PP: 9 VP: 7.

Potreba uvedeného zdroja vo vyrovnanom plane wndiad okamihu neprekéaje

stanovené obmedzenie 7 jednotiek.

5.3 CASOVA ANALYZA SIE TOVEHO GRAFU METODOU PERT

Metéda PERT je modifikaciou metody CPM. a pretopsanej pouzZivajd mnohé z uz
uvedenych postupov. Podstatny rozdiel je v tonprienetéde PERT nie je trvanie jednotlivych
¢innosti zadavané deterministicky, ale ako nahodeiéina, ktorej parametre su vygtané na
zaklade odhadov expertov. Pri¢gine cinnosti nie su zname teoretické rozdelenia nahdanyc
dizok trvania. Pri metdde PERT sa preto pouziva fenite B, ktoré najlepsie vyhovuje
poziadavke zhody s empirickymi vé@hiami atiez umoiuje ugit strednd hodnotu a rozptyl
trvaniac¢innosti z idajov, ktoré mozno pomerfahko ziské ako expertné odhady. Rozdelegfie
je asymetrické rozdelenie, definované na uzavretmenvale @, b), kde modusn nelezi v strede

tohto intervalu a nie je totozny ani so strednodratouy (obr. 5.30).

Obr. 5.30
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Na vypaket stredného trvani&innosti (strednej hodnoty rozdelenfd a rozptylu sa

pouzivaju tieto Udaje:

aj

bij

— optimisticky odhad trvania¢innosti (i, j) - je to ¢asovy interval, v ktorom mozno danu

¢innog’ zrealizovd za najpriaznivejSich podmienok,

— pesimisticky odhad trvania@innosti (i, j) - je to ¢asovy interval, v ktorom mozno danu
¢innog’ zrealizové za bezZnych najnepriaznivejSich podmienok; nebexlde Uvahy

neobvyklé prekdzky vykonantnnosti ako napr. Zivelné pohromy,

— najpravdepodobnejSie trvaniéinnosti (i, j), modus — je to také trvanie, ktoré by sa pri

opakovanom vykonavakinnosti vyskytovalo ng&pstejSie.

Po zavedeni empiricky vyhovujacich predpokladov nmaddvodi vztahy na vypoet

strednej hodnoty rozdelenja;, ktora sa oznaje akostredné trvaniecinnosti t; arozptylu

(disperzie) :

ejj

2
Mj:teij:w 2 (blj_aij] .

6 Dteij =Gy < 6

Pre¢innosti na kritickej ceste plati, Ze pravdepodolinds satinnog’ stihne vykoné za

castqij, je 50%, rovnako ako pravdepodobfiake satinnog’ v tomtocase zrealizowanepodari.

Takisto aj pravdepodobnsze cely projekt bude zrealizovany &s kratSi, ako je vygttané

stredné trvanie projektu, je 50%.

5.3.1 Vypdet v grafe

Prvym krokom rieSenia SG metdédou PERT je \giostredného trvania a rozptylu

vSetkych¢innosti.

Druhym krokom je nakreslenie SG gadrovnakych pravidiel ako pri metdde CPM.

Rozdiel je v tom, Ze sa uvazuje vyjané trvani€innostite;. Pri prekrebovani grafu do podoby

vhodnej na rieSenie sa ku hranam pripisuju okreanbbte; aj hodnoty rozptylov jednotlivych

¢innosti a uzly sa nakreslia tak, aby bolo moznénath vpis@ aj Udaje o rozptyle najskor

moZnéhasasu uzlaory,” a najneskor pripustnélasu uzlagrp” (obr. 5.31).
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Obr. 5.31

Tretim krokom je vlastné rieSenie. Rovnako ako mpetode CPM sa pri postupe od
pociatocného uzla ku koncovémuduju najskdér mozné terminy uzlov,&atky a konceinnosti
a pri postupe od koncového uzla K@bocnému sa uuju najneskér pripustné terminy uzlov,
zaviatky a koncesinnosti. UdajTM, = TP, = T koncového uzla udaws, do ktorého by mal
byt projekt zrealizovany s pravdepodobtms 50%.

Stvrtym krokom je vypeet rozptylovor® aorp’. Postupuje sa pri tom opé dvoch
fazach. V prvej faze sa zapiSe do vychodiskovéle hm:dnotaa=|-|\/|l2 =0 a potom sa postupuje
po kritickej ceste kPalSim uzlom, ptiom hodnota 0=er2 kazdého nasledujuceho uzla sa
vyposita: aTsz = oM’ + O'tei,-z- Rovnako mozno vyptat uvedené hodnoty aj pre uzly na
nekritickych cestach, avSak po nekritickej cest@@stupuje len dovtedy, kym sa nepripojitspa
ku kritickej ceste. V druhej faze sa zapiSe do kegbo uzla hodnota7-|-pn2= 0 adalej sa
postupuje po kritickej ceste smerom k vychodiskowémlu, préom hodnotao=|-pi2 kazdého
nasledujiceho uzla sa vyita: orp® = oTp’ + o’ Rovnako mozno vypdtar uvedené
hodnoty aj pre uzly na nekritickych cestach, avsaknekritickej ceste (proti orientacii hran) sa

postupuje zasa len dovtedy, kym sa nepripojf &pékritickej ceste.

Rezervy jednotlivycltinnosti mozno vypétat rovnako ako pri metode CPM.

Trvanie projektu je nahodnd wgha, ktord ma priblizne normalne rozdelenie

pravdepodobnosti so strednou hodnolQua rozptylom&ran. Z toho vyplyva moznasriesi’

nasledujuce ulohy:

a) odhadntl pravdepodobna'sP(T<T,) dodrzania ufitétho terminu realizacie projekil, kde
T je skut@né trvanie projektu,
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b) odhadn@ termin ukodenia projektu Tp,, ktory mozno dodrza s ugitou zadanou
pravdepodobna®u P(T<T)).

V oboch pripadoch vyuzZijeme distriénil funkciu normovaného normalneho rozdelenia
pravdepodobnosti (obr. 5.32), ktora je tabelovaaluka 5.8) a veah:

-2 -1 ] 1 5
Obr. 5.32
Tab. 5.8
z (2 z (2 z (2 z D(2) z (2

0,0 0,5000 0,7 0,7580 1,4 0,9192 2,1 0,9821 2,8 0,9974
0,1 0,5398 0,8 0,7881 1,5 0,9332 2,2 0,9861 2,9 0,9981
0,2 0,5793 0,9 0,8159 1,6 0,9452 2,3 0,9893 3,0 0,9987
0,3 0,6179 1,0 0,8413 1,7 0,9554 2,4 0,9918 3.1 0,9990
0,4 0,6554 11 0,8643 1,8 0,9641 2,5 0,9938 3,2 0,9993
0,5 0,6915 1,2 0,8849 1,9 0,9713 2,6 0,9953 3,5 0,9998
0,6 0,7257 1,3 0,9032 2,0 0,9773 2,7 0,9965 4,0| 0,99997

Ak je distribuina funkcia normovaného normalneho rozdelenia tabel® len v intervale
pre z > 0, vyuzileme skutnod’, Ze tato funkcia je sumerna pgadbodu (0;0,5) a plati:
P(—2) =1 -D(2).

V pripade rieSenia Ulohy a) vyitame pomocou uvedeného tehu hodnotu z
a pravdepodobn@s P(T<T,) dodrzania terminuT, urcime z tabiky distributnej funkcie

normovaného normalneho rozdelenR(T<T,) = ®(2).
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Pri rieSeni ulohy b) najprv najdeme v téke hodnotuz, ktora zodpoveda zadanej
pravdepodobnos®(T<Tp) = ®(2) a potom pomocou uvedeneéha’au vypéitame hodnoty,
¢o je odhadovany termin, do ktorého by mat lpyojekt zrealizovany s pravdepodobtms
P(T<Tp).

Priklad &. 5.6

Zadanie prikladu vychadza zo zadania prikladu £ihnosti aich nadvaznosti su
Specifikované v talike 5.1. Rozdiel oproti prikladu 5.1 je v tom, Zeatmie ¢innosti bolo teraz
uréené expertnymi odhadmi tak, ako je uvedené vitabb.9. Ciom rieSenia metddou PERT je

vypositat stredn( hodnotu trvania projektu a rozptyl tejpalioty. DalSou tlohou je zisti

a) s akou pravdepodobniosi m6ze by projekt zrealizovany ¥ase o 1 tyzdekratSom, ako je

vypaocitané stredné trvanie,
b) do akého terminu (za K tyZzdiov) mozno zrealizovwaprojekt s pravdepodobnisu 90%.
RieSenie
Trvanie kazdejcinnosti bolo uéené pomocou pesimistického odhadu, optimistického

odhadu a odhadu najpravdepodobnejSieho trv@maosti, ktoré su zapisané v téke 5.9.
Do tej istej tabiky zapiSeme vypdtané hodnoty stredného trvania a rozptylu pre é&ithos’.

Tab. 5.9
Cinnog’ a m b L Cfteijz
1 2 3 4 3 0,11
2 2 3 4 3 0,11
3 1 1 1 1 0
4 4 5 12 6 1,78
5 3 4 5 4 0,11
6 11 12 13 12 0,11
7 3 4 11 5 1,78
8 2 2 2 2 0
9 1 1 1 1 0
10 2 2 2 2 0
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Vysledok rieSenia v grafe je uvedeny na obr. 5.33:

f 5 10/ 13
2

fi
99 4:0,11 13&,

Obr. 5.33

Z obrazka je zrejmé, Ze stredné trvanie projekils je 20 tyZdiov, rozptyl&ran =3,78.

RieSenie ulohy a)

Treba zistf, s akou pravdepodobntms méze by projekt zrealizovany ¥ase 19 tyZtlov.
Vo vzt'ahu na vypoet hodnotyz vystupuje Standardnéd odchylka, ktor4 je druhou axmhimou

rozptylu. Po dosadeni vypibame hodnotuz

19-20

A 378

Z tabu’ky 5.10 (vyber z podrobnejSej tdldyy hodndt distribanej funkcie normalizovaného

z =-0,51435.

normalneho rozdelenia) dime priblizna hodnotw(—2):
®P(—2) = P(0,51435) = 0,696
a z nej vypoitame hodnotP(T<T)):

P(T<T,) = ®(2) = = 1-P(—2) = 1 — 0,696 = 0,304
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Tab. 5.10

z 0@ : z | _oQ
050 | 0,691462 Uloha a) 1.26| 0.896165
051 0.694974 127| 0,897958
052 | 0,698468 tloha b) 1.08] 0,899727
053] 0.701914 1,00| 0,901475

Projekt mbze byteda zrealizovany za 19 ty#ul s pravdepodobntsu priblizne 30%.

RieSenie tlohy b)

V tabu’ke 5.10 najdeme hodnoty) ktora zodpoveda hodnote(z) = 0,9. Je to priblizne
z = 1,28. Planované trvanie projeKiy ktoré mozno dosiahtits pravdepodobnésu P(T<T,) =

0,9, vyp@itame dosadenim do tehu:
T, =20+1280/ 378 = 224886.

S pravdepodobn@su 90% mbze ky/projekt zrealizovany priblizne za 22,5 tyizd

Ak je pravdepodobnd's
« P =0,3-0,6 situacia sa povazuje za normalnu,
* P < 0,3 kriticka situacia zZ'adiska dodrzania zadanych terminov,

P >0,6 rezervy zltadiska dodrzania zadanych terminov.

V podkapitolach 5.2 a 5.3 sme sa zaobetatiovou analyzou HDSG metédami CPM a
PERT. Pri tychto prikladoch sme brali do uUvahy leranovo definované konjuktivno
deterministické SG.Dalej si uvedieme¢asovi analyzu HDSG, ktoré su konjuktivno
deterministické (metédy CPM a MPM) a taktiez ukagetasovu analyzu zovSeobecneného

(hranovo definovaného) SG metédou GERT.

5.4 CASOVA ANALYZA UZLOVO DEFINOVANYCH SIE TOVYCH
GRAFOV METODOU CPM

Aby sme mohli rohi ¢asovu analyzu uzlovo definovanych SG (UDSG) pomanetiody
CPM musime mazadané nasledovné vstupné udaje:

To- z&liatok realizacie projektu,
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t;- trvanie¢innostii, i = 1,2,3...
Potom pdgitamecasové ukazovatele:
ZM; - najskér mozny zaatok - teho uzla
ZP; - najneskor pripustny Ziatoki- teho uzla
KM; - najskdér mozny koniee teho uzla
KPi - najneskér pripustny konieécteho uzla

RCi- celkova rezerva teho uzla

Ak vykondmetasovu analyzu priamo v SG, uzly oznggme nasledovne:

™, KM, ZMJ/ ]KNIJ/
—> U " a W4 G
ZP;, RC, KP, ZPj, RCj, KP;,
Obr. 5.34
Pri vypaite hodndZM, KM postupujeme od 1 uzla SG az po koncovy:
ZM, =0
KM, = ZM, +t,
ZM; = max(KMi)
KM, =ZM, +t,
ZM,
KM, =2ZM, +t =T,

Aby sme monhli utit dizku kritickej cesty T,), musime vypéitat’ aj hodnotyZP, KP-

za&iname od posledného uzla SG a postupujeme k prvamasledne gitameRCi pre kazdy
uzol v SG: KR, =KM,
ZR=KR -t
KR =min(zP)
J

KR
ZR =KP, -t,=0
RG =ZP-ZM,
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Priklad ¢. 5.7
Na obr. 5.35 je znazorneny vyf&t priamo v uzlovo definovanom s@/om grafe.

RC;

28

26

KC: 1-3-5-8-11-13-14
.= 38 &j.

Zdroj: Sakal, 1990
Obr. 5.35
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55 CASOVA ANALYZA UZLOVO DEFINOVANYCH SIE TOVYCH
GRAFOV METODOU MPM

Metoda MPM (Metra Potencial Method) — metdda paotdoe, pracuje s UDSG, giom su
ohodnotené nie letinnosti, ale aj vazby (hrany) mediannog’ami. Orientované hrany UDSG su
ohodnotené pgom ¢asovych jednotiely; (hodnotou nadvaznosti, trvania vazby), ktory udava
minimalnu hodnotu odstupu &@atkov (najskér moznych, najneskor pripustnych)dvpo sebe

bezprostredne nasledujucicinnostii aj. Hodnotag; (potencial vazby) udava, o R ¢asovych

jednotiek mdzeme najskbr &t ¢innog’ | po za&iatku ¢innostii, bez oliadu na trvani€innostii
(Sakal, 1990).

Pri metéde MPM sa pouzivaju aj @p& vazby- by, ktoré udavaji maximalnu hodnotu

odstupu (najskér moznych, najneskér pripustnychdialeov dvoch po sebe bezprostredne
nasledujuciclEinnostii aj.

Musi platt’:
Postup pricasovej analyze metodou MPM:

ZM, ZPvypcitame priamo v SG:

1.ZM- za&neme od 1 uzla a postupujeme k poslednému uzlun&skdovne:

ZM, =0
ZMj:npﬂzMi+qj - i<j) [5.1]
ZM

n

Potom musime vykorigkontrolu,&i vypogitané hodnoty dpaji nerovnosti pri vetkych uzloch.

ZM; =ZM; <o

Kontrolu robime od 1. k poslednému uzlu SG.
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Ak medzi uzlami nastane situacia, Z&M,;-ZM, >‘bji‘, tak vypaitame hodnotu
£=ZM,; -ZM, —b;; a na zaklade hodnotyypctitame noveZM", a to ZM; =ZM, +¢.

VSetky hodnoty, ktoré boli vypitané na zakladéM; musime vypgitat’ na zakladeZM;,". Ak je

kontrola vyhovujuca, po uprave vo vSetkych uzlqabtom prejdeme na vypet hodnoZP.

2. ZP- pri vypcite postupujeme od posledného uzla k 1. uzlu SGdashe:

ZP = ZM,

ZP=minzR-a, , i<j] [5.2
J

ZR

Musime vykoné kontrolu,¢i plati: ~ ZP, -ZP s‘bj i‘

Ak nastane situacia, &P, - ZP >‘bji‘, vypcocitame hodnotuy =ZP, -ZP -b,; a vyp@itame
nové hodnoty ZP/ =ZP, —y. VSetky hodnoty, ktoré boli vyg@taneé na zaklad&P; , musime
vypoitat’ na zakladeZP,". Nakoniec poitame hodnotyRCi a tam, kdeRCi= 0 =>, uzly su
kritické. V tabudke si mbézeme dopdta’ hodnoty KM, =ZM, +t; a KP =ZR +t;, taktiez

hodnoty RC =ZP -ZM, =KP -KM, .

Priklad ¢. 5.8
Na zaklade udajov v tabke 5.11:
a) zostrojte UDSG,
b) urobtetasovu analyzu UDSG metédou MPM,
c) zostrojte tabiku na vyp@et casovcinnostiKM; aKP; vratane celkovej rezenRG,
d) uvalte nekritické, kritick&innosti a dzku kritickej cesty Ty,).
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Tab. 5.11

Cinnog’ Trvaniecinnosti Vazby¢innosti Trvanie vazby
i’j B Qi
1,2 -3
1,3
2,4
2,5
3,5
4,5
4,6
5,6
5,7
5,8
6,9

7,10

8,10

9,11

10,11

R —.
=lole®|No|u|~wiNE
(GIENINIHOIGIENENHG I VI NN Eag

Ah|O|_lw|lo/d|Oo1|N| mwbmwg
1

RieSenie

ad a) a b) UDSG &asova analyza UDSG metédou MPM su urobené na oB&.5

2 4 6 9
7 [=5-1 | 7 | 144 3
23| 31 4+5]|g|1pksld|15]18 2 |18 |21
Pt i |
-3 3 : 4
i ! y
1 ; 11
3 ) >
41010 ! 5 | 25
[}
[}
| ! :
S | 4
v ! \
3 5 7 10
6 | 5|5 7 |10 | 10 5 | 14 | 17 4 |21 |21
\ S
6 / :
i 8 |
- \ i
b ZMi| ZP | - 6 |16 |16 [
Obr. 5.36
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Pri vypaite terminovZM; aZP, sa postupuje obdobne ako pri UDSG stym rozdieldm,
nepracujeme s trvanitiinnosti, ale s trvanim vazie a—b; vo dvoch fazach.
V prvej faze za&inajucej od z&atocnej ¢innosti (uzla) SG, wujeme najskdr mozné &Gatky
ZM; ¢innosti na zaklada; spésobom CPM (pdid 5.1). Vypgitané hodnoty M; treba upravi
(zvysit) tak, aby vyhovovali aj maximalnym vazba&mnosti formulovanym hodnotamiy; . Pri
Uprave zéiname znova od Z&tocného uzla 1. SG, v ktorom su celkom 4 zaporné vabpy
- Véazba-b, 1 = -3, ktord znamena, z8nnog’ 2 sa musi Z&t’ najneskorSie o 8asove
jednotky €.j.) po z&iatku ¢innosti 1, je splnen&M; = 0,ZM, = 3.
- Vazba-hy, = -5, ktord znamena, Z8nno¥” 4 sa musi z@t’ najneskorSie o0 B.j. po
z&iatku ¢innosti 2 je splnen&M, = 3,ZM, = 7.
- Vazba-bs4 = -2, ktord znamena, Z8nnos’ 5 sa musi z@t’ najneskorSie o 2.j. po
zadiatku ¢innosti 4, nie je splnen&innog’ 4 sa mdZe zat 7 &.j. po za&iatku projektu
(ZMy = 7) atinnog’ 5 sa mbze zat’ 10 ¢.J. po z&iatku projektu ZMs = 10). Tieto
terminy su v spore s poziadavkels 4= -2. Upravime (zué&ime ted&M, =ZMy+e=7
+1 =8 (kdee = ZMs—ZM, - |-bs 4| = 10 — 7 — 2 = 1) miesto pévodnych 7. Tato Gprav
v SG z&iname preSkrtnutim pbvodnej hodnoty 7 a napisan@wejnhodnoty 8 do
prislusného potka ZM, . Musimed’alej prekontrolové, ¢i sa nezmenialalSie hodnoty
najskoér moznych z#@atkov po tejto zmene hodnoty v uzle 4 (kontrollkeyame v smere
ku koncovému uzlu SG).
- Vazba-bs4 = -8, ktord znamena, Z8nno¥’ 6 sa musi z@t’ najneskorSie o0 8.j. po
z&iatku ¢innosti 4, je splnen&ZM,; = 8,ZMg = 15.
- Vazba-bpg= -6, ktora znamena, zgnnog’ 10 sa musi Z@’ najneskorSie 0 6.j. po
z&iatku ¢innosti 8, je splnen&Mg = 10,ZMjo = 21.
Pri vSetkych upravachZM; treba zarove kontrolova’ aj d’alSie hodnotyZM; , ktoré sa
z upravenych vyptitaju! Takto ziskané hodnoBM; uvedené v SG na obr. 5.32, vyhovuju ako
minimalnym, tak aj maximalnym vazbam aladiska vypétu MPM su konené!

V druhej faze zainajucej od koncovsjinnosti (uzla) 11 SG, dujeme najneskor pripustné
z&iatky ZP; ¢innosti na zaklade; spésobom CPM (pdd 5.2). Vyp@éitané hodnotyZP; treba
znovu upravi (znizk) vzhiladom na poziadavky, formulované hodnotarmib; (od koncového

uzla):
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- Vazba— bypg=- 6 je splnen&Ps = 16,ZP,o= 21.

- Vazba— Iy 4=- 8 je splnen&P, = 14,ZP; = 18.

- Vazba—Ibs4=- 2 je splnend/P, = 14,ZPs= 10.

- Vézba- by, = - 5 nie je splnen&innog’ 2 sa musi z@t’ 7 &.j. po za&iatku projektu
acinnog 4 sa musi zZat' 14 ¢.). po za&iatku projektu. Tieto terminy sU v spore
s poziadavkou- by, = - 5. Upravime (znizime) pretdP, , a to naZP, =ZP, —y = 14 —
2 =12 (kdey = ZP, -ZP, - bs4 = 14 - 7 - 5= 2) miesto pévodnych 14. Tuto Gpravu
v SG zazné&me preskrtnutim povodnej hodnoty 14 a napisanimejnbodnoty 12 do
prislusného potka preZP, .

- Vazba- by = - 3 nie je splnen&innog’ 1 sa musi 2@t 0 &.j. po za&iatku projektu
acinnog’ 2 sa musi zZ@t 7 ¢.J. po zd&iatku projektu. Tieto terminy sU v spore
s poziadavkou- by ; = - 3. Upravime (znizime) pretdP,, ato naZP,=ZP,—-y=7-4
= 3 (kdey = ZP, -ZP; - 1 = 7 — 0 — 3 = 4) miesto pévodnych 7. Tato Upra@\&G
zazn&ime presSkrtnutim pbévodnej hodnoty 7 a napisanimejndwdnoty 12 do
prislusného potka preZP; .

ad c) tabilkka vysledkowasovej analyzy UDSG metédou MPM, téka 5.12:

Tab. 5.12

Cinnog’ i ti M, KM; ZP, KP, RG
1 4 0 4 0 4 0
2 2 0
3 6 11 5 11 0
4 5 13 12 17 4
5 7 10 17 10 17 0
6 4 15 19 18 22 3
7 5 14 19 17 22 3
8 6 16 22 16 22 0
9 2 18 20 21 23 3
10 4 21 25 21 25 0
11 5 25 30 25 30 0
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Hodnoty ZM; aZP, sme prevzali zo SG. Pri vypie hodn6tKM;, KP; aRG sme pouZili
vztahy:
KM, =ZM, +t; a KPR =ZP +t,

RC =ZP -ZM, = KP —KM, .

ad d) — nekritick&innosti: 4, 6, 7, 9RG # 0),
— kritick&innosti: 1, 2, 3, 5, 8, 10, 1RG = 0),
—dizka kritickej cestyT, = 30¢.j.

5.6 CASOVA ANALYZA ZOVSEOBECNENYCH SIE TOVYCH GRAFOV
METODOU GERT

Medzi MSA zard'ujeme aj met0dGERT, ktora sa pouZziva na analyzu zovSeobecnenych
SG. ZovSeobecneny SG je taky HD SG, ktory obsahsjeh jeden uzol s interpretaciou inou
ako konjuktivno deterministickou.

Metdéda GERT (Graphical Evalution and Review Techa)q je graficka metéda
vyhodnocovania a kontroly zlozitych projektov (tegtejSie riadenia vyskumu a vyvoja), pri
ktorych nedokazeme dopredu jednagra ukit ich deterministicky priebeh Z'adiska
nadvaznosti a realizactnnosti.

SG typu GERT obsahuje uzly s disjunktivnymi aleb@njknktivnymi vstupmi
a stochastickymi alebo deterministickymi vystupfiany SG predstavujdinnosti ohodnotené
casovo alebo nakladovo s podmienkami pravdepoddboosp; = p((i,j)/i), tzn.
pravdepodobna®u realizaci€innosti (,j) za predpokladu, Ze bol realizovany uizol

Pre SG typu GERT uskuttiujeme najprvpravdepodobnostni analyzu S&na iu
nadvazujecasova analyza SGQ/ypocty realizované pri SG typu GERT sU znazornené wultab
5.13 poda typu vstupu do uzla a §o vstupujacickeinnosti do uzla.

Pri tejto metdde sa pouZiva taky zovSeobecnenyk®B; v&sinou obsahuje nasledovné tri
typy uzlov (tab. 5.1):

* konjunktivno — deterministické uzly,
» disjunktivno — deterministické uzly,

» konjunktivno — stochastické uzly.
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SG zostaveny ztakychto uzlov ma stochasticki tmpol Ak rieSime SG

s deterministickou topolégiou pomocou metéd CPMRPEN6Zeme znazomiba jeden variant

realizacie projektuAk ma SG stochasticku topologiu mézeme realizgcnjektu takéhoto grafu

znazornf’ viac variantne Umoziuju ndm to takzvanéozhodovacie uzly (uzly konjuktivno

stochastické) v ktorych sa rozhodujeme, ktorou cestou buddadej pokra&ova’ v realizacii.

PREPQ@TY REALIZOVANE PRI METODE GERT

Tab. 5.13

Typ uzla a patet Pravdepodobnostné prepéty
vchadzajucich éinnosti

Vypoéty hodnét TM

p, =R,
podmienené pravdepodobnosti

konjuktivny 1 €innost’

P.=p,;p
kde p; je pravdepodobnds-teho uzla

™, =KM, ,
KM, =TM, +t,,

konjuktivny n - €¢innosti
i

p, =R, R, R, R, :URj

™, =max{KM, )

disjunktivny n- ¢innosti n
p=R;+k;+R;+-+hR,; :;Fi)j
1=

nm=;eﬂkmj

kde:

- pi — pravdepodobndsrealizacie uzld, ktord obyajne pre zé&atocny uzol zadavame

p: = 1, a pre ostatné uzly ich vyfitame podia typu vstupu uzla,

- pj — pravdepodobndgealizacietinnosti (,j) za predpokladu, ze uzbbol dosiahnuty,

- Pj — nepodmienena pravdepodobindisnosti ,j),

- TM — najskdr mozny termin (jeho stredna hodnota) uzla

PozndmkaZ uzla so stochastickym vystupom vystupgijinosti:

- deterministickej povahypotom s pravdepodobnimsip; = 1,

- stochastickej povahys p; < 1. S@et podmienenych pravdepodobnostinnosti

vystupujucich z daného uzla sa musi ravha
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Aby sme mohli uskutinit’ casovu analyzu pomocou metody GERT musiigany :
» z&iatok realizacie projekti,
« podmienené pravdepodobnosti realizacie jednotliviohostip; (pravdepodobnd’s
realizaciecinnosti , j) za predpokladu, Ze uzplbol dosiahnuty,
« trvanie jednotlivycktinnostit;.
Vysledkom ¢asovej analyzy je vyget TM (najskdér mozny termin jednotlivych uzlov) a
TM, (najskdr mozny termin pre cely projekt), ktory getavuje strednu hodnotu realizacie

projektu.

Priklad ¢.5.9

Urcity projekt mozno rozddlina nasledovnéinnosti. Ide o projekt, ktory nie je Zddiska
realizacie jednozriay. Z ugitych uzlov sa mozno pohybotaviacerymi cestami, pfom iba
jedna z ciest je realizovdt®. Z tohto dévodu su pre jednotli¢énosti zadané podmienené
pravdepodobnosti pij realizacie tychtimnosti. Z&iatotny a koncovy uzotinnosti, podmienené

pravdepodobnosti &asové trvanie je uvedené v tike 5.14.

Tab. 5.14

. 8 9. 19. 11. 1. 13. 4. . 15

ij |1,2( 13| 25| 24 39 31p 46 4,7 58 68 1.8 §1219 10,11 11,17
0
5

Uloha: Zo ziskanych Udajov zostrojte model projektavieobecneny SG) a metédou GERT
urobte:
a) pravdepodobnostnu analyzu SG,

b) ¢asovu analyzu SG.

RieSenie
Obr. 5.37 znazawuje model projektu — zovSeobecneny SG typu GERT.

Ad a) pravdepodobnostna analyza SG, vyuzijentatw z tabiiky 5.13.:
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p,=1

p,=P,=p.p,=11=1

Ps=Ps=p.p s =11=1

P, =Py, = P,.p,, = 108=08

Ps = Pys = P,.P,5 = 102=02

Ps = Py = Ps-Pas = 0803= 024

P, =Py7 = Ps-Paz 080,7= 0p6

Ps = P58+P68+P78 Ps-Psg + Po-Peg + Pr-Prg = 0201+ 0241+ 0561=1
Po = Pag = Pa.P3 = 104 =04

P = P310 Ps-Pazo = 106=06

Pu1 = Poyy + Pigys = Po-Pogy + Pyo-Prgyy = 041+ 06.1=1
P2 = Ps1o-Pisis = Pg-Pgia + Pug-Prypp = 1111=1

ad b)¢asova analyza SG, vyuZijemetahy z tabiiky 5.13.:

™, =0

TM, =KM,, =TM, +t,, =0+5=5

TM,=KM,, =4

™, =KM,, =5+5=10

TM, =KM,; =5+6=11

TM, =KM,, =10+6=16

™, =KM,, =10+5=15

TM, = KM g5 Py + KM Py + KM ;4 P, = 1602+ 20024+ 20056= 192
TM, =KM,, =4+5=9

TMy, =KM ;0 =4+6=10

TM,; = KM g1 Py, + KM 1011 Py, = 1604 + 1806 =172

TM,, = max{KM 5,,; KM, ) = ma>{19,2+ 5 172+ 6) = ma>{ 24,2, 232) =242

Stredna hodnota realizacie projektu (najskér mdaznyin pre cely projekt) je 24¢2).
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Zdroj: Sakal, 1990

Obr. 5.37

ULOHY/OTAZKY NA SAMOSTATNE RIESENIE

Co viete 0 metéde CPM?

Co viete 0 metéde PERT?

Porovnajte metédy CPM a PERT.

Napiste veahy pre vypoet strednej hodnoty a rozptylu (smerodajnej odgjytkvania

0N PE

¢innosti.

5. Na aké tri otazky odpovedaju pravdepodobnostygodty v metéde PERT? Napiste
prislusné vyp&tové vz'ahy.

6. Cim sa lidia HD a UD SG?

7. Co viete o metéde CPM v UD SG?
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8. Co viete o metdde MPM?

9. Co viete 0 metéde GERT?
RieSené priklady a priklady na premmie najdete v literatre: (Sakal, 2003), (Sak&l9Q),
(Ilvani¢ova, 2002) a (lvakova, 1999) a pod..
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