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UvobD

Tieto skriptd boli spracované pre vyucbu predmetov
"Algoritmizacia a metddy riadenia", "Automatizdcia velenia

a riadenia vo vojenskej doprave" a "Zakladné metddy riade-
nia" Studentov Studijnych odborov Vojenskd automobilova
doprava, Vojenska zeleznicna doprava a vo vsSetkych

Specializaciach studijného odboru Vojenské stavitelstvo, ako
aj na doplnenie vedomosti Studentov v Akademickom kurze ¢.I.

Cielom ich spracovania bolo podat Studentom uceleny
sthrn informacii v oblasti riesSenia niektorych distribucnych
Gloh Specidlnymi metddami na riesSenie dopravnych tloh so za-
meranim na praktické pouzitie a spravnu pripravu vstupnych
dat na riesdenie.

VzhlTadom na to, Ze tato problematika sa preberad aj
v inych, ako uvedenych, $tudijnych odboroch na VF V3DS, su
skriptd pouzitelné pre vsetkych Studentov Vojenskej fakulty.
Vyuzit ich mbézu vsetci ti, ktori sa s danou problematikou
zoznamuju v oblasti vojenskej aj civilnej.

Jednotlivé Casti problematiky sU spracované nasledu-
Jjucim spbdsobom: formulédcia Ulohy, popis algoritmu, vzorovy
priklad. Algoritmus madarske]j metddy rieSenia dopravnej
ulohy Je spracovany az do podrobného vyvojového diagramu
pre aplikaciu na vypoctova techniku.

Svojim obsahom skriptd splfiaji poziadavky, ktoré su
na uvedené predmety kladené v profiloch absolventov jedno-
tlivych Studijnych odborov.

Autor s povdakom prijme vSetky pripomienky od c¢itatelov
a pouzije ich pri pripadnej inovéacii skript.



DOPRAVNA ULOHA

Kategdbédria dopravnych Gloh je najcastejsSie charakterizo-
vand urcenim optimdlneho pléanu prepravy tovaru od zdrojov,
kde sa tovar nachéadza, k spotrebitelom, ktori ho pozaduju.
Tadto charakteristika vSak nevystihuje vsetky typy uloh,
ktoré je mozné riesit pomocou algoritmov pre dopravnu Ulohu.
Nazov Ulohy i jej charakteristika je spojend s jej histo-
rickym vznikom, kedy pdvodnd formuldcia tGlohy vychadzala
z rieSenia optimdlneho planu prepravy tovaru.

Dopravnd Uloha m& $iroké pouzZitie v optimalizdciéch
rozhodnuti, vykonavanych pri plneni tGloh vojenskej dopravy
a cestného =zabezpecenia. Okrem optimalizacie dovozu mate-
ridlu je mozZné optimalizovat nasadenie strojov a techniky,
rozmiestnenie Specialistov, pridelenie loh jednotkam
a utvarom atd.

Svojimi vlastnostami patri dopravnd Uloha medzi ulohy
linedrneho programovania. Jej rieSenie by bolo moZné vykonat
napr. simplexovou metddou. Existuju vsSak efektivnejsie
algoritmy.

Specidlne metddy na rieSenie dopravnych tloh méZme
z hladiska charakteru dosahovanych vysledkov rozdelit do
dvoch skupin:

Priblizné metdédy - sU to jednoduché a pomerne rychle metddy,
ktoré vsSak davaju iba pribliZné vysledky, ktoré sa
viacej, alebo mene]j pribliZuju optimdlnemu rieSeniu.

Presné metédy - su to metddy, ktoré postupnym zlepSovanim
pociatoc¢ného riesenia davaju optimadlne vysledky. VyzZza-
duju vsak, pociatocné riesSenie ziskané spravidla niek-
torou pribliZnou metddou.



1. FORMULACIA DOPRAVNEJ ULOHY

Ak chceme riesit dopravnt ulohu, Jje treba najskoér
vlastny problém formulovat.

Formulacia dopravnej ulohy:

Rovnorody materidl (tzn. vyrobok rovnakych vlastnosti)
sa nachadza v m miestach zdrojov Z(i) v znamych mnozstvach
a(i) a chceme ho dopravit do kazdého =z n miest spotreby
S(j) v mnozstvach b(j). Pozname ohodnotenie prepravnej
naro¢nosti (sadzby) na jednotku mnozZstva prislusného mate-
rialu ¢(i,j) zo vsetkych zdrojov k vSetkym spotrebitelom.

Ulohou je urdit mnoZstva materidlu X(i,j) prepravova-
ného od Jjednotlivych zdrojov k jednotlivym spotrebitelom
tak, aby celkové néaklady na prepravu, vyjadrené ucelovou
funkciou (1.1), boli optimalne (minimalne, maximalne) .

m n
z = 2 x(i,3j) * c(i,3) (1.1)
i=1l j=1
Pritom musia byt splnené tieto podmienky:

a) Nezapornost riesSenia

Podmienka nezédpornosti riesSenia je logickd a vyplyva
z prirodzenej poziadavky, vyJjadrenej napr. pri rieseni
dovozu stavebného materidlu tym, Ze nie je mozné prepra-
vit zéporné mnozZzstvo materidlu. Musi platit:

x(i,j3) =2 0 pre i e {1,2,...m} (1.2)
j e {1,2,...n}

b) Vyrovnanost ulohy (vybilancovanost)

Aby Uloha bola Jjednoznacne riesitelnd Jje nutné, aby
mnozstvo materidlu vo v3etkych zdrojoch odpovedalo mnozZ-
stvu poziadaviek na material vsSetkych spotrebitelov.

Musi platit:

m n

2 a(i) = X b(3) (1.3)
i=1 j=1



c)

Kapacitné ohranic¢eni

Podmienky ohranicenia poziadaviek spotrebitelov a ka-
pacit =zdrojov su opat prirodzenym vyjadrenim realnych
podmienok. Nie je mozZné zo zdroja rozviest viac materialu
ako je kapacita zdroja. Rovnako spotrebitel nebude odobe-
rat vac¢sie mnozZstvo materidlu ako pozaduje.

Z uvedeného vyplyva, Ze musia byt splnené tieto pod-
mienky:

n
T x(i,j) = a(i) (1.4)
j=1
m
2 x(i,3) = b(j) (1.5)
i=1

Matematicky model dopravnej Ulohy mézme potom zapisat

v matici tabulkovou formou takto (tab. 1.1).

Z\S S1 ... Sj e Sn a(i)
z1 c(l,1) c(l,73) c(l,n) a(l)
Z1i c(i, 1) c(i, ) c(i,n) a(i)
Zm c(n,1l) c(m,Jj) c(m,n) a(m)

b(J) b (1) b(J) b (n)

Tab. 1.1 Matica sadzieb

Pri predpokladoch, ze

m n

> a(i) = X b(J) ; a(i) = 0 ; b(j) =0
i=1 j=1

je cielom rieSenia najst maticu prepravy (tab. 1.2), ktora
splifia podmienky



n m

X x(i,3) = a(i) X x(i,3) =b(3)
j=1 i=1

x(i,j) =20

a ktord minimalizuje (maximalizuje) ucelovu funkciu:

m n
X X =x(i,j) * c(i,3)

Zz =
i=1l j=1
Z\S S1 Sj Sn a(i)
z1 x(1,1) x(1,7) x(1,n) a(l)
Z1i x(i,1) x(1i,73) X (i,n) a(i)
Zm x(n,1) x (m, J) X (m, n) a(m)
b(7) b (1) b(7) b (n)
Tab. 1.2 Matica prepravy X (m,n)

Pre vypocet sa

Uloha spravidla zadava aj riesSi matico-

vou formou v Jjednej tabulke, pricom sadzby sa zapisuju
v pravom hornom rohu jednotlivych policek tabulky (tab.1.3).
Z\S s1 | aaa... Sy ... Sn a(i)
c(l,1) c(1,3) c(l,n)
z1 x(1,1) x(1,3) x(1l,n) a(l)
c(i,1) c(i,3) c(i,n)
Zi x(i,1) x(1,3) x(i,n) a(i)
c(n,1) c(m,3J) ¢ (m,n)
Zm x(n,1) x(m,J) x (m, n) a (m)
b (3) b(1) | ae.... b(3) | ... b (n)
Tab. 1.3 Tabulka pre rieSenie dopravnej ulohy




2. PRIPRAVA VSTUPNYCH DAT PRE RIESENIE
DOPRAVNEJ ULOHY

Priprava vstupnych dat pre rieSenie dopravnej ulohy
patri medzi dbélezité &innosti. Na ich spravnosti zavisi aj
spravnost vysledkov rieSenia a tym aj jeho pouzZitie pre rie-
Senie konkrétnej situéacie.

Pripravu dat si popiseme pre rie3enie Ulohy minimali-
zacie nakladov na prepravu materiédlu.

a) Definicia zdrojov materialu

Prvou Ulohou Je urc¢it zdroje materidlu a ich potrebné
charakteristiky. Pre klasicka dopravni Ulohu postacuje
jedind charakteristika zdroja, ktorou je mnoZstvo materiédlu,
ktoré je v tomto zdroji k dispozicii. Vo formuldcii doprav-
nej ulohy sme mnozZstva pre jednotlivé zdroje oznacili a(i).
OCislujeme si zdroje materidlu a do premennych a(i) zapisSeme
zistené mnozstva v Jjednotlivych zdrojoch.

Fyzikalny rozmer, v ktorom budeme tieto mnoZstva uvadzat,
volime podla potreby. MédZu to byt kilogramy, tony, ale napr.
aj pocet vozidiel apod.

Z\S a(i)
z1

50
z2

40
Z3

60

\150

Tab. 2.1 Kapacity zdrojov
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b) Definicia pozZiadaviek spotrebitelov

Pri spotrebiteloch, rovnako ako pri zdrojoch, nas bude
zaujimat ich wurcenie a charakteristika. Charakteristikou
budli opat mnoZstva materidlu, tentoraz vyjadrujluce poziadav-
ky Jjednotlivych spotrebitelov. Po oc¢islovani spotrebitelov
si tieto hodnoty zapisSeme (v stlade s definiciou dopravnej
ulohy) do premennych b(j).

Pri ohodnoteni poZiadaviek na materidl musime pouzit rovnaké
jednotky ako pri kapacitach zdrojov.

Z\S S1 S2 S3 S4 a(i)
z1

50
Z2

40
Z3

60
b(3j) 30 70 30 20 150\150

Tab. 2.2 Doplnenie poZiadaviek spotrebitelov

c) Definicia sadzieb

Velmi dbélezitou ulohou je stanovenie sadzieb. Vo formu-
ladcii 1Glohy sme uviedli, Ze sadzbou rozumieme ohodnotenie
prepravy jednotkového mnozZzstva materidlu od zdroja ku spo-
trebitelovi. Tieto sadzby je potrebné stanovit od vSetkych
zdrojov k vSetkym spotrebitelom. Ich hodnoty st urcované
cielom, ktory sme si stanovili pre vlastnu optimalizéaciu.
Ked je nasSim cielom minimalizacia celkového prebehu kilome-
trov, potom v matici sadzieb musime uvadzat ako ohodnotenie
vzdialenosti medzi zdrojmi a spotrebitelmi.

Tieto vzdialenosti musia odpovedat skutoénym parametrom tras
pri preprave materidlu. V tomto pripade mbzZme pouzit na vy-
tvorenie matice sadzieb algoritmy pre vyhladanie minimé&lnych
ciest v grafe.
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napr. aj spotrebu pohonnych hmét,
celkovy ¢as nasadenia dopravnych prostriedkov na splnenie
Uloh prepravy materialu, finanéné naklady apod. Sadzby musia
obsahovat prislusné ohodnotenia.

Optimalizovat mdZme

Prohibitivna sadzba

Pri rieseni niektorych uloh

je mozZné realizovat prepravu

trebitelom. Aby

Z\S S1 S2 S3 S4 a(i)

z1 50 45 35 50 50

Z2 25 60 40 60 40

Z3 30 40 35 45 60

b(3) 30 70 30 20 150\150
Tab. 2.3 Doplnenie sadzieb

mbZe nastat pripad, ked nie

medzi niektorym zdrojom a spo-
sa toto obmedzenie dalo akceptovat v algo-

ritme vypoctu, tzn. Ze algoritmus v Ziadnom pripade nesmie
priradit material (davku) z uvedeného =zdroja k prislusnému
spotrebitelovi, wupravime sadzbu medzi tymito partnermi.
Uprava spod¢iva v nahradeni pévodnej sadzby ohodnotenim 4o
(pri maximalizacii =-o). Pri spracovani na vypoctovej tech-
nike ¢o najvacsou (najmensSou) hodnotou pouzitého typu pre-
menne’j) . Takymto sadzbém hovorime prohibitivne.
Z\S S1 S2 S3 S4 a(i)
zZ1 50 45 35 50
50
Z2 25 60 nek 60
40
Z3 30 40 35 45
60
b(J) 30 70 30 20 150\150
Tab. 2.4 Prohibitivna sadzba v prvku c(2,3)
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2.1 Prevod rieSenia maximalizacie na rieSenie problému
minimalizacie - transponovanie sadzieb

Niektoré metddy pre riesenie dopravnych Gloh je mozné
pouzit 1ba na rieSenie problému minimalizacie. Ak chceme
tieto metddy pouzit aj na rieSenie maximalizédcie, je potreb-
né zmenit znamienka v matici sadzieb, alebo pouzit tzv.
transponované sadzby.

Transponované sadzby st vysledkom jednak zmeny znamie-

nok a jednak odstranenim zdpornych sadzieb od¢itanim naj-
niz$ej sadzby od vsetkych sadzieb matice. [4]

Transponované sadzby sa vypocitaju takto:

- v matici urcenej na rieSenie maximalizacie sa zisti naj-
vy3Sia sadzba k, kde:

k = max{c(i,]j)} pre i € {1,2,...m} (2.1)
j e {1,2,...n}

- sadzby v Jjednotlivych polic¢kach sa od tejto sadzby odci-
taju, tym sa dostanu transponované sadzby ct (i,3)

ce(i,j) =k - c(1i,3) (2.2)

Ucelovt funkciu (po vyrieSeni Ulohy) Je potrebné
v tomto pripade pocitat s pouzZzitim pdvodne] matice sadzieb
(podla vztahu 1.1), alebo s pouZzitim transponovane] matice
sadzieb podla wvztahu:

m n
z = X X x(i,3) * (k - ce(i,])) (2.3)
i=1l j=1
Vypocet transponovanych sadzieb (a tym prevod problému
maximalizacie na problém minimalizacie) Jje =znazorneny

v tabulkédch 2.5 a 2.6. 7Z tabulky 2.5 vyplyva, Ze k=60.
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Z\S S1 S2 S3 S4 a(i)
Z1 50 45 35 50
50
Z2 25 60 40 60
40
Z3 30 40 35 45
60
b(J) 30 70 30 20 150\150
Tab. 2. P6vodna matica sadzieb (k=60)
Z\S S1 S2 S3 S4 a(i)
z1 10 15 25 10
50
72 35 0 20 0
40
Z3 30 20 25 15
60
b () 30 70 30 20 150\150
Tab. 2.6 Transponovand matica sadzieb

KedZe tymto spdsobom vieme previest Ulohu maximalizéacie
na problém minimalizacie, budeme sa dalej (pri jednotlivych
metddach riedenia dopravnej Ulohy) zaoberat najma& problema-
tikou minimalizdcie. Tym dospejeme k urcitému zjednodusSeniu
problematiky a tieZ, ako uz bolo uvedené, niektorymi metd-
dami mdézZme riesit iba problém minimalizacie.
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2.2 Nevyrovnanost (nevybilancovanost) zdrojov a potrieb

Ako sme uz uviedli vo formulacii Ulohy, musi byt uloha
vyrovnana (vztah 1.3). To =znamenéd, Ze mnozstva materialu vo
vSetkych zdrojoch musia odpovedat mnoZstvam poziadaviek
vSetkych spotrebitelov. Vo wvac¢sine praktickych tloh vSak
tdto podmienka nebude splnena. Aby bolo moZné Ulohu riesit,
musime splnenie podmienky vyrovnanosti zabezpecit.

M6Zu nastat celkom tri pripady:

a) Uloha je vyrovnanA - plati vztah (1.3)

V tomto pripade nie Jje potrebné vykonat Ziadnu Upravu,
dadta pre vypocet z hladiska vyrovnanosti Glohy sU pripravené
(pozri tab. 2.3, 2.4).

b) V zdrojoch je prebytok materialu, ponuka prevySuje dopyt

m

n
2 a(i) > X b(3) (2.4)
i=1 j=1

V tomto pripade je potrebné Ulohu vyrovnat vytvorenim
tzv. fiktivneho spotrebitela (budeme ho oznacovat Sf). Tohto
fiktivneho spotrebitela zaradime medzi skutocnych spotrebi-
telov. Jeho pozZiadavka na material sa bude rovnat mnozstvu
prebytku materidlu v zdrojoch.

m n

b(f) = X a(i) - X b(j) (2.5)
i=1 j=1

Zaroven musime stanovit sadzby za prepravu jednotkového
mnozstva materidalu k tomuto fiktivnemu spotrebitelovi.
Vzhladom na to, Ze ide o spotrebitela fiktivneho, material
prideleny tomuto spotrebitelovi zo zdrojov sa v skutocénosti
prepravovat nebude, ale ostane nevyuzity v prislusnom
zdroji. Preto mdZme sadzby od v3etkych zdrojov k fiktivnemu
spotrebitelovi stanovit rovné nule (tab. 2.7).

c(i,f£) =0 pre ie {1,2,...m} (2.0)
V tomto pripade algoritmus priradi fiktivnemu spotrebi-
telovi materidl z tych zdrojov, ktoré nemaju vyhodné sadzby

k skuto¢nym spotrebitelom. V praxi to znamena, Ze zdroj,
z ktorého bude priradeny material k fiktivnemu spotrebite-

15



Tovi, v skutoc¢nosti nebude vycCerpany a ostane mu "na sklade"
to mnoZstvo, ktoré bolo fiktivnemu spotrebitelovi priradené.

Z\S Sl S2 S3 sS4 St a(i)
z1 50 45 35 50 0
80
Z2 25 60 40 60 0
70
Z3 30 40 35 45 0
100
b(3) 30 70 30 20 100 250\250

Tab. 2.7 Fiktivny spotrebitel

V niektorych pripadoch sa mbéze vyskytnut poziadavka,
aby material od predom urceného zdroja bol v plnej miere
vydany. To znamenéd, Ze ide v podstate o pozZiadavku, aby
od tohto zdroja nebol materidl priradeny fiktivnemu spotre-
bitelovi. Tuto pozZiadavku zabezpe&ime tak, Ze nahradime
sadzbu medzi prislusnym zdrojom a fiktivnym spotrebitelom
prohibitivnou sadzbou (pozri tab. 2.8).

Z\S Sl S2 S3 sS4 St a(i)
z1 50 45 35 50 0
80
Z2 25 60 40 60 nek
70
Z3 30 40 35 45 0
100
b(3) 30 70 30 20 100 250\250

Tab. 2.8 Fiktivny spotrebitel s prohibitivnou sadzbou u 72
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c) Nedostatok materialu v zdrojoch, dopyt prevysSuje ponuku

m n
X a(i) < X b(j) (2.7)

i=1 j=1
Vyrovnanie ulohy v tomto pripade vykoname vytvorenim
fiktivneho =zdroja Zf. Pre jeho ohodnotenia platia obdobné

vztahy ako pre fiktivneho spotrebitela.

Kapacita fiktivneho zdroja:

n m
a(f) = X b(j) - X a(i) (2.8)
j=1 i=1
Sadzby pri fiktivnom zdroji:
c(f£,j) =0 pre j e {1,2,...n} (2.9)
Rovnako ako pri fiktivnom spotrebitelovi, aj pri fik-

tivnom zdroji mbzZme pouzit prohibitivne sadzby (pozri tab.

2.9). V tomto pripade maju vyznam pre zabezpecenie spotrebi-
tela plnym poZadovanym mnoZzstvom materialu, aj keby to
z hladiska celkove]j hodnoty ucelovej funkcie Dbolo menej
vyhodné.
Z\S S1 S2 S3 S4 a(i)
z1 50 45 35 50
50
72 25 60 40 60
40
Z3 30 40 35 45
60
zt 0 0 nek 0
100
b(73) 60 80 60 50 250\250
Tab. 2.9 Fiktivny zdroj s prohibitivnou sadzbou u S3

17



3. PRIBLIZNE METODY

3.1 Vogelova aproximaéna metéda (VAM)

Vogelova aproximac¢nad metdda je jednou 2z najjednoduch-
Sich priblizZnych metdd, ktora dava pomerne dobré vysledky,
pribliZujice sa do znacne]j miery optimu. [4]

Vyber policka, ktoré chceme obsadit davkou, nevykonavame
iba podla sadzby, ale berieme do uvahy aj rozdiel medzi
najmensimi sadzbami v riadkoch a stlpcoch tabulky. Tym
zniZzujeme riziko, Ze budeme musiet obsadit policko s velmi
vysokou sadzbou.

Algoritmus VAM:

Tabulku pre vypocet si rozsirime o Jeden riadok a
stipec, do ktorych budeme zaznamendvat riadkové a stlipcové
rozdiely (diferencie) rj a S5 (pozri tab. 3.1).

Z\S S1 e S e Sn
Ri\SJ s (1) s(3) s (n) a(i)
r(l) c(1,1) c(l,3) c(l,n)

z1 x(1,1) x(1,73) x(1,n) a(l)
r(i) c(i,1) c(i,J) c(i,n)

Zi x(i,1) x(i,3) x(i,n) a(i)
r (m) c(n,1) c(m,3) c(m,n)

Zm x(n,1) x (m, J) x (m, n) a (m)
b (j) b (1) b(3) b (n)

Tab. 3.1 Tabulka pre rieSenie metddou VAM
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Krok 1: Pre kaZdy riadok a stlpec stanovime diferenciu
medzi najmensou a druhou najmensou sadzbou v danom
riadku alebo stipci. Ak st dve najmenSie sadzby
rovnaké, diferencia je nulova. V pripade, Zze ostava
v riadku (stlpci) Jediné policko (rozdiel nie je
mozné vypocitat), diferenciu obsadime prohibitivnou
konstantou (o).

Krok 2: Vyhladame riadok alebo stipec S najvyssou
diferenciou.
V tomto riadky (stlpci) vyhladédme poli&ko s najniZ-
Sou sadzbou.

Krok 3: Do tohto polic¢ka umiestnime maximalnu moznu davku
vzhladom na okrajové podmienky (xij = min{a;, bj}).
7z daldieho rieSenia vypustime riadok alebo stipec,
kde okrajova podmienka je nulova (aj=0 alebo by=0).

Dalej pokradujeme odznova (krokom 1) v zmen3enej
matici. Tento postup opakujeme dovtedy, kym neddjde
k uspokojeniu pozZiadaviek vSetkych spotrebitelov
a vycCerpaniu vsetkych zdrojov (pre vSetky i,Jj musi
platit aj=0, by=0).

Poznamka ku kroku 2:

Pri rieSeni praktickych prikladov sa mdzZe vyskytnut
pripad, Ze dva alebo viac riadkov (stlpcov) ma& rovnaku
najvys$siu diferenciu. V rbéznych literattrach (napr. [1,2,4])
sa v tomto pripade uvadza niekolko postupov. Jednym z nich
(podIa [4]), ktory dava velmi dobré vysledky a Je pomerne
jednoduchy, Jje nasledujlci:

Vyhlad4d sa stlpec (riadok) v ktorom Jje poli&ko s naj-
niz$ou sadzbou (u riadkov a stlipcov s najvyssou dife-
renciou) . Pokial existuje v preverovanych riadkoch
a stipcoch s rovnakou najvyssou diferenciou niekolko
rovnakych najniz$ich sadzieb (pripad mélo obvykly), potom
plati pre spravnu volbu najvvhodnejsieho policka tato druhé
dopliiujica podmienka:
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Pre riadky a stlpce s najniZ3ou rovnakou sadzbou sa
urc¢i tzv. druhd diferencia ako rozdiel sadzby skimaného
policdka a druhej najniZ$ej sadzby v prislusnom stlipci (riad-
ku) . Pre realizaciu prepravy sa potom voli riadok (stlpec),
kde je druhéd diferencia najvyssia. Ak si aj najvysSie druhé
diferencie rovnaké, zistuje sa dalsSia diferencia, alebo sa
vykona obsadenie Iubovolne.

Postup rieSenia metddou VAM si ukaZeme na priklade 3.1.

E E EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEETRmN
Priklad 3.1

prepravnych vykonowv
st uvedené vsetky
v tonach, pozZiadavky

M& sa ries$8it minimalizacia objemu
podla =zadania v tabulke 3.2, v ktorej
potrebné informacie: vyska zdrojov (aj)
(bj) v kilometrické vzdialenosti
z miest zdrojov k spotrebitelom (ciq).

spotrebitelov tondch a

Poznamka : Druhé diferencie v rieSeni prikladu (tab. 3.3)
st oznacCené v zatvorkach.
Z\S S1 S2 S3 S4 S5 S6 a(i)
Z1 4 6 10 15 20 23 180
72 6 9 15 17 18 22 130
Z3 10 11 14 9 13 18 160
z4 15 13 23 5 8 14 280
Z5 20 22 26 7 11 10 250
b(J) 200 140 150 170 210 130 1000
Tab. 3.2 Zadanie pre rieSenie prikladu 3.1
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Z\S s1 s2 s3 s4 S5 S6
2, 6, 5 3, (5), 4, (5) 2, 4 3, 5 4, (8) a(i)
r(i)\s(3) 5,2
71 2 4 6 10 15 20 23 180,
30 150 30,0
72 3, 6 9 15 17 18 22 130,0
130
73 1, 10 11 14 9 13 18 160,
40 120 120,0
74 3, 15 13 23 5 8 14 280,70
20 50 210 20,0
75 3, 20 22 26 7 11 10 250,
120 130 120, 0
b(5) 200, 70,| 140, 20,| 150, O 170, 50,| 210, © 130, 0
40, 0 0 0
Tab. 3.3 RieSenie prikladu 3.1 metdéddou VAM.

POSTUP RIESENIA:

Krok 1:

Krok 2:

Krok 3:

- vypo&et riadkovych (stlpcovych) rozdielov:
ry = cl2 - c11 = 2 §1 = c21 - c11 = 2
rp = c22 - c21 =3 s2 = c22 - c12 =3
r3 = c31 - c34 =1 83 = ¢33 - c12 = 4
r4g = C45 - C44 = 3 S4 = C54 - C44 = 2
rs5 = C56 - C54 = 3 §5 = C55 — c45 = 3
S = C46 — Cc56 = 4
najvyssSia diferencia: s3 =4 a sg = 4
najni%$ia sadzba: v 3. stlpci cj3 = 10
v 6. stipci c5g = 10
stanovenie druhych diferencii:
s'3 = c23 - c13 =9
s'6 = Cc36 -~ C56 = 8
prepravu realizujeme pre policko (5,6), ktoré
obsadime maximalnou moZnou davkou xg5g = 130;

z dalSieho rieSenia vypustime stlipec 6 a prejdeme
na krok 1;

opravime riadkové rozdiely:
rs5 = C55 - Ch4 = 4
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Krok

Krok

Krok

Krok

Krok

Krok

Krok

Krok

najvyssia diferencia: r5 =4 a s3 = 4
najnizsia sadzba je v 5. riadku: «cggq = 7

polic¢ko (5,4) obsadime maximdlnou moznou davkou
x54 = 120;
z dalsieho rieSenia vypustime riadok 5 a prejdeme
na krok 1;

opravime stlpcové rozdiely:
S4 = C34 — C44 = 4
S5 = C35 — C45 = 5

najvyssia diferencia: s5 = 5
najni?$ia sadzba v 5. stipci: «cg5 = 8

polic¢ko (4,5) obsadime maximdlnou moznou davkou
x45 = 210;
z dalsieho riedenia vypustime stlpec 5 a prejdeme
na krok 1;

opravime riadkové rozdiely:
r4 = C42 — C44 = 8

najvyssia diferencia: 1rg4 = 8
najnizsia sadzba v 4. riadku: «c44 = 5

policko (4,4) obsadime maximalnou moZnou davkou
x44 = 50;
z dalSieho riedenia vypustime stlpec 4 a prejdeme
na krok 1;

opravime riadkové rozdiely:
r3 = c32 - c31 =1
r4 = C41 - C42 = 2

najvyssia diferencia: s3 = 4
najni?$ia sadzba v 3. stipci: ¢33 = 10

policko (1,3) obsadime maximalnou moZnou davkou
x13 = 150;
z dalSieho riedenia vypustime stlpec 3 a prejdeme
na krok 1;
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Krok 1:

Krok 2:

Krok 3:

Krok 2:

Krok 3:

Krok 2:

Krok 3:

opravime riadkové rozdiely:
ostavajla bez zmeny

I
w

najvyssia diferencia: r2 =3 a s2
zZ

[N e)

najniZzsia sadzba v 2. riadku c21
v 2. stipci: cq1o =
druha diferencia:
s = c32 - ¢c31 =5
pre 2. riadok druhad diferencia neexistujei
pre realizaciu prepravy volime riadok (stlpec),

kde nie e mozné druht diferenciu stanovit
(riadok 2);

policko (2,1) obsadime maximalnou moZnou davkou
x21 = 130;
z dalsieho rieSenia vypustime riadok 2 a prejdeme
na krok 1;

opravime stlpcove rozdiely:
s] = c31 - c11 = 6
§2 = C32 - Cl12 = 5

najvyssia diferencia: s71 = 6
najni?$ia sadzba v 1. stipci: cj1 = 4

policko (1,1) obsadime maximalnou moznou davkou
x11 = 30;
z dalSieho riesSenia vypustime riadok 1 a prejdeme
na krok 1;

opravime stlpcové rozdiely:
S1 = C41 - C31 = 3
Sp = C42 - C32 = 2

najvyssia diferencia: s71 = 5
najni?$ia sadzba v 1. stipci: c37 = 10

policko (3,1) obsadime maximalnou moznou davkou
x31 = 40;
z daldieho riedenia vypustime stlpec 1;
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Na rieSenie nam ostédvaju uz iba dve policka - (3,2) a (4,2).
Tieto wuZz len doplnime davkami podla okrajovych podmienok
takto:

x32 = 120
X479 20

Tym je rieSenie rozmiestnenia davok ukonc¢ené a ostava uz iba
vypocet hodnoty utcelovej funkcie podla vztahu 1.1.

x(llj) * c(llj) =

I

= 30*4 + 150*10 + 130*6 + 40*10 + 120*11 + 20*13 + 50*5 +
+ 210*8 + 120*7 + 130*10 = 8450 tkm

ZAVER

Optimadlny (minimé&lny) prepravny vykon 8450 tkm bude
dosiahnuty pri rozmiestneni prepravnych dadvok od zdrojov k
spotrebitelom tak, ako je uvedené v tabulke 3.3.
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3.2 Metdda postupnych redukcii

Algoritmus tejto metddy Je =zaloZeny na nasledujice]
vete:

"Ak odvodime 2z pdévodnej matice sadzieb C (so sadzbami
cij) ina maticu C' (so sadzbami c';y) upravenymi transforma-
ciou

c'ij = ¢ij t u; £ \4

kde uj a vj st konsStanty, problém optimalizacie a umiestne-
nie optima sa nezmeni."

Metdéda postupnych redukcii je metddou pribliZnou a pri

jej pouziti sa dosahujua celkom dobré vysledky, bliziace sa
optimalnym alebo priamo optimélne. [4]

Algoritmus metédy:

Krok 1: Vykonad sa redukcia matice sadzieb tak, aby v kazdom
riadku a v kazdom stlipci vznikla aspofi jedna nulova
sadzba.

Redukciu je mozZné vykonat nasledujucim spdsobom:

V kazdom riadku (stipci) matice sa zisti najnizsia
sadzba a o Jjej hodnotu sa znizia vsSetky sadzby
v danom riadku (stlpci).

V kazdom stipci (riadku) matice sa zisti najnizsia
sadzba (pripadne uz redukovana) a o jej hodnotu
sa zniZia vdetky sadzby daného stlpca (riadku).
Redukciu Jje mozné vykonat pocénlc riadkami alebo
stlpcami postupne, popripade pocénltc lTubovolnym
riadkom alebo stlpcom aj striedavo.

Pri rozdielnych okrajovych podmienkach sa odporuca
vykonat redukciu postupne po riadkoch a stipcoch
s najvys$simi okrajovymi podmienkami (toto nie Jje
podmienkou) .

Krok 2: V riadkoch a stlpcoch s jedinou nulovou sadzbou
sa zistia riadkové (stipcové) rozdiely (diferencie)
ri, sy (ako u metdédy VAM) a tieto sa poznamenaju
do pomocného stipca (riadku) .

Na realizaciu prepravy (obsadenie davkou) sa voli
nulové policko riadku (stlpca) s najvy$sou diferen-
ciou.
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Krok 3: Toto policko sa obsadi maximdlnou mozZnou davkou
vzhladom na okrajové podmienky. Z dalSieho rieSe-
nia sa vypusti riadok (stipec), v  ktorom su uz

okrajové podmienky splnené a prejde sa na krok 1.
Tento postup sa opakuje do vycCerpania kapacit vsSet-
kych zdrojov a uspokojenia pozZziadaviek v3etkych

spotrebitelov.

Poznamka ku kroku 2:

Ak existuje viac rovnakych najvys$sich diferencii, je
mozné postupovat rovnako ako pri metdde VAM, to znamena

zistenim druhe’ diferencie pri tychto riadkoch
a stipcoch (pozri kap. 3.1).
Postup rieSenia metddou postupnych redukcii si ukdzZzeme

na priklade 3.2.

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEER
Priklad 3.2

Stavebny Utvar si ma vlastnymi dopravnymi prostriedkami
zabezpecit dopravu stavebného materidlu (Strk) na 6 stavieb,
pric¢om k dispozicii je 5 zdrojov materidlu.

Ulohou je vyriedit odber materidlu od jednotlivych
zdrojov tak, aby celkovy prepravny vykon bol minimalny.

Vstupné udaje pre rieSenie - kapacity zdrojov a pozia-
davky stavieb (v tonéch) a kilometrické wvzdialenosti medzi
zdrojmi a stavbami st uvedené v tabulke 3.4.

RieSenie je znédzornené postupne v tabulkdch 3.5 az 3.9.

Z\S S1 S2 S3 S4 S5 S6 a(i)
z1 30 20 2 4 18 32 160
72 4 42 26 0 7 30 130
Z3 16 54 37 14 4 24 170
zZ4 42 14 12 37 30 11 290
Z5 32 477 30 24 12 4 250
b(3) 220 120 140 180 230 110 1000

Tab. 3.4 Vstupné tdaje pre riesSenie prikladu 3.2
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POSTUP RIESENIA:

Tabulku na riedenie si roz3irime o stlipec a riadok
na zaznamenavanie riadkovych a stlpcovych rozdielov «rj, sj
a o stipec a riadok na zaznamendvanie hodnét uj, v pouziva-
nych pri redukcii matice sadzieb (pozri tab. 3.5).

Z\S S1 S2 S3 S4 S5 S6
u\v -4 -3 0 0 -4 0
r\s a(i)
Z1 -2 24 26 30 15 18 20 0 2 2 4 12 14 18 30 32 160
Z2 0 0 4 39 42 26 0 37 30 130
Z3 0 12 16 51 54 37 14 0 4 24 170
zZ4 -11 27 31 42 0 3 14 112 26 37 15 19 30 0 11 290
zZ5 -4 24 28 32 40 43 47 26 30 20 24 4 8 12 0 4 250
b(3) 220 120 140 180 230 110
Tab. 3.5 Matica pdvodnych a redukovanych sadzieb
Krok 1: - redukcia matice sadzieb tak, aby v kazZdom riadku

a stlpci bola asponl jedna nulovd sadzba. Redukciu
okrajovych podmienok,

vykoname
hodnoty,

podla
o ktor

é

vysky

budeme redukovat,

zaznamename

v pomocnom stlipci a riadku uj, vy (tab. 3.5).

najvyssia okrajovéa
najnizsia sadzba
sadzby celého riadku zniZime o ug =

dalsSie redukcie:

as
bs
b1
by
as
al
b3
a2
b2
bg

= 250
= 230
= 220
= 180
= 170
= 160
= 140
= 130
= 120
= 110
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v 4.

podmienka

riadku

ug = -4
vy = -4
vy = -4
vg = 0
uz = 0
up = -2
vy = 0
u = 0
vy = -3
vg = O

ag = 290,
cae = 11;
-11.




1. pokracovanie riesenia - tabulka 3.6
Z\S S1 // S2 //// S3 S4 S5 S6
u\v -12 1117117117
r\s 12, (24),| 15 //////] 1 2, 3, 4 a(i)
12, @2) |///1111117 12, (18)
gl /| |///7707\| 2, 0 ||//7 12 24 /77777 15 (/177177 0 |///77 0 2 |////77 12 /11117 30 ||//1111]
LI0IV 070700 [ 7700077\ \1077770707\7770777707\77177707777\] 160 /7//\///17/7/77\///7/17/7/|| 160,0
z2 /|| /177707 \1777077\\1177777 0 /77777 39 /77777 26 |//////7 O |///1]17 3 |////17 30 ||/1//)]/
PI01P\ 1770707 1070707\ 7 130 1777\ 7777777777)77177777707\1777777777\/777777077)\7777777777|| 130,0
73 12, (14) 012 |////// 51 37 12 14 0 24
0 11171117117 170
zZ4 1 15 27 |/////// O 1 24 26 15 0 290,
/120 //// 170
zZ5 4 12 24 |////// 40 26 18 20 4 0
11171111771 250
b(3) 220, 90 120, 0 //| 140 180, 20 230 110
Tab. 3.6 1. pokracovanie riesenia prikladu 3.2
Krok 2: - riadkové rozdiely: r1 = 2, r3 12, r5 = 4,
- stipcové rozdiely: s; = 12, sp = 15, s3 = 1,
sq = 2, sg = 3
- maximdlny rozdiel: sp = 15
Krok 3: - polic¢ko (4,2) obsadime maximdlnou moZnou davkou
x4 = 120;
- z dal8ieho riedenia vypustime 2. stlpec a prejde-
me na krok 1;
Krok 1: - redukcia matice sadzieb: nie Jje potrebna, v kai-
dom riadku a stlpci je aspon jedna nulova sadzba;
Krok 2: - riadkové a stlpcové rozdiely: (kontrola)
rqg = 1,
- maximalny rozdiel: r3 = 12, s1 = 12
- druhé rozdiely r'y =14, s'1 = 24
- maximalny druhy rozdiel: s'1 = 24
Krok 3: - obsadenie davkou: x271 = 130

- z dalsieho riesSenia vypustime 2.
me na krok 1;
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Krok 1: - redukcia matice sadzieb: v = -12, vgq = -2
Krok 2: - riadkové a stlpcové rozdiely:
ri 0, r3 =0
s1 = 12, s4 = 12, s5 = 4
- maximalny rozdiel: s1 = 12, sg4 = 12
- druhé rozdiely : s'17 =12, s'g = 18
- maximdlny druhy rozdiel: s'g = 18
Krok 3: - obsadenie davkou: x74 = 160
- z dal$ieho rieSenia vypustime 1. riadok a prejde-
me na krok 1;
2. pokracovanie rieSenia - tabulka 3.7
Krok 1: - redukcia matice sadzieb: vy = -1, vg = -12
Krok 2: - riadkové a stlpcové rozdiely:
rg = 4,
s1 = 12, s3 = 25, s4 = 6, s5 = 4
- maximdlny rozdiel: s3 = 25
Krok 3: - obsadenie davkou: x43 = 140
- z dalsieho riedenia vypustime 3. stlpec a prejde-
me na krok 1;
Z\s /] SL ////\/1 82 /111 s3 /)| sS4 S5 s6
u\v LI0II1ITII\ 1070707007 =1 177777 -12
r\s 12, A5) |/////1/117) 25 /11117 6 4 a(i)
2L S| /107070\\170707 0\ [17770707077\7770701777\0707777770\0171770707\7777770707\1070707077\\//11117
PIPIIVVI00 000\ 7070007 1107077777\ 7777770707\7777777777\1 160 ////\///1/1171771\//177177770\|1711117
22 S| /177070 \\ 7707070\ [ 177770777 7\7070707777\0707777070\0177770707\7777070707\1010707177\\//1/117
PILIIVI070 707\ 7070707\ 7130 1777\ 1171777707\ 7777770707\1770707777\1070177770\1717777070)\1717717
z3 /1110170 /17777171711 36 37 0 12 0 24 || 170,
/90 /1IN IIIIIIIIII 11117 80
za /7777777 12, /7| |//7777 25 /777077777 /0/77 0 1 /)7 12 24 |////// 15 |//////7 O || 170,//
110707070000\ | sy S| 2707000000\ 120 7777\ 140 1777\ 7770707007\1077777777)0 30 //77]| 30,0 /
z5 4 /11717 12 /11117177717 25 26 6 18 4 0
LIPIIIIIIINII07070700711111717717 250
b(3) /90, 0 //|///////7//| 140, O //| 20 230 110, 80
Tab. 3.7 2. pokracovanie riesSenia prikladu 3.2
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Krok 1: - redukcia matice sadzieb: nie Jje potrebna, v kaz-
dom riadku a stlpci je aspon jedna nulovéa sadzba;
Krok 2: - riadkové a stlpcové rozdiely:
ry 12, ostatné ostavaju bez zmien
- maximalny rozdiel: s1 = 12, rgq = 12
- druhé rozdiely : s'1 =15, r'g = 15
- druhé rozdiely sU rovnaké, mbdzme vybrat Iubovolne
medzi 4. riadkom a 1. stlpcom - vyberieme
1. stlpec;
Krok 3: - obsadenie davkou: x371 = 90
- z daldieho riedenia vypustime 1. stlpec a prejde-
me na krok 1;
Krok 1: - redukcia matice sadzieb: nie Jje potrebna, v kaz-
dom riadku a stlpci je aspon jedna nulova sadzba;
Krok 2: - riadkové a stlpcové rozdiely: ostdvaji bez zmien
- maximalny rozdiel: 1rg = 12
Krok 3: - obsadenie davkou: xg4¢g = 30
- z dalsieho riesSenia vypustime 4. riadok a prejde-
me na krok 1;
3. pokrac¢ovanie rieSenia - tabulka 3.8
Z\S S1 S2 S3 S4 S5 S6
u\v LIPII1I1ITNI17707070070\1711717777 11171111171
e\s ||///7177777)171717177107\1117171777) 6, 2 4 24 ////17|]| a(i)
gL S|\ /7707077777070 \\7707070777\77707777107\1070777777\17770707070)\7777770707\7107077777\\/717111
LIPTINI070 707\ 1070707\ 7707077770\0707777777)7777777707\] 160 //7/\/1/7777777\/7177177070\\/717717
22 J|\/770700 (| 1177070\\1707070707\7770777777 (1010177770 1777707010\7177070717\77071010177\\//1111]
PI01P\ 1770707\ 1070707\ 7 130 7777\ 1707777777\7777770707\1777707770\1070707777\1777077070\\/717777
23 IIIII1I1ITN 170070007\ 1711717177 0 o /77777 24 || 8o,
/90 /111111010700 1117177777) 20 60 /1111111171]] 60,
24 S|\ /7707077177070 \\ 7007070777\ 7770777707 (1070777777 177770700 70)\7777770707\7107077777\\//17117
L1010 7070000\ 1070707 ) 7707070070\7 120 7777)7 140 177/\7777707077\1777777777\0 30 1777\\/777777
z5 -4 a, 2 ||//11107700\1107700077117111177777 2 6 04 |/////// 0 || 250,
LI01I1I1T\7170070707\1771717117 170 /80 ////|| 170,0
b(9) LI01I1107) 11770707007\ 1717717777| 20, © 230,170,0 | 80, 0 ////
Tab. 3.8 3. pokracovanie riesSenia prikladu 3.2
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Krok 1:

Krok 2:

Krok 3:

redukcia matice sadzieb: nie Jje potrebna, v kaz-
dom riadku a stilpci je aspon jedna nulova sadzba;

riadkové a stlpcové rozdiely:

rg = 4,

sS4 = 6, sj5 4, s¢g = 24,
maximalny rozdiel: sg = 24
obsadenie davkou: x5 = 80

z daldieho rieSenia vypustime 6. stipec a prejde-
me na krok 1;

Celkové riesSenie

redukcia matice sadzieb: ug = -4

Na rieSenie nam ostavaju uz iba 4 policka, z kto-

rych tri st ohodnotené redukovanou sadzbou 0.
Vzhladom na okrajové podmienky Jje obsadenie jed-
noznacné:

x34 = 20

x35 = 60

x55 = 170
Tym je rozmiestnenie davok vyrieSené a rieSenie

je optimalne.

(aj s pdvodnymi sadzbami) Jje uvedené

v tabulke 3.9.

Z\S

S1

S2

S3

sS4

S5

S6

zZ1

30

20

160

18

32

160

Z2

130

42

26

30

Z3

90

16

54

37

14
20

60

24

zZ4

42

14

12

37

30

30

11

290

Z5

32

47

30

24

12

80

250

220

120

140

180

230

110

Tab.

3.

9 Vysledné riesenie prikladu 3.2

metddou postupnych redukcii.
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Ostava uz 1iba vyc¢islit hodnotu uc¢elovej funkcie podla
vztahu (1.1).

m n
z = z z x(llj) * c(llj) =
i=1 j=1

= 160*4 + 130*4 + 90*16 + 20*14 + 60*4 + 120*14 +
+ 140*12 + 30*11 + 170*12 + 80*4 = 9170 tkm

Tym je rieSenie prikladu ukoncené.

ZAVER

Optimalny (minimalny) prepravny vykon 9170 tkm bude
dosiahnuty pri preprave materialu stavebnymi Gtvarmi od jed-

notlivych zdrojov tak, ako je uvedené vo vyslednom riesSeni
- tabulka 3.9.
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4. PRESNE METODY

Principom ziskania optimdlneho rieSenia tymito metddami
je postupné zlepsSovanie vychodiskového (pripustného) riese-
nia presunovanim davok. Pritom sa vyuziva princip cyklov
a to (podla metddy) ako na zistenie policka, na ktoré je vy-
hodné vykonat presun urc¢itej davky, tak aj na samotny jej
presun.

Pri pouziti tychto metdéd je preto potrebné vychodiskové
riedenie dopravnej Ulohy ziskané niektorou priblizZnou
metddou.

Ak vychodiskové rieSenie sprestiovania splfia podmienku

Popbs =m + n -1 (4.1)
kde:
Pobs ... pocCet obsadenych policok davkami xjH
m ...... pocCet zdrojov (vratane fiktivneho)
N oveee.. pocet spotrebitelov (vratane fiktivneho)

potom je mozné pre kazdé neobsadené policko vytvorit cyklus,
ktory vychaddza z neobsadeného policka a uzatvara sa cez
obsadené polic¢ka naspat do polic¢ka vychodiskového (neobsa-
deného) .

Poznamka: Vychodiskové rieSenie musi byt =ziskané niektorou

z pribliznych metdd. Takéto riedenie Jje vzdy
zakladné, tzn. pocet obsadenych policek je
maximalne m + n - 1, pric¢om sU tieto nezavislé.

Situéacia, kedy pocet obsadenych policek Jje mensSi
ako m + n - 1 bude rozobrata v kapitole 4.3.

Pri wvytvarani cyklu mozno vykonat obrat o 90° iba
na obsadenom policku, pric¢om existuje jedind a iba jedinéa
cesta pri vytvarani cyklu pre ktorékolvek neobsadené
policko.

Kazdé policko cyklu, v ktorom sa meni smer, si striedavo
oznac¢ime znamienkami "+" a "-", pricom vychodiskové (neobsa-
dené) polic¢ko oznacdujeme znamienkom "+".

Princip vytvarania cyklu a oznacovania policok do cyklu
zaradenych Je uvedeny pre priklad vychodiskového riesenia
(tab. 4.1) na obréazkoch 4.2, 4.3, 4.4 a 4.5. Obsadené polic-
ka st znédzornené kruzkom, neobsadené policko, pre ktoré sa
cyklus vytvara, Jje =zndzornené obdlZnikom. Vyznam hodnét
rohovych prvkov cyklu je zndzorneny na obr. 4.1.
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S1 S2 S3 sS4 S5 S6
— polic¢ko (2,1) cyklu
z1 5 12 3 14 7 9
180 znamienko prvku cyklu
zZ2 7 4 9 21 5 11
130 @+
zZ3 3 18 7 8 9 6 130 7
zZ4 2 10 5 9 8 4
— sadzba policka (2,1)
Z5 8 6 10 12 15 17
250 davka policka (2,1)
Obr. 4.1 Vyznam hodndt
200 140 150 170 210 130 rohovych prvkov cyklu
pre obr. 4.2 az 4.5
Tab. 4.1 Vychodiskova tabulka pre
zndzornenie tvorby cyklov
+ - + -
1,2 3,3
70 5 110 12 10 18 150 7
- + - +
2,1 2,3 4,2 4,4
130 7 9 20 10 50 9
+ - + -
3,2 5,3
10 18 150 7 10 120 12
Obr. 4.2 Cyklus pre policko Obr. 4. Cyklus pre policko
(2,3) tab. 4.1 (5,3) tab. 4.1
- + - +
3,3 3,5
10 18 150 7 9 20 10 50 9
+ - + -
4,2 4,4 5,2
20 10 50 9 210 8 6 120 12
Obr. 4.4 Cyklus pre policko (2,3) Obr. 4.5 Cyklus pre
tab. 4.1 policko (5,2)
tab. 4.1
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4.1 Metdda presunu v cykloch

Pri rieSeni dopravnej Ulohy metdédou presunu v cykloch
sa preveruju Jjednotlivé neobsadené policka vychodiskového,
pripadne uZ zlepSeného rieSenia, a zistuje sa, C¢i obsadenie
niektorych, doposial neobsadenych polic¢ok, neprinesie zlep-
Senie UcCelovej funkcie.

MoZnost presunu davky medzi obsadenymi a neobsadenymi
polic¢kami je dand pri dodrZani tychto podmienok:

- musia byt dodrZané okrajové podmienky uvedené v
kapitole 1 (pozri vztahy 1.4 a 1.5);

- Ziadna davka nesmie byt zaporna (vztah 1.2);

- policka obsadené davkami musia byt nezavislé (nie je
mozné vytvorit cyklus iba cez obsadené policka) a ich
po&et musi splfiat podmienku podla vztahu 4.1 (pri ne-
dodrzZzani tejto podmienky nie je mozZné vytvorit cyklus
pre vSetky neobsadené policka).

Na posudenie vyhodnosti presunu davky na neobsadené po-
li¢ko sa vyuziva kritérii vyhodnosti - kjj, ktoré nam udava-
ja o kolko by sa zmenila hodnota ucelovej funkcie presunom
jednotkovej davky v prislusSnom cykle.

Vypocet kritérii vyhodnosti pre jednotlivé neobsadené
policka sa vykond tymto spdsobom:

- pre neobsadené policko sa vytvori cyklus, v ktorom sa
oznac¢ia jeho rohové prvky znamienkami "+4/-" spdsobom
ako uz bolo uvedené v Uvodne]j casti kapitoly 4;

- kritérium vyhodnosti kjj sa potom rovna sume sadzieb

rohovych prvkov cyklu s prisludnym priradenym
znamienkom; vypocet je mozné zapisat vztahom:
pcC
kiy = 2 fc(i,j)p (4.2)
p=1
kde
Kig oot kritérium vyhodnosti neobsadeného

polic¢ka (i,7)

te(i,j)p .... p-ty rohovy prvok cyklu predstavujuci
sadzbu policka (i,]j) matice sadzieb
s prislusnym znamienkom podla oznacenia
v cykle (pozri obr. 4.1 az 4.5);

PC .-t pocet rohovych prvkov prislusného cyklu
(s vychodiskovym neobsadenym polickom) .
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Napr.: - pre policko (5,3) podla obrazku 4.3
k53 = c53 - c54 + c44 - c42 + c32 - C33 =
=10 - 12 + 9 - 10 + 18 - 7 = 8

- pre policko (3,5) podla obréazku 4.4
k35 = ¢35 - c32 *+ c42 - c45 =
=9 - 18 + 10 - 8 = =7

Dalsim problémom pri =zlepSovani rieSenia Jje samotny
vyvazeny presun davky v cykle. Aby boli dodrzZzané uz vySSie
uvedené podmienky (vztahy 1.2, 1.4 a 1.5) Jje potrebné
dodrzat tento postup:

- v danom cykle sa zisti presunovana davka pd ako
najnizsia davka x(i,j) v rohovych prvkoch s oznacenim
znamienkom "-":

pd = min { x(i,3)p(7) } (4.3)

- zistenu presunovanu davku pd budeme pric¢itat k davkam
rohovych prvkov cyklu oznacenych znamienkom "+" (vra-
tane neobsadeného pociatocného policka cyklu) a odéi-
tat od davok rohovych prvkov cyklu oznacenych

znamienkom "-"

Priklad vyvazeného presunu v cykle je uvedeny na obr. 4.6.

Pred presunom davky: Po vyvazenom presune davky pd = 20:

3,2 + 3,3 - 3,2 + 3,3 -
150 ——FFFF  ( 130
110 110
4,2 - 4,4 + 4,2 - 4,4 +
20 50 0 70
5,3 + 5,4 - 5,3 + 5,4 -
-——= 20

pd = min { 120, 20 150 }
pd = 20

Obr. 4.6 Znazornenie cyklu pre policko (5,3) z tabulky 4.1
pred presunom a po vyvazenom presune davky pd
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Hodnota kritéria vyhodnosti ki

pre ten isty cyklus, ktory Dbudeme
vyuzivat, poslazi aj na vyhodnotenie

a presunovana davka pd
pre zleps3enie riesSenia
zlepSenia UcCelovej fun-

kcie, ktoré vypocitame podla vztahu:
zl = pd * kij (4.4)
kde:
zl zlepSenie Ucelovej funkcie;
pd presunovana davka;
Kij kritérium vyhodnosti pre cyklus
S presunovanou davkou.
Novad hodnota UGcelovej funkcie po zlepSeni sa potom

vypocita podla wvztahu

z = zZpov + zl (4.5)
kde:
Z e nova hodnota Ucelovej funkcie po vykonanom
presune davky pd;
Zpov pdvodna hodnota ucelove]j funkcie pred pre-
sunom davky pd;
zl zlepSenie Ucelovej funkcie.

Napr.: Pre cyklus prisltachajaci polic¢ku (5,3) tabulky 4.9
(dalej pozri obr. 4.3 a 4.6), kde kg3 =8 a pd = 2
je potom zl = 20 * 8 = 160 , Co znamenda, ze pdvodna
ucelova funkcia by sa tymto presunom zvysSila

o hodnotu 160.

Z uvedeného vyplyva, Ze vzhladom na signum kritéria
vvhodnosti mbéZzu nastat tri pripady:
kiy >0 (4.0)
presun Jje vyhodny pri maximalizacii;
ki; <0 (4.7)
presun je vvhodny pri minimalizacii;
kiy =0 (4.8)

presun dava len iné rozlozenie davok
bez zmeny uc¢elove]j funkcie.

Teraz, po vysvetleni zakladnych utkonov, mbéZme pristupit

k veImi strué¢nému popisu algoritmu zlepSovania vychodisko-
vého riesenia metddou presunu v cykloch.
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Algoritmus metdédy presunu v cykloch:

Krok 1: Pre kazdé neobsadené polic¢ko zostavime cyklus
a vypocCitame kritéria vyhodnosti podla vztahu 4.2.

Krok 2: Vyberieme polic¢ko s vyvhodnym kritériom (pri minima-
lizacii so =zapornym, pri maximalizacii s kladnym)
a pre toto policko vykoname vyvazeny presun v cyklu
a prejdeme na krok 1.

Tento postup opakujeme dotial, pokial existuje aspon
jedno vyhodné kritérium. Ked uZz tak nie je (dalsSie zlepsSenie
ne Jje mozZné), riesenie je optimalne. Pokial ale existuje
kritérium s hodnotou 0, je moZné vyvazZenym presunom pre toto
polic¢ko ziskat dalsSie variantné optimalne riesSenie.

Poznamka ku kroku 2:
Pri vybere policka pre vyvazZeny presun (z viacerych
s vyhodnym kritériom) je vhodné postupovat nie podla
vysSky kritéria vyvhodnosti, ale podla velkosti zlep3enia
ucelove] funkcie.

Pouzitie metddy si znazornime na priklade 4.1.

A E EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEETHN
Priklad 4.1

Mame vyriesit optimalne rozmiestnenie davok od piatich
zdrojov k Siestim spotrebitelom na vychodiskovom rieSeni
Ulohy maximalizacie zisku.

Vychodiskové rieSenia a postupné spresnovanie Jje zna-
zornené v tabulkach 4.2 az 4.4.

Z\S Sl S2 S3 sS4 S5 S6 a(i)

zZ1 26 1 24 0 20 |-23 15 |-25 10 |-29 7

72 24 21 |-3 15 |-23 13 |-21 12 |-26 8

130

180

19 + 16 |-13 21 |-14 17 |-20 12

.".""‘!D 160

Z3 -2 20 -

17 | 0 . 7 o227 05 - 22 |-7 16

-----------{.----------.\‘t------- 280

Z4 2 15 7

Z5 0 10 1 8 - = 4 1 23 + = 19 20

---------------------- 250

b(3) 200 140 150 170 210 130

Tab. 4.2 Vychodiskové riesenie ulohy.
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POSTUP RIESENIA: (tabulka 4.2)

Krok 1:
k12
k13
k14

k1s

k16

kp3 =

k24

kpg =
ko =

k31
k34
k35

k3g =

kg1

kg2

kg3 =
kag =

k51
k52
k54

Krok 2:

- vypocet kritérii vyhodnosti (budeme ich zazname-

navat v lIavom hornom rohu prislus$ného policka):
c12-Cc11tCco1-Cco2 = 24-26+24-21 =1
c13-Cc11tc21-c22+c32-c33 = 20-26+24-21+19-16 = 0
C14-C11%tC21-C22+C32-C33+TC53-C55%tC45-C44 =
15-26+24-21+19-16+4-19+22-25 = =23
C15-C11%C21-C22+C32-C33+C53-C55 =
10-26+24-21+19-16+4-19 = -25
C16-C11%tC21-C22+C32-C33+tC53-C56 =
7-26+24-21+19-16+4-21 = -29
cp23-c22+c32-c33 = 15-21+19-16 =
C24-C22%C32-C33+C53-C55+TC45-C44 =
13-21+19-16+4-19+22-25 = -23
cp25-c22+c32-c33+c53-cr5 = 12-21+19-16+4-19

|
w

-21
C26—C22+Cc32-Cc33+Cc53-Crg = 8-21+19-16+4-20 = -26

c31-c32+tcoo2-co1 = 20-19+21-24 = -2
-13

c34-c33tc53-c55+c45-c44 = 21-16+4-19+422-25
c35-c33+tc53-c55 = 17-16+4-19 = -14
c3g-c33tc53-c5¢6 = 12-16+4-20 = -20
C41-C45+tC55-C53+C33-C32+C22-C21 =
15-22+19-4+16-19+21-24 = 2
c42-c45tc55-c53+c33-c32 = 17-22+19-4+416-19

Il
~J

c43-Cc45t+tc55-c53 = 71-22+19-4 = 0
c46-Cc4a5tc55-c5¢6 = 16-22+19-20 = -7

Il
o

cg1-c53tc33-c32+coo-c21 = 10-4+16-19+21-24
c5p-c53+c33-c32 = 8-4+16-19 =1
cg4-c55+tc45-Cc44 = 23-19422-25 =1

Pretoze cielom riesSenia Jje maximalizéacia, budt
nds zaujimat iba kladné kritéria vyhodnosti.
Takéto sa nachadzajua v polickach (1,2), (4,1),
(4,2), (5,2) a (5,4).

najvacsie zlepsSenie ucelove] funkcie (pozri wvztah
4.4) dosiahneme presunom maximadlneho mozZzného
mnozstva na policko (4,2) - cyklus Jje v matici
zaznamenany c¢iarkovane

v naznacenom cykle Je podla wvztahu 4.3 mozné
presunut davku pd = min{110, 20, 30} = 20;

presun uvedenej davky je zaznamenany v tab. 4.3;
pbvodna hodnota uc¢elove] funkcie: zpov = 21370;
zlepSenie ucelovej funkcie: zl = 20 * 7 = 140;
nova uc¢elova funkcia: z = 21370 + 140 = 21510.

Tym je 1. spresnenie ukoncené a prejdeme na krok 1.
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Krok 1: - Pre neobsadené polic¢ka opat stanovime kritéria
vyhodnosti (sU zaznamenané v lavom hornom rohu
jednotlivych polic¢ok tabulky 4.3);

Z\S S1 S2 S3 S4 S5 S6 a(i)

Z1 - 26 24 0 20 |-16 15 [-18 10 [-22 7

‘EE.'""'"III 180

Z2 + . 24 - 21 [-3 15 |-16 13 |-14 12 |-19 8

Z3 -2 20 19 16 |-6 21 =7 17 |-13 12

zZ4 -5 15 17 | =7 7 - 25 + 22 =7 16

250

z5 -7 10 |-6 8 |-7 4|1 = 23| - 19 20

b(3) 200 140 150 170 210 130

Tab. 4.3 1. spresnenie riesSenia Ulohy

Krok 2: - Z vypocCitanych kritérii vyhodnosti vyplyva, Ze

presun Jje vyhodny iba na policka (1,2) a (5,4)

s kritériom vyhodnosti 1;

- vzhladom na to, zZe cykly
navzajom neprelinaja, Je
presuny subezZne;

pre tieto policka sa
mozné vykonat obidva

min{180,
min{120,

110}
170} =

110
120

pdiz2 =
pds54 =

- presunované davky:

- pbvodnd hodnota ucelovej funkcie: 21510

Zpov =

- zlepSenie ucelove]j funkcie:
zl12 =
zlgy
zlcelk =

110 * 1 =
120 * 1
110 + 120

110
120
230

- nova hodnota ucelovej funkcie:

z = 21510 + 230 = 21740

Uvedeny presun davok v oboch cykloch je zaznamenany

v tabulke 4.4.

Tym je 2. spresnenie ukoncené a prejdeme na krok 1.
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Sl S2 S3 sS4 S5 S6 a (i)

24 |-1 20 |-17 15 |-19 10 |-22 7

72 24 | -1 21 | -4 15 |-17 13 |-15 12 |-19 8

Z3 -1

zZ4 -4 15 17 |=7 7 25 22 |-6 16

Z5 =7 10 =7 8 |-8 4 23 |-1 19 20

b(j) 200 140 150 170 210 130

Tab. 4.4 2. spresnenie rie3enia (optimalne rieSenie)

Krok 1: Pre neobsadené policka vypocitame opat kritéria vy-
hodnosti (pozri tab. 4.4). Vyhodnotenim kritérii
vyhodnosti zistujeme, Ze presun na ktorékolvek po-
licko uZ neprinesie dalsSie zlepSenie ucelove] funk-
cie (ziadne kritérium vyhodnosti nespliia pre maxi-
malizaciu podmienku kj4 >0 ). Ide preto o optimalne
riesSenie.

Kone¢nd hodnota ucelovej funkcie: z = 21740

ZAVER

Optimélne rozmiestnenie davok
s maximalnym ziskom

Tom,

od zdrojov k spotrebite-

z = 21740, je uvedené v tab. 4.4.
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4.2 Modifikovana distribu¢cna metéda (MODI)

Vypoc¢et kritérii vyhodnosti Jjednotlivych neobsadenych
polic¢ok metddou presunu v cykloch Jje velmi pracny, aj ked
poznanie tejto metddy je UcCelné pre plné pochopenie vyvaze-
nych presunov. Vyhodnocovanie neobsadenych policok je jedno-
duchsie pri "modifikovanej distribucénej metdde", nazyvanej
skrateno metéda MODI.

Modifikovana distribuc¢nd metdéda Jje, rovnako ako metdda
presunu v cykloch, spresniujucou metddou, ktord vyzaduje opat
vychodiskové rieSenie, splfiajtce podmienky ako u metdédy pre-
sunu v cykloch. Kritéria vyhodnosti pri metédde MODI sa zis-
tuju pomocou riadkovych a stipcovych &isel (dualnych premen-
nych) uj a vy, ktoré sa stanovia podla vztahu

Cij (obsadeného policka) = uj + V5 (4.9)

Aby bolo moZné vykonat vypodet riadkovych a stlpcovych
Sisiel, je potrebné v niektorom riadku alebo stlpci stanovit
prvu vychodiskovl hodnotu uj alebo vyj. Touto hodnotou mdze
byt lTubovolIné <¢islo, vyhodné vsak je (z hladiska ulahcenia
vypoctov) volit vychodiskovd hodnotu rovnu nule a to v tom
riadku alebo stlipci, v ktorom je najviac obsadenych polid&ok.

Riadkové a stlpcové &isla je moZné vypoditat za pred-
pokladu splnenia podmienky poc¢tu obsadenych policok - vztah

(4.1). V pripade neplatnosti tejto podmienky dochéadza
k degenerdcii rieSenia a nie Je mozné vypoclitat vsetky
riadkové a stlpcové &isla (odstranenie degeneréicie bude

uvedené dale7j) .

Vypocet kritérii vyhodnosti pre neobsadené policka sa
vykona podla vztahu

kiy = ci§ - (ui + vy) (4.10)
Pre pouzitie kritérii vvhodnosti platia rovnaké pod-

mienky ako pri metdde presunu v cykloch (pozri vztahy 4.4,
4.6, 4.7 a 4.8).
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Algoritmus metédy MODI:

Tabulka pre vypocet sa rozSiri o Jjeden riadok a jeden
stipec pre zaznamendvanie dudlnych premennych uj a vy,

Krok 1: Vypocet dudlnych premennych:
- pre riadok (stlpec) v ktorom Jje najviac obsade-
nych polic¢ok sa stanovi vychodiskova dudlna pre-
menna uj (Vj) rovna 0;
- ostatné dudlne premenné sa postupne vypocitaju
podla vztahu 4.9.

Krok 2: Pre neobsadené policka sa podla vztahu 4.10 vypocCi-
taju kritéria vyhodnosti.

Krok 3: Za pouzitia vztahov 4.3, 4.4, 4.6, 4.7 a 4.8 sa vy-
berie vyhodné policko a vykona vyvaZeny presun
ako pri metdde presunu v cykloch (kapitola 4.1).

Po vykonani presunu sa prejde na krok 1.

Poznamka: Pre vyber polic¢ka k vyvaZenému presunu a ukonce-
nie rieSenia platia rovnaké zéasady ako pri metdde
presunu v cykloch (kapitola 4.1).

Pouzitie metddy MODI si znazornime na priklade 4.2.

Priklad 4.2

Mame vyrie3it optimalne rozmiestnenie davok od piatich
zdrojov k Siestim spotrebitelom vo vychodiskovom rieSeni
Ulohy minimalizacie prepravnych vykonov. Kapacity zdrojov
a poziadavky spotrebitelov st v tonach, matica sadzieb pred-
stavuje kilometrické vzdialenosti spotrebitelov od zdrojov.
Vychodiskové riesSenie a dalsSie spresnovanie Glohy je znédzor-
nené postupne v tabulkach 4.5 az 4.9. Hodnota ucelove]
funkcie vychodiskového riesenia je 17790 tkm.

Tabulka vychodiskového rieSenia je pre potreby metddy

MODI rozdirend o jeden riadok a jeden stlpec pre zaznamena-
vanie hodndt uj a vj.

43



Z\S S1 S2 S3 S4 S5 S6
u\v 2 -23 -2 0 -12 -26 a (i)
z1 10 24 36| 36 26 - 8 + 10| 26 24| 54 38
lll ll 160
zZ2 8 1O 63 48| 26 E 32|-2 E 6| 17 13| 54 36
. . 130
23 20 22| 63 ool 25 43| .t o0l 2 10| 36 30
P GO
z4 43 3 48 20|-23 . 18 - I 43| 5 36 17
z5 30 6 38| 46 53| 8 36 30 18| 6 10
b(3) 220 120 140 180 230 110
Tab. 4.5 Vychodiskové rieSenie minimalizacie.
POSTUP RIESENIA: (tabulka 4.5)
Krok 1: - Vypocet dualnych premennych uj, vj:
- vychodiskova duédlnu premennu s hodnotou 0 voli-
me v 4. stlpci vg = 0
- podla wvztahu 4.9 vypocCitame ostatné dualne
premenné:
ul] = c14 - v4 =10 - 0 = 10
uz = c34 - vgq = 20 - 0 = 20
Uugq = C44 — v4 = 43 - 0 = 43
us = c54 - v4g = 30 - 0 = 30
v] = c13 - u3 = 22 - 20 = 2
up = c21 - ul = 10 - 2 = 8
V) = Cc42 - ugq = 20 - 43 = =23
vy = c¢c13 —u;p = 8 - 10 = - 2
vy = ¢c55 — ug = 18 - 30 = -12
Vg = Cc46 — ug = 17 - 43 = =26
Krok 2: - Vypocet kritérii vyhodnosti pre neobsadené polic-

ka podla wvztahu

k11
k12
k15
k16

4.10:
c11 — (ugp + vi)
c12 - (ugp + v2)
c15 - (ug1 + vpg)
cl1g — (ugp + vg)

44

36
26
24
38

0+ 2)
0 - 23)
0 - 12)
0 - 206)

24
36
26
54




Krok 3:

- Vyhodny presun

k22
k23
k24
k25
k26
k32
k33
k35
k36
k41
k43
k45
k51
k52
k53
k56

Cc22
Cc23
C24
Cc25
C26
C32
€33
€35
C36
C41
C43
C45
Cc51
C52
C53
C56

+ + + + + + + + + o+ + +

v2)
v3)
v4)
v5)
ve)
v2)
v3)
v5)
ve)
V1)
v3)
v5)
V1)
v2)
v3)
ve)

na policko (2,4) kde

pd =

z1

na polic¢ko (4,3) kde:

pd =

z1

- vykoname presun davky
pdvodnad hodnota uc.

48
32

6
13
36
60
43
10
30
48
18
36
38
53
36
10

k24

(8 = 2
(8 = 2
(8 + 0
(8 -1
(8 - 2
(20 -
(20 -
(20 -
(20 -
(43 +
(43 -
(43 -
(30 +
(30 -
(30 -
(30 -

-2

min{130, 80
_2*80=_

kg3

-23

min{60, 140
-23 * 60 =

3)
) =
)
2)
6)
23) =
2)
12)
26)
2) =
2)
12)
2)
23) =
2)
26)

} = 80
160

} = 60
-1380

pd=60 na policko (4
funkcie: zpoy = 17790

zlepSenie Ucelovej funkcie:

nova hodnota uc¢.

funkcie:
z = 17790

zl =

- 1380

-1380

= 164

(podla kritérii vyhodnosti) je:

r3)

10

Uvedeny presun davky Jje vykonany v tabulke 4.6.

Tym je 1.

(tabulka 4.6)

prva hodnotu volime

podla vztahu 4.9;

ug4 =

- vypocet premennych uj, vj:

spresnenie ukonc¢ené - prechod na krok 1.

0, dalej vypocet

Vypocet kritérii vyhodnosti pre neobsadené polic-
tabulke 4.6 su

ka podIla
iba vyhodné kritéria);
- vyhodné kritéria su:

vztahu 4.10
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k24
kse

-2
-17

uvedené



Sl

s2

S5

S6

u\v 22 20 18 20 8 17 al(i)
z1 -10 36 26| - 8| + 10 24 38
22 -12 10 a8 so320-2 1 6 13 36
‘I!!I’ . . 130
. Y]
73 0 22 60 = 43 _.20 10 30
- 17
. ‘.'.. 0
z4 0 48 20| + -8 i 43 36| - 17
-- ------ fussssgesssssmmmnnng -- 290
25 10 38 53 36| - 30| 2 T0es8]-17 1 10
.....-q.. .. 250
b(3) 220 120 140 180 230 110
Tab. 1. spresnenie rieSenia minimalizacie

Krok 3:

- Vyhodny presun

na policko

na policko

- vykoname presun davky

pbvodnad hodnota UC.

(podla kritérii vyhodnosti)
(2,4) kde: kpg = -2
pd = min{130, 80} = 80
zl = -2 * 80 = -160
(5,6) kde: kgg = -17
pd = min{20, 80, 110} = 20
zl = -17 * 20 = -340
pd=20 na policko (5,06)

funkcie: Zpov = 16410

zlepSenie Ucelovej funkcie:

nova hodnota uc¢.

Tym je 2.

zZ

funkcie:
= 16410

zl =

- 340 =

-340

16070

Uvedeny presun davky je vykonany v tabulke 4.7.

Jje:

spresnenie ukonc¢ené - prechod na krok 1.

Krok 1:

(tabulka 4.7)
- prvu hodnotu volime

podla vztahu 4.9;
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Z\S S1 52 S3 sS4 S5 S6
u\v 22 20 18 20 25 17 a(i)
zZ1 -10 36 26 - 8 + 10 24 38
‘IHI'" I -‘II!'D 160
22 -12 10 48 VY P 13 36
. . 130
z3 0 22 60 s 43| - 20|-15 10 30
RIS
zZ4 0 48 20 + : 18 43 . 36 - 17
.. ................... ...... 290
Z5 =7 38 53 36 30 - = 18 + : 10
b(7) 220 120 140 180 230 110
Tab. 4.7 2. spresnenie rieSenia minimalizéacie
Krok 2: - Vypocet kritérii vvhodnosti pre neobsadené polic-
ka podIa wvztahu 4.10 (v tabulke 4.7 sG uvedené
iba vvhodné kritéria);
- vyhodné kritéria su: kpg = -2
kg = -15
Krok 3: - Vyhodny presun (podla kritérii vyhodnosti) je:
na polic¢ko (2,4) kde: kpgq = -2
pd = min{130, 80} = 80
zl = -2 * 80 = -160
na polic¢ko (3,5) kde: k3g = -15
pd = min{80,60,90,230} = 60
zl = =15 * 60 = =900
- vykondme presun davky pd=60 na policko (3,5)
pévodna hodnota u¢. funkcie: zpoy = 16070
zlepSenie UcCelovej funkcie: zl = -900
nova hodnota u¢. funkcie:
z = 16070 - 900 = 15170

Uvedeny presun davky je vykonany v tabulke 4.8.
Tym je 3.
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Z\S S1 S2 S3 S4 S5 S6
u\v 22 5 3 20 10 2 a(i)
z1 -10 36 26 8 10 24 38
z2 -12 - 10 48 32|-2 6 13 36
... ........................ .... 130
23 0 + =22 60 3| - =20 10 30
1"!’}... ......................... ...‘I!I’ ‘IHI’ 170
z4 15 48 20 18 43 36 17
@ GO 290
z5 8 38 53 36 30 18 10
250
b(3) 220 120 140 180 230 110
Tab. .8 3. spresnenie rieSenia minimalizacie

Krok 1:

Krok 2:

Krok 3:

(tabulka 4.8) - vypolet premennych uj, vq:
- prvu hodnotu volime ... u3z = 0, dalej vypocet
podla vztahu 4.9;

- Vypocet kritérii vyhodnosti pre neobsadené polic-
ka podla wvztahu 4.10 (v tabulke 4.8 st uvedené
iba vvhodné kritéria);

- vvhodné kritérium je iba jedno: kpgq = -2

- Presun na policko (2,4) kde: kpg = -2
pd = min{130, 20} = 20
zlepSenie uc¢elovej funkcie: zl1 = -2 * 20 = -40
pévodna hodnota u¢. funkcie: zpoy = 15170

novéd hodnota U¢. funkcie:
z = 15170 - 40 = 15130

Uvedeny presun davky je vykonany v tabulke 4.9.
Tym je 4. spresnenie ukoncené - prechod na krok 1.
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Z\S Sl S2 S3 sS4 S5 S6
u\v 37 20 18 33 25 17 a(i)

z1 -23 36 26 8 10 24 38

z2 -27 10 48 32 6 13 36

z3 -15 22 60 43 20 10 30

z4 0 48 20 18 43 36 17

290

zZ5 =7 38 53 36 30 18 10

b (3) 220 120 140 180 230 110
Tab. 4.9 4. spresnenie - optimdlne rieSenie
Krok 1: (tabulka 4.9) - vypocCet premennych uiq, vt
- prvu hodnotu volime ... ug = 0, dale]j vypocet
podla vztahu 4.9;

Krok 2: - Vypocet kritérii vyhodnosti - Ziadne kritérium
nie je zaporné, dalsSie zlepSenie ucCelove]j funkcie
uzZ neexistuje.

ZAVER

Optimalne riesenie rozloZenia prepravovanych davok

od zdrojov k spotrebitelom je uvedené v tabulke 4.9.
Minimdlny prepravny vykon je 15130 tkm.
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4.3 Degeneracia pri rieseni dopravnych uloh

Pri rieseni dopravnych Uloh pribliZnymi metddami, aj pri
spresnovani rie$enia metddami spresnenia pribliZného rieSe-
nia, méze dbéjst k poruSeniu podmienky pocltu obsadenych poli-
¢ok (vztah 4.1) tak, Ze plati pops <m+ n - 1. Pri mensom
pocte obsadenych policok nie je mozZné vykonat vyhodnotenie
vSetkych neobsadenych polic¢ok kritériami vyhodnosti (pri me-
tébde presunu v cykloch) ani vypocet v3etkych premennych
uj a vy (pri metdde MODTI) .

Dochddza tu k tzv. degeneracii riesSenia. Degenerécia,
respektive jej odstranenie, sa rieSi obvykle zavedenim malej
kladnej déavky, alebo priamo zavedenim nulovej hodnoty ako
davky do rieSenia tak, aby Dbola splnend podmienka podla
vztahu 4.1.

Dosadenim tejto pomocnej nulovej davky do niektorého
vhodného polic¢ka sa toto policko povazuje za obsadené
a zachddza sa s nim rovnako ako s ostatnymi obsadenymi
polickami.

Nulové obsadenie sa vykond v niektorom neobsadenom
polidku riadku (stlpca), tak aby bolo moZné pokradovat pri
vytvarani cyklu (pri metdde presunu v cykloch), alebo aby
bolo moZné pokradovat vo vypodte riadkovych a stlpcovych
hodndét (pri metdde MODI) .

Pri obidvoch postupoch odstrdnenia degenerdcie riesSenia
je vyvhodné hladat pre obsadenie nulovou davkou policko
s najvyhodnejsSou sadzbou (pri maximalizdcii s najvyS$sou, pri
minimalizadcii s najnizsou). Tym sa obvykle zniZi pocet
potrebnych krokov, ktoré by Dbolo nutné vykonat presunom
nulovej davky.

Postup rieSenia pri degeneracii tlohy si ukazZzeme na
priklade 4.3.
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Priklad 4.3

K dispozicii Jje vychodiskové rieSenie maximalizacie
zisku s vsetkymi potrebnymi tdajmi (zndzornené v tab. 4.10).
Ulohou

je spresnit rieSenie aZz do optimadlneho pouzZzitim
metddy MODI. Hodnota ucelovej funkcie vychodiskového
riesenia =z = 45220.

Pocet obsadenych policok by mal byt podla vztahu 4.1

Popbs =m +n -1 =5+ 6 -1 =10

V skutoc¢nosti je iba 8, ¢o znamena, Ze k tomu aby uloha

nebola degenerovana, chybaju dve obsadené policka.
Z\S Sl S2 S3 sS4 S5 S6
u\v 18 22 24 22 42 50 a(i)
z1 28 24 34 + 52 - 50 36 22
"""QH” 160
zZ2 32 - 50 12 E 28 + 54 47 24
lll IIIIIIIIIIIIIIIIII W EEEEEN - 130
73 8 12 = 38 0 s 17| 10 20| - 50 30
II"". .................. - P P ."‘ID. 170
al .
zZ4 18 12 40 p' 42 17 . 24 43
2 :
Z5 0 4 22 7 g 24| 8 30 + H 42 50
(60 andrararsasnnans 250
b(3) 130 210 140 160 230 130
Tab. 4.10 Degenerédcia vychodiskového riesenia,

jej odstrédnenie a spresnenie (MODI)

POSTUP RIESENIA

Krok 1:

vypo&et stlpcovych hodndt uj a Vi
prva hodnotu volime: wug = 0

Postupnym vypoctom hodndt uj a vy dbéjdeme k sta-
vu, kedy wuZ nie Jje mozné vypocitat riadkové
a stipcové hodnoty uj, up, vi, v4.

V polickach riadkov so znamou hodnotou u(i) a za-
roven neznamou hodnotou v(j) a v polickach
stlpcov so znamou hodnotou v (j) a zdroveid nezna-
mou hodnotou u (i) vyhladame najvyhodnej$iu sadzbu.
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Takato najvysSSia sadzba je c13=52. Polic¢ko (1,3)
obsadime davkou 0 a vypocitame hodnoty ui a v4.

Dalej nie je moZné vypod&itat hodnoty up a vi.
V prisludnom riadku a stlpci je najvy$sia sadzba,
cez policko ktorej bude vypocet umoZneny, cp4=54.
Polic¢ko (2,4) obsadime davkou 0 a vypocitame os-
tavajuce hodnoty wup a vi. Tym mame k dispozicii
pre vypocCet kritérii vsetky dualne premenné a za-
roven sme odstranili degeneraciu rieSenia.
Poznamka: Vyber policka pre obsadenie nulovou davkou je
mozné vykonat viacerymi spbsobmi, napr.
e-perturbac¢nou metddou pre dopravnu Ulohu [5]

Krok 2: - vypocet kritérii vvhodnosti podla wvztahu 4.9
(v tabulke 4.10 su uvedené iba kritéria vyhodné
pre maximalizaciu ... kijy > 0);
vyhodné kritéria: k31 = 12 k3g = 10
ksl = 4 k54 = 8
Krok 3: - vyhodny presun:

na policko (3,1) kde: k31 = 12
pd = min{170,60,160,130} = 60
zl = 12 * 60 = 720

na polic¢ko (3,4) kde: kzgq = 10

pd = min{170,60,160} = 60
zl = 10 * 60 = 600

na polic¢ko (5,1) kde: kg1 = 4
pd = min{60,160,130} = 60

zl = 4 * 60 = 240
na policko (5,4) kde: kggq = 8
pd = min{60,160} = 60
zl1 = 8 * 60 = 480
- najvyhodnejsi presun je na policko (3,1)
pévodna hodnota uc¢. funkcie: zpoy = 45220
zlepSenie Ucelovej funkcie: zl = 720

novéd hodnota U¢. funkcie:
z = 45220 + 720 = 45940

Uvedeny presun je vykonany v tabulke 4.11.
Tym je 1. spresnenie ukoncené - prechod na krok 1.
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vej funkcie 45940 a
uvedené v tabulke 4.11.

rozlozenim davok tak,

Krok 1: (tabulka 4.11) - vypolet premennych uj, Vvj:
- prvu hodnotu volime ... uyg 0, dalej wvypocet
podla vztahu 4.9;
Z\S S1 S2 S3 S4 S5 S6
u\v 36 40 42 40 48 56 a(i)
zZ1 10 24 34 52 50 36 22
Z2 14 50 12 28 54 47 24
Z3 2 38 0 17 40 50 30
Z4 0 12 40 42 17 24 43
II!I' 1'!!' 290
Z5 -6 22 7 24 30 42 50
b(3) 130 210 140 160 230 130
Tab. 4.11 1. spresnenie - optimadlne riesenie
Krok 2: - Vypocet kritérii vyvhodnosti - Ziadne kritérium
nie Jje vacsie ako 0, dalSie zlepSenie ucCelove]
funkcie uZ neexistuje.
ZAVER Rie3enie je optimalne s konec¢nou hodnotou ucelo-

ako je
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5. MADARSKA METODA

Jednu z najefektivnejsich metdd na rieSenie dopravne
Glohy navrhol Kuhn. Vo svojom algoritme vychéddzal z préace
madarského matematika Egervaryho. Kuhn jeho metddu zovsSeo-
becnil a nazval ju "madarskou metddou" (v niektorej litera-
tire sa mbézme stretnit aj s nazvom "Kuhnov algoritmus").

Madarskd metdda nereaguje na degeneraciu rieSenia, ktora je
slabym miestom inych algoritmov a nevyzaduje ani pociatocné
rieSenie ziskané inou (pribliZnou) metddou. Pokial sa dale]
budeme zmienovat o pociatoc¢nom rieseni, pdjde o Specificky
pripad vychodiskového stavu, ktorého vytvorenie je sucastou
samotného madarského algoritmu.

Zdkladny postup riedenia (za predpokladu vyrovnane]
Glohy - pozri kap. 2.2) je mozné popisat takto:

Najskdr sa vytvori pociatoc¢né riesenie, ktoré vseobecne
nevyhovuje obmedzujlicim podmienkam wulohy - vztahy (1.4)
a (1.5). Z niektorych zdrojov sa neprepravuje vsSetok mate-
ridl a nie vsetky pozZiadavky spotrebitelov st uspokojené.

Pre toto rieSenie je mozZné zapisat obmedzujlce podmien-
ky v twvare:

n
> x(i,j) < a(i) pre i e {1,2,....,m} (5.1)
j=1
m
2 x(i,3j) £ Db(3j) pre j e {1,2,....,n} (5.2)
i=1

Toto pociatoc¢né rieSenie postupne zlepSujeme, dokial vo
vztahoch (5.1) a (5.2) neplatia iba podmienky rovnosti. Tym
s obmedzujlce podmienky (1.4) a (1.5) splnené; v3etok mate-
ridl zdrojov je prideleny spotrebitelom a vsSetky pozZiadavky
spotrebitelov st uspokojené. V tomto pripade algoritmus
kon¢i a nadjdené rieSenie je optimélne.

Cely algoritmus madarskej metddy mbdzime rozdelit do Sty-

roch etdp. Schematické zndzornenia a nadvaznost etdp je uve-
dend na obr. 5.1.
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l.etapa
[ REDUKCIA MATICE SADZIEB

2.etapa
[ NAJDENIE POCIATOCNEHO RIESENIA
-3.etapa
> TEST OPTIMALITY
je rieSenie optimalne ?
ano
nie
ZLEPSOVANIE RIESENIA
4 .etapa
[ PREZENTACIA RIESENIA <
Obr. 5.1 Schéma etap rieSenia dopravnej ulohy

madarskym algoritmom

Dalej si podrobnejdie rozoberieme jednotlivé etapy
riedenia.

REDUKCIA MATICE SADZIEB - (1. etapa) - sa vykond rovna-
kym spbsobom ako je uvedené v 1. kroku rieSenia dopravnej
Ulohy metddou postupnych redukcii (kap. 3.2).
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5.1 Pociatocné riesenie - (2. etapa)

Obsahom poc¢iatoc¢ného ried3enia je priradenie maximalneho
mozného mnozZzstva materidlu medzi zdrojmi a spotrebitelmi

s vyuzitim iba vyhodnych sadzieb ( c(i,j) = 0 ) a pri dodr-
zani obmedzujucich podmienok (5.1) a (5.2). Priradené davky
x(1i,J) Dbudeme zapisovat priamo do redukovane] matice
sadzieb.

Aby sme rozlisili v tejto matici sadzby od davok,
budeme davky oznadovat (napr. hviezdidkou...120%, zakraZko-
vanim a pod.). Potom sa v matici sadzieb budlt nachadzat tri
typy prvkov:

c(i,j) > 0 bez oznac¢enia .. nevvyhodné sadzby
c(i,j) = 0 bez oznac¢enia .. nulové sadzby vyhodné
c*(i,j) > 0 s oznadenim .... oznadené prvky sadzby

Oznacené prvky vlastne predstavuju priradené davky materidlu

a dale ich budeme oznacovat v texte hviezdickou
* . . ’ 2 v o , , s~
"c"(1,J)" a v tabulkach, pre 1lepsiu prehladnost, =zakruzko-
vanim. Priradovanie materidlu mdzme vykonat v ITubovolInom

poradi, vyhodné Je ale zacat priradovanie v tych riadkoch
a stlpcoch, v ktorych je najmenej vyhodnych sadzieb.

Aby sme pri priradovani dodrzali podmienky (5.1) a (5.2)
budeme aplikovat tieto vztahy:

c”(i,3) = min{a(i),b(j)} (5.3)
a(i) = a(i) - min{a(i),b(J)} (5.4)
b(j) = b(j) - min{a(i),b(3J)} (5.5)

Priklad mozZného variantu pociatoc¢ného riesSenia v redukovaned
matici sadzieb je uvedeny v tabulkach 5.1 a 5.2.

Z\S S1 S2 S3 sS4 S5 a(i) Z\S S1 S2 S3 sS4 S5 a(i)

zZ1 20 0 10 10 30 50 zZ1 20 10 10 30 20
Z2 0 40 0 0 0 40 zZ2 40 0 0 0
Z3 30 10 0 0 10 60 Z3 30 10 10 0

b(3) 20 30 30 50 20 b(3) 0 0 0 0 20
Tab. 5.1 Redukovand matica Tab. 5.2 Pociatoc¢né riesSenie
sadzieb
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5.2 Test optimality a zlepSovanie riesenia - (3. etapa)

Tato
z niekolkych krokov, ktorych nadvaznost e zndzornena
na obrazku 5.2.

etapa Jje srdcom celého algoritmu a sklada sa

Obr.

-0 .krok
> INICIALIZACIA PREMENNYCH
-1 .krok |
VYHTADANIE ZDROJA S MATERIALOM
A TEST OPTIMALITY RIESENIA
Zdroj s materiéd- Zdroj nenédjdeny
lom bol n&jdeny OPTIMALNE RIESENIE
>
>
-2 . krok
VYHLADANIE SPOTREBITELA S VYH. SADZBOU
A) Spotrebitel B) Spotrebitel
OZNACENY NEOZNACENY
~3.krok I
ROZHODNUTIE O DALSOM POSTUPE
..... oznaceny spotrebitel .....
D) NEMA B) MA
poziadavku poziadavku
-4 . krok |
VYHLADANIE ZDROJA NA VYMENU PRIRADENIA
A) zdroj B) zdroj
NAJDENY NENAJDENY
| <
-5.krok
VYHLDADANIE DALSEJ VYHODNEJ SADZBY
-6 .krok
PRIRADENIE MATERIALU <—
KONIEC 3.etapy - PRECHOD na 4.etapu <
5.2 Schéma 3. etapy ries3enia dopravne]j ulohy

madarskym algoritmom
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0.krok - inicializdcia pomocnych premennych

Celd 3.etapa algoritmu pouziva pomocné premenné, tzv.
znadky riadkov (zdrojov) a stipcov (spotrebitelov), ktoré
sliZzia na =zaznamenanie vzajomnych vazieb medzi riadkami
a stlpcami na realizaciu priradenia. Tieto vazby sa v lite-
ratire uvadzajli aj pod nazvom "madarsky strom". Ich vyznam
bude zrejmy z dalsich krokov. Tieto premenné realizujeme ako
vektory, vektor na oznac¢enie riadkov R={r (i)} a vektor
na oznacenie stipcov S={s(j)}. Pociatoc¢nad hodnota tychto
premennych signalizuje stav, kedy Ziadny zdroj ani odberatel
nebol dosial oznaceny, tzn. Ze nebol vybraty pre pripadné
priradenie. Pokial riesime Ulohu rucéne, postacuje, ked
v inicializovanom stave v tychto premennych nie je uvedené
ziadna hodnota. Pri realizacii algoritmu na vypoctovej tech-
nike sa najcastejsSie pouziva nastavenie na hodnotu "-1",
pretoze prvky v tychto vektoroch pri vytvarani "madarského
stromu" mbézu nadobudat iba nezidporné hodnoty.

Riadky (stipce) ktoré budt mat r(i)=0, s(j)>0 budeme volat
"oznac¢ené riadky (stlpce)".

Doplnenie o vektory R, S pre nasS priklad je znazornené
v tabulke 5.3.

10 30 20

71 |-1,0 20 10
72 | -1 40 0 0 0
23 | -1 30 | 10 10 0

b(J) 0 0 0 0 20

Tab. 5.3 Tabulka poc¢iato¢ného rieSenia
doplnend po krokoch 0 a 1.

l.krok - vyhladanie zdroja s materidlom a test optimality

V tomto kroku prehladdvame vektor s kapacitami zdrojov,
a prvy najdeny zdroj, ktory mé& k dispozicii materidl, ozna-
¢ime vo vektore R hodnotou r(i)=0. Nulovd hodnota nam bude
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signalizovat, Ze ide o vychodiskovy zdroj, ktorého materidl
sa budeme snazit priradit odberatelovi.

Ak uz Ziadny zdroj nema voInua kapacitu, vsSetky
a(i) = 0, potom je rieSenie optimélne a prejdeme na 4.etapu.

Ak sme nasli zdroj s materialom a oznac¢ili riadok,
pokracujeme 2.krokom.

V nasSom pripade zdroj Z1 ma& kapacitu a(l)=20, preto

oznac¢ime l.riadok ... r(1l)=0 (oznacenie je =zaznacené v ta-
bulke 5.3) a pokracujeme 2.krokom.

2.krok - vyhladanie spotrebitela s vyhodnou sadzbou

Cielom tohto kroku je wvyhladat pre zdroj, ktory ma
k dispozicii material (oznacdeny znackou r(i)=0), spotrebite-
Ta, ktory material pozaduje. Medzi spotrebitelom a zdrojom
musi byt ale vyhodna sadzba (nulovad sadzba alebo oznaceny
prvok) .

Na to uplatnime tento postup:

V ozna&enych riadkoch a stcasne neoznacenych stlpcoch hla-
dame vyhodnu sadzbu (tj. nulovi sadzbu alebo oznaceny prvok)
a prisludny stlpec ozna&ime vo vektore S &islom riadku,
v ktorom sa vyhodna sadzba nachadza.

Vykoname teda:

pre i = {{1,2,....,m} | r(i)=0}
ked (s(j)=-1) AND (c(i,j)=0 OR c(i,j)=c”(i,7))
potom poloz s (j)=i (oznac stipec)

Po ukonc¢eni preverovania mbézu nastat 2 pripady:

a) vyhodnU sadzbu sme nasli

spotrebitel bol oznaceny [pokracujeme 3. krokom]
b) Ziadnu vyhodnu sadzbu sme nenasli

spotrebitel nebol oznaceny [pokracujeme 5. krokom]
Pre na$ pripad: (tab. 5.4)

oznaceny riadok je Z1l, kde 1r(1l)=0

neoznacené stipce su vsetky (vSetky s(j)=-1)

v prislusnych polickach je jedna vvhodnd sadzba c (1,2
oznadenie stlipec 2 &islom riadku vyh. sadzby ..... s (
pokracdujeme 3.krokom
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3.krok - rozhodnutie o dalsSom postupe

Dal3i postup algoritmom po oznadeni spotrebitelov bude
ovplyvneny ich pozZziadavkami. M&Zu nastat 2 pripady:

a) Ziadny oznaceny spotrebitel nema poziadavku
s(j)>0 AND b (j)=0 [pokracdujeme 4. krokom]

b) existuje oznaceny spotrebitel, ktory ma pozZiadavku
s(j)>0 AND b(j)>0; nasli sme spotrebitela pre prirade-

nie (cielovy spotrebitel) [pokracujeme 6. krokom]
Pre nas pripad: (tab. 5.4)
oznadeny stipec : = {2}
spotrebitel S2 nemd poziadavku .... b(2) = 0
pokracujeme 4.krokom
S S1 S2 S3 S4 S5
Z r\s -1 -1,1 -1 -1 -1 a(i)

z1 0 20 10 10 30 20
Z2 -1 40 0 0 0
Z3 -1 30 10 10 0

b(7) 0 0 0 0 20
Tab. 5.4 Postup riesenia - krok 2,3
4 . krok - vyhladanie zdroja na vymenu priradenia

Cielom tohto kroku je wvyhladat a oznacit zdroje, ktoré
zasobuju oznacenych spotrebitelov a s ktorymi sa d& vykonat
zmena priradenia tak, aby sa mohli vyuzit dalsSie vyhodné
sadzby. Za tym G&elom prehladadme vsetky oznadené stipce, &i
sa v ich neoznac¢enych riadkoch nenachadza oznaceny prvok.

Ak oznacCeny prvok najdeme, oznacime riadok, v ktorom sa
nachédza, c¢islom stipca, v ktorom tento prvok lezi.

Po prevereni vSetkych oznadenych stlpcov mdéZu nastat
2 pripady:

a) oznac¢ili sme aspon jeden zdroj - zdroj na vymenu bol
ndjdeny - pokracujeme 2.krokom;

b) nepodarilo sa nam oznacit Ziadny riadok - zdroj na vy-
menu nebol ndjdeny - pokracdujeme 5.krokom.
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Pre nas$ pripad (tab. 5.4)

- ozna&ené stipce : 9={2}

- neoznacené riadky : 1={2,3}

- v prisludnych polickach nie je Ziadny oznaceny prvok,
tabulka ostane bez zmien, prechod na 5.krok

5.krok - vyhladanie dalSej vyhodnej sadzby

DoterajsSie vyhodné sadzby bud uZz boli pouzité na prira-
denie, alebo ich nie je moZné pouzit. PretoZe vSak vsSetok
material zdrojov musi byt priradeny, Je potrebné vytvorit
dalsie vyhodné sadzby, ktoré by bolo moZné na priradenie
vyuzit. Tieto Dbudeme hladat v polickach oznac¢enych riadkov
a neoznadenych stlpcov.

Zo vSetkych tychto prvkov vyhladame najnizsiu sadzbu a tu od
vSetkych tychto prvkov odéitame. Naopak, rovnaka hodnotu
pripo¢itame k sadzbam, ktoré lezia v neoznacenych riadkoch
a su&asne v ozna&enych stlpcoch.

Zachovadme znadenie riadkov a stlpcov a vratime sa
na 2. krok.

6.krok - priradenie materidlu

V tomto kroku =zavt$ime Usilie o priradenie dalsSieho
materiadalu od zdroja k spotrebitelovi.

V prve]j casti kroku najskdér urcime mnoZstvo materialu,
ktoré bude priradené a v druhej cCasti realizujeme samotné
priradenie.

MnozZstvo priradovaného materidlu Jje obmedzené kapacit-
nym ohranic¢enim prislusného zdroja a spotrebitela. Ak ale
dochddza aj k zmene v priradeni, je toto mnoZstvo obmedzené

aj podmienkou nezdpornosti riedenia c*(i,3) = x(i,3) > 0.

Maximdlne mnozZzstvo pre priradenie vyhladadme v "madarskom
strome" na ceste od cielového spotrebitela k vychodiskovému
zdroju, ktord je tvorend postupnostou tychto prvkov: cielovy
spotrebitel, prvky z matice sadzieb, vychodiskovy zdroj.

Cestu v madarskom strome vyhladame takto:

Po¢iato¢nym prvkom je poZiadavka cielového spotrebi-
tela, ktory bol oznaceny v 1l.kroku.
Daldim prvkom Jje prvok matice sadzieb v aktudlnom

stlpci 1leZiaci na riadku, na ktory nds odkazuje stlpcova
hodnota aktudlneho stipca.
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Dal3im prvkom Je prvok matice sadzieb v aktudlnom
riadku leZiaci na stipci, na ktory nas odkazuje riadkova
hodnota aktualneho riadku.

Tento postup opakujeme dovtedy, dokial plati r(i)>O0.
Ked r(i)=0, ide o cielovy zdroj a dalsim (a zaroven posled-
nym) prvkom sa stava momentalna kapacita cielového zdroja.

Jednotlivé prvky cesty "mad. stromom", v poradi od po-
¢iatocného ku koncovému, si pre dalsSie pouzitie oznacime
striedavo znamienkami "-/+". Prvy prvok znacdime znamienkom

"-"  (pre kontrolu: posledny prvok, tzn. kapacita zdroja,
musi vychadzat tiez "-").

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEER
Priklad: Pre pripad, ze v 1. kroku Dbol ako vychodiskovy
zdroj oznaceny 3. riadok (r(3)=0) a v 3. kroku potvrdeny ako
cielovy spotrebitel 5. riadok (s poziadavkou na materiédl),
potom pre aktudlny stav riadkovych a stlpcovych hodnét IJe
vytvorenie madarského stromu uvedené v tabulke 5.5.

Z r\s 2 1 3 3 2 a(i)

al s || o |@Dl@ ol || o

72 | 4 50 | 30 +@ 0
73 0 30 20 1o' 17200 <—|
E koncovy
- . prvok
b(9) 0 0 0 o |[200

Tab. 5.5 Vytvorenie cesty madarskym stromom
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEER
Polic¢ka oznacené "+" predstavuju prvky, ku ktorym bude-
me pripoc¢itavat davku a policka oznacené "-" prvky od kto-
rych budeme davku odc¢itat. Pri reSpektovani podmienky nezéa-

pornosti riesSenia to znamena, Ze maximalnou priradovanou
davkou pd bude minimadlna hodnota z prvkov oznacenych "-".

pd = min{b(j),c* (i,j) " ,a(i)} (5.5)

62



V nasom pripade (tab. 5.5)

pd = min{b(5),c*(2,4),a(3)} = min{200,200,200} = 200
Priradenie materidlu (zistenej priradovanej davky pd) vyko-
name uz uvedenym spdsobom ... k polickam "+" pripoc¢itame pd,
a od policok "-" odc¢itame pd. Ak pri odc¢itani davky vznikne
nulovad hodnota, pre dalsSie rieSenie uzZz tuto nepovazujeme za
oznaceny prvok, ale za sadzbu (neoznaceny prvok).

Po priradeni sa vraciame na 0.krok.

Stav po vykonanom priradeni podla vys$Sie znazornenej cesty
madarskym stromom (tab. 5.5) je uvedeny v tabulke 5.6.

S S1 S2 S3 S4 S5

Z r\s 2 1

3

71 3 10 0 20 0

22 4 50 30 0 0

z3 | 0 30 | 20 10 0
0

b(3) 0 0

0 0

Tab. 5.6 Stav po priradeni davky pd=200

5.3 Prezentacia vysledkov riesenia - (4. etapa)

Po wukonc¢eni prace algoritmu nasleduje poslednad etapa
- prezentécia vysledkov rieSenia.
Ako vysledok rieSenia prezentujeme vlastné hodnoty prirade-
ného materidlu a hodnotu ucelove] funkcie.

Priradené mnozstva materidlu medzi jednotlivymi zdrojmi
a spotrebitelmi predstavujt oznadené prvky matice (c*(i,73)).

Hodnotu ucelove] funkcie ziskame dosadenim do vztahu
(1.1), kde =za sadzby Dberieme pdvodné hodnoty 2z matice
sadzieb pred jej redukciou a za davky hodnoty priradenia
z matice sadzieb po ukonceni riedenia.
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E EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEERE
Priklad 5.1

Ako wvzorovy priklad wuvedieme rieSenie optimalizacie
dovozu stavebného materialu od 3 zdrojov k 4 stavbam.

Matica vzdialenosti s kapacitami zdrojov, poZiadavkami
spotrebitelov, vratane vyrovnania Ulohy (doplnenia o fiktiv-
neho spotrebitela) Jje uvedend v tabulke 5.7.

Poznamka: Pri jednotlivych krokoch rieSenia budeme pouzZivat
tieto symbolické znacenia:

It (I7) ... oznadeny (neoznaceny) riadok - zdroj
Jt (J7) ... oznadeny (neoznadeny) stlpec - spotrebitel
PMS™ ...... prvky cesty madarskym stromom so znamienkom "-"
pd ........ priradovand davka (mnoZstvo materialu)

Z\S S1 S2 S3 S4 S5 (F) a(i)

z1 8 40 38 46 0 400

72 5 35 33 41 0 300

Z3 44 30 46 54 0 500

b(j) 150 300 400 150 200

Tab. 5.7 Zadanie ulohy a je]j vyrovnanie
1. ETAPA - REDUKCIA MATICE SADZIER

Redukcia matice sadzieb bola podrobne vysvetlend v
kapitole 3.2, preto uz len vysledky - tab. 5.8.

Z\S S1 S2 S3 S4 S5 (F) a(i)
z1 3 10 5 5 0 400
Z2 0 5 0 0 0 300
Z3 39 0 13 13 0 500
b(j) 150 300 400 150 200

Tab. 5.8 Matica sadzieb po redukcii
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2. ETAPA

- NAJDENIE POCIATOCNEHO RIESENIA

PociatocCné rieSenie zostavime podla vztahov:
c*(i,3) = min {a(i), b(J)} pre c(i,j) =0

po kazdom obsadeni upravime okrajové podmienky:

a(i)
b(7)

= a(i) - c*(i,9)
= b(j) - c*(i,3)

Pri postupu po riadkoch déjdeme k pociatoénému rieSeniu,
ktoré je uvedené v tabulke 5.9.

Z\S S1 S2 S3 S4 S5 (F) a (i)
71 3 10 5 5 200
73 39 13 13 0 200
b(j) 0 0 250 150 0
Tab. 5.9 Poc¢iatoc¢né rieSenie
3. ETAPA - TEST OPTIMALITY A ZLEPSOVANIE RIESENIA
0.krok - inicializacia premennych (tab. 5.10)
r(i) = -1 pre i={1,..,3}
s(J) = -1 pre J={1,..,5}
1l.krok - vyhladanie zdroja s materidlom a test optimality
hladédme a(i) > O (tab. 5.10)
a(l)y > 0 => r(l) =20 (vychodiskovy zdroj)
zdroj bol oznaceny, rieSenie nie je optiméalne,
pokracujeme 2.krokom
2.krok - vyhladanie spotreb. s vyhodnou sadzbou (tab. 5.10)

pre c(i,3)=0 OR c(i,j)=c*(i,3) 1leZiace v It AND J~
ozna¢ s(j)=i
oznacené riadky : It = {1}
neoznacené stipce : J- = {1,2,3,4,5}
vyhodna sadzba : c(1,5) = 200 => s(5) =1

nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom
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3.krok - rozhodnutie o dalsSom postupe

hladame b(j) > 0

oznac¢ené stlpce

nie je ziadne
nastal pripad a)

4

pre J°F
J+
b(j) >0

= {5}

pokracujeme 4.krokom

S S1 S2 S3 S4 S5
Z r\s -1 -1 -1 -1 -1,1 a(i)
71 |-1,0 3| 10 5 5 200
22 |-1 5 0 0 0
723 |-1 39 13 | 13 o || 200
b(7) 0 0 250 150 0
Tab. 5.10 Postup riesenia - krok 0,1,2,3
4 . krok - vyhladanie zdroja na vymenu priradenia (tab.
pre c¢*(i,j) leZiace v JT AND I~ oznad r (i)
Jgt = {5}
I- = {2,3}
nie je Ziadne c*(i,3)
nastal pripad b), pokracujeme 5.krokom
5.krok - hladanie dalsej vyhodnej sadzby (tab.
hladdme minimalne c(i,7j) leZziace v IT AND J—
It = {1}
JT = {1121314}
min c(i,3j) = min {3,10,5,5} = 3
zmena c(i,J) pre It AND J~ na c(i,J)=c(i,]J)-min
c(l1,1) = 3 -3 =20
c(l,2) =10 - 3 =7
c(1,3) = 5 -3 =2
c(l,4) = 5 -3 2
zmena c(i,j) pre I~ AND Jt na c(i,j)=c(i,J)+min
c(2,5) = 0+ 3 =3
c(3,5) = 0+ 3 =3

pokracujeme 2.krokom

2.krok - vyhladanie spotrebitela s vyhodnou sadzbou

pre c(i,J)
5]

oznac (3)=1
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0 OR c(i,j)=c™(i,j) leziace v It

(tab.

5.10)

5.11)

c(i,J)

c(i,3j)

5.11)
AND J™



It = {1}

JT = {1121314}
c(l,1) =0 => s(l) =1
nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom
3.krok - rozhodnutie o dalsom postupe (tab. 5.11)
hladadme b (j) > 0 pre Jt
Jt = {1,5}
nie je ziadne Db(3j) > 0
nastal pripad a), pokracujeme 4.krokom
4 . krok - vyhladanie zdroja na vymenu priradenia (tab. 5.11)
pre c¢*(i,j) leziace v Jt AND I~ oznad r(i) = 7
Jgt = {1,5}
I~ = {213}
c(2,1) = 1507 => r(2) =1
nastal pripad a), pokracujeme 2.krokom
S S1 S2 S3 S4 S5
Z r\s -1,1 (-1 -1 -1 1 a(i)
z1 | o 3,0 10,7 s5,2| 5,2 200
z2 |-1,1 5 0| 0,3 0
z3 |-1 39 13 | 13| o0,3|| 200
b(j) 0 0 250 150 0
Tab. 5.11 Postup riesSenia - krok 4,5,2,3,4
2 .krok - vyhladanie spotreb. s vyhodnou sadzbou (tab. 5.12)
pre c(i,3)=0 OR c(i,3)=c*(i,3) 1leziace v IT AND J~
ozna¢ s(j)=i
It = {1,2} J- = {2,3,4}
c(2,3) = 1507 => s(3) =2
c(2,4) =0 => s(4) = 2
nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom
3.krok - rozhodnutie o dalsSom postupe (tab. 5.12)

hladédme b(j) > 0 pre Jt

Jt = {1,3,4,5}

b(3) >0 ..., cielovy spotrebitel
nastal pripad b), pokracujeme 6.krokom
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6.krok - priradenie materialu
cielovy spotrebitel: S3
cesta madarskym stromom:

b(3)7,c(2,3)%,c(2,1)

(tab. 5.12, tab.
vychodiskovy zdroj:

pd = min{PMS™} = min{250,150,200} = 150

priradenie
b(3) = 250-150 = 100 c(2,3) = 150+150 =
c(2,1) = 150-150 = O c(l,1) = 0+150 =
a(l) = 200-150 = 50
pokracujeme O.krokom
S S1 S2 S3 S4 S5
Z r\s 1 -1 -1,2 [-1,2 1 a(i)
+ .0“‘...'¢‘ -
Zl O IIII ----- 7 ------- 2 ------- -2 [y - ZOO
oo | 1 (150 beenns . 0 3 0
23 |-1 39 i3 13 3 || 200
b(9) 0 0 150 0
Tab. 5.12 Postup rieSenia - krok 2,3,6
0.krok - inicializacia premennych (tab.
r(i) = -1 pre 1i={1,..,3}
s(j) = -1 pre J={1,..,5}
S S1 S2 S3 S4 S5
Z r\s -1,1 [-1 -1 -1 -1,1 a(i)
z1 |-1,0 7,5 2,0 2,0 50
z2 |-1 0,2 5 0 3,5 0
23 |-1 39,41 13 13 | 3,5|| 200
b(3j) 0 0 100 150 0
Tab. 5.13 Postup rie$enia - krok 0,1,2,3,4,5
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1l.krok - vyhladanie zdroja s materidlom a test optimality

hladame

a(l) >

zdroj bol oznaceny,

> 0
=>

(tab. 5.13)
r(l) 0 (vychodiskovy zdroj)
rieSenie nie je optiméalne,

a(i)
0

pokracujeme 2.krokom

2 .krok - vyhladanie spotreb. s vyhodnou sadzbou
pre c(i,3j)=0 OR c(i,3)=c*(i,7)

(tab. 5.13)
le¥iace v It AND J-
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oznaC s(j)=1
It = {1}
J- = {1,2,3,4,5}
c(l,1) = 150" => s(1) =1
c(1,5) = 200~ => s(5) =1
nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom
3.krok - rozhodnutie o dalsom postupe (tab. 5.13)
hladadme b(j) > 0 pre Jt
Jt = {1,5}
nie je ziadne Db(3j) > 0
nastal pripad a), pokracujeme 4.krokom
4 . krok - vyhladanie zdroja na vymenu priradenia (tab. 5.13)
pre c*(i,j) leziace v Jt AND I~ oznad¢ r(i) = 7
Jt = {1,5}
I- = {2,3}
nie je ziadne c*(i,j)
nastal pripad b), pokracujeme 5.krokom
5.krok - hladanie dalsej vyhodnej sadzby (tab. 5.13)
hladédme minimélne c(i,j) leziace v It AND J~
It = {1}
J- = {2,3,4}
min c(i,3j) = min {7,2,2} = 2
zmena c(i,j) pre It AND J~ na c(i,j)=c(i,j)-min c(i,7)
c(1l,2) 7 -2 =25
c(1,3) = 2 -2=20
c(l,4) = 2 -2=20
zmena c(i,3) pre I~ AND Jt na c(i,j)=c(i,7)+min c(i,])
c(2,1) = 0 + 2 2
c(2,5) = 3 + 2 5
c(3,1) = 39 + 2 = 41
c(3,5) = 3+ 2= 5
pokracdujeme 2.krokom
2.krok - vyhladanie spotreb. s vyhodnou sadzbou (tab. 5.14)
pre c(i,3)=0 OR c(i,J)=c*(i,3) 1leziace v IT AND J~
ozna¢ s(j)=i
It = {1}



J- = {2,3,4}

c(l,3) =0 => s(3) =1

c(l,4) =0 => s(4) =1
nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom

Z r\s 1 -1 -1,1 |-1,1 1 a(i)

T S
21 | o 5 | [0 H=er o---'----
z2 |-1 2 5 a 0 5 0
23 |-1 41 23 | 13 5 || 200

b(3) 0 0 150 0

Tab. 5.14 Postup riesSenia - krok 2,3,6

3.krok - rozhodnutie o dalsSom postupe (tab. 5.14)
hladdme b(j) > 0 pre JF
Jt = {1,3,4,5}
b(3) >0 ... cielovy spotrebitel
nastal pripad b), pokracujeme 6.krokom

6.krok - priradenie materialu (tab. 5.14, tab. 5.15)
cielovy spotrebitel : S3
vychodiskovy zdroj : z1

cesta madarskym stromom : b(3)~, c(1,3)T, a(l)~
pd = min{PMS~™} = min{100,50} = 50

priradenie : b(3) = 100 - 50 = 50
c(1,3) = 0 + 50 = 50
a(l) = 50 - 50= 0
pokracujeme O.krokom
0.krok - inicializacia premennych (tab. 5.15)
r(i) = -1 pre i={1,..,3}
s(j) = -1 pre Jj={1,..,5}
1l.krok - vyhladanie zdroja s materidlom a test optimality
hladédme a(i) > 0 (tab. 5.15)
a(3) >0 => r(3) =0 (vychodiskovy zdro7j)

zdroj bol oznaceny, riesenie nie Jje optimalne,
pokracujeme 2.krokom
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5 s1 | s2 | s3 | s4a | ss
z | e\s [|-1 [-1,3 |- -1 |1 a(i)
21 |-1 5,10 0 0
z2 |-1 2 | 5,10 0 5 0
z3 |-1,0 ||41,36 13,8| 13,8 5,0[| 200
b (3) 0 o | 50| 150 0
Tab. 5.15 Postup riesenia - krok 0,1,2,3,4,5

2 .krok - vyhladanie spotreb. s vyhodnou sadzbou (tab. 5.15)
pre c(i,3)=0 OR c(i,J)=c*(i,3) 1leziace v IT AND J~
oznaC s(j)=1

It = {3}
J- = {1,2,3,4,5}
c(3,2) = 300% => s(2) =3
nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom
3.krok - rozhodnutie o dalsom postupe (tab. 5.15)
hladame b (j) > 0 pre Jt
Jgt = {2}
b(2) =0

nastal pripad a), pokracujeme 4.krokom

4 .krok - vyhladanie zdroja na vymenu priradenia (tab. 5.15)
pre c*(i,3) leZiace v Jt AND I~ oznaé r(i) = 7
Jt = {2}
I- = {1,2}
nie je Ziadne c*(i,3)
nastal pripad b), pokracujeme 5.krokom
5.krok - hladanie dalsej vyhodnej sadzby (tab. 5.15)
hladdme minimalne c(i,j) leziace v IT AND J-
It = {3}
J- = {1,3,4,5}

min c(i,j) = min {41,13,13,5} = 5
zmena c(i,j) pre It AND J~ na c(i,j)=c(i,j)-min c(i,])

c(3,1) =41 - 5 = 36
c(3,3) =13 - 5 8
c(3,4) =13 - 5 8
c(3,5) = 5 -5 0
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zmena c(i,j) pre I~ AND Jt na c(i,3j)=c(i,Jj)+min c(i,7)

c(l,2) = 5+ 5 =10
c(2,2) = 5+ 5 =10
pokracujeme 2.krokom

2.krok - vyhladanie spotreb. s vyhodnou sadzbou (tab. 5.16)
pre c(i,3)=0 OR c(i,3)=c™(i,3) 1leziace v IT AND J~
ozna¢ s(j)=i
It = {3}
J- = {1,3,4,5}
c(3,5) =0 => s(5) = 3
nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom
S S1 S2 S3 S4 S5
Z r\s -1,1 3 -1,1 |(-1,1 [-1,3 a(i)
_.|_ -
21 |-1.5 o L) e GoD|| o
72 |-1 2| 10 [Bod| o | is 0
: e
23 | 0 36 P g s | [0 }-4200]
b(3) 0 0 150 0
Tab. 5.16 Postup rieSenia - krok 2,3,4,2,3,6
3.krok - rozhodnutie o dalsSom postupe (tab. 5.16)
hladéame b(j) > 0 pre Jt
Jt = {2,5}
vietky b(j) = 0
nastal pripad a), pokracujeme 4.krokom
4 krok - vyhladanie zdroja na vymenu priradenia (tab. 5.16)
pre c*(i,j) leziace v. JT AND I~ ozna¢ r(i) = J
Jt = {2,5}
I= = {1,2}
c(1,5) = 200% => r(l) =5
nastal pripad a), pokracujeme 2.krokom
2 .krok - vyhladanie spotreb. s vyhodnou sadzbou (tab. 5.16)

pre c(i,3)=0 OR c(i,J)=c™(i,3) 1leziace v IT AND J~
oznac¢ s(j)=i
It = {1,3}
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J- = {1,3,4}

c(l,1) = 150" => s(1) =1
c(1,3) = 507 => s(3) =1
c(l,4) = 0 => s(4) =1
nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom
3.krok - rozhodnutie o dalsSom postupe (tab. 5.16)

hladédme b(j) > 0 pre Jt

Jt =4{1,2,3,4,5}

b(3) >0  ..... cielovy spotrebitel
nastal pripad b), pokracujeme 6.krokom

6.krok - priradenie materialu (tab. 5.16, tab. 5.17)
cielovy spotrebitel : S3
vychodiskovy zdrof] : Z3

cesta madarskym stromom:

b(3)~, c(1,3)%, c(1,5)~, c(3,5 T, a(3)"~
pd = min{PMS™} = min{50,200,200} = 50
priradenie : b(3) = 50 - 50 = 0

c(1l,3) 50 + 50 = 100
c(l,5) = 200 - 50 = 150
c(1l,3) = 0 + 50 = 50

a(3) = 200 - 50 = 150

21 |-1,5 10
z2 |-1 2 | 10 to | is 0
g

z3 [-1,0 36

b(3) 0 0 0 150 0
Tab. 5.17 Postup rieSenia - krok 0,1,2,3,4,2,3,6
0.krok - inicializacia premennych (tab. 5.17)
r(i) = -1 pre i={1,..,3}
s(j) = -1 pre Jj={1,..,5}

1l.krok - vyhladanie zdroja s materidalom a test optimality
hladame a(i) > O (tab. 5.17)
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2.krok -

3.krok -

4 krok -

2.krok -

3.krok -

6.krok -

a(3) > 0 => r(3) =0 (vychodiskovy zdroj)
zdroj bol oznaceny, riesSenie nie je optimalne,
pokracujeme 2.krokom

vyhladanie spotreb. s vyhodnou sadzbou (tab. 5.17)

pre c(i,3)=0 OR c(i,3)=c™(i,3) 1leziace v IT AND J~
oznaC s(j)=1i
It = {3}
Jg- = {1,2,3,4,5}
c(3,2) = 300% => s(2) =3
c(3,5) = 50% => s(5) = 3
nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom
rozhodnutie o dalsom postupe (tab. 5.17)
hladdme b(j) > 0 pre JF
Jt = {2,5}
vSetky b(j) = 0

nastal pripad a), pokracujeme 4.krokom

vyhladanie zdroja na vymenu priradenia (tab. 5.17)

pre c*(i,J) leZiace v JT AND I~ oznad r(i) = 7
Jt = {2,5} I- = {1,2}
c(1l,5) = 1507 => r(l) =5

nastal pripad a), pokrac¢ujeme 2.krokom

vyhladanie spotreb. s vyhodnou sadzbou (tab. 5.17)

pre c(i,3)=0 OR c(i,3)=c™(i,3) 1leziace v IT AND J~
ozna¢ s(j)=i
It = {1,3} J- = {1,3,4}
c(l,1) = 150~ => s(l) =1
c(1,3) = 100~ => s(3) =1
c(l,4) = 0 => s(4) =1

nastal pripad a), pokracujeme 3.krokom

rozhodnutie o dalsom postupe (tab. 5.17)
hladadme b(j) > 0 pre Jt

Jt = 4{1,2,3,4,5}

b(4) >0 ..., cielovy spotrebitel
nastal pripad b), pokracujeme 6.krokom

priradenie materialu (tab. 5.17, tab. 5.18)
cielovy spotrebitel : S4
vychodiskovy zdroj : Z3

cesta madarskym stromom:
b(4)~,c(1,4)%,c(1,5) 7,c(3,5) 1, a(3)~
pd = min{PMS™} = min{150,150,150} =150

priradenie : b((4) = 150 - 150 = 0
c(l,4) = 0 + 150 = 150
c(l,5) = 150 - 150 = 0
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c(3,5) = 50 + 150 = 200
a(3) = 150 - 150 = 0
pokracujeme O.krokom
S S1 S2 S3 S4 S5
Z r\s -1 -1 -1 -1 -1 a(i)

z1 |-1 10
z2 |-1 2 10 0 5 0
8

z3 -1 36

b(J) 0 0 0 0 0
Tab. 5.18 Postup rieSenia - krok 0,1
0.krok - inicializacia premennych (tab. 5.18)
r(i) = -1 pre i={1,..,3}
s(j) = -1 pre Jj={1,..,5}

1l.krok - vyhladanie zdroja s materidlom a test optimality
hladdme a(i) > 0 (tab. 5.18)
ziadny zdroj nema& volnu kapacitu (v3etky a(i)=0)
RIESENIE JE OPTIMALNE
ukonc¢enie 3.etapy, prechod na 4.etapu rieSenia

ETAPA - PREZENTACIA VYSLEDKOV

s

prepravované mnozstva materialu (davky) od =zdrojov k
spotrebitelom st vo vysledne] tabulke riesSenia zndzornené

ako c¢*(i,3j) ... zakruzkované (pozri tab. 5.18),

hodnota uc¢elovej funkcie sa rovnad suctu nasobkov davok z
vyslednej matice (tab. 5.18) a sadzieb 2z pdvodnej matice
zadania (tab. 5.7),

x(i,3) * c(i,j) = 150%8 + 300*30 + 100*38 +
13= + 300*33 4+ 150*46 + 200*0 = 30800

N

I
I ™M 2
| 5

i

Tym je celkové riesenie ulohy ukoncené.
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5.4 Aplikacia madarskej metody na vypoctovu techniku

Ako uz bolo povedané v uavode kapitoly 5, wvyhodou
madarske]j metddy je skutocnost, Ze nereaguje na degenerdciu
rieSenia a nevyzZaduje pociatoéné riesSenie zostavené inou
pribliZnou metddou. Pocdiatocné rieSenie uvadzané ako
2. etapa algoritmu (pozri kap. 5.1 a obr. 5.1), je iba
Specifickym stavom rozmiestnenia davok v matici sadzieb,
umoznujuce zniZenie poctu =zlepSovani pri rucénom rieseni
ulohy.

Pokial v plnej miere akceptujeme vztahy pre toto
pociatocné riesenia (5.1 a 5.2), tak tymto vztahom vyhovuje
aj situacia, ked vsSetky davky poc¢iatoc¢ného riedenia su
nulové, respektive nie st Ziadne realizované.

x(i,3) =0 pre i e {1,2,....,m}
J e {1,2,....,n}

To znamena, ze VvV podstate 2.fadzu riedSenia mdzZme
vynechat. Aj ked sa tym zvySi pocet vykonanych krokov do
dosiahnutia optimalneho riesSenia, pri pouziti vypocltove]
techniky nas tato skutoc¢nost vébec nemusi znepokojovat.

7 &asového hladiska je predlZenie vypod&tu zanedbatelné, a
naopak Struktira zdrojového programu sa podstatne
zjednodusi.

Dalej predpokladajme, Ze chceme realizovat algoritmus,
ktory Dbude riedit dant problematiku vratane vyrovnania
ulohy.

Potom mbézme cely vypocet rozdelit do dvoch faz

s nasledujucim obsahom:

I) PRIPRAVNA FAZA

A - vstupy dat a priprava datovych sStruktuar
potrebnych na pracu algoritmu;
prezentacia zadania;

vyrovnanie ulohy;

redukcia matice sadzieb.

o Qw
|
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II) FAZA VYPOCTU A PREZENTACIA VYSLEDKOV RIESENIA

O.krok - inicializacia premennych;
1l.krok - vyhladanie zdroja s materialom;
2.krok - vyhladanie spotrebitela s vyhodnou sadzbou;
3.krok - rozhodnutie o dalsom postupe;
4.krok - vyhladania zdroja na vymenu priradenia;
5.krok - vyhladanie dal$ej vvhodnej sadzby;
6.krok - priradenie materiédlu;
7.krok - prezentacia riesSenia.
Pozn.: Takto budi oznacené aj jednotlivé podprogramy v dale’

prezentovanom vyvojovom diagramu programu.

Na zabezpecenie vetvenia medzi Jjednotlivymi krokmi
algoritmu zavedieme pomocné premenné testl, test2, test3
a testd.

RieSenie vykondme v matici sadzieb doplnenej o vektory
kapacit zdrojov, pozZziadaviek spotrebitelov a riadkovych
a stlpcovych hodnét.

PretoZe pri rieseni sa menia hodnoty sadzieb (pozri
kap. 5.3) a na vypocet Ucelove]j funkcie potrebujeme sadzby
pbvodné, musime vychodiskovi maticu sadzieb "uschovat" a vy-
pocet vykonat v inej (rovnakej) matici.

PretozZze vypocet budeme vykondvat v Jjednej matici,
musime dajakym spdsobom rozlisit sadzby a davky (oznacené
prvky). Vieme, Ze sadzby nembdZu nadobudat zaporné hodnoty,
preto pre davky vyuzijeme tuto skutoc¢nost a ich oznacenie
budeme realizovat zapornym znamienkom (hodnotou).

napr. c(2,5) = 130 ... sadzba s hodnotou 130
c(2,5) = =130 ... dadvka s hodnotou 130

Daldou skutocnostou, na ktor nesmieme zabudntt, je
vyrovnanie ulohy, respektive priprava datovych Struktuar tak,
aby toto Dbolo wumoZnené. Preto "rozmer" poli musi byt o
jednotku vacsi.

ked Jje: m ... pocCet zdrojov
n ... pocCet spotrebitelov
potom jednotlivé polia musime deklarovat na rozmer:
maticu sadzieb ................ (m+1, n+1)
vektory pre zdroje ............ (m+1)
vektory pre spotrebitelov ..... (n+1)
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V dalsom Jje wuvedeny vyvojovy diagram pre rieSenie
dopravnej Ulohy madarskym algoritmom.

V tomto vyvojovom diagrame sU pouzité tieto premenné
a polia:

VSTUP DAT

PZ i pocet zdrojov;

PS ..., pocet spotrebitelov;

PZP, PSP ....... pocet zdrojov a spotrebitelov (pdvodny),
pre prezentaciu vysledkov bez fiktivnych

C(i,g) eeweeenen. matica sadzieb (pdvodna, vstupna);

m(i,J) «eeeeuenen. matica sadzieb (davok) pre vypocet;

a(i) oo, vektor kapacit zdrojov;

b(j) ceveeea... vektor poziadaviek spotrebitelov;

R(i) ..o vektor znacenia riadkov (zdrojov);

S(I) weeee.. vektor znadenia stlpcov (spotrebitelov);

DEKLARACIA POLI PRE VYPOCET

c(PZ+1, PS+1) a(bPz+1) R(PZ2+1)
m(PZ+1, PS+1) b (PS+1) S(PS+1)

DALSIE (POMOCNE) PREMENNE

pre vyrovnanie Ulohy
SZ .... sUcCet kapacit zdrojov (pred vyrovnanim ulohy);

w

SS .... suUcCet poziadaviek spotrebitelov ( - - )

pre tvorbu mad. stromu a realizaciu priradenia

hs .... hladany stipec;

hr .... hladany riadok;

hsp ... hladany stlpec (pracovny);

hrp ... hladany riadok (pracovny);

E ..... priradované mnozZstvo materialu.
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HLAVNY PROGRAM

| A|  Vstupy dat
a priprava
datowych Struktar
ﬁ Prezentacia
zadania

ﬂ Vyrownanie
ulohy

ﬂ Redukcia
matice sadzieb

10 Inicializacia

premennych

ﬂ Vyhladanie
zdroja s materialom

+
| 2| Vyhradanie

54

Prezentacia
wsledkov

spotrebitela s wy-
hodnou sadzbou

ﬂ Rozhodnutie
o dalSom postupe

0

5]

Vyhladanie
dalSej whodnej
sadzby

ﬂ Vyhladanie
zdroja na
wmenu priradenia

+

ﬂ Priradenie
materialu (dawky)

Koniec
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Vstupy dat a priprava
datovych struktur

c(PZ+1,PS+1); a(PZ+1)
M(PZ+1,PS+1); b(PS+1)
R(PZ+1); S(PS+1)

i=1;,PZ >

X
_)<

j=1Ps

[¢]
=]
.
-

IS

A

NS

Koniec

o
N ~_
~
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Prezentacia zadania ||

Start

:

X

i=1 Pz >

a(i)

_<

_><

j=1Ps )

b(j)

_<

_)<

i=1 Pz >

_><

j=1Ps )

b(j)

_<
_<

( Koniec )



Vyrovnanie ulohy ||

SZ=0, PZP=PZ
SS=0; PSP=PS
< i=1 Pz —
SZ=SZ + a(i)
< i
< j=1;Ps <—
SS = SS + bij)
{ j
+ | PS=Ps+1
S2>SS b(PS)=SZ-SS

m(i,PS) =0

.

PZ=PZ+ 1
a(P2)=SS-SZ

( Koniec )
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D Redukcia matice sadzieb ||

—>< i= 1I; Pz >
min = m(i,1)
— = 1,78 >

min = m(i,j)

j=1,PS

m(i,j) = m(i,j) - min

)

)

[
j
[
i
|

j=1,PS

)

min = m(1,j)

NN Wy

i=1;PZ

)

min = m(i,j)

i=1;PZ

m(i,j) = m(i,j) - min

)

J U

[
i
[
j

)




0.krok

Inicializacia premennych ||

Koniec

1 .krok

Vyhladanie zdroja
s materialom

test1 =0

test1 =1
R(@)=0

( Koniec )
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2 krok| Vyhladanie spotrebitel'a
s vyhodnou sadzbou

test2=0

S() =1
test2 = 1

3.krok| Rozhodnutie

o d'alSom postupe

test3=0

hs =j
hr = S(j)
test3 =1




4 krok| VyhFadanie zdroja

na vymenu priradenia

( Start )

test4 =0

i

§

é»o =

1
(i

AND

R(i)<0
m(i,j)<0

)

G-

R(i) =
test4

nol
—.
—

Koniec

i

5.krok Vyhladanie d’alSej vyhodnej sadzby"
- |Eek
min = nek F-- *
nekonecno
_— >

S(j)<0
AND min>
>m(i,j)

min = m(i,j)

m(i,j) = m(i,j)+min
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6.krok| priradenie materialu (davky) || 7.krok| prezentacia vysledkov ||

hrp = hr Z=0
hsp = hs
E = b(hsp)

< hrp = S(hsp) = T Pep

"Zdroj "; i;
"zasobuje :"

hrp = S(hsp) .
R(hrp) j=1, PSP
E = a(hrp) E>
| m(hrp,hsp)|
?
+
hrp = hr X=]m(i.j)|
hsp = hs E =|m(hp.hsp)| |- Z=Z+c(i,j)* X

b(hsp) = b(hsp) - E

"spotrebitela "; j;

"mnozstvom
materialu "; X
m(hrp,hsp) = _—
= -| m(hrp,hsp)| +E I
— i)
hsp = R(hrp)
_ — m(hrp,hsp)=
R(hrp)=0 = _I m(hrp,hsp)l -E {i >
hrp = S(hsp)
+

"Hodnota ucelovej
funkcie= "; Z

a(hrp) = a(hrp) - E

Koniec

( Koniec )
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6. POUZITI!E DOPRAVNEJ ULOHY PRE NEROVNORODY
MATERIAL

V doposial preberanych algoritmoch na rieSenie doprav-
nej Ulohy sme predpokladali (a z hladiska formulacie ulohy
je to aj podmienkou) pri vSetkych zdrojoch a poziadavkach
spotrebitelov rovnorody materidl, to znamend materidl rovna-
kého druhu a rovnakej kvality. Prva cCast podmienky (material
rovnakého druhu) musi byt vzdy =zachovana, ale pokial sa
jednd o rozdielnu kvalitu materialu, ¢o v praxi sa pomerne
Ccasto vyskytuje, Jje mozné taktto Ulohu po urc¢itych upravach
riedit.

Ide o situédciu, kedy zdroje nebudlt mat k dispozicii
material rovnakej kvality, ako aj vsetci spotrebitelia nemu-
sia wvyzadovat z hladiska kvality material rovnaky. Pricom
technoldégia procesu, na ktory ho budd pouzivat, im umoznuje
nahradit ho materidlom s inou kvalitou, ale v rozdielnom
mnozstve.

Typickym prikladom mdZe byt zabezpecenie niekolkych
stavieb cementom, ked zdroje ©ponukaji cement rozdielnej
kvality (napr. 500, 325, 250).

FORMULACIA ULOHY

V. m zdrojoch Zj je k dispozicii materidl v znémych
mnozstvach ai s vlastnostami Vzj. Materidl chceme prepravit
k n spotrebitelom 84, ktori maju poZiadavky na material v
mnozstvach by s vlastnostami Vsj. Pritom je moZné poziadavky

spotrebitelov uspokojit aj materidlom inych vlastnosti, ale
v zodpovedajuicom mnozstve tak, aby bol dosiahnuty rovnaky
efekt ako s materidlom poZadovanym. Dalej pozndme ohodnote-
nia prepravnej naroc¢nosti - sadzby - «¢(i,j) na jednotku
mnozstva prislus$ného materidlu od vsetkych zdrojov k jednot-
livym spotrebitelom.

Ulohou je wurd&itf mnoZstvd materidlu x(i,j) prepra-
vovaného od jednotlivych =zdrojov k spotrebitelom tak, aby

celkové néklady na prepravu boli optimalne, a to aj s pri-
hliadnutim na rdéznorodost prepravovaného materidlu.
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PREPOCET VSTUPNYCH UDAJOV PRE RIESENIE

Koeficient ekvivalentnosti

Aby bolo umoznené riedenie 1Glohy, musime vykonat
transformaciu vstupnych dat na hodnoty, ktoré zmenia ulohu
pre fazu vypoctu na pripad rovnorodého materialu.

Na tento tcCel zvolime jeden z materidlov (zdrojov alebo
spotrebitelov) za Standardny (so Standardnymi vlastnostami
Vs) a hodnoty =zadania Ulohy zmenime, ako by zdroje aj spo-
trebitelia operovali iba s tymto Standardnym materidlom.

Za Standardny material mbézme zvolit ktorvkolvek, vyhod-
né je vybrat material zdrojov alebo spotrebitelov s najlep-
$imi vlastnostami.

Na vzajomné porovnanie materidlov pouzivame koeficient
ekvivalentnosti - k(i), ktory uddva kolkokrat vacsie mnoz-
stvo materidlu i-tej kvality, ako materialu Standardného, je
potrebné pouzit na dosiahnutie rovnakého efektu. Koeficient
ekvivalentnosti je teda funkciou i-teho a 3tandardného mate-
ridlu:

k(i) = £(vi, Vs) (6.1)

a mézme ho vypocitat podla vztahu

h(i)
k(i) = ---- (6.2)
h(s)
kde: h(i) ... mnoZstvo i-teho materidlu kvality V(i)
h(s) ... mnozstvo Standardného materidlu kvality V(s)

na dosiahnutie rovnakého efektu

Koeficienty ekvivalentnosti budeme dalej oznacovat:

- U zdrojoV ..eiieeenn.. kz (1),
- u spotrebitelov ..... ks (7).

Vstupné udaje sU znazornené v tabulke 6.1.
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Z\S S1 Sn a(i)||kz (1)
c(l,1) c(l,n)
z1 a(l)||kz (1)
c(2,1) c(i,J)
c(m, n)
Zm a(m) | [kz (m)
b(Jj) b(1) b(n)
ks (3) ks (1) ks (n)

Tab. 6.1 Tabulka na rieSenie dopravnej uUlohy
pre nerovnorody material (vstupné udaje)

Prepocet kapacit zdrojov a poziadaviek spotrebitelov

Kapacity zdrojov a pozZziadavky spotrebitelov prepocitame
na mnozstva Standardného materidlu podla wvztahu:

a(i)
as(i) = --—-- (6.3)
kz (i)
b(3)
bs(j) = ----- (6.4)
ks (J)
kde: as(i) ... kapacita zdroja vyjadrena v Standardnom
materiali
bs(j) ... pozZziadavka spotrebitela vyjadrend v Stan-
dardnom materiali
a(i), b(j) .... pdbvodné hodnoty v neStandardnom type
materialu
kz (i), ks(j) .. koeficienty ekvivalentnosti materialu

zdrojov a spotrebitelo

Prepocet matice sadzieb

Pred rieSenim Ulohy Jje nutné prepocitat aj maticu
sadzieb, ktorad v pdvodnom stave odpovedd preprave nerovnoro-
dého, neStandardného materialu, na sadzby, ktoré buda zo-
hladnovat prepravu vo zvolenom type 3tandardného materidlu.
Prepocet vykoname podla wvztahu:

cs(i,j) = c(i,j) * kz(i) (6.5)

kde: «c¢s(i,]J) ... sadzby pre Standardny materiél
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c(i,j) .... sadzby pbdbvodné pre nerovnorody materidl
kz (i) ..... koeficient ekvival. materialu zdroja i

Tym dostavame novl maticu na rieSenie Ulohy v Standard-
nom type materialu. Jej forma je znazornena v tabulke 6.2.

Z\S S1 Sn as (1)
z1 cs(1l,1) cs(1l,n) as (1)
cs(2,1) cs (i, Jj)
Zm cs (m,n) as (m)
bs (J) bs (1) bs (n)

Tab. 6.2 Tabulka vstupnych dat po prepocte
na Standardny materidl

Po vykonani tychto prepodtov mbéZme pristipit k rieSeniu
Ulohy pouzitim ktorejkolvek z metdd.

Vysledné davky (prepravované mnozstva materidlu) vo
vyslednom riesSeni potom budd v mnoZstvach Standardného
materidalu. Pre praktické pouzZzitie nas ale budld zaujimat
skuto¢né mnozstva podla pdvodného typu materidlu prislusného
zdroja.

Prepocet davok na pdvodny typ materidlu vykondme podla
vztahu

x(i,j) = xs(i,j) * kz (i) (6.06)
kde: x(i,J) .... priradend dévka nestandardného (sku-
to¢ného) materidlu
xs(i,j) ... priradend davka Standardného materialu
kz (1) ..... koeficient ekvivalentnosti zdroja i

Obmedzujuce podmienky pre nové zadanie (Standardny material)
mbzme zapisat v tvare:

m

2 as(i) = X bs(3) (6.7)
i=1 =1

n

2 xs(i,j) = as(i) (6.8)
j=1
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m
2 xs(i,j) = bs(3j) (6.9)
i=1
xs(i,j) 2 0 (6.10)

Hodnotu 1wucelovej funkcie po wukonc¢eni rieSenia mbiZme s
vyuzitim vztahov (6.5) a (6.6) vycislit tromi spdsobmi:

m n

z= 2 X x(i,j) * c(i,3) (6.11)
i=19=1
m n

z= Y Y es(i,j) * xs(i,J) (6.12)
i=19=1
m n

z= Y Y c(i,j) * kz(i) * xs(i,J) (6.13)
i=19=1

ZHRNUTIE POSTUPU RIESENIA PRE NEROVNORODY MATERIAL

Priprava a rieSenie dopravnej Ulohy pre nerovnorody
material pozostava z postupnosti tychto krokov:

1) Zostavenie tabulky vstupnych dat pre nerovnorody
material.
2) Volba standardného materidlu a urcenie koeficientov

ekvivalentnosti pre jednotlivé =zdroje a spotrebitelov
(vztah 6.1, 6.2).

3) PrepocCet kapacit zdrojov a poziadaviek spotrebitelov
na Standardny materidl (vztah 6.3, 6.4)

4) Prepocet sadzieb pre Standardny materidl (vztah 6.5).
5) Riesenie zvolenou metddou (vratanie vyrovnania uUlohy).
6) Prepocet vysledkov riesenia (davok) na pdvodny typ mate-

rialu (vztah 6.6).

7) VypocCet hodnoty utcelovej funkcie (vztah 6.11) a prezen-
tdcia vysledkov rieSenia.
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Priklad 6.1

Mame vyriesSit spdsob prepravy cementu zo Styroch
zdrojov na 3 stavby mostov. Jednotlivé =zdroje pontkaju
cement rozdielnych kvalit (500, 400, 325, 250). Technoldgia
umoznuje pouzit na stavbach vSetky pontkané druhy cementov,
pricom sktskami pevnosti boli zistené koeficienty
ekvivalentnosti vo&i cementu "500". Ulohou je vyriedit odber
materialu od zdrojov tak, aby celkovy prepravny vykon bol
minimalny.

Vstupné udaje (kapacity zdrojov /t/, poziadavky stavieb /t/,
vzdialenosti /km/ a koeficienty ekvivalentnosti) su uvedené
v tabulke 6.3.

Z\S Sl S2 S3 ponuka| |kvalita| |kz (1)
zZ1 20 8 10 50 250 2
Z2 36 18 14 30 325 1.5
Z3 16 8 12 20 400 1.25
74 10 23 16 15 500 1
dopyt 36 40 30
kvalita 325 400 500
ks (3) 1.5 1.25 1
Tab. 6.3 Vstupné udaje pre rieSenie ulohy

Po prepoc¢te kapacit zdrojov, poziadaviek spotrebitelov a
matice sadzieb (pouzitim vztahov 6.3, 6.4 a 6.5) dostavame
hodnoty uvedené v tabulke 6.4.

Z\S Sl S2 S3 a(i)
z1 40 16 20 25
Z2 54 27 21 20
Z3 20 10 15 16
Zz4 10 23 16 15
b(3) 24 32 30 86\76

Tab. 6.4 PrepocCet na Standardny material
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Ked porovname ponuku a dopyt v tabulke 6.3, zda sa,

akoby ponuka prevy$Sovala dopyt. Zaver o tomto mbZme ale
vyslovit az po prepocte kapacit zdrojov a poziadaviek
spotrebitelov (tab. 6.4), kde pri sStandardnom (porovna-

telnom) type materidlu Jje nedostatok ponuky. Preto aj
vyrovnanie ulohy mdézZme vykonat aZz po tomto kroku zavedenim
fiktivneho =zdroja s kapacitou 10t Standardného materialu
(cement 500).

Tym mame pripravené vstupné Udaje na aplikdciu ktorej-
kolvek metddy pre riesenie dopravne]j Ulohy.

Vysledky rieSenia pre Standardny material sU uvedené
v tabulke 6.5. (Bol pouzity madarsky algoritmus) .

Z\S Sl S2 S3 a(i)

21 | 2
72 Co 20
73 D) 16

z4 D) 15
[ Sl
b(3) 24 32 30 86

Tab. 6.5 Vysledné rozmiestnenie davok
pre Standardny materidl

Situdcia po prepocte vypoclitanych Standardnych davok na
pdévodny typ materidlu (vztah 6.6) a dosadeni do pdvodnej
tabulky, ja znadzornend v tab. 6.6.

Hodnota uc¢elovej funkcie Z =
Tym je riesSenie ukoncené.

1166 tkm (vztah ©6.11).

Z\S S1 S2 S3 a (i)

71 G | ® 50
72 Go 30
73 @) 20
74 @) 15

| b(j) ii 36 i 40 i 30 i Z=1166 tkm

Tab. 6.6 Vysledné rozmiestnenie déavok
pre nerovnorody materidl
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7. DALSIE KRITERIA OPTIMALITY RIESENIA DOPRAVNYCH
ULOH PRI NEVYROVNANOSTI ZDROJOV A POTRIEB

Doposial sme ries$ili dopravnu UGlohu iba z hladiska
prepravnych nakladov, a iba z tohto hladiska boli riesenia
optimalne. V pripadoch, v ktorych nie sU v rovnovahe ponuka
a poziadavky, nemusi byt vySka prepravnych nakladov jedinym
a rozhodujucim kritériom optimality i. Pri rieSeni takychto
Uloh méZe mat vyznam aj rad inych momentov, ako su vlastné
naklady, néaklady na uadrzbu nevyuzitych kapacit zdrojov,
zmluvna zaistenost dodavok a pod.

V pripade nevyrovnanosti Uulohy mdéZu nastat (ako uZz bolo
ukazané v kapitole 2.2) dva pripady:

A) Ponuka prevysuije dopyt ... Ya(i) > Xb(j)

V tomto pripade nevyrovnanosti Ulohy sa rie3enie dotykalo
aj otazky, ktoré kapacity sa maju prednostne vyuzit
(tzn. ktorému zdroju ostant zvysné zasoby "na sklade").

B) Dopyt prevysSuje ponuku ... Ya(i) < 2b(j)

V tomto pripade nevyrovnanosti Ulohy sa rie3enie dotykalo
aj otazky prednostného poradia zasobovania spotrebitelov
(tzn. ktory spotrebitel vlastne nebude uspokojeny).

Majme pre uvedené varianty A), B) nasledujtce priklady:

Dvaja dodavatelia D1,D2 skladuju urc¢ité mnoZstvéd vyrob-
kov a(l), a(2) a maju zasobovat dvoch spotrebitelov S1,S2,
ktori pozaduju vyrobky v mnozstvach b(l),b(2).

Prepravné naklady na Jjednotku mnoZstva, kapacity doda-
vatelov a poziadavky odberatelov pre jednotlivé varianty su
uvedené v tabulkach oznac¢enych [A]l a [B]1.

[A]11 2a(i) > 2b(j) [B]1 2Xa(i) < 2b(j)
D\S s1 52 a(i) D\S s1 52 a(i)
D1 20 22 ||1200 D1 20 22 ||1000
D2 19 20 ||1200 D2 19 20 ||1000
b(3) || 1000 | 1000 b(3) || 1200 | 1200
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V oboch pripadoch ide o

klasickl nevyrovnanu dopravna

Glohu, ktorl prevedieme na vyrovnant =zavedenim fiktivneho
spotrebitela (v pripade [A]) a fiktivneho dodavatela (v pri-
pade [B]). Vysledky ich riesenia su uvedené v tabulkéach
oznacenych [A]l2 a [B]2.
[A]2 [B]2
D\S s1 s2 Sf a(i) D\S s1 s2 a(i)
20 22 20 22
D1 800 1200 D1 1000
19 20 19 20
D2 1200 D2 800 1000
0 0
b(9) 1000 1000 400 2400 DEf 400
b(3) 1200 1200 2400
Uvedené priklady rieSia optimdlne rozmiestnenie déavok

iba z hladiska prepravnych nakladov.

Dalej skUsime rozdirit zadania o daldie obmedzenia.

Obmedzenia premietajice sa do redlnych sadzieb:

Pre obidva varianty nevyrovnanosti - A) 1 B) - mbzZu byt
dalsie obmedzenia, ktoré sa budt premietat do prepravnych
nadkladov (tzn. do matice sadzieb, okrem fiktivneho riadku
alebo stlpca). Takymi mdézu byt rozdielne vlastné naklady
zdrojov (napr. cena za vyrobok) alebo aj rozdielne néaklady
stvisiace so spotrebitelmi (napr. rozdielne néaklady na vy-
kladku). V tomto pripade sa tieto premietnu do sadzieb
prisludného riadku (stipca) okrem fiktivneho =zdroja alebo
spotrebitela.

Predpokladajme napr., Ze VvV
nadklady u jednotlivych dodavatelov 1lisia. Dodavatel D1 preto
predadava vyrobok za 100.- Sk a dodavatel D2 za 110.- Sk.
Z toho vyplyva, ze pre spotrebitela nebudt rozhodujlice iba
prepravné naklady, ale aj nadkupnd cena. Celkové nadklady na
jednotku mnozstva (sadzby) preto budi predstavovat sutcet
nadkupnej ceny vyrobku a nadklady na jeho prepravu. Takto roz-
Sirend Uloha aj s vysledkami riesenia Jje uvedena v tabulke
oznacenej [A]3.

priklade [A] sa vlastné
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Obmedzenia premietajuce sa do fiktivnych sadzieb:

Pre obidva varianty nevyrovnanosti - A) i B) - Jje po-
trebna urc¢itd modifikacia fiktivnych sadzieb, ked nevyuzitie
kapacit zdrojov je spojené s urc¢itymi ndkladmi, alebo nespl-
nenie dodavky niektorym spotrebitelom sa penalizuje.
V takychto pripadoch namiesto nulovych sadzieb pri fiktivnom
zdroji alebo spotrebitelovi budi naklady stvisiace s nevyu-
Zitim zdroja alebo s nerealizovanim dodavky.

Treba podotkntt, Ze tieto hodnoty mdéZu nadobudat
charakter az prohibitivnej sadzby (pozri kap. 2.2).

Predpokladajme napr., ze dodavka 1200 jednotiek v pri-
klade [B] spotrebitelovi S2 (ktorého dopyt v riesSeni podla
tabulky [B]2 nie Jje uspokojeny) Jje zmluvne zarucena a jej
nesplnenie je penalizované sumou 1,50 Sk za kazdt nedodanu
jednotku. V tomto pripade aj obsadenie davkou od fiktivneho
dodavatela k spotrebitelovi S2 bude vykazovat naklady vo
vySke pendle. RieSenie v upravene] matici Jje uvedené
v tabulke oznacenej [B]3.

[A]S [B]3
D\S S1 S2 St a(i) D\S S1 S2 a(i)
120 122 0 20 22
D1 1200 D1 1000
129 130 0 19 20
D2 800 1200 D2 1000
0 1.5
b(3) || 1000 1000 400 2400 Df 400
b(3) || 1200 1200 2400

Je zaujimavé, ze poziadavka spotrebitela S2 nebude
podla optimdlneho rieSenia plne uspokojend, aj ked jej
nesplnenie je penalizované. Celkové pendle je totiz vyvazené
nizsimi prepravnymi nakladmi k spotrebitelovi Sl1.

Podobnym spbdsobom, ako je riedeny priklad v tabulke [B]3, by

sme postupovali aj v pripade dodato¢nych nédkladov suvisia-
cich s nevyuzZitim zdrojov.
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E E EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEETRmN
Priklad 7.1

Mame premiestnit material rovnakého druhu =z 5-tich
teritoriadlnych skladov do troch novozriadenych skladov na
teritdériu SR. MnoZstvad materidlu v pdbvodnych skladoch (zdro-
joch), pozZiadavky na naplnenie novych skladov (spotrebi-
telia) a 1ich vzajomné kilometrické wvzdialenosti suU uvedené
v tabulke 7.1. V novovytvaranych skladoch je na prepravu
k dispozicii automobilova technika podla tabulky 7.2.

Z brannobezpecnostnych dévodov musi byt novy sklad S3 napl-
neny materidlom v plnej pozadovanej vySke.

Ulohou je vyrie$it prepravu materidlu tak, aby celkovéa
spotreba PH bola minimédlna.

novy sklad S1 S2 S3 mnozstvo
pévodny sklad materialu

zZ1 90 135 140 2000 t

Z2 75 70 138 1800 t

Z3 100 80 120 2300 t

z4 140 90 60 1680 t

Z5 125 40 110 1720 t
pozZziadavka 9500 t
na navezenie 3500 t 3600 t 3300 t 10400 t

Tab. 7.1 Kapacity skladov a vzadjomné vzdialenosti v km

novy automobilova celkova uzit. priemernad spotre-
sklad technika hmotnost ba PH [1/100km]
S1 ANT + PVT 20 t 28
S2 ANT + PVS 15 t 24
S3 TN + naves 22 t 33

Tab. 7.2 Udaje o automob. technike na prepravu materidlu
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PRIPRAVA VSTUPNYCH DAT

Chceme minimalizovat spotrebu PH, ale v matici sadzieb
mame kilometrické vzdialenosti. Okrem toho u jednotlivych
spotrebitelov méame k dispozicii techniku s rozdielnou
spotrebou PH aj rozdielnou uzito¢nou hmotnostou. Z tohto
dévodu Jje potrebné prepoc¢itat maticu sadzieb na hodnoty
odpovedajuce spotrebe PH na prepravu 1t materidlu.

Ked oznacCime: Hu(j) ..... uzitoc¢na hmotnost supravy v t;
Ss(j) «.... spotreba PH supravy v 1/100km;
L(i,3j) .... vzdialenost prepravy v km;
Sphl(j) ... spotreba PH na prepravu 1t
na vzdialenost lkm;
c(i,j) .... spotreba PH na prepravu 1t
Potom:
Ss(J)
Sphl(j) = (7.1)
100 * Hu(j)
c(i,j) = L(i,3) * Sphl(J) (7.2)
Zo vztahu (7.1) vypocitame spotrebu PH na prepravu 1t na
vzdialenost 1lkm, ktord bude:
- pre novy sklad ¢.1: Sphl (1) = 28/(100*20) = 0.014 1
- pre novy sklad ¢.2: Sphl(2) = 24/(100*15) = 0.016 1
- pre novy sklad ¢.3: Sphl(3) = 33/(100*22) = 0.015 1

Celkovu spotrebu PH na prepravu 1t materidlu od zdroja Z (i)
ku spotrebitelovi S(J) vypocitame podla vztahu 7.2.

Pri rieSeni spotreby PH nesmieme zabudnut na "prazdne jazdy"
bez materidlu. Pre rozmiestnenie davok toto nie je potrebné,
ale pre vycCislenie celkovej spotreby PH (pre vyslednu hod-
notu ucelovej funkcie) sa nam ponukajl dve moznosti:

a) vysledné sadzby c(i,]) ziskané vypoctom podla vztahu

(7.2) zdvojnasobime [ c'(i,73) = «c(i,]) * 2 1
Uc¢elova funkcia potom bude predstavovat redlnu spo-
trebu PHh;

b) alebo pouzZijeme vypocitané «c(i,J) a aZz hodnotu uce-
lovej funkcie zdvojnasobime.

Pre nasSe rieSenie zvolime variant b).

Hodnoty matice sadzieb po prepocte, vratane vyrovnania ulo-
hy, st uvedené v tabulke 7.3.
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Z \ S Sl S2 S3 a(i)
zZ1 1.26 2.16 2.1 2000
Z2 1.05 1.12 2.07 1800
Z3 1.4 1.28 1.8 2300
Z4 1.96 1.44 0.9 1680
Z5 1.75 0.64 1.65 1720
Zf 0 0 0 900

b(3j) 3500 3600 3300 10400

Tab. 7.3 Vysledky prepoc¢tu matice sadzieb
a vyrovnanie Ulohy

Dal8ou podmienkou, ktort sme doposial nezohladnili, Je
skuto¢nost, Ze spotrebitel S3 musi dostat plna vysSku mate-
ridlu, ktort pozaduje. V tomto pripade ide vlastne o 3peci-
ficky druh penadle za nedodanie materialu, nadobudajuci vySku
prohibitivnej sadzby. Preto sadzbu c¢(f,3)=0 nahradime

c(f, 3)=00.

Na takto wupravené vstupné UGdaje uz mbézime aplikovat
ktorukolvek metddu na riesenie dopravne]j ulohy.

Matica s prohibitivnou sadzbou a vysledky rieSenia st uve-
dené v tabulke 7.4. (Uloha bola riesend madarskou metddou) .

Po ukonc¢eni vypoCtu nesmieme =zabudnut na Upravu hodnoty
uc¢elovej funkcie podla vysSSie prijatého variantu.

Zvysl = 7 * 2 = 10830,2 * 2 = 21660,4 1

Poznamka. :

Ur¢ité rozpory v spotrebe PH nastant v pripadoch, kedy
jednotlivé davky nie su celocCiselnymi nasobkami prisluSnych
loZznych kapacit. V nasSom pripade su to davky x(3,2)=680,
x(5,2)=1720, x(3,3)=1620 a x(4,3)=1680) . V suvislosti
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s tymito davkami
ale nie

material,
Jazde.
predstavuj

e

Jje
na

celkovu

zaratand
volnu

tento rozdiel necelych 0.4%

spotreba
loznu kapacitu
Po preratani rozdielu by sme dostali hodnotu 86 1,
spotrebu
21746.4 litra. V porovnani s celkovou spotreboue predstavuje

PH

nie

iba

21660.4

na

prevazany
pri posledne]

litra,

Z \ s1 52 s3 a (i)
1.26 2.16 2.1

21 2000
1.05 1.12 2.07
1.4 1.28 1.8

73 680 2300
1.96 1.44 0.9

24 1680 1680
1.75 0.64 1.65

75 1720
0 0 nek

7 900

b(5) 3500 3600 3300 10400

Tab. 7.4 Vysledné rieSenie ulohy. Zz=10830.2 1
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PRIRADOVACIA ULOHA

Priradovacia uloha Jje v podstate Specifickym pripadom
dopravnej ulohy, v ktorej okrajové podmienky (kapacity zdro-
jov a poziadavky spotrebitelov) sa rovnajua 1. Niekedy, pri
rovnakych poziadavkach alebo zdrojoch, je mozné pouzit aj
vy3Sie obmedzenia. Je to v podstate najjednoduch$ia distri-
bu&nd tloha, v ktorej sa po&et riadkov rovna pod&tu stlpcov.

8. RIESENIE PRIRADOVACEJ ULOHY METODAMI
PRE DOPRAVNU ULOHU

Ako sme uviedli, pri priradovacej 1ulohe su kapacity
zdrojov a poziadavky spotrebitelov dané jednotkami a pri
zachovani podmienky vyrovnanosti tlohy sa potom pocet zdro-
jov rovna poctu spotrebitelov (m = n).

FORMULACIA ULOHY

Mame m zdrojov Z(i) a n spotrebitelov S(j), kde pocet
zdro-
jov sa rovna poctu spotrebitelov m = n. Kapacity zdrojov aj
poziadavky spotrebitelov maju hodnotu 1 (aj=1l, b4=1).
Pozndme ohodnotenia priradovacej (prepravnej) narocnosti
c(i,j) zo vsetkych zdrojov k vSetkym spotrebitelom.

Ulohou je priradit jednotlivé zdroje spotrebitelom tak,
aby hodnota uc¢elovej funkcie (celkova narocnost priradenia)
bola optimédlna (minimalna alebo maximédlna) .

KedZe okrajové podmienky v danej Glohe majd hodnoty 1,
je jednoznacné, Zze aj priradované mnozZstva sa budd rovnat 1.

Obmedzujuce podmienky méZme potom zapisat podobne ako pri
dopravne]j ulohe:

Nezapornost riedenia sa z0Gzi na Jjeden konkrétny pripad:

x(i,3) =1 (8.1)

Pozn.: Pri neobsadeni uvazujeme, zZe x(i,])=0
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Vyrovnanost Ulohy: za predpokladu, Ze m = n
m n
Y a(i) =X b(j) =m=n (8.2)
i=1 j=1
Kapacitné ohranicenie
ked a(i) =1
n
X x(i,j) = a(i) =1 (8.3)
J=1
pre i e {1,2,...m}
ked b(j) =1
m
X x(i,j) =b(j) =1 (8.4)
i=1

pre j e {1,2,...n}

Ulohou Jje né&jst optimdlne rozmiestnenie jednotkovych
davok tak, aby ucelovad funkcia z bola minimélna:

n
X c(i,)) (8.5)
=1

N

x(i,3) * c(i,3) = X
i o1

1

J

Problém budeme, ako pri dopravnej Ulohe riesit tabulko-
vou formou (jej obsah je uvedeny v tabulke 8.1).

Z\S S1 e S3 e Sn ai
c(1,1) c(1,3) c(l,n)

z1 x(1,1) x(1,3) X (1,n) 1
c(i,1) c(i,J) c(i,n)

Zi x(1i,1) x(i,3) X (1i,n) 1
c(n,1) c(m,J) c(m,n)

Zm X (n,1) x(m, ) X (m, n) 1

b 1 ... 1 ... 1

Tab. 8.1 Tabulka na riesSenie priradovacej ulohy
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SPOSOB RIESENIA

Pretoze kazdé rieSenie bude mat iba m obsadenych poli
jednotkovymi davkami, namiesto m+n-1, ide vzdy o silne dege-

nerované rie8enie. Preto pri pouziti metdd na rieSenie
dopravnej uUlohy je vhodné vybrat taku, ktorej silnd degene-
racia neprekaza (napr. madarska metdda). Pri pouziti inych

metdd musime ratat s vacsim poctom "mftvych" krokov (napr.
na presun nulovych déavok). Napriek tomu, pouzitim akejkolvek
metddy na riesSenie dopravnej Ulohy, sa dopracujeme k sprav-
nemu vysledku.

Vyhodou rieSenia priradovace]j tlohy metddami pre
dopravni Uulohu je skutocnost, Ze zvoleny algoritmus mbZme
pouzit bez akejkolvek Upravy. Ak mame k tomu algoritmus na
riedenie obecnej dopravnej uUlohy spracovany na vypocdtovu
techniku (napr. madarsky algoritmus prezentovany vyvojovym
diagramom v kapitole 5.4), Je pouzZitie inych metdd bezpred-
metné.

Nasou Ulohou Jje v tomto pripade iba pripravit spravne
vstupné uUdaje pre riesSenie.

Priprava zodpovedajucej Struktury vstupnych tdajov na
riesenie priradovacej wulohy metdédami pre dopravnu Glohu Je
prezentovana na prikladoch 8.1, 8.2 a 8.3.

Vysledné priradenia v tychto prikladoch st riesené madarskym
algoritmom na vypoctovej technike.

E E EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEETRmN
Priklad 8.1

Stavebny Utvar mad na piatich stavbadch mechanizmy, ktoré
po skonceni prdc mé presuntt na 5 novych stavieb. SG zname
kilometrické vzdialenosti medzi jednotlivymi stavbami.
Ulohou je priradit, z ktorej stavby V (i), kde boli ukonc&ené
prace, na ktort stavbu S(j), kde sa budl prace =zacinat,
mechanizmy presuntt tak, aby celkovd vzdialenost, a tym aj
nadklady na prepravu mechanizmov, boli minimalne.

RIESENIE
Ide o jednoduchy priklad priradovacej ulohy, kde pocet
zdrojov sa rovna poctu spotrebitelov a okrajové podmienky sa

rovnaju 1.

Vychodiskové tGdaje s kilometrickymi vzdialenostami medzi
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stavbami a vysledné priradenie su zndzornené v tabulke 8.2.

VAS S1 S2 S3 S4 S5 a(i)
50 29 32 34 28

- © 1
46 48 36 42 38

- © :
38 32 30 32 30

s O :
42 36 40 35 25

o O :
37 35 36 44 18

s OMIIE

Z =
b(j) 1 1 1 1 1 156 km
Tab. 8.2 Vstupné udaje a riesSenie prikladu 8.1

V Gvode priradovacej ulohy je uvedené,
poziadavkach alebo zdrojoch nemusia byt
rovné 1. Mohli by sme ich sice rozpisat do samostatnych
riadkov (stlpcov) s okrajovou podmienkou 1, ale pri pouZiti
algoritmov na rieSenie dopravnej ulohy to nie je potrebné.
NavysSe sa tym zmensi matica sadzieb a tym aj ulahc¢i vypocet.
Toto plati aj pri nevyrovnanosti Ulohy pre fiktivny riadok
(stipec).

ze pri rovnakych
okrajové podmienky

AE E EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEHE
Priklad 8.2

6 pracovnikov P(i) m& Dbyt pridelenych na 8 strojov
S(j), pricom kazdy pracovnik mbéze byt prideleny maximalne
na 2 stroje. Zvladnutie obsluhy strojov jednotlivymi pracov-
nikmi je ohodnotené trestnymi Dbodmi v rozsahu 0-10
(0..najlep8ie zvladnutie, 10..najhor3$ie zvladnutie). Dalsim
obmedzenim je, Ze pracovnik P3 nemd& vbébec kvalifikaciu
na obsluhu stroja S6. Nie Jje podmienkou, aby v3etci pracov-
nici boli zaradeni do pracovného procesu.

Ulohou je pridelit pracovnikov na jednotlivé stroje tak,
aby celkovy pocet trestnych bodov bol minimalny.
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RIESENIE

KedZe kazdy pracovnik méze byt priradeny na 2 stroje,
okrajové podmienky pre pracovnikov budd a(i)=2. Na kazdy
stroj mbéze byt priradeny iba jeden pracovnik, preto okrajové
podmienky pre stroje budt b(j)=1. Uloha bude nevyrovnana
(Xa(i)=12, 2b(j)=8). Preto musime maticu sadzieb doplnit
o fiktivny stroj so sadzbami 0, na ktory budd zaradeni nevy-
hodni pracovnici. Dalej sadzba c(3,6)=0, pretoZe pracovnik
P3 nema na stroj S6 vdébec kvalifikdciu (tym zamedzime obsa-
deniu tohto policka davkou).

Vstupné udaje s rieSenim ulohy sG uvedené v tabulke 8.3.

PS S1 52 53 54 S5 S6 S7 S8 Sf ai
8 4 7 4 2 0 8 4 0
Pl ole )
3 2 2 5 4 1 3 8 0
2 Q|| -
5 0 7 6 5| nek 1 0 0
= || O ® z
2 1 0 2 2 5 3 1 0
s ® © z
0 3 10 1 1 6 5 3 0
= || ® z
3 2 1 3 7 8 10 9 0
” Q| -
7z =
b3 1 1 1 1 1 1 1 1 4 5
bodov

Tab. 8.3 Vstupné Udaje a riesSenie prikladu 8.2

Zz rieSenia vyplyva, Ze na 2 stroje budd zaradeni
pracovnici P1, P3, P4 a P5, a vbbec do pracovného procesu
nebudl zaradeni pracovnici P2 a P6.

103



AE E EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEHE
Priklad 8.3

Mame rovnaké zadanie Ulohy ako v priklade 8.2, ale
S tym rozdielom, Ze pozadujeme, aby v3etci pracovnici boli
zaradeni do pracovného procesu (kazdy bol prideleny na nie-
ktory stroj).

RIESENIE

Rozoberme problém vzhladom na priklad 8.2. Vyrovnanim
lohy o fiktivny stlpec, v ktorom boli v podstate 4 neexis-
tujlice stroje, sme umoznili vzhladom na okrajové podmienky
pracovnikov obsadit jednotlivé polia fiktivneho stipca dav-
kami 2.

Davkami 2 boli vo fiktivnom stlpci obsadeni pracovnici
P2 a P6. Aby sme =zabezpec¢ili ich =zaradenie do pracovného
procesu, pokusime sa zaistit u nich obsadenie fiktivneho
stlpca iba davkami 1. Na tento G&el rozpiSeme pdvodny fik-
tivny stlpec s okrajovou podmienkou 4 na tri fiktivne stlpce
s okrajovymi podmienkami b (fl)=1, b(f2)=1 a b(f3)=2.

Aby sme zabezpec¢ili u pracovnikov P2 a P6 pridelenie na
fiktivne stroje iba hodnotou 1, ohodnotime sadzby fiktivnych
stlpcov hodnotami:

c(2,£1)=0
c(6,fl)=00 c(6,£2)=0 c(6,£3)=

Q0
[00)
Ostatné sadzby fiktivnych stlipcov ohodnotime hodnotami 0.

Takto upravenu maticu riesSime.

Na vyrieSenie prikladu 8.3 sme museli vykonat dve riesSenia:

1) rieSenie neupravenej matice, na =zistenie ¢i daktori
pracovnici nebudd vyradeni z pracovného procesu;

2) riesenie v upravenej matici sadzieb (u fiktivnych spo-
trebitelov), ktorou sme zabezpecili nevyradenie
v prvom rieseni zistenych pracovnikov z prac. procesu.

Upravené vstupné udaje s rieSenim sU uvedené v tabulke 8.4.
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PS S1 sS2 S3 sS4 S5 S6 S7 S8 Sfl Sf2 Sf3 ai

n o Q|
3 2 2 5 4 1 3 8 0 nek nek

Pz e ® :
5 0 7 6 5 nek 1 0 0 0 0

. el© :
2 1 0 2 2 5 3 1 0 0 0

s ® o'l -
0 3 10 1 1 6 5 3 0 0 0

e © :
3 2 1 3 7 8 10 9 nek 0 nek

. © © :

7 =
bj 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 7

bodov
nek = prohibitivna sadzba (nekonecno)

Tab. 8.4 Upravené vstupné udaje a rieSenie prikladu 8.3

Z rieSenia (tab. 8.4) nam vyplyva, Ze sme odstranili
vyradenie pracovnikov P2 a P6 z pracovného procesu.
Pri riesSeni nadm nenastal Ziadny dals$i pripad nezaradenia
niektorého pracovnika na stroj.

Na dva stroje budlt zaradeni pracovnici P3 a P5.
Celkovad hodnota uc¢elovej funkcia sa nam zvysila, vzhladom
na rieSenie prikladu 8.2, na hodnotu 7 bodov.
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ZAVER

Charakteristickym znakom mnohych sudobych &innosti je
¢asovy tlak, pri ktorom sa realizuje rozhodovacia c¢innost
riadiacich a sStédbov vSetkych stupriov. V tomto rozhodovacom
procese Jje potrebné postihnut velké mnoZstvo faktorov
a informacii a vysledkom tohto procesu je spravidla rad
moznych variantov rozhodnutia, z ktorych musi prislusny ria-
diaci pracovnik zvolit ten, ktory splfia dant tlohu a pri tom
najlepsie vyhovuje podmienkam konkrétnej situacie.

V oblasti vojenskej dopravy, ale nielen v nej, su jednym
z prostriedkov ziskania vierohodnych podkladov pre fundované
rozhodnutie metddy linedrneho programovania, a v ich ramci
metddy na rieSenie distribucénych uloh.

V tomto duchu sG distribuc¢né uUlohy vyuzitelné najma
na riesenie problémov organizacie a riadenia logisticke]
podpory a logistického zabezpecenia. V sulade s tym su
v skriptach rozobraté vybrané algoritmy na rieSenie distri-
buc¢nych Gloh so zameranim na moZnost aplikacie algoritmov na
vypoctovi techniku a na zvladnutie niektorych principov
potrebnych ako zadklad pre dalsSie sStudium.
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