Zakladné typy aloh v ramci linearneho programovania

Uvod

U rozhodovacich tloh linedrneho programovania maju obidve zakladné casti ich
matematického modelu t.j. ciel’ rieSenia - vyjadreny ciePovou (kriterialnou, u¢elovou) funkciou,
ako aj vsetky obmedzujuce podmienky - tvar linearnych funkcii s viac premennymi.

Vseobecny model ULP:

Z=C;.X;+Co. Xy +.cuunien. +C,.X, — opt (max, min) O
all.X1+a12.X2+ ............ +a1n.Xn > =< bl
a21.X1+a22.X2+ ............ +a1n.Xn > =< b2
aml.X1+am2.X2+ ......... +amn.Xn > =< bm (2)

Rovnica (1) vyjadruje acelova funkciu a ststava nerovnic / rovnic (2) opisuje obmedzujuce
podmienky rozhodovacej tlohy.

Maticovy zapis:
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¢ je vektor koeficientov udelovej funkcie, X je stipcovy vektor premennych, A(m,n) je matica
sustavy obmedzujicich podmienok ab je stipcovy vektor pravej strany obmedzujucich
podmienok.

Pri aplikacii modelov linedrneho programovania zalezi na schopnosti rozhodovatela
formulovat’ zadanu ulohu a zostavit’ jej matematicky model tak, aby s poZadovanou presnostou
rozhodovaci problém opisoval.
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Zostavovanie modelu ULP pozostava z krokov:
a) Slovné zadanie = formul&cia ulohy.
b) Formalizicia zapisu do tabulky = vSeobecny model iilohy.
C) Zostavenie matematického modelu ilohy = dve zakladné Casti :
|. ucelova funkcia a smer jej optimalizacie (MAX, MIN),
I1. sustava obmedzujucich podmienok v tvare nerovnic, prip. rovnic

d) RieSenie modelu = h’adanie optimalneho rieSenia alohy.
I. Typické alohy linearneho programovania

1. Ulohy vyrobného planovania (alokacia zdrojov)

Obvykle ide o to, urcit’ sortiment vyroby stym, Ze je potrebné reSpektovat’ obmedzujuce
podmienky na strane vstupov (kapacita surovin, strojového ¢asu, energie a pod.) alebo na strane
vystupov (odberatel'ské obmedzenia uréujuce minimdlny resp. maximalny objem produkcie,
pomer vakom sa maji vyrobky vyrabat' apod.). Cielom optimalizacie moéze byt napr.
maximalizacia zisku, minimalizacia ndkladov. Premenné v takomto type uloh Casto predstavuju
objem produkcie jednotlivych vyrobkov. Je mozné aj iné definovanie ulohy — napr. doba
prevadzky vyrobnej linky, pocas ktorej sa bude vyrobok vyrabat (tj. vztah doby vyroby
a objemu produkcie je zrejmy)

Priklad 1.1: Uloha vyrobného planovania (alokéacia zdrojov)

a) Slovné zadanie

Podnik vyraba 2 typy vyrobkov Vi a V2, pri com spotrebovava dva druhy surovin S1a Sz. Za
jeden vyrobok Vi realizuje zisk 70 Eur, za jeden vyrobok V: realizuje zisk 90 Eur. Na vyrobu
vyrobku V1 je potrebnych 5 jednotiek suroviny Si a 2 jednotky suroviny Sz a na vyrobu vyrobku V:
sa spotrebuju 4 jednotky suroviny S; a 5 jednotiek suroviny S;. Zasoba suroviny Si je 1300
jednotiek a zasoba suroviny Sz je 1200 jednotiek. Uloha: naplinovat vyrobu tak, aby podnik
dosiahol maximalny zisk.

b) Formalny zapis do tabulky

Surovina Vyrobok Vi=x1 V2=Xx2 Zasoba
S1 5 4 1300
Sy 2 5 1200
Zisk 70 90 MAX

C) Matematicky model Glohy

1. Identifikdcia premennych: pocet vyrobenych vyrobkov Vi =x1,V2=Xz.
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2. Ciel optimalizacie (acelova funkcia):
z=70.x, +90.x, > MAX

3. Obmedzujice podmienky: t.j. nesmt byt prekroc¢ené disponibilné mnozstva — vyrobna
kapacita prevadzky za zmenu a plati:

- prva surovina: 5. +4.x, <1300

- druhd surovina; 2., +5.x, <1200

Z podstaty ulohy vyplyvaju d’alsie dve obmedzujuce podmienky (pocet vyrobkov nemdze byt
zaporng Cislo) a preto tieZ musi platit’
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XZ
Vysledny matematicky model:
z=70.x, +90.x, > MAX
5.x +4.x, <1300
2.X +5X, < 1200

X 0
0

v

v

X2
Priklad 1.2: Uloha vyrobného planovania (kapacitny model)

a) Slovné zadanie

Podnik vyraba 2 typy vyrobkov Vi a V2 v dvoch prevadzkach P1 a P2. Za jeden vyrobok Vi
realizuje zisk 10 financnych jednotiek (FJ), za jeden vyrobok V> zisk 12 FJ. Kapacita prevadzky
P1 staci na vyrobu 6 vyrobkov V1 na zmenu alebo vyrobu 12 vyrobkov V2 na zmenu. Kapacita
prevadzky P je alebo 12 vyrobkov Vi alebo 8 vyrobkov Va.na zmenu. Uloh: naplanovat vyrobu
(urcit pocty vyrobkov V1 a \V2) tak, aby podnik dosiahol maximalny zisk.

b) Formalny zapis do tabulky

PrevédzkavymbOk Vi=xi V2 =Xz Kapacita
P1 6 12 1
P2 12 8 1
Zisk 10 12 MAX

C) Zostavenie matematického modelu Glohy
1. Identifikécia premennych: pocet vyrobenych vyrobkov Vi =x1, V2 =Xz .

2. Ciel optimalizacie (acelova funkcia):
z=10.x, +12.x, > MAX



Zakladné typy aloh v ramci linearneho programovania

3. Obmedzujiace podmienky: t.j. nesmu byt prekrocené disponibilné mnozstvo — vyrobna
kapacita prevadzky za zmenu a plati:

X%

- prva prevadzka: s <t
X%

- druh4 prevadzka: g 1

Z podstaty ulohy vyplyvaja d’alsie dve obmedzujice podmienky (pocet vyrobkov nemdbze byt
zaporn¢ ¢islo) a preto tiez musi platit’

X

Vv

X2
Vysledny matematicky model:
z=10.x, +12.x, > MAX

X% o
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X, >0
X, =0
a jeho maticovy zapis: z=cx=[10 12].{;(1}—>MAX
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1/12 1/8 |[x]|<| |1
1 0 ||x][>]]0
0 1 >0

Priklad 1.3: Uloha vyrobného planovania (plan oprav obmedzeny zasobami)
a) Slovné zadanie

Opravovia robi 3 druhy oprdav O1, Oz, Oz, na ktoré spotrebovava 2 druhy suciastok S1 a Sz.
Zisky z jednotlivych oprav su po rade 54, 45 a 52 jednotiek. Na opravu O; (1.typu) sa pritom
spotrebuju 2 suciastky S1 a 3 suciastky S2, na opravu Oz je potrebna 1 suciastka S1 a 2 suciastky
S2 a na Oz potrebujeme 3 suciastky S1 a 2 suciastky S2. Na sklade je pritom 600 suciastok S1 a
800 suciastok So. DalSou pozZiadavkou je, Ze pre zabezpecenie chodu organizdcie je potrebné
zabezpecit minimalne 50 oprdv O1, 100 oprav Oz a 80 oprav Os. Uloha: napldnovat pocet oprdv
tak, aby zisk opravovne za ich vykonanie bol maximalny.
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b) Tabul’ka alohy

Opravy| o, o 0s Zasoba
Sucdiastky
S1 2 1 3 600
S2 3 2 2 800
Min. polty oprav 50 100 80
Zisk 54 45 52 MAX

C) Matematicky model
1. Identifikéacia premennych: poc¢et druhov oprav O1 = X1, O2 = X2, O3 = Xa.
2. Ciel’ optimalizacie (aCelova funkcia) : maximalizovat zisk za opravy
Vysledny matematicky model:
Z =54.X +45.X, +52.X, &> MAX

2.X + X, +3X < 600
3.X + 2X,+2.% < 800
X, > 50
X, > 100
X, = 80
2. Ulohy o deleni materialu (optiméalny rezny plan)

Obvykle ide o ulohu rozdelenia (rezania) vicSich celkov na menS$ie Casti tak, aby bol
minimalizovany odpad po deleni. Je pritom nutné reSpektovat’ poziadavky v akom pomere maju
byt vzniknuté mensie Casti, kol'’ko ich m& minimalne resp. maximalne rezanim vzniknit apod.
Uloha mdZe byt jednorozmerna (delenie je charakterizované iba jednym rozmerom — napr. tyce,
land, kable, pasy rovnakej Sirky a pod.) alebo dvojrozmerna, kedy sa z plochy snazime vyrezavat’
mensie diely. Jednorozmerny problém vedie na Glohu LP, dvojrozmerny problém je vyrazne
zlozitejsi. Casto je problematické urit’, ¢o st v Gilohe procesy a ¢o budu predstavovat’ premenné.
Pretoze kazdy vacsi celok je mozné rozdelit’ na menSie Casti mnohymi sposobmi, preto procesom
budeme rozumiet’ pouzitie jedného z potencialnych sposobov delenia. Procesom budu odpovedat’
premenné a hodnoty premennych budu udavat’, kol’kokrat sa ten ktory spdsob delenia pouzije.

Priklad 2.1: Uloha o deleni materialu (optimalny rezny plan)

a) Slovné zadanie

Z polotovaru s dizkou | = 8 m je potrebné narezat minimalne 1000 kusov o dizke I = 2,5 m,
600 kusov dizky I = 3,0 m a 200 kusov dizky I3 = 3,5 m tak, aby odpad vzniknuty pri rezani bol
minimalny. Uloha: napldnovat spésob rezania (rezny pldn) a mnozstvo rezanych polotovarov tak,

aby bol odpad po rezani minimdlny (resp. aby sme spotrebovali minimdlny pocet polotovarov).
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b) Tabul’ka alohy = varianty rezania

PoZadované dizky 1 > Var?nty reiama 5 5 Potreba
1=25m 3 - - 2 1 - 1000
[2=3,0m - 2 - 1 - 1 600
[3=35m - - 2 - 1 1 200
Odpad 0,5 2,0 1,0 0 2,0 15 MIN

C) Matematicky model

Z tabul’ky je zrejmé, ze za premenné ulohy Xi, Xz, ... X6 je najvhodnejsie zvolit’ pocty realizacie
jednotlivych variantov rezania, ktorymi je moZné z polotovaru narezat' pozadované dizky a
koeficienty Gcelovej funkcie €1, Cz, ..., Cs budd tvorené dizkou odpadu, vznikajucou pri pouZiti
jednotlivych variantov rezania.

z=0,5.x;+ 2,0.Xx, +1,0.X53+ 0.X4 + 2,0.X5 +1,5.Xg > MIN

3.X; +2.X4  +Xg > 1000
2.X, + X4 > 600
2.X5 +X5 +Xg =200

X; =20 pre j=1.6

Riesenim modelu by sme dostali: xs = 100, X4 = 600, X1 = X2 = X5 = X¢ = 0 aminiméalna
hodnota ucelovej funkcie Zmin = 100. Dosadenim do obmedzujucich podmienok - su sice splnené

2. 600> 1000
600 =600
2 .100 = 200.

ale pri detailnejSom postdeni riesenia zistime, Ze by bolo nutné narezat’ 200 ks dizky l1 = 2,5 m
navyse. Zalezi na konkrétnych podmienkach, ¢i na uvedené mnozstvo bude pripadny odbyt.
Casto byva preto vyhodnejsie zvolit iné kritérium optimalnosti rieSenia ato v tvare
poziadavky minimalneho pocet spotrebovanych polotovarov. To je mozné definovat’ jednoducho
zmenou tvaru ucelovej funkcie na tvar
Z=X1+Xe+X3+Xa+Xs+Xe > MIN.

Po tejto modifikacii ulohy dostaneme riesenie (X2=50, x3=100, x4=500, x1=x5= X¢=0, z"=650)
dostaneme sice vacsi odpad (z=200 m ), avSak celkovy pocet pouzitych polotovarov sa znizi o 50
ks, tzn., celkova narezana dizka (650 x 8 = 5200) bude o 400 m krat§ia, ako v prvom pripade.
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Priklad 2.2: Optimalny plan nasadenia strojov

a) Slovné zadanie

Pri  odstranovani nasledkov Zivelnej pohromy je potrebné vykonat zemné prace.
Z prostriedkov, ktoré su k dispozicii je mozné zostavit 5 funkcnych strojovych zostav. Urcite
kolko a ktorych zostav je vhodné vytvorit, aby celkovy vykon strojnej jednotky za zmenu bol

maximalny. Vychodiskové udaje su spracované v tabulke.

b) Tabul’ka alohy

Stroj Z =5l Zo= % Zzo3st:ale 70 = %] Ze = xe Stroje k dispozicii
Auto rypadlo 1 1 1 1 - 8
Automobil sklapaci| 3 4 3 4 - 16
Buldozér - - 1 1 1 10
Vykon (m3/zm) 60 75 70 88 8 MAX

c) Matematicky model Glohy

Z =60.x, +75.X, +70.X, +88.x, +8.X, — max,

X, + X + X+ X, <8
3.X + 4%+ 3% +4.X, <
X, + X, +% < 10,
=0, x,20, x;,20, x,20, x,=0

3. Zmiesavaci problem (optimélne zlozenie zmesi)

Obvykle ide o ulohu vytvorenia zmesi pozadovanych vlastnosti s tym, Ze pre jej vytvorenie je
mozné pouzit iba zadanli ponuku komponentov (surovin). Premenné potom odpovedaji
pouzitym komponentom aich hodnoty objemu pouzitych komponentov. Cielom mdze byt
minimaliz&cia nékladov na vytvorenie pozadovanej zmesi. Napr. optimalizacia tzv. vsadzky do
vysokej pece pri vyrobe ocele. Snahou je urcit’ zlozenie vsadzky tak, aby vyrobena ocel mala
pozadované vlastnosti a aby vsadzka bola ¢o najlacnejsia.

Priklad 3.1: Zmiesavaci problém

a) Slovné zadanie

Ulohou je vyrobit pri minimdlnych nakladoch hasiacu zmes s obsahom minimdlne 54 jednotiek
zlozky A, minimalne 45 jednotiek zlozky B a minimalne 52 jednotiek zlozky C. K dispozicii su
celkom 2 zékladné suroviny Si1 a Sz s jednotkovymi cenami 600 a 800 financénych jednotiek.
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Surovina S: obsahuje v jednotkovom mnozstve jej objemu 2 jednotky zlozky A, 1 jednotku
zlozky B a 3 jednotky zlozky C, surovina S, obsahuje 3 jednotky zlozky A, 2 jednotky zlozky B a 2
jednotky zlozky C.

b) Tabul’ka alohy

Zlozky Suroviny S1 Sz Poziadavky
A 2 3 54
B 1 2 45
C 3 2 52
Ceny 600 800 MIN

C) Matematicky model Glohy
z = 600.x, +800.x, — MIN

2.+ 3X, =54
XX+ 2X, =45
33X+ 2X, =52
X, >0
X, =20

Specialny typ zmiesavacej Glohy je tzv. nutriény problém. Ma formalne rovnaky model,
rieSiaci optimalne zlozenie stravy s vopred definovanymi poziadavkami na dodrzanie uréenych
zasad (napr. percento obsahu zakladnych zloziek v jedle) s cielom minimalizovat’ naklady na
nakup potravin, spotrebovani energiu, pracu pri priprave.

Priklad 3.2: Nutri¢ny problém
a) Slovné zadanie

Podnik ma vytvorit krmnu zmes, ktora by obsahovala aspon 308 mg vapnika a aspon 214
mg horcika. Pouziva pritom dva typy krmiv. Jeden kilogram krmiva K1 obsahuje 10 mg vapnika,
8 mg horcika a stoji 5 Eur. Jeden kilogram krmiva K> obsahuje 8§ mg vapnika, 1 mg horcika a
stoji 0,8 Eura. Uloha: stanovit' zloZenie vyslednej kimnej zmesi tak, aby ndklady na ndkup

potrebnych krmiv boli co najmensie.

b) Tabul’ka alohy

K1=x1 K2=x Minimalne mnozstvo
Vapnik  [mg/kg] 10 8 308
Hor¢ik [mg/kg] 8 1 214
Naklady [Eur/kg] 5 0,8 MAX
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C) Matematicky model Glohy

Premenné x; vyjadruji mnozstvo (v kg) krmiva K; vo vyslednej zmesi, i = 1,2. Ak sa pouzije X1
[kg] krmiva K1 a x2 [kg] krmiva K2, mnozstvo vapnika a hor¢ika vo vyslednej zmesi bude:
Ca: 10.x1+ 8.xz,
Mg: 8xi+ X
V stvislosti s minimalnym pozadovanym mnozstvom vapnika a horcika vo vyslednej zmesi,
budu mat’ vyssie uvedené obmedzujice podmienky tvar
Ca: 10.x1+ 8.x2 > 308,
Mg: 8xi1+ x22>214.
Celkové néklady z na zaobstaranie zmesi su dané t¢elovou funkciou v tvare
Z =2(X1, X2) =5.x1+ 0,8.x2 - MIN.
Vysledny matematicky model:
z= 5x%+0,8x, > MIN
10.x, +8.x, = 308
8x + x, =214
X, 20, X, >0.

Uloha méze byt formulovana aj ako problém navrhu dennej davky vyzivy pre konkrétnu
skupinu l'udi. Do dennej davky je mozné zahrnut’ viac zloziek (komponentov), z ktorych kazda
ma Specifické zlozenie z hl'adiska sledovanych parametrov (energia, voda, vitaminy, vapnik
a pod.). Procesom potom je, ¢i a s akou intenzitou sa dand zlozka do vysledného navrhu zahrnie.
Premenné v modeli teda odpovedaju jednotlivym zlozkdm aich hodnoty budil predstavovat
mnozstvo danej zlozky pouzité v ndvrhu davky. Obmedzujuce podmienky najcastejSie vyjadruju
poziadavky na dosiahnutie minimalnej alebo maximalnej urovne zloziek. Ciel'om moéze byt napr.

aj minimalizécia ceny dennej davky pri dodrzani urcitych poziadaviek na jej nutricni hodnotu.
4. Uloha uréenia optimalnej irovne ochrany

Priklad 4.1: Optimalna ochrana objektu
a) Slovné zadanie

Velitel ma za ulohu branit zakladnu proti leteckym utokom. K dispozicii ma 5 kusov typov
rakiet R; a R2. U rakety R; stoji instalacia jednej z nich 7 jednotiek nakladov, u R stoji instalacia
8,5 jednotiek. K dispozicii ma celkom 60 jednotiek nakladov. Jednd raketa R1 vyzaduje obsluhu 6
muzov, jedna raketa Rz obsluhu 2 muzov. Pritom je k dispozicii 32 vycvicenych muzov. V pripade,
Ze by zdkladna nebola vébec branend, je predpoklad jej znicenia 95%. Jednd raketa Ri je
schopna ubranit 13% hodnoty zdkladne, raketa R2 9%. Ulohou je zabezpecit maximdlnu moznii

ochranu objektu prip. jeho minimdlne znicenie.
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b) Tabul’ka ulohy

Rakety ,
Polozky R1 R2 Zasoba
Naklady 7 8,5 60
Obsluhy 6 2 32
Zasoby 5 5
Ochrana (%) 13 9 MAX
¢) Matematicky model alohy
zZ = 13.xl+ 9.x2 - MAX
prip. z = 95-13.x, - 9.x, = MIN
7.x1+ 8,5.x2 < 60

6.x1+ 2.x2 < 32
0

0 < X

IA

xl < 5
5

Do podobného tvaru je mozné upravit’ vel'ké mnozstvo tloh. Uvedieme aj niektoré d’alSie
pripady uloh, na ktoré sa linearne programovanie tiez vyuziva. Je mozné uviest’ napr. ulohy typu
optimalny plan montaze, optimélne nasadenie jednotky, optimalne zlozenie strojovych zostav,
ulohy finan¢ného planovania, rozvrhovanie pracovnikov do pracovnych zmien, optimalne osevné
plany, ale aj ulohy zamerané na distriblciu vyrobkov, ako sU optimélne plany rozvozu tovaru
(dopravna uloha), optimélne umiestnenie vyrobni, optimalne priradenie objektov a pod. ale
taktiez ulohy pre urCovanie najkratSej cesty v grafe, maximalneho toku v sieti, optimalizacie
casovych a nakladovych planov zlozitych nadvaznych projektov atd’.

Podobnych uloh by bolo mozné uviest’ ovel'a viac a daji sa ndjst’ v dostupnej literature
zaoberajuce] sa oblastou linearneho programovania. Je samozrejmé, ze modely redlnych
systtmov a procesov prebiehajicich vnich budi ovela rozmanitejSie a obmedzujiacich
podmienok moze byt podstatne viac ako v uvedenych prikladoch. Prakticky vSetky ulohy v rdmci
LP je mozné riesit’ tzv. vSeobecnym algoritmom linearneho programovania — tzv. simplexovy
algoritmus. Pre niektoré z nich — napr. dopravny a prirad’'ovaci problém, Glohy teorie grafov - boli
vsak vyvinuté specialne postupy riesenia, ktoré su efektivnejsie ako postup riesenie probléemu ako
ULP.
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I1. Grafickeé riesenie uloh linearneho programovania

Jednoduchsie modely aloh linearneho programovania s dvomi resp. tromi premennymi je
mozné vyhodne rieSit’ aj graficky. Na postupe grafického rieSenia si nazorne demonsStrovat
niektoré zékladné pojmy a principy, ktoré pri rieseni rozhodovacich problémov s viac
premennymi nie su pri analytickom rieseni Uplne zrejmé. Zo zakladov analytickej geometrie v
rovine, prip. 3D priestore je zndme, ze grafickym znazornenim linearnej funkcie dvoch
premennych v rovine je priamka. V trojrozmernom priestore linearnu funkciu 3 premennych
predstavuje rovina.

Zakladny postup riesenia si demonstrujme na rieseni Prikladu 1.2, pre ktory boli obmedzujuce
podmienky definované v tvare :
Xl XZ Xl X2
D TS, @ Lrgsl . @x20, (@) %20
Kazdéd z tychto Styroch priamok (oc¢islovanych podl'a ich nerovnic) rozdeli rovinu na dve
polroviny (obr.2.1), z ktorych v jednej je podmienka nerovnosti splnend (vratane hranice), v
druhej podmienka splnena nie je.
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Obr.2.1. Grafické riesenie prikladu 1.2
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U nerovnic, v ktorych hranice polrovin vytvaraju osi (xi>0, X2>0), je urCenie prislusnych
polrovin elementarne. U nerovnic, kde to nie je na prvy pohlad zrejmé, je vyhodné dosadit’ do
prislusného vzt'ahu (napr. (1) , (2) vysSie) stradnice pociatku a tak zistit’, ¢i pociatok patri do
oblasti vyhovujucej nerovnici, alebo nie. V naSom pripade u oboch nerovnic lezi pociatok v
oblastiach vyhovujucich danému tvaru nerovnice.

Prienikom takychto styroch polrovin vznikol stvoruholnik (vo vseobecnosti n-hran), ktory
vratane svojich stran vytvara v rovine tzv. oblast’ pripustnych rieSeni (vySrafovand), tzn. oblast,

v ktorej su splnené sucasne podmienky vSetkych nerovnic.

Je jasné, ze pripustnych rieseni (dvojic sdradnic xi, X2), vyhovujucich uvedenym
obmedzujucim podmienkam, je nekone¢ne vePa. Cielom rieSenia tlohy linearneho
programovania je najst’ prave také rieSenie (dvojicu hodnoét X1 a X2), pre ktoré nadobudne zadana
ucelova funkcia extrém, tj. maximum (ako v tejto tlohe) alebo minimum. Pre zaujimavost’, ak
dosadime do rovnice ucelovej funkcie postupne suradnice vrcholov ziskaného Stvoruholnika,
dostaneme hodnoty ucelovej funkcie vo vrchole Po (0, 0) — zo = 0, vo vrchole P1 (6, 0) —» z1 =
60, vo vrchole P2 (0, 8) — z2=96 a vo vrchole Ps (3, 6) — z3 = 102.

Ak si rovnice (zi=10.x1i+12.x2;) graficky zobrazime, dostaneme sustavu rovnobeznych
priamok. Z ich grafického zobrazenia je zrejmé, ze hranicnymi hodnotami pri ktorych maja
priamky Z;i s oblastou pripustnych rieSeni spolo¢ny prienik su hodnoty zo = 0, ktora zrejme
znamena minimalnu pripustnd hodnotu a zz = 102, ktoré je maximalna. Znamena to, ze sdradnice
bodu P3 (x1=3, x2=6) predstavuju hl'adané optimalne rieSenie zadaného problému. Ak sa vratime
k pébvodnému zadaniu — optimalny plan vyroby je 3 vyrobky Vi a 6 vyrobkov V> za smenu a bude
pri nom realizovany zisk z = 102 jednotiek.

Poznamky :
1. Z geometrického vyjadrenia je zrejmé, Ze vo vSeobecnom pripade moéze mat’ tiloha bud’

jedno jediné optimalne riesenie pre
e obidva smery optimalizacie (ako v nasom pripade ),
e jeden smer optimalizacie (obr.2.2), ak je oblast’ pripustnych rieSeni neohrani¢ena.

/’
X2 //(
e

)</\ X1
Obr.2.2. Neohranicena oblast pripustnych rieseni
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Zakladné typy aloh v ramci linearneho programovania

e ziadne riesenie, ak obmedzujice podmienky nevytvoria prienik — t.j. oblast’ pripustnych
rieseni nevznikne (obr.2.3),

X2

v

=

N\
X1

Obr.2.3. Prazdna mnozina pripustnych rieseni.

e nekonec¢ne vela rieSeni, ak je smernica ucelovej funkcie totoznd so smernicou niektorej z
obmedzujucich podmienok (obr.2.4).

X2

X1

Obr.2.4. Problém s nekonecne vela optimalnymi rieseniami.

2. Pre tplnost’ je vhodné uviest’ dva pojmy, Casto vyuzivané v tejto problematike a to pojem
konvexna oblast’ (mnozina) pripustnych rieseni a krajny bod.

Pojem konvexnej mnoziny (oblasti) ma svoju exaktnu definiciu v teorii vektorov, resp.
mnozin. Pre nasu potrebu postacuje uviest' hlavny rozdiel medzi konvexnou a nekonvexnou
mnozinou nazorne (obr.2.5a,b), ktory moézeme zjednoduSene definovat’ tak, Ze spojnica
I'ubovolnych dvoch bodov konvexnej mnoziny celd do prisluSnej mnoziny patri, zatial' co u
nekonvexnej mnoziny to nie je mozne.

Krajny bod (vrchol) mnoziny je taky bod, ktory nie je mozné vyjadrit pomocou linearnej
kombinacie bodov inych, ale ktory predsa k mnozine patri.

13



Zakladné typy aloh v ramci linearneho programovania

X2

X1 X1

Obr.2.5.. Konvexna oblast (mnozina A) a nekonvexnd oblast (mnozina B)

3. Grafické vyjadrenie umoziuje tiez nazornui ilustraciu o zasadnom rozdiele medzi
obmedzujicou podmienkou zadanou v tvare rovnice a nerovnice (obr.2.6).

1) X1 > 0, ) X > 0,
2) X, > 0, 2) X, > 0,
3) X2 < bz 3) X2 < bz
4) ai.Xi+ap. Xy <by, 4) a1. X1+ 2. X2 = by,
5) @x.X1+axn.X: < by, 5) @1 . X1+ 2. X2 < by,

Z=C1.X1+C.X2 > MAX

X2 ~ Xo | T
P4 \ I?3 I?‘ \ P4

® X~ ®] ~-.

Po| " ~ \ X1 Pol ™. .
e ~.
.. Zo Lo
Obr.2.6. Rozdiel medzi obmedzujucimi podmienkami v tvare nerovnice (A) a

v tvare rovnice (B).
14



Zakladné typy aloh v ramci linearneho programovania

Aj ked’ su vyrazy v obidvoch prikladoch formalne podobné, je zrejmé, Ze ak pre obr.2.6.b plati
podmienka (4) v tvare rovnice, oblast’ pripustnych rieseni sa redukuje z patuholnika (Po, P1, P2,
Ps, P4) iba na tsecku (P1, P2), ¢o navyse pri naznatenom smere ucelovej funkcie meni aj hodnotu
optimalneho riesenia (z vrcholu Ps do P2), tzn. hodnoty premennych x; a x2 , ale teda aj optimalnu
hodnotu ucelovej funkcie.

4. Grafické vyjadrenie je pri vhodne zvolenej metode premietania mozné vyuzit’ aj pre tlohy s
troma premennymi (obr.2.7). Obmedzujice podmienky maju aj v tomto pripade tvar nerovnic,
v ktorych vystupuji 3 nezndme parametre a z ktorych kazdd rozdel'uje priestor na dva
polpriestory. Jeden, v ktorom je podmienka nerovnice splnenéd a druhy, v ktorom podmienka
splnend nie je. Prienikom takychto polpriestorov je mnohosten (polyéder), ktory urcuje oblast’ —
priestor - pripustnych rieseni.

X3 ol

Priestor
pripustnych

riegeni

(Xl. X2, Xs)om

Obr.2.7. Grafické riesenie optimalizacnej ulohy s 3 premennymi

Takisto Géelova funkcia vytvara pre rdozne zvolené hodnoty z sustavu rovnobeznych rovin,
pricom o optimalnych rieSeniach plati to isté, ako v predchadzajicom pripade pre rovinny
problém. Znamena to, ze pokial’ existuje rieSenie, moze byt bud’ jediné (t.j. v niektorom z
vrcholov mnohostenu) alebo ich méze byt nekonecne vela (t.J. na niektorej z hrén, resp. na celej
stene) prip. rieSenie existovat ani nemusi.

Obmedzujicim podmienkach a rovnici Géelovej funkcie hovorime, Ze sa rovnicami nadrovin
a pre oblast’ pripustnych rieSeni sa pouziva tiez vyraz konvexny polyéder

Pre problémy s viac ako 3 premennymi uz s grafickym vyjadrenim nevystacime, pretoze nam
to uz neumoziuje I'udské predstavivost’.
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Zakladné typy aloh v ramci linearneho programovania

PRIKLAD 1

Urcte graficky optimdalne riesenie ulohy zadanej sustavou nerovnosti
1. y<5 3. y=>-4 5 y>-x/2-3 7. x2>-b.
2. y<-x+6 4. y<x+9 6. x<4
z hladiska dosiahnutia MAX, MIN hodnoty zadanej ucelovej funkcie definovanej v tvare y = 2.x.

Riesenie:

1. Matematicka 2. Transforméacia = prevod vSetkych premennych na I’avi stranu

formulacia (pripustné matematické operacie)

1. y<5 y<5

2. y<-X+6 ~X+ty<6 =~ x/6+y/6L1

3. y=2-4 y=-4

4., y<x+9 ~ -X+y<9 =~ -x/9+y/9<1

5 y=>2-x/2-3 ~ X[12+y>-3 ~-%Xx/2-y<3 ~-x/6-y/3<1
6. Xx<4 X <4

7. X2=-5 X2-5

Z— y=2.X Z=2.x-y — MAX, MIN

16
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PRIVLAD 4
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Zakladné typy aloh v ramci linearneho programovania

PRIKLAD 2

Velitel ma za ulohu zabezpecit' zakladnu proti leteckym utokom. K dispozicii ma 6 kusov rakiet
typu R1 a4 kusy rakiet typu R2, Naklady na instalaciu R1 su 5 nékladovych jednotiek a na
inStaldaciu R2 su 8 jednotiek, pricom ma k dispozicii celkom 50 jednotiek nakladov. Raketa RI
vyzaduje obsluhu 6 pracovnikov a obsluhu rakety R2 zabezpecuju 3 pracovnici. K dispozicii ma
celkom 24 vyskolenych pracovnikov. Bolo zistené, ze parametre rakety R1 davaju predpoklady

na ochranu 12 % plochy zdkladne a jedna raketa R2 umoznuje ochranu 8 % plochy zakladne.

Graficky urcte také rieSenie, ktoré pri zadanych obmedzeniach zabezpeci maximalnu ochranu
zdkladne. Aké rieSenie bude optimalne pre dosiahnutie minimalneho stupna ochrany zdkladne?
Overte ako sa zmeni percentudlne vyjadrenie ochrany objektu, ak sa napr. zdvojndasobi pocet

personalu? resp.. ak sa znizi pocet rakiet Rl na 4?

Riesenie:

1.Tabul’ka ulohy

Podmienky Rakety R1=X1 R2= X2 K dispozicii
Naklady 5 8 50
Obsluha 6 3 24
Pocet rakiet k dispozicii 6 4
OCHRANA [%] 12 8 MAX

2. Matematicky model pre grafickeé riesenie

Matematicky model

Transformacia ku grafickému rieseniu

1. 5.x1+8.%x2 <50 ~ X1/10+x2/625 <1
2. 6.X1+3.%x2 <24 ~ X1/4 +X2/8 <1
3. X1 >0 X X1 >0
4, X1 < 6 = X1 <6
5. X2 =2 0 ~ X2 >0
6. X2 < 4 e X2 < 4
Z=12.x1 + 8.x2 —» MAX, MIN Z —12.x1 + 8.X2 = MAX, MIN
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Zakladné typy aloh v ramci linearneho programovania

3. Transformaécia na kanonicky tvar

Nakol'ko z fyzikalnej podstaty ulohy je irelevantné, aby pocCty rakiet boli zaporné, vo
vypoctovom postupe (matematickom modeli ulohy a jeho ekvivalentnom tzv. kanonickom tvare)
Standardné podmienky nezapornosti uz neuvazujeme.

Obmedzujuce podmienky :

5.X1 + 8.%X2 +X3 = 50
6.X1 + 3.X2 +X4 =24
X1 +X5 = 6
X2 +Xe6 = 4
Ucelova funkcia :
12 . x1 + 8.%2 = z
zZ-12.x1 - 8.% =0 — MAX
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PRIKLAD 3

Vyrobny podnik vyraba 3 druhy pneumatik (P1, P2, P3). Pri ich vyrobe spotrebovava 2 druhy
surovin (S1, S2). Pri vyrobe pneumatiky typu P1 sa spotrebuje 1 jednotkové mnozstvo suroviny
S1, pri vyrobe pneumatiky typu P2 sa spotrebuje 1 jednotkové mnozstvo suroviny S1 a 2 jednotky
suroviny S2, pri vyrobe pneumatiky typu P3 sa spotrebuju 2 jednotkové mnozstva suroviny S2.
Zasoby surovin su k dispozicii v obmedzenom mnozstve — zasoba S1 je 100 jednotiek, zasoba S2
je 200 jednotiek. Cena za jednu vyrobenu Pl je 10, P2 je 25 a P3 je 20 financnych jednotiek
Urcte graficky aj vypoctom rieSenie, aky sortiment vyrobkov je potrebné vyrobit, aby bol pre
podnik zabezpeceny MAXIMALNY zisk.

Riesenie:
1.Tabul’ka ulohy
Pneumatiky 3 ~ B ] J
Suroviny P1=X P2= Xz Ps = X3 Z&soby surovin
51 1 1 : 100
>2 : 2 2 200
Cena 10 25 20 MAX

2. Matematicky model

Obmedzujuce podmienky : X1+ X < 100
2X2 + 2.X3 < 200
Podmienky nezapornosti : X1 >0
X2 >0
X3 >0
Uéelova funkcia : 10.x1 +25.x2 + 20.X3 =z — MAX
z—10.x1 —25.x2 - 20.X3 =0
3. Transformacia na kanonicky tvar
Obmedzujuce podmienky :
X1 + X2 +X4 = 100
2X2 +2.X3 +X5 = 200

Podmienky nezépornosti : sa v kdnonickom tvare neuvazuji, nakol’ko st zrejmé z fyzikalne;j
podstaty ulohy tzn.
X1, X2, X3= 0.

Ucelova funkcia :
Z - 10.X1 - 25.X2 - 20.X3 = 0> MAX
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Zakladné typy aloh v ramci linearneho programovania

4. Simplexova tabul’ka

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 Z w
Xa 100 1 1 0 1 0 0 100/1 =100
X5 200 0 2 2 0 1 0 200/2 =100
Z 0 -10 -25 -20 0 0 1

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 Z w
X2 100 1 1 0 1 0 0 100/0 = oo
X5 0 -2 0 2 -2 1 0 0/2=0
Z 2500 15 0 -20 25 0 1

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 Z w
X2 100 1 1 0 1 0 0 100/1 =100
X3 0 -1 0 1 -1 1/2 0 0/-1=0
Z 2500 -5 0 0 5 10 1

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 Z w
X1 100 1 1 0 1 0 0 100/1 =100
X3 100 0 1 1 0 1/2 0 200/2 =100
Z 3000 0 5 0 10 10 1

5. Vysledky :

Na zéklade definovanych obmedzeni a podmienok je optimalne zhladiska dosiahnutia
maximalneho zisku a obmedzeni vyplyvajicich z disponibilného mnozstva surovin vyrobit’:

100 ks pneumatik typu P1a 100 ks pneumatik P3.
Vysledny zisk za takyto vyrobny program bude 3000 jednotiek.
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