SIMPLEXOVY ALGOROTMUS

Oblast’ linearneho programovania patri medzi najprepracovanejSie  oblasti
matematického programovania, t.j. hladania optimdlnych rieSeni RP s obmedzujiicimi
podmienkami.

Univerzalny postup rieSenia velkej mnoziny ULP je tzv. simplexovd metéda
(simplexovy algoritmus). Pre svoje pouzitie vyzaduje Upravu vSeobecného tvaru
matematického modelu tlohy na tzv. kanonicky (predpisany, uzakoneny) tvar.

Vseobecny zakladny algoritmus simplexovej metoddy je na obr.1.

ZACIATOK = formulécia tilohy
v

MATEMATICKY MODEL = SLN
— Sustava linearnych nerovnic

v

TRANSFORMACIA = SLN—SLR
— Stistava linedrnych rovnic

v

SLR - KANONICKY TVAR =
Vychodiskové pripustné rieSenie

Néjdenie zékladného
pripustného rieSenia
s lepSou hodnotou
ucelovej funkcie

TEST OPTIMA =
Je rieSenie optimalne?

nie

KONIEC = néjdenie Xopt

Obr.1 Schéma vSeobecného postupu simplexovej metody

Pri rieSeni ULP simplexovou metddou je nutné najskér ziskat tzv. wychodiskové
zakladné pripustné rieSenie (VZPR). K tomu je nutné, aby mali obmedzujiice podmienky
vhodny tvar sustavy linearnych rovnic atakyto matematicky model ULP nazyvame

kanonicky (dohovoreny) tvar.

V ULP su viak obvykle obmedzujuce podmienky, ako aj podmienky nezapornosti

najcastejSie zadané v tvare nerovnic.

Prvy krok rie§enia matematického modelu ULP = transformacia (prevod) sustavy
linedrnych nerovnic (SLN) na sustavu linedrnych rovnic (SLR). Pokial’ takto ziskana —

transformovana — sustava rovnic nie je v dohovorenom — kanonickom - tvare, tak ju na



poZadovany tvar musime previest. Prevodom SLR do kanonického tvaru je mozné ihned’
ziskat’ prvé rieSenie — tzv. vychodiskové zakladné pripustné rieSenie Glohy.

Druhy krok = testovanie optimalnosti rieSenia. Takto je mozné preverit, ¢i ziskané
zékladné rieSenie uz je alebo eSte nie je optimalne. V pripade, Ze test optimalnosti preukaze,
ze VZPR uz optimadlne je - nasli sme hl'adané optimalne rieSenie a algoritmus metody konci.

V opacnom pripade sa snazime ndjst’ lepSie zakladné pripustné rieSenie, t.J. rieSenie
bud’ s vy$sou hodnotou Gcelovej funkcie (UF) pre tlohu MAX, resp. riesenie s hodnotou UF
nizSou (MIN). Opidtovne aplikujeme test optima. Uvedenym iteranym postupom
pokracujeme dovtedy, pokial’ nebude najdené rieSenie testu optimélnosti vyhovovat'.

4.1 Zakladny postup simplexového algoritmu
Vlastné rie§enie matematického modelu ULP prebieha podra algoritmu (Obr.2).

N4jdenie vychodiskového
zakladného riesenia ulohy LP

Je to jediné optimalne
rieSenie?

TEST OPTIMA
Je rieSenie optimalne?

\4

N4jdenie nového rieSenia Urcenie mnoziny optimalnych
. , e KONIEC
s lepSou hodnotou UF rieSeni ulohy LP

Obr. 2 Zakladna schéma iteracneho postupu simplexovej metody

Ten je mozné slovne charakterizovat’ nasledovne:

1. Matematicky model ulohy transformujeme na poZadovany — tzv. kanonicky tvar
modelu.

2. Uréime vychodiskové (pociatocné) rieSenie ulohy - tzv. vychodiskové zakladné rieSenie.

3. Vychodiskové rieSenie posudime prostrednictvom tzv. kritéria optimdalnosti rieSenia.

4. Posudime, i je urcené rieSenie optimdlne a Ci je jediné optimdlne alebo i existuju aj
d’alsie, tzv. alternativne rieSenia. Ak je rieSenie optimdlne a jediné, vypocet konci.

5. Ak rieSenie optimdlne nie je, vykondame ekvivalentné upravy modelu a snaZime sa
o zlepSenie rieSenia v poZadovanom smere optimalizdcie, tzn. ndrastu resp. poklesu
cielovej funkcie.

6. Pokracujeme v rieSeni bodom 3 dovtedy, pokial’ zakladné pripustné rieSenie nebude

vyhovovat’ podmienke optimdlnosti.




Na zéklade principu simplexovej metody tieZ plati, Ze k optimalnemu rieSeniu ULP
dospejeme po realizacii kone¢ného poctu iteraénych krokov.

Ak je matematicky model ulohy prevedeny na kanonicky tvar, potom je po
kone¢nom pocte iteracnych krokov simplexového algoritmu vidy moZné najst
optimalne rieSenie.

Podstata prevodu na kanonicky tvar:

V LP sa mdézu vo vSeobecnosti vyskytovat obmedzujice podmienky definované bud’
ako nerovnice typu ,,<* alebo ,>“ prip. ako rovnice ,,=“. Vzhladom k podmienkam
nezapornosti je pre vytvorenie ekvivalentnej siistavy rovnic (ESR) nutné:

¢ u nerovnic typu ,,<* pridavnu premennu k Pavej strane nerovnice pripocitat’,
* u nerovnic typu ,,>*“pridavni premenni od Pavej strany nerovnice odpocitat’,

¢ u obmedzujucich podmienok v tvare rovnic pridavné premenné nie s potrebné.

Zékladny vypoctovy postup simplexovej metody su dve hlavné fazy:
1. najdenie vychodiskového zakladného rieSenia
2. realizacia itera¢ného postupu vediceho k extremalizacii hodnoty ucelovej funkcie z.

Vychodiskové zakladné rieSenie: ak su v ulohe LP vsetky obmedzujuce podmienky
v tvare nerovnic typu ,,< - pre ziskanie vychodiskového zikladného rieSenia sta¢i SLN
previest’ pomocou tzv. pridavnych premennych na ekvivalentnu sustavu rovnic (ESR). Tym
je vytvorend sustava rovnic v kanonickom tvare a tomu potom odpoveda aj vychodiskové
zékladné rieSenie ulohy LP. Po ziskani vychodiskového zékladného rieSenia je mozné
pristapit’ k testu jeho optimality.

Testovanie optimality rieSenia: spociva v posudeni toho, ¢i je mozné najst’ v danom
kroku vypoctu tzv. vstupujicu premennd, ktorda by viedla k zvySeniu (pri maximalizacnej
ulohe) resp. znizeniu (pri minimalizécii) hodnoty ucelovej funkcie.

Prakticky to znamena, e rieSenie ULP je optimélne vtedy, ak pri:

e maximalizacii Gcelovej funkcie su koeficienty v riadku Gcelovej funkcie (tzv. redukované
ceny) nezaporné, t.j. kladné alebo nulové.
e minimalizicii UCelovej funkcie si koeficienty v riadku Ucelovej funkcie nekladné, t.j.

zaporné alebo nulové.
Podl'a moznosti ndjdenia vychodiskového zakladného rieSenia rozoznavame:
e jednofazovy simplexovy algoritmus

e dvojfazovy simplexovy algoritmus.




JEDNOFAZOVY SIMPLEXOVY ALGORITMUS

Priklad 1 : Optimalny opravarensky plan

Do opravovne techniky, vykonavajiucej 2 druhy oprav (O O:), pri ktorych sa
spotrebovavaju 4 typy suaciastok (Si, S2, S3, S4), bolo pristavenych 50 nepojazdnych
vozidiel. Na zaklade vstupnej kontroly bolo 20 vozidiel uréenych pre opravu O; a 30

vozidiel pre opravu O:.

Na vykonanie O1 potrebujeme : 2ks — S1, 1ks — Sz, 1ks — S3, 1ks — S4. Na vykonanie
02 potrebujeme : 3ks — S1, 2ks — Sz, 1ks — S3, 2ks — Sa.
Na sklade je pritom obmedzené mnozstvo suciastok : S; — 100ks, Sz — 70ks, Sz — 40ks,
S4 — 50ks. Zostavte optimalny opravarensky plan tak, aby z obmedzenych zasob bolo
opravenych maximum nepojazdnych vozidiel.

RIESENIE :

1.Tabul’ka tlohy

Oprava Oprava Zasoba
Suciastka 0,=x1 0,=x> suciastok
S1 2 3 100
S2 1 2 70
S3 1 1 40
S4 1 2 50
Pocet vozidiel 20 30 MAX
vyzadujucich opravu
2. Matematicky model
Obmedzujuce podmienky : 2.x1 + 3.x2 < 100
X1 +2.x2 < 70
X1 + X2 < 40
X1 +2.X2 < 50
X1 < 20
X2 < 30
Podmienky nezépornosti :  x;>0 prej=1,2
Ugelova funkcia : X1 + X2 = z — MAX
3. Transformacia na kanonicky tvar :
2X1 +3.x2 +X3 = 100
X1 +2.X2 +X4 = 70
X1 + X2 +Xs = 40
X] +2.x2 +X6 = 50
X1 +X7 = 20
X2 +xg = 30
Z— X1 — X2 = 0 — MAX




4. Simplexovy algoritmus

0. krok — vych. riesenie x© = (x;=x2=0, x3=100, x4=70, x5=40, x6=50, x7=20, x5=30), z= 0

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 V4 W
X3 100 2 3 1 0 0 0 0 0 0 100/2=50
X4 70 1 2 0 1 0 0 0 0 0 70/1=70
X5 40 1 1 0 0 1 0 0 0 0 40/1=40
X6 50 1 2 0 0 0 1 0 0 0 50/1=50
X7 20 1 0 0 0 0 0 1 0 0 20/1=20
X8 30 0 1 0 0 0 0 0 1 0 30/0=x
z 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 1 max
1. krok: rieSenie x(V = (x;=20, x2= x7=0, x3=60, x4=50, x5=20, x6=30, x5=30), z = 20.

Baza b X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 X3 z w
X3 60 0 3 1 0 0 0 -2 0 0 60/3=20
X4 50 0 2 0 1 0 0 -1 0 0 50/2=25
X5 20 0 1 0 0 1 0 -1 0 0 20/1=20
X6 30 0 2 0 0 0 1 -1 0 0 30/2=15
X1 20 1 0 0 0 0 0 1 0 0 20/0=00
X8 30 0 1 0 0 0 0 0 1 0 30/1=30
Z 20 0 -1 0 0 0 0 1 0 1 max

2. krok: optimalne rieSenie x? = (x1=20, x2=15, x3=15, x4=20, x5=5,x¢= x7=0, x5=15), z=35.

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 z W
X3 15 0 0 1 0 0 -3/2 | -1/2 0 0
X4 20 0 0 0 1 0 -1 0 0 0
X5 5 0 0 0 0 1 -12 | -1/2 0 0
X2 15 0 1 0 0 0 1/2 -1/2 0 0
X1 20 1 0 0 0 0 0 1 0 0
X8 15 0 0 0 0 0 -1/2 1/2 1 0
Z 35 0 0 0 0 0 1/2 1/2 0 1 MAX
5. Interpretacia vysledkov
RieSenie: x1=20, xo=15, x3=15, x4a=20, xs=5, X¢=x7=0, xs§=15, z=35
Zaver :

Z hladiska kapacit zasob suciastok aich spotreby na jednotlivé typy oprav je optimalne
z hl'adiska maximalneho poctu spojazdnenych vozidiel vykonat’ 20 oprav Sia 15 oprav S..
Maximalne mozno za danych podmienok je opravit’ 35 vozidiel.




Priklad 2 : Optimalne po¢ty nasadenia strojovych zostav

Pri odstraiiovani nasledkov Zivelnej pohromy je potrebné vykonat zemné prace.
Z prostriedkov, ktoré su k dispozicii mozno zostavit’ 5 funkénych strojovych zostav.
Urcite kol’ko a ktorych zostav je vhodné vytvorit’, aby celkovy vykon za smenu bol
MAX. Vychodiskové udaje su v tabul’ke.

Stroj Zostava Stroje k
71=x4 Zr=x2 | Z3=x3 | Zs=X4 | Z5=Xs dispozicii
Autorypadlo 1 1 1 1 8
Automobil skl. 3 4 3 4 16
Buldozér - - 1 1 1 10
Vykon (m’/sm) 60 75 70 88 8 MAX
RIESENIE :
1. Matematicky model
Obmedzujiuce podmienky : xi1+ X2+ X3 + X4 <8
3x1+4x2+ 3.x3 + 4.x4 <16

X4 + x5 <10
prej=12,3,4,5

X3 +

Podmienky nezépornosti : xj=>0

Ucelova funkcia:  z= 60.x; + 75.x2 + 70.x3 + 88 x4 + 8.x5 — MAX

2. Transformacia na kanonicky tvar

X1+ X2+ X3 + X4 + Xe =8
3.x1+ 4x2 +3.x3 + 4.x4 + X7 =16
X3 T X4 + X;5 + X3 =10
7 - 60.x1 —75.x2 —70.x3 — 88.X4 — 8.X5 =0

3. Simplexova tabul’ka
(.iterany krok

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 y/ w
X6 8 1 1 1 1 0 1 0 0 0 8/1=8
X7 16 4 3 0 0 1 0 0 16/4=4
X8 10 0 0 1 1 1 0 0 1 0 10/1=10
Z 0 - 60 -75 -70 -88 -8 0 0 0 1
l.iteracny krok

Baza b X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 X8 zZ w
X6 4 1/4 0 1/4 0 0 1 -1/4 0 0 4/0=00
X4 4 3/4 1 3/4 1 0 0 1/4 0 0 4/0=00
X8 6 -3/4 -1 1/4 0 1 0 -1/4 1 0 6/1=6
Z 352 6 13 -4 0 -8 0 22 0 1




2.itera¢ny krok

Baza b X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 X8 zZ w
X6 4 1/4 0 1/4 0 0 1 -1/4 0 0 16
X4 4 3/4 1 3/4 1 0 0 1/4 0 0 16/3
X5 6 -3/4 -1 1/4 0 1 0 -1/4 1 0 24
Z 400 0 5 -2 0 0 0 20 8 1
3.iteracny krok

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 z w
X6 8/3 0 -1/3 0 -1/3 0 1 -1/3 0 0
X3 16/3 1 4/3 1 4/3 0 0 1/3 0 0
X5 14/3 -1 -4/3 0 -1/3 1 0 -1/3 1 0
Z 125’2/ 2 23/3 0 8/3 0 0 62/3 8 1

4. Interpretacia vysledkov
x3=16/3=533 ,x5=14/3=4,66 , xi=x2=x4=0
Z =1232/3 =410,6 m*/ smenu.

Ziskané rieSenie je tzv. absolutne rieSenie. Logické opodstatnenie ma vSak iba
rieSenie celoCiselné, ktoré ziskame jednoducho zaokrihlenim neceloCiselnych rieSeni
(a dosadeni do obmedzujucich podmienok a tcelovej funkcie)

x3=5,xs=4,7Z =382 m®/zmenu.

22 Je vSak takto urcené celoCiselné rieSenie optimom v oblasti celoCiselnej ??

Je potrebné pouzit’ algoritmus celoc¢iselného rieSenia, napr. Gomoryho algoritmus =
x3=4,x4=1,xs=5, Z=408 m>/ zmenu.




DVOJFAZOVY SIMPLEXOVY ALGORITMUS

Priklad 3 : Optimalny rezny plan

V lesozavode je potrebné na vystavbu provizorneho premostenia narezat’ z tramov
dizky L = 8 m podpery definovanych dlZok a mnoZstva :

Ulohou je uréit’ optimalny rezny plan tak, aby :
A) bol minimalny odpad pri rezani,
B) bol minimalny pocet spotrebovanych tramov dlzky L. = 8 m.

RIESENIE :

1.Tabul’ka lohy : varianty rezania

Dizka podpier Mozné varianty rezania Potrebny pocet
Vi=x1 [Vo=x2 [V3i=x3 [Va=x4 |[Vs=x5 |Ve=Xs podpier [Kks]
Pi=25m 3 - - 2 1 - 1000
P,=3,0m - 2 - 1 - 600
P;=3,5m - - 2 - 1 200
ODPAD 0,5 2,0 1,0 0 2,0 1,5 MIN
2. Matematicky model ,, A
Obmedzujiace podmienky : 3.xi +2.X4 + X5 > 1000
2.X2 + x4 +x6 > 600
2.X3 +x5+ X6 > 200
Podmienky nezapornosti : xj>0 prej=1,273,...6

Ucelova funkcia :

0,5.x1+2.x2+x3

+2.x5+1,5.X¢ =z — MIN

3. Transformacia na kanonicky tvar :

3.x1
2.X2

+ 2.X4 + Xs

+
2.X3

z—0,5x1 —2.X2 — X3

Pomocna ucelova funkcia :

- X7
X4 + X6

+ X5 + X6

- 2x5—1,5.x6

+uy = 1000
-X8 +uy, = 600
-X9 +uz = 200

= (0 — MIN

p=wtutus

3x1+2x+2x3+3x4+2X5+2.X6—X7—Xg— X9 +p = 1800




4. Simplexovy algoritmus — 2 fazy

Fazal:

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 Uy u U3 z p w
uj 1000 3 0 0 2 1 0 -1 0 1 0 0 0 0 333
uz 600 0 2 0 1 0 -1 0 0 1 0 0 0 )
u3 200 0 0 2 0 1 1 0 -1 0 0 1 0 0 e
z 0 -1/2 -2 -1 0 -2 -3/2 0 0 0 0 0 1 0
p 1800 3 2 3 2 2 -1 -1 -1 0 0 0 0 1
X1 1000/3 1 0 0 2/3 1/3 0 -1/3 0 0 1/3 0 0 0 0 00
uz 600 0 2 0 1 0 1 0 -1 0 0 1 0 0 0 300
u3 200 0 0 2 1 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 e
z 1000/6 0 -2 -1 1/3 | -11/6 | -3/2 | -1/6 0 0 1/6 0 0 1 0
p 800 0 2 2 1 2 0 -1 -1 -1 0 0 0 1
X1 1000/3 1 0 0 2/3 1/3 0 -1/3 0 0 1/3 0 0 0 0 00
X2 300 0 1 0 1/2 0 1/2 0 -1/2 0 0 1/2 0 0 0 00
U3 200 0 0 2 0 1 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 100
z 4600/6 0 0 -1 4/3 | -11/6 | -1/2 | -1/6 -1 0 1/6 0 1 0
p 200 0 0 2 0 1 1 0 0 -1 -1 -1 0 0 1

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 Uy u U3 z p w
X1 1000/3 1 0 0 2/3 1/3 0 -1/3 0 0 1/3 0 0 0 0 500
X2 300 0 1 0 1/2 0 1/2 0 -1/2 0 0 1/2 0 0 0 600
X3 100 0 0 1 0 1/2 1/2 0 0 -1/2 0 0 1/2 0 0 )
z 5200/6 0 0 0 4/3 | -4/3 0 -1/6 -1 -1/2 1/6 1 1/2 1 0
p 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 1




Faza 2:

X4 500 3/2 0 0 1 1/2 0 -1/2 0 0 0 -1000
X2 50 -3/4 1 0 0 -1/4 | 172 1/4 | -172 0 0 200
X3 100 0 0 1 0 1/2 1/2 0 0 -1/2 0 0
z 200 -2 0 0 0 -2 0 1/2 -1 -1/2 1

X4 600 0 2 0 1 0 1 0 -1 0 0

X7 200 -3 4 0 0 -1 2 1 -2 0 0

X3 100 0 0 1 0 1/2 1/2 0 0 -1/2 0

z 100 -1/2 -2 0 0 -3/2 -1 0 0 -1/2 1

5. Interpretacia vysledkov : x3= 100, x4 = 600, z = 100.

Slovne : Z moznych variantov rezania je optimalne z hl'adiska obmedzeni vykonat’ 100 krat variant 3 a 600 krat variant 4, pricom dosiahneme
minimalny odpad 100 m.

2. Matematicky model ,,B*

Obmedzujiuce podmienky : 3.x; +2.X4 +Xs > 1000
2.X2 + x4 +x¢ > 600
2.X3 +x5 tx¢ = 200
Podmienky nezapornosti :  x;>0 prej=1,2,3,4,5,6.
Utelova funkcia : X] +X2 +X3 +X4 X5 +X¢ =z— MIN
3. Kanonicky tvar
3.x1 +2.X4 +Xs -X7 +u = 1000
2.X2 + X4 + X6 - X8 +uz = 600
2.X3 + X5 + Xg - X9 +uz= 200
Z—XI— X2— X3 — X4 — X5 — X6 = 0
3xX1+2x+2x3+3x4+2X5+2.X—X7—Xg—X9  +Dp = 1800

10



4. Simplexovy algoritmus

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 X9 ug u u3 Z P W
up 1000 3 0 0 2 1 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 333
w 600 0 2 0 1 0 1 0 -1 0 0 1 0 0 0 o0
u3 200 0 0 2 0 1 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 o0
Z 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 1 0
P 1800 3 2 2 3 2 2 -1 -1 -1 0 0 0 0 1

Baza b X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 X3 X9 up u u3 Z P W
X1 1000/3 1 0 0 2/3 1/3 0 -1/3 0 0 1/3 0 0 0 0 o0
u 600 0 2 0 1 0 1 0 -1 0 0 1 0 0 0 300
u3 200 0 0 2 0 1 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 o0
Z 1000/3 0 -1 -1 -1/3 | -2/3 -1 -1/3 0 0 1/3 0 0 1 0
P 800 0 2 2 1 1 2 0 -1 -1 -1 0 0 0 1
X1 1000/3 1 0 0 2/3 1/3 0 -1/3 0 0 1/3 0 0 0 0 s}
X2 300 0 1 0 1/2 0 1/2 0 -1/2 0 0 1/2 0 0 0 o0
u3 200 0 0 2 0 1 1 0 0 -1 0 0 | 0 0 100
Z 1900/3 0 0 -1 1/6 2/3 | -12 | -1/3 | -1/2 0 1/3 1/2 0 1 0
P 200 0 0 2 0 1 | 0 0 -1 -1 -1 0 0 1
X1 1000/3 1 0 0 2/3 1/3 0 -1/3 0 0 1/3 0 0 0 0 500
X2 300 0 1 0 1/2 0 1/2 0 -1/2 0 0 1/2 0 0 0 600
X3 100 0 0 1 0 1/2 1/2 0 0 -1/2 0 0 1/2 0 0 o0
Z 2200/3 0 0 0 1/6 -1/6 0 -1/3 | <172 | -1/2 1/3 1/2 1/2 1 0
P 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 1

v 3. itera¢nom kroku vypadne pomocné ucelova funkcia — P.
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Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 Z
X4 500 3/2 0 0 1 1/2 0 -1/2 0 0 0
X2 50 -3/4 1 0 0 5/12 1/2 -13/12 -1/2 0 0
X3 100 0 0 1 0 1/2 1/2 0 0 -1/2 0
Z 1950/3 -1/4 0 0 0 -1/4 0 -1/4 -1/2 -1/2 1

Vysledky : x1 = x5 = x¢6 = 0, x2 =50, x3 = 100, x4 = 500

Minimum tramov spotrebujeme, ak realizujeme 50 krat variant V, 100 krat variant V3 a 500 krat variant V.

12

Z.= 1950/ 3 = 650.




DUALITA ULOH LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Priklad 4 : Dualita tloh linearneho programovania

Urcte rieSenie tlohy dualne zdruZenej k ilohe z Prikladu 1 a spravne interpretujte vysledky.
Porovnajte vysledné simplexové tabul’ky prikladov.

RIESENIE :

1. Matematicky model ulohy z Prikladu 1

Obmedzujiuce podmienky :
3.x1 +2.X4 + X5 > 1000
2.X2 + X4 + X6 > 600
2.X3 + X5 + x¢ > 200
Ucelova funkcia :
z—05x1—2x2 — X3 -2x5—1,5. X6 = 0

2. Uloha duilne zdruZena (bez fyzikalnej podstaty)

Obmedzujice podmienky :
3.y1 <0,5
2.y2 <2
2.y3 <1
2.y1 + Y2 <0
yi + y3 <2
y2 + 3 <1,

Ucelova funkcia :
1000.y:1 + 600.y> + 200.y; = z
Z -1000.y; - 600.y2 — 200.y3 = 0 — MAX

3. Kanonicky tvar

Obmedzujiace podmienky :
3.y +y4 =0,5
2,Y2 + Ys = 2
2.y3 + VY6 = 1
2y1 ty2 +y7 = 0
yi tys tys = 2
y2 tys tyo =15

Ucelova funkcia :
z-1000.y1 — 600.y2 — 200.y3 = 00— MAX

13



4. Simplexovy algoritmus
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Baza b N Y2 y3 ! s Y6 y7 ys8 Y9
Y4 1/ 2
ys 2
y3 1/2
Y2 0
v 3/2
Y9 1
V4 100 200 0 0 0 0 100 600 0 0
Xl7 XlS X9 X+ X2 X3 i4 Xls )l(6
Interpretacia vysledkov :
RieSenie povodnej ulohy :
Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9
X4 600 0 2 0 1 0 1 0 -1 0
X7 200 -3 4 0 0 -1 2 1 -2 0
X3 100 0 0 1 0 1/2 1/2 0 0 -1/2
Z 100 -1/2 -2 0 0 -3/2 -1 0 0 -1/2
Y4 Ys Yo y7 y3 Yo yi y2 Y3

Ako je vidiet’, dualitu uloh je mozné s vyhodou vyuzit’ napr. pri rieSeni tloh LP, ktoré je nutné riesit’ zlozitejSim dvojfazovym algoritmom
(obmedzujiice podmienky obsahuji znamienko >) apo transformdcii rieSit’ ulohu dudlnu prostrednictvom jednofazového simplexového
algoritmu a potom spravne interpretovat’ vysledky uvazované pre model povodny.
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VSEOBECNE DEFINOVANY MODEL (&, >, =)

Priklad 5 : Model s obmedzujicimi podmienkami v tvare > a <.

Opravoviia vykonava 3 druhy oprav (01, Oz, O3), na ktoré vyuziva 2 druhy suciastok (Si,
S2). Zisky z jednotlivych oprav si : O = 54 j., O, = 45j, O; = 52j. Na opravu O sa
spotrebuju 2 suciastky typu S; a 3 stuciastky typu Sz, na opravu O; sa spotrebuje 1 suciastka
S1 a2 typu S; ana opravu O; sa spotrebuju 3 suciastky S; a 2 stciastky S;. Na sklade je
k dispozicii celkom 600 suciastok S; a 800 suciastok S;. Na zabezpecenie chodu opravovne je
potrebné vykonat’ minimalne 50 oprav typu O¢, 100 oprav typu O: a 80 oprav typu Os.
Naplanujte opravy tak, aby zisk za ich vykonanie bol maximalny. Interpretujte vysledky.

RIESENIE :

1.Tabul’ka alohy

‘e Opravy O1=x1 0:=x2 O3 =x3 Zasoby suciastok
Sucdiastky
S1 2 1 3 600
S2 3 2 2 800
Min. pocet oprav 50 100 80
Zisk 54 45 52 MAX
2. Matematicky model
Obmedzujuce podmienky : 2.x; + x2 +3.X3 < 600
3x1+ 2x2 +2.x3 < 800
X1 > 50
X2 > 100
X3 > 80
Podmienky nezapornosti : x; >0 prej=1,23
Ugelova funkcia : 54.x1 +45.x2 +52.x3 =z — MAX
3. Transformacia na kanonicky tvar
Obmedzujuce podmienky :
2x1 + X2 +3Xx3 tx4 = 600
3x; + 2.x2 +2.Xx3 X5 = 800
X1 -X6 +u; = 50
X2 -X7 +us = 100
X3 -Xg +tuz = 80
Ugelova funkcia :
z-54.x1-45.x2 - 52.x3 = 0 — MAX
Pomocna tcelova funkcia : p=urtutus
it xX2+ X3 -X6 - X7 - X8 + p = 230
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4. Simplexovy algoritmus
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500
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X1
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X4
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X1

u2

X3

Z
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Pomocna ucelova funkcia p bola vynulovana, preto vypocet 1.fazy kon¢i a pokrac¢ujeme uz iba v hl'adani extrému pdvodnej ucelovej funkcie z.

Ulohou je maximalizacia tzn. vietky hodnoty v uéelovej funkcii z by mali byt po najdeni optimalneho rieSenia nezaporné. Najviac sa od tohto

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 ui u u3 Z P w
X4 160 0 0 0 1 0 2 1 3 -2 -1 -3 0 0 80
X5 290 0 0 0 0 1 3 2 2 -3 -2 -2 0 0 96
X1 50 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 -50
X2 100 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 00
X3 80 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 00
Z 11360 0 0 0 0 0 -54 -45 -52 54 45 52 1 0
P 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 1 VYNUL

stavu odli$uje hodnota -18 so suradnicami [z,x7] = riadiaci stipec.

18

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 u | W | u3 Z P W
X6 80 0 0 0 1/2 0 1 1/2 3/2 0 160
X5 50 0 0 0 -3/2 1 0 1/2 -5/2 0 100
X1 130 1 0 0 1/2 0 0 1/2 3/2 0 260
X2 100 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 -100
X3 80 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 00
Z 15680 0 0 0 27 0 0 -18 29 1

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 u | u2 | us Z P W
X6 30 0 0 0 2 -1 1 0 4 0 7,5
X7 100 0 0 0 -3 2 0 1 -5 0 -20
X1 80 1 0 0 2 -1 0 0 4 0 20
X2 200 0 1 0 -3 2 0 0 -5 0 -40
X3 80 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 -80
Z 17480 0 0 0 -27 36 0 0 -61 1




Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 u | w2 | w Z P w
X8 7,5 0 0 0 1/2 -1/4 1/4 0 1 0
X7 137,5 0 0 0 -1/2 3/4 5/4 1 0 0
X1 50 1 0 0 0 0 -1 0 0 0
X2 237,5 0 1 0 -1/2 3/4 5/4 0 0 0
X3 87,5 0 0 1 1/2 -1/4 1/4 0 0 0
Z 17937,5 0 0 0 7/2 83/4 61/4 0 0 1

5. Interpretacia vysledkov :
Absolutne rieSenie : x1 =50, x2=237,5, x3=87,5, x7=137,5, xs=7,5, Z=17937,5.

Slovne : Z hl'adiska definovanych obmedzeni je optimalne vykonat’ 50 krat opravu typu O1, 237,5 krat opravu O2 a 87,5 krat opravu typu O3.

Ako je vidiet’ z vysledkov, rieSenie je tzv. absolitne (v oblasti realnych hodnoét), avSak z hl'adiska praktického je vhodnejSie ndjst’ optimélne
rieSenie z oboru prirodzenych &isiel — tzv. celociselné rieSenie.



OBMEDZUJUCE PODMIENKY SO ZAPORNYMI KOEFICIENTMI

Priklad 6 : Substiticia

Simplexovou metodou urcite rieSenie ulohy zadanej stustavou nerovnosti, aby bola
dosiahnuta MAX hodnota ucelovej funkcie v tvare Z = 2.x1 — xa.

I. x2<5 3. x1<4 5. x22-4 7. x22(-x1/2)-3
2. Xx25-x1t+6 4., x2<x1t+9 6. x12-5
RIESENIE :

1. Transformacia obmedzujucich podmienok

1 Matematicky model 2. Transformégia na rovnaké 3. Trans’formzicia na tvar
znamienka s absolutnou pr. stranou
. x2<£5 I. x2<5 | x2< 5
2. x25-x1t+6 2. x2<-x1t+6 2 X1+tx2 <6
3. x1<4 3. xu<4 3 X1 <4
4. x2<x1 19 4. x2<x11t9 4. -x1+tx2<9
5. 224 5. -x2< 4 5 -x2< 4
6. x12>-5 6. -x1< 5 6 - X1 <S5
7. x22-x1/2-3 7. -x2<x1/2+3 7 -x1/2-x2< 3
z=2.x1—x2 > MAX z=2.x1—x2 > MAX z-2x1+x2 =0->MAX

Ako to je s premennymi so zapornymi koeficientmi?
Ku korektnému rieseniu je potrebné zaviest substiticiu v tvare x; = (vi—y2) a x2 = (v —ya),
ktora plne zabezpeci transformaciu na pripustny tvar modelu.

2. Zavedenie substiticie a matematicky model (z tvaru 3) :

Y3 — Y4 <5
yi-Yy2+y3—y4 <6
yi-y2 <4
-y1ty2+tys—ya <9

-ystys <4
-y1t+ty2 <35

(-yity2)/2-y3tys <3

2y1—2y2—y3tys =z - MAX
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3. Transformacia na kanonicky tvar

Y3 —Yy4Ttys

yi—Y2ty3—ya

Vi -y2
-yi1ty2tys—ya

+y6

+y7

+y8

-y3tya

-y1tYy2
-y1+y2)/2-y3tys

z-2y1 + 2y2+ty3-ya

4. Simplexova tabul’ka
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Y10
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3

13

Baza

s

Y6

y7

y3

V9
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s
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Y1t

Y10

Y9

V3

Y7

1/2

V6

Ys

Y4

V3

V2

yi

b

17

12

Baza

Vs

Y6

Vi

y3

Y4

Y10

Vil

0, z=12.

4,y4=4,y2=0,y3

Interpretacia vysledkov : yi

Navrat do substitucie:

X1 = 4
x2=-4

T

yi- y2

X1 =

Z=2.x1-%x=2.4-(-4)=12

T

X2=Yy3—Yy4

22



CELOCISELNE RIESENIE

Postup pre urcenie celociselného rieSenia — Gomoryho algoritmus

Urcit optimalne riesenie ulohy bez ohladu na podmienku celociselnosti.

V kazdej rovnici s necelociselnym riesenim rozdelit pravu stranu rovnice na
celociselnu cast a zlomkovu cast podla vztahu b i=d i+ r ;.

Vybrat rovnicu, v ktorej vyzadujeme celociselné riesenie a v ktorej je zlomkova
cast’ pravej strany — r ; maximalna. V tejto rovnici rozlozit koeficienty lavej
strany taktiez na celociselnu a zlomkovu cast a ij=d ij+rij

. Ku rovnici vybranej v kroku 3 vytvorit tzv. DOPLNKOVU ROVNICU v tvare
F il XTI —F 20X 2= coviiiiiiiiiaeinnnn, ~Fin.Xn * 81 =-r;
o ktoru rozsirime rieSenu sustavu a ,,s*“ je nova pridavnd premennd.

. Riadok doplnkovej rovnice povazujeme za riadiaci. Riadiaci stlpec urcime tak, ze
minimalna absolutna hodnota podielu( z; / si; ) urcuje riadiaci stlpec uprav.

. RieSenie takto rozsireného problemu by malo byt uz minimalne u jednej
premennej celociselné. Ak nie su vSetky pripustné rieSenia este celociselne,
pokracovat’ pridanim novej rovnice s novou pridavnou premennou s>. Postup
opakovat dovtedy, pokial nie su pozadované hodnoty pravej strany celociselne.

Priklad 7 : Ulohou je uréit’ celo&iselné rieSenie zadania Prikladu 5

RieSenie: 1. VSeobecné (necelociselné) rieSenie = vysledok z Pr.5
Baza b Xi | X2 | X3 X4 Xs X6 X7 Xs | Z
X8 7,5 0 0 0 12 | -1/4 | 1/4 0 1 0
X7 137,5 0 0 0 -1/2 | 3/4 5/4 1 0 0
X1 50 1 0 0 0 0 -1 0 0 0
X2 237,5 0 1 0 -1/72 | 3/4 5/4 0 0 0
X3 87,5 0 0 1 12 | -1/4 | 1/4 0 0 0
Z 17937,5 0 0 0 72 | 83/4 | 61/4 0 0 1
7 83 61
.| Zi 2 4 |_83 4
min|— = |=|=7 —=—, |—{=61
S -1 -3 |
2 4 4
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2. Celodliselné rieSenie

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Si Z bi=d;i +r;
Xs 7,5 0 0 0 12 -1/4 1/4 0 1 01 o 7+1/2
X7 137,5 0 0 0 -1/2 3/4 5/4 1 0 01 o 137 + 1/2
X1 50 1 0 0 0 0 -1 0 0 01 o 50 +0

237+ 12| 0+0 1+0 0+0 | -1+1/2 | 0+3/4 | 1+1/4 | 0+0 0+0 0+0
X2 237,5 0 1 0 12 3/4 5/4 0 0 0| o |P7T12rr
X3 87,5 0 0 1 12 -1/4 1/4 0 0 01 o 87 +1/2
Si 1/2 0 0 0 1/2 | -3/4 | -1/4 0 0 Lo
z | 179375 0 0 0 3,5 83/4 | 61/4 0 0 1 max

Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Z
Xs 7 0 0 0 0 -1 0 0 1 0
X7 138 0 0 0 0 3/2 3/2 1 0 0
X1 50 1 0 0 0 0 -1 0 0 0
X2 238 0 1 0 0 3/2 3 0 0 0
X3 87 0 0 1 0 -1 0 0 0 0
X4 1 0 0 0 1 3/2 1/2 0 0 0
Z 17 934 0 0 0 0 15,5 13,5 0 0 1 MAX

3. Vysledky : x1=50, x2=238, x3=87, xa=1, xs=x6=0, x7=138, xs=7 Z=17934.
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Priklad 8 : Ulohou je ur¢it’ optimalne celodiselné rieSenie iilohy o strojovych zostavach
(Priklad 2).

RIESENIE : Posledny krok z postupu hladania optimalneho riesenia absoltitneho

Baza b X1 X X3 X4 X5 X6 X7 X3 V4 W
X6 8/3 0 -1/3 0 -1/3 0 1 -1/3 0 0
X3 16/3 1 4/3 1 4/3 0 0 1/3 0 0
X5 14/3 -1 | -4/3 0 -1/3 1 0 -1/3 1 0
Z |1232/3| 2 |23/3 0 8/3 0 0 |62/3 8 1

Vysledky: Nasadit’ 5,33 SZ3, 4,66 SZ5, 2,33 SZ6. Vykon jednotky Z=410,66 m*/zmena

1. RieSenie celocCiselné

Baza b X X2 X3 X4 Xs X6 X7 Xg | Z |bi=ditr;
X6 8/3 0 -1/3 0 -1/3 0 1 -1/3 0 0 |8/3=2+2/3
X3 16/3 1 4/3 1 4/3 0 0 1/3 0 0 |16/3=5+1/3
4+2/3 || -1+0|-242/3| 0+0 |-1+2/3| 1+0 | O+0 |[-1+2/3| 1+0 [[0+0
S| s | o0 [4n] o an| 1| o |as| o1 | o [T
S1 -2/3 0 -2/3 0 -2/3 0 0 -2/3 0 0 -80
Z | 12323 2 | 2373 0 8/3 0 0 | 62/3 8 1
23 8 62
3 3 3
Baza b X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg 7
X6 3 0 0 0 0 0 1 0 0 0
X3 4 1 0 1 0 0 0 2/3 0 0
X5 5 -1 -1 0 0 1 0 0 1 0
X4 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0
Z 408 2 5 0 0 0 0 18 8 1

2. Interpretacia vysledkov :

V obore celociselnych rieSeni je s ohl'adom na zadané obmedzenia optimalne nasadit’:

4 zostavy SZ3, 1 zostavu SZ4 a 5 zostav SZ5, maximalny vykon Z = 408 m*/zmena.
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