Zaklady teorie grafov — Priklady

ZAKLADY TEORIE GRAFOV

PRIKLAD 1: Minimalna kostra grafu — v zadanom grafe uréite minimélnu kostru grafu
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Kostra grafu je taky podgraf, ktory obsahuje vSetky vrcholy pdvodného grafu a neobsahuje uzavrety
cyklus. Je to vlastne strom, ktory obsahuje vSetky vrcholy povodného grafu.
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Riesenie:

Minimélna kostra — kostra grafu, ktorej sii¢et ohodnoteni hran je minimalny.

Aplikécie: optimalne spojenie miest (spojenie ciest telefonnej siete tak, aby sme spotrebovali
minimum kébla, rozvody elektrickej energie, plynu, teplarenstvo a pod.).

Algoritmus :
zoradime hrany vzostupne podl'a kj; (vel'kosti hodnot hran),

1
2. vyberieme dve hrany s min kjj a vyznac¢ime ich v grafe,

3. postupne vyberame d’alSie hrany k;; tak, aby netvorili s vybranymi hranami cyklus,

4. takto postupujeme dovtedy, pokial’ nendjdeme (n — ) hran, kde » predstavuje pocet vrcholov,
5. celkovu dizku zistime s&itanim oznagenych ki hran.
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h3s =4 hys =17 hss =11 hi, =14 his=19

h =5 has =7 he7 =11 hs7 =15 has =20

hi4s=6 hi3=10 hs7 =12 h3s =17 hs¢ =21

(n-1) =7-1 =6 hran

Celkova dizka Luin=4+5+6+7+11+11=44
Lox=21+20+19+17+15+ 12 =104
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PRIKLAD 2: Minimalna okruzna cesta v grafe - v zadanom grafe (iplny, neorientovany) uréite
minimalnu okruznu cestu z vrcholu V1. Aplikujte pri tom : (a) metddu rozhodovacieho stromu, (b)

metodu najbliz§ieho suseda, (¢) metodu vetvenia a hranic [Branch and Bound].

Riesenie :

(a) Metdda rozhodovacieho stromu :

Je potrebné preskumat’ vSetky
alternativy, rozvoj a zapis prostrednictvom
stromovej Struktury a urCenie hodnoty suctu
hran zaradenych do okruznej cesty.

Min (OC)=V1-V2-V3-V4-V5-VI=4+4+6+8+7=29

Max (OC)=VI1-V3-V5-V2-V4-VI=5+10+13+5+ 12 =45
VI-V2-V5-V3-V4-VI=4+13+10+6+12=45
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(b) Metoda najblizSieho suseda :

Z vychodiskového vrcholu hl'adame vzdy

pripustnu hranu, ktora je najkratsia.

MozZnost riesit’ priamo v grafe alebo
incidencnej matici.

Inciden¢na matica :

Vychodiskovy vrchol — V1: VI - V2 -V3 -V4 —
V5-V1=4+4+6+8+7=29

Graf: pre vychodiskovy vrchol - V1

Vrchol 1 2 3 4 5
1=VV - 4M 5 12 7

2 4 - 4® 5 13

3 5 4 - 6® 10

4 12 5 6 - 8@

5 76)s¢ 13 10 8 -

Vychodiskovy vrichol - V3 :V3-V2-V1-V5-V4-V3=4+4+7+8+6=29

Vrchol 1 2 3 4 5

1 - 4 5 12 79

9 4@ - 4 5 13
3=VV 5 4M - 6 10

4 12 5 66)sc - 8

5 7 13 10 8W -

(c) Metodda vetvenia a hranic:
1 2 3 4 5
1 - 40 51 1287 730 (-4)
) 40 - 40 540 1396 (-4)
3 51 40 - 621 1063 (-4)
4 127 50 61 - 830 (-5)
5 70 136 10-3 810 - (-7)
-1 (-3)
Po vykonanych Gpravach dostaneme matice redukovanych sadzieb
1 2 3 4 5
1 - 0 1 7 0 r=1
2 0 - 0 0 6 =6
3 1 0 - 1 3 =1
4 7 0 1 - 0 1
5 0 6 3 - =3
r=1 r=6 r=1 r=1 r=3
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Na zaklade hodnét r; vyberieme tzv. perspektivne hrany: max (r;) uréuje riadok resp. stipec,
v ktorom policka s nulovymi redukovanymi sadzbami identifikuji perspektivne hrany.

Plati : perspektivne hrany (1 —2), (3 —2), (4 —2).

Vyberieme napr. (4-2) a (2-3)

0 0 0 0
A A A
4 N )
(1-95) - 5-4 - “4-2) - 2-3) - 3-1)
Vil - V5 - V4 - V2 - V3 - Vi
7 + 8 + 5 + 4 + 5 =29
napr. (3-2) a (2-1)
N X A n
4 N0
(1-93) - 5-4) - (2 3) (3 2) - 2-1)
vVl - V5§ - V4 - V3 A\ |
7 + 8 + 6 + 4 + 4 =29

PRIKLAD 3: Minimalna cesta z vrcholu do vrcholu - DIJKSTROV POSTUP
Pre graf zadany na obrazku: (1) Napiste incidencnu maticu, (2) najdite minimalnu cestu z vrcholu
V1 do vrcholu V4, (3) najdite minimalnu cestu z vrcholu V2 do vSetkych ostatnych vrcholov.

2 7~ 1 3
1 ! 6 1
4
8 ‘ 2 6
Riesenie:
1. Inciden¢na matica :
Vrchol 1 2 3 4 5
1 - 6 2 N 8
2 6 - 1 1 2
3 2 1 - 3 4
4 N 1 3 - 6
5 8 2 4 6 -

2. Minimélna cesta z V1 do V4 — pouzitie Dijkstrovho algoritmu
VP=1 VK=4

MC] [[o] N N N N
D”=[VP|=|0 0 0 0 0|=VY=VI
ST| |T D DD D
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Legenda : MC — vektor hodnot minimdlnych ciest z vychodiskového vrcholu ku vsetkym ostatnym,
VP — vektor vrcholov predchodcov,
ST — vektor stavov vrcholov.

MC] [0 6 [2] N 8
D=|VP|=l0 1 1 0 1|=VV=v3
ST| [T D T D D
MC] |0 [3] 2 5 6
D?=|VP|=|0 3 1 3 3|=VP=v2
ST| [T T T D D
MC] [0 3 2 [4] 5
DY=| VP [=|0 3 1 2 2|=MC(VI-V4)=4
ST| [T T T T D

Minimalna cesta: z vrcholu V1 do V4 je MC=4 a prechadza vrcholmi grafu V1 — V3 - V2 — V4,

3. Minimalna cesta z vrcholu V2 do vSetkych ostatnych — Dijkstrov algoritmus
VP=1 VK=1 (prei=2,34,5)

MC] [N [o] N N N
D(°)= VP|=|0 0 0 0 0[=V)=v2
D TDUDD
6012
D'=[2 0 2 2 2(=VV
DTTDD
6 0 1 [1] 2
resp.DV=[2 0 2 2 2|=>Vl=v4
DTDTD
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30 1 1] 2
DP=[3 0 2 2 2|=VP=Vv4
DTTTD
6 0 1] 1 2
resp. DV =|2 0 2 2 2(=>VP=V3
DTTTD
30 1 2]
D=3 0 2 2 2|=VP=vs
D T T
30 1 1 [2
resp. D9 =[3 0 2 2 2 |=VP=vs
DT T
301 1 2 301 1 2
D¥={3 0 2 2 2| resp. D¥={3 0 2 2 2
TTTTT TTTTT

Interpretacia vysledkov :

Minimalne cesty z vrcholu V2 do vSetkych ostatnych vrcholov grafu st :

MC (V2-V1)=3 - (V2-V3-V])
MC (V2-V3)=1 - (V2-V3)
MC (V2-V4)=1 - (V2-V4)
MC (V2-V5)=2 - (V2-V5)
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Priklad 4 : Cesty v grafoch - Dijkstrov algoritmus

V grafe zadanom inciden¢nou maticou urcte: (1) minimdlnu cestu z vrcholu V1 do V7, (2)

minimalnu cestu z vrcholuV4 do vSetkych ostatnych vrcholov

Vrchol 1 2 3 4 5 6 7 8
1 - 2 7 N N N N N
2 2 - 6 5 N N N N
3 7 6 - 6 N N 9 N
4 N 5 6 - 5 4 10 N
5 N N N 5 - 7 N N
6 N N N 4 7 - 4 8
7 N N 9 10 N 4 - 3
8 N N N N N 8 3 -
Riesenie:
(1) VV=V1,KV =V7
it. Veki V1 V2 V3 V4 V5 Vo6 V7 V8 Vor
0 MC 0 N©O N©O N©O N©O NO N©O N©O Vi
"I ST T D D D D D D D
1 MC 21! 71 N?O N?O N?O N?O N?O V2
" |ST T D D D D D D
MC 71 e N N?O N N?O
2. ST D T D D D D v4
MC 71 124 114 174 NO
- ST T D D D D V3
MC 124 11+* 163 N
= ST D T D D AL
MC 124 156 196
= ST D D D \E
MC 15°¢ 19°¢
6. ST T D V7

Interpretacia vysledkov :
napr. MC (V1 -V7)=15 aprechddza vrcholmi (V7 -V6-V4-V2-VI)

MC (V1-V5)=12

a prechadza vrcholmi (V5 - V4 - V2 - V1)
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(2) VV =V4, KV = vietky

it | yort Vil w1 v2 | v3 | va | vs | ve | vi | v8 | va
. [Mmc N N N 0 N N N N va
| sT D D D T D D D D
| e N 54 6 54 2° || 10¢ | N Ve
| sT D D D T D D
MC No [T 52 64 54 g6 | 126
2 st D T D D D D V2
MC 72 64 54 g6 | 126
3 st D D T D D \E
MC 72 6° g6 | 126
st D T D D V3
2 6 6
AL aEE
6 6
6. 24TC ST 1[2) V7
7 MC 117
o P T

Interpretacia vysledkov :

MC (V4-V1)=7 -(V1-V2-V4)

MC (V4 -V2)=5 -(V2-V4)
MC (V4-V3)=6 -(V3-V4)
MC (V4 - V5)=5 -(V5—V4)
MC (V4 -V6)=4 - (V6—V4)

MC (V4-V7)=8 -(V7-V6-V4)

MC (V4-V8)=11

- (V8 —V7-V6-—V4)
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Priklad 5 : Minimalne cesty medzi vSetkymi vrcholmi grafu - metéda s¢itania v matici

V zadanom grafe ndjdite metddou scitania v matici minimalne cesty medzi vrcholmi grafu: (A)
z vrcholu V7 do vrcholu V1, (B) z vrcholu V4 do vSetkych ostatnych, (C) medzi vSetkymi vrcholmi

navzajom.
10 3
@ 4
Y
@ 6
Riesenie:

Nutny podet itera¢nych krokov:  (n—1) <2®1K
Plati : ph< n-1 <2®IK

kde ph — maximalny pocet hran MC, n — pocet vrcholov grafu, PIK - pocet iteracnych krokov

Postup vypoctu :
1. urcenie poctu potrebnych iteracnych krokov,
2. spracovanie, tzv. nultej iterdcie = uplnej iteracnej matice ulohy,
3. transformacia 0. iterdcie na iterdciu nasledujucu,
4. za novy prvok nasledujiicej iterdcie c; " sa zapise minimdlna hodnota zo suctov
Cip TCy
tzn. matematicky zapisané C,§~”) = rrlkin(cij + ¢y ),aviak iba za podmienky, zZe plati C,S' " < C; (n-1) ,
tzn. vtedy, ak hodnota C;n) Jje mensia, ako prvok pévodny.

5. wpocet opakujeme dovtedy, pokial nebude vykonany urceny pocet iteracnych krokov podla
bodu 1.
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(.iteracny krok

1 .iteracny krok

J

J

; 1 2 3 4 5 6 7 8 : 1 2 3 4 5 6 7 8
1 - 2 7 N N N N N 1 - 2 7 72 N N 16° N
2 2 - 6 5 N N N N 2 2 - 6 5 10* 94 15° N
3 7 6 - 6 N N 9 N 3 7 6 - 6 11* | 10 9 127
4 N 5 6 - 5 4 10 N 4 72 5 6 - 5 4 8¢ 126
5 N N N 5 - 7 N N 5 N 104 | 11¢ 5 - 7 11° | 156
6 N N N 4 7 - 4 8 6 N 9¢ 10* 4 7 - 4 77
7 N N 9 10 N 4 - 3 7 16> | 15° 9 8¢ 11° 4 - 3
8 N N N N N 8 3 - 8 N N 127 | 126 | 156 77 3 -

2. iteratny krok

; I 1 2 3 4 5 6 7 8
1 - 2 7 72| 1224 | 1124 | 15245 | 1937
2 2 - 6 5 10* 9 | 1340 | 16467
3 7 6 - 6 11 | 10* 9 127
4 72 5 6 - 5 4 8 | 1167
5 | 122 | 10* | 11¢ 5 - 7 11° | 1467
6 | 1142 | o 10* 4 7 - 4 77
7 | 15042 | 1364 9 8¢ 11° 4 - 3
8 | 1973 | 16764 127 | 1176 | 1476 | 77 3 -

10
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3. itera¢ny krok

. 1 2 3 4 5 6 7 8
1 - 2 7 7° 12 %4 11> 15 24 19 2467
2 2 - 6 5 10° 9° 1346 16 *%7
3 7 6 - 6 1n* 10 9 127
4 7° 5 6 - 5 4 8¢ 1157
5 1242 10° 1* 5 - 7 11° 1457
6 11+ 9° 10° 4 7 - 4 77
7 15 642 13 54 9 8¢ 116 4 2
8 19 7642 167 127 1176 1476 77 3

Interpretacia vysledkov :
1. MC(V7-V1)=15

(VI-V6-V4-V2-VI)

2. napr.
MC(V4-V1)=7 - (V4-V2-VI)
MC(V4-V2)=5 - (V4-V2)
MC(V4-V7)=8 - (V4-V6-V7)

MC(V4-Vg) =11 (V4-V6-VT7-Vg)
3. napr.
MC(V1 -V8)=18 -
MC(V5-V8)=14 -
MC(V2-V7)=13 -

(V1-V2-V4-V6-V7-V8)
(V5—V6—V7-V8)
(V2 - V4-V6-V7)



