Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

1. LINEARNE PROGRAMOVANIE - PODSTATA, ULOHY, MODEL

Ciel prednasky: definovat’ principy pre formulidciu modelu uloh LP; pochopit’ tvar zapisu
linearneho matematického modelu v rozpisanom, ako aj sumacnom tvare a vytvorit
predpoklady pre rozvoj schopnosti Studentov zostavit' adekvatny model a pochopit’ princip
grafického rieSenia jednoduchSich uloh LP. Objasnené¢ budi vSeobecné principy zostavovania
modelu ULP, ukézany postup tvorby modelu na niekolkych typickych ulohach LP, bude definovany
vieobecny zapis modelu ULP a ukazany princip grafickej interpretacie riesenia ULP.

Uvod
Oblast’ linearneho programovania patri medzi najviac prepracované oblasti matematického

programovania, t.j. hl’adania optimdlnych rieSeni RP s obmedzujicimi podmienkami.

Linearne programovanie = Cast’ matematického programovania a teda aj operacnej analyzy,
zaoberajuca sa rieSenim rozhodovacich uloh, v ktorych ide o urcenie intenzit realizdcie procesov,
ktoré v analyzovanom systéme prebiehaju alebo mézu prebiehat’.
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Je pritom nutné reSpektovat’ aj vietky vyznamné podmienky, ktoré realizaciu tychto procesov
ovplyviiujii. Uloha rozhodovatela = najst také rieSenie, aby zvoleny ciel rozhodovania
(rozhodovacie kritérium) bol splneny ¢o najlepSie. Hl’add sa také rieSenie, ktoré zaisti extrémnu
hodnotu funkcie rozhodovacieho kritéria.

e Slovo programovanie je synonymom pre planovanie alebo vytvaranie programov (scenarov)
buduceho vyvoja systému. Nema ni¢ spolocné s obvyklym chapanim — tvorba softvéru.

e Slovo linedrny zasa vyjadruje, ze vSetky védzby v takomto modeli st vizbami linedrnymi, tzn.
vSetky matematické funkcie pouzité v modeli st linearne funkcie.

V prvej prednaske bolo linearne programovanie (LP) definované ako Cast matematického
programovania, v ktorej je kritérium rozhodovania, ako aj vSetky rovnice / nerovnice podmienok
obmedzeni tvorené vyhradne linedrnymi vyrazmi.

Znamena to, ¢ model ULP nesmie obsahovat’ Ziadnu nelinearnu zavislost pouzitych
premennych a preto premenné v modeli:
e sa vzdy vyskytuju iba v prvej mocnine,
¢ nie su argumentom inej funkcie (goniometrickd, logaritmick4, mocninova, exponencialna a pod.),

e nesmu byt medzi sebou nasobené.
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1.1 Principy formulacie modelov uloh LP

Pre zostavenie matematického modelu v LP je nutné modelovany systém spoznat, t.j. mat’
rieSeny problém dobre zadefinovany a verbdlne popisany (t.j. mat’ sformulovany tzv. v§eobecny,
inak aj ekonomicky model zadané¢ho rozhodovacieho problému).

1.1.1 Definovanie a tvorba v§eobecného modelu ULP

Pre tvorbu vieobecného modelu tlohy LP (ULP) je nutné zadefinovat’ a detailne popisat’:

e Ciel’ - ktory chceme prostrednictvom ovplyvilovania urcitych procesov v systéme dosiahnut’ (tzv.
optimalizacné kritérium).

e Procesy - ktorymi je mozné ovplyviovat’ vysledny efekt (tzv. riaditel’né vstupy = premenné).

e Cinitele - ktoré akymkolvek podstatnym spdsobom obmedzuju realizaciu procesov a ktoré
nemdzeme v ramci rieSenia RP ziadnym sposobom ovplyvnit’ (tzv. neriaditel’né vstupy).

Definovanie vSeobecného (ekonomického) modelu RP, t.j. stanovenie a vyjadrenie vSetkych
uvedenych prvkov modelu, je &asto zloZita zalezitost'. Casto je nemyslitené bez uéasti pracovnikov
objektu rozhodovania (podniku, firmy, organizacie apod.), ktori skimany systém a najmé prvky,
procesy a Cinitele v iom detailne poznaju.
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Pre definovanie vSeobecného modelu RP je nutné:
e dobre poznat’ fungovanie skimaného systému,
e mat kvalitné a pravdivé informacie a

e uvedomit’ si moznosti d’alSich suvislosti, ktoré mézu mat’ na vysledné rieSenie vplyv.

Pri d’alSom vyklade uz budeme vychadzat’ z toho, Ze verbalna definicia problému, t.j. jeho
vSeobecny model, uz pozndme. Primarnym cielom bude objasnit’ proces tvorby matematickych
modelov na zidklade uz formulovaného ekonomického modelu rozhodovacieho problému.

1.1.2 Definovanie a tvorba matematického modelu ULP

Zostavovanie matematického modelu je tvoriva, logickym myslenim podmienenad, ¢innost.

Pri tvorbe matematickych modelov sa vSak odporuca reSpektovanie tychto krokov:
1. Identifikacia a definovanie h’adanych procesnych premennych - definovanie konkrétnych
procesov v modeli ako rozhodovacich premennych.
2. Definovanie ciel’a rieSenia - sformulovanie kriterialnej funkcie.
3. Formulacia vSetkych vyznamnych obmedzeni problému - definovanie ¢initel'ov ovplyviiujacich
rozhodovacie premenné.
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1. Identifikacia a definovanie rozhodovacich premennych = procesy v modeli

Ide o ¢iselné hodnoty, ktoré chceme rieSenim modelu ziskat’. RieSenim matematického modelu
uz ziadne d’alSie informécie o systéme, okrem informdcii danych takymito ¢iselnymi hodnotami
rozhodovacich premennych, uz neziskame!

Vyslednd hodnota kriteridlnej (icelovej) funkcie (=ciel’ rozhodovania) nam sice napovie, ako
kvalitné je ziskané rieSenie, ale bohuZzial’ ni¢ nepovie o tom, ako ho moéZeme dosiahnut’!)

Pre identifikéciu premennych je nutné si uvedomit’, aké vsetky ciselné hodnoty by bolo dobré
poznat’ pre to, aby sme mohli povaZovat’ ulohu za vyrieSenu.

Kazda z tychto hl'adanych, ale zatial nezndmych, ¢iselnych hodndt bude reprezentovana
jednou rozhodovacou premennou.

Vzdy je nutné jednoznacne si uvedomit’ vyznam danej premennej (vratane jej fyzikalneho
rozmeru, prip. jednotiek mnozstva, v ktorych ju meriame).

Napriklad, ak definujeme premennu:

X; ..... polotovar typu 1;

¥ ..... vysledny vyrobok;
potom premenné x;, y nie su definované spravne. ,,Polotovar®, ,,vyrobok® su pravdepodobne urcité

hmotné predmety a premenné vzdy reprezentuju ¢iselné hodnoty. Je zrejmé, ze predmet # cislo.
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Vhodnejsie je preto premenné x;, y definovat’ ako:
X; ..... pocet polotovarov typu 1;
Voern. pocet vyslednych vyrobkov.

Jednoznacne slovne sformulovand a zrozumitel’na definicia rozhodovacich premennych je
neoddeliteP’nou sucast’ou tvorby kaidého matematického modelu. Bez uvedenia konkrétneho
vyznamu premennych strdaca zmysel aj samotné rieSenie rozhodovacej ulohy.

2. Formulovanie kriterialnej funkcie = ciel’ optimalizacie

Kriteridlna (ucelova) funkcia v podstate predstavuje akési ,,meradlo kvality ¢i efektivnosti*
urceného rieSenia. Je to vzdy funkcia aje vzdy zavisla na hodnotach (v predchadzajucej faze)
definovanych rozhodovacich premennych.

Riesenim matematického modelu teda hl’addame také hodnoty premennych, pre ktoré takdato —
kriteridlna, ucelova - funkcia nadobuda maximdlne (napr. zisk, produktivita, vytazenost, objem

vyroby, ...) resp. minimdlne (napr. naklady, spotrebovavany zdroj, pocet pracovnikov, ...) hodnoty.

Kriteridalna funkcia musi byt zostavend tak, aby jej hodnota ,ocernovala“ kaZdé moZné
rieSenie ulohy. Napr. pre tzv. ndakladovu ucelovu funkciu: horSie rieSenia oceni vysokymi nakladmi,

vV
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3. Formulovanie vSetkych obmedzeni ulohy = Cinitele posobiace na procesy

Jedna sa o spravne sformulovanie vSetkych obmedzujucich ¢initel'ov v RP vo forme rovnic ¢i
nerovnic. Dolezité je si uvedomit’ najma:

1. Cim sme pri hl'adani optimalneho rieenia Glohy obmedzovani.
2. Ako sme pri rieSeni obmedzeni konkrétnym Cinitel'om (t.j. aké premenné dany Cinitel obmedzuje
a akym sposobom).

Priklad: manaZér (rozhodovatel, rozhodovaci subjekt) ma za ulohu navrhnut optimalny
vyrobny program (vyrobny plan) podniku (objekt rozhodovania), ak okrem d’alSich Cinitelov, je
zasadnym obmedzenim vyrobny ¢as na 2 linkéach, ktor¢ s v jednej pracovnej zmene k dispozicii.

1. Cim sme obmedzeni = dispoziénym mnoZstvom vyrobného Casu (Casovych kapacit). Podmienku
je mozné verbalne sformulovat’ nasledovne:

Celkovy ¢as spotrebovany pri vyrobe < celkové dispozi¢né mnoZstvo vyrobného ¢asu.

2. Ako sme ¢inite'om obmedzeni = pri 8 hodinovej pracovnej zmene (bez prestojov) plati: vyrobny
cas = pocet strojov * 8 h. Obmedzujica podmienka bude preto definovana v tvare:

Celkovy cas spotrebovany pri vyrobe < 16 [hod.]

Pomocou prislusnych premennych by uz stacilo iba vyjadrit’ I'avu stranu podmienky.
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Pozor: je nutné kontrolovat, ¢i vysledny matematicky model obsahuje vSetky potrebné tzv.
obmedzujice podmienky, ktoré rozdel'ujeme na:
o Viastné obmedzenia (VO) - obvykle su zrejmé uz z definicie veobecného modelu ULP (napr.
neprekrocenie zasoby zdrojov, minimalne poZadované mnozstvo, neprekrocenie kapacity a pod.).
e Obligatne podmienky - ur€ujuce defini¢ny obor hodnot jednotlivych premennych (napriklad tzv.

podmienky nezapornosti (PN) —t.J. pripustné su iba nezaporné celé cisla).

Tvorba akéhokol'vek modelu je tvorivy proces. Obvykle sa nepodari model sformulovat
spravne na prvy pokus apreto sa moézeme vratit do predchadzajucich krokov jeho tvorby a
overujeme ich spravnost’. Je mozné aj napr. dodefinovat dalsie premenné v modeli.

1.2 MozZnosti overenia spravnosti zostavenia modelu ilohy LP

Ako si overovat’ sprdavmne zostavenie obmedzujucich podmienok v modeli LP? Jednym
z osvedCenych spdsobov je ich kontrola z hladiska fyzikalneho rozmeru jednotlivych ¢lenov
podmienky (napr. km / hod; m’; kusy vyrobku za pracovnii zmenu apod.). Znamena to, ze fyzikalny
rozmer jednotlivych ¢Cinitelov, ktoré navzijom scitavame alebo odc¢itavame, resp. ktoré
porovnavame, musi byt’ na pravej a l'avej strane podmienky vzdy Gplne rovnaky.
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2. FORMULACIA MODELOV ZAKLADNYCH TYPOV ULOH LP

V ramci operacnej analyzy sa najCastejSie prezentuje niekolko zdkladnych typov modelov
ULP. Definovanie rozhodovacich tiloh v praxi, je obvykle iba variantom ¢&i kombinéciou takychto
zakladnych typovych uloh. Na konkrétnych prikladoch si ukdZeme, ¢o je ULP, ako mozno zostavit
jej ekonomicky a matematicky model a ¢o ich jednotlivé prvky predstavuju. Ugelom je pochopit’
podstatu (typické vlastnosti a spolo¢né znaky) takychto typovych uiloh linedarneho programovania.

Priklad 1: Baliarne kavy planujii vyrobu 2 zmesi kavy (Z1=Mocca a Z2=Standard). Pre ich vyrobu
maju od doddvatelov zaistenu dodavku 3 druhov kdavovych zin s objemom K;=40 ton, K,=60 ton
a K3=25 ton. Jednotlivé druhy kavovych zrn sa odlisuju kvalitou, ale aj nakupnou cenou. Pri vyrobe
je nutné dodrzat’ technologické postupy urcujuce, aké podiely (napr. percentudlne) jednotlivych
druhov zin ma zmes obsahovat. Skladba oboch zmesi (v tondch kavovych zin na 1 tonu zmesi) a
dispozicné mnozstva kavovych zin su uvedené v Tabulke 1.1. Na zdklade vyrobnych ndkladov
a planovanej predajnej ceny zmesi bol vykalkulovany nasledovny zisk: zmes Z; prinesie planovany
zisk 2000 Eur/ 1 t a zmes Z, prindsa zisk 1400 Eur / 1 t zmesi. Uloha: naplanovat’ produkciu firmy
tak, aby bol jej celkovy zisk maximalny. Formulujte matematicky model ulohy.
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Polotovar Druh zmesi Kapacita
(vyrobny komponent) Mocca =71 Standard = Z2 [tony]
Kavové zrno - K1 0,5 0,25 40
Kavové zrno - K2 0,5 0,5 60
Kavové zrno - K3 - 0,25 25

Tab.1.1 Kvantitativne udaje ulohy
Riesenie:
Matematicky model tlohy je
maximalizovat’

z=2000.x,+1400.x, — MAX (UF)
za obmedzujucich podmienok
0,5.x,+0,25.x, <40

0,5.x,+ 0,5.x, <60 (VO)
0,25.x, <25
x 20, x,20. (PN)

a vyjadruje rieSenie problému urcéenia extrému (MAX/MIN) ucelovej funkcie (UF) pri respektovani
vSetkych obmedzujucich podmienok = vilastnych obmedzeni (VO) a podmienok nezdapornosti (PN).

10
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Ako sme vSak k takémuto matematickému modelu dospeli?

1. Ekonomicky model - definovanie a Struktira

Uvedené zadanie predstavuje stru¢ny popis rieSeného rozhodovacieho problému — tzv.
ekonomicky model. Predstavuje typickl podobu zadania ULP, ktoré obvykle obsahuje:

e Ciel’ analyzy — charakterizuje dosiahnutie stanoveného efektu. Priklad: cielom je naplanovat’
produkciu oboch zmesi kavy tak, aby bol dosiahnuty maximalny zisk.

e Popis procesov — ktoré v systéme prebichaju a maju vplyv na definovany ciel’ analyzy.
Priklad: mame 2 procesy — vyroba zmesi Z1 a Z2. Kazdému z nich je pritom mozné priradit’
jeho troven / intenzitu, s akou je realizovany — t.j. objem vyroby zmesi Z1 a zmesi Z2.

o Cinitele — v realnych tlohdch nemdZe byt Groven procesov alebo zdrojov nikdy neobmedzena,
vZdy su niecim limitované. Priklad: mame obmedzené kapacity vyrobnych cinitelov - kavovych
zrn K1, K2, K3. Popis ¢initel'ov ovplyviiujucich realizaciu procesu je neoddeliteI'nou sucast'ou
kazdého ekonomického modelu ULP.

e Vztahy medzi procesmi, ¢initel’mi a ciel’om - Casto vyjadrené v tvare urcitych koeficientov.
Priklad: opisané pomocou koeficientov spotreby jednotlivych vyrobnych cinitelov (= kavovych
zfn K1 — K3) na vyrobu jednotlivych druhov zmesi Z1 a Z2, ako aj pomocou koeficientov
v ucelovej funkcii, vyjadrujucich jednotkovy zisk).

11
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Cinitel Druh zmesi Kapacita, zasoba
(vyrobny komponent, polotovar) [tony]
Mocca Z1 = x; | Standard Z2 = x,
Kavové zrno - K1 0,5 0,25 40
Kavové zrno - K2 0,5 0,5 60
Kavové zrno - K3 - 0,25 25
Zisk [Eur /1 tona] 2000 1400

2. Matematicky model - ako transformacia ekonomického modelu

Tab.1.2 Ekonomicky model ulohy

Pre zopakovanie - pri tvorbe matematickych modelov realizujeme nasledovné kroky:

Identifikacia a definovanie h’adanych procesnych premennych - definovanie konkrétnych
procesov v modeli ako rozhodovacich premennych.

Definovanie ciel’a rieSenia - sformulovanie kriterialnej funkcie.

Formulacia vSetkych vyznamnych obmedzeni

ovplyviiujucich rozhodovacie premenné.

problému -

definovanie

Cinitel'ov

12
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1. Identifikacia procesnych premennych: v ekonomickom modeli mdame definované 2 procesy —
a preto kazdému z nich priradime jednu premennu, t.j. x;= mnozstvo vyrobenej zmesi Z1 a x,=
mno?Zstvo vyrobenej zmesi Z2 (v tonach) v navrhovanom vyrobnom programe firmy.

2. Definovanie ciel’a optimalizacie: kazdd vyrobena tona zmesi Z1 prinesie zisk 2000 Eur. Pri
vyrobe x; ton zmesi Z1 bude teda dosiahnuty zisk 2000.x; (Eur), rovnako vyroba x, ton zmesi Z2
prinesie zisk /400.x, (Eur).

Celkovy zisk z vyrobného programu (x; ton vyrobku Z1, x, ton vyrobku Z2) je potom mozné
zapisat’ formou linearnej rovnice v tvare
z=2000.x; + 1400 . x, > MAX,
ktort budeme nazyvat' icelova (kriterialna) funkcia (UF).

Jej koeficienty budeme nazyvat’ cenové koeficienty (t.j. ocenenie ich vyznamu — nie vzdy to
musia byt’ iba financie, ale aj iné parametre, napr. minimalny odpad, miera rizika, .....). V tomto
pripade sa jedna o funkciu typu maximaliza¢ného (pozadujeme MAX zisk)

3. Formulacia obmedzujicich podmienok: na vyrobu jednej tony zmesi Z1 sa spotrebuje 0,5 t
Cinitel'a K1 (kdvové zrna K1) a teda na vyrobu x; ton sa jej spotrebuje 0,5.x; ton. Analogicky na
vyrobu jednej tony zmesi Z2 sa spotrebuje 0,25 t ¢initel'a K1 a na vyrobu x; ton sa jej spotrebuje
0,25.x, ton.

13



Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Celkova spotreba cinitel'a K1, t.j. kdvovych zfn K1 je potom ur€ena suctom 0,5.x;+0,25.x,.
Spotreba vSak musi byt (<) dispoziénému mnozstvu (kapacite) Cinitela K1, ktorda je 40 ton.
Vyjadrenim takejto podmienky je linearna nerovnica v tvare

0,5.x; +0,25.x, <40.
Analogicky by sme ziskali aj tvar nerovnic vyjadrujacich vztahy medzi spotrebou a zdsobou
vyrobnych Cinitel'ov K2 resp. K3, ktoré by mali tvar
0,5.x; +0,5.x, < 60.
0,25.x, < 25.
Uvedené nerovnice predstavuji matematické vyjadrenie vSetkych Cinitel'ov definovanych
v ekonomickom modeli ulohy. Kazdému jednému ¢initel'u v rdmci ekonomického modelu teda
odpoveda jedna linedrna nerovnica (alebo rovnica), ktoré nazyvame vlastné obmedzenia (VO).

VO obvykle obsahuji dva druhy parametrov a to:

o Strukturne koeficienty — definujice vztah medzi Cinitelmi a procesmi (napr. potreba 0,5 t K1

na vyrobenie 1 t Z1, resp. 0,25 t K2 na vyrobu 1 t Z2) a

e hodnoty pravej strany — definujice absolutnu uroven Cinitel'ov (zdsoba K1, K2, K3).

V ULP sa obvykle definuji aj d’alsie podmienky, zaistujiice napr. nezapornost vietkych
Struktirnych premennych. Premenné v modeli maji vzdy urCit ekonomicku interpretaciu, kde sa
neuvazuje s ich zdpornymi hodnotami (objem produkcie, prepravny vykon, vyska investicie a pod.).

14
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Takéto podmienky st podmienky nezapornosti (PN) a pre priklad maju tvar
X1 >0 , X2 > 0.

Vlastné obmedzenia a podmienky nezapornosti budeme v rdmci LP nazyvat’ sithrnnym pojmom
obmedzujice podmienky. Vysledna podoba matematického modelu pre zadani ULP ma tvar:

z=2000.x, +1400.x, - MAX (UF)
0,5x,+0,25.x, <40

0,5x,+ 0,5.x, <60 (YO)
0,25.x, <25

x=20, x,=0. (PN)

Matematicky model ULP vyjadruje rieSenie problému uréenia extrému (MAX/MIN) ucelovej
funkcie 7z (UF) pri reSpektovani obmedzujiicich podmienok, tj. viastnych obmedzeni (VO)
a podmienok nezapornosti (PN).

Z matematického pohl'adu sa pri rieseni ULP jedna o urenie hodndt premennych x; a x,, tak
aby neboli porusené VO ani PN a aby bola hodnota UF maximalizovana. Prakticky to znamend:
ngjst’ taki kombinéciu premennych x; a x,, aby boli splnené¢ vSetky VO a PN, ale aby zéaroven
dosiahla UF maximalnu (vo vieobecnosti extrém MAX alebo MIN) moznti hodnotu.
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Pre ilustraciu uvedieme prehlad niektorych moznych rieSeni ULP:

V Tabulke 1.3 je uvedenych niekol’ko kombinacii premennych x; a x, — t.j. vektorov rieSeni
ULP v tvare x” =(x,,x,). Ukézme si, &i vietky spifiaju obmedzujiice podmienky zadanej ulohy.

Tabul’ka obsahuje: oznacenie rieSenia, hodnoty premennych, zostavajucu (nevyuziti) kapacitu
¢initel'ov alebo naopak jej nedostatok (hodnoty ziskané porovnanim l'avej a pravej strany VO) a tiez
vyslednt hodnotu uéelovej funkcie (ZISK), uréenti dosadenim hodnét premennych do UF.

L Premenné Zostatok (+) / nedostatok (-) Zisk
RieSenie [tony] kapacit [tis. Eur]
71=x, 72=x, K1 K2 K3
X' 0 0 40 60 25 0
X’ 80 0 0 20 25 160
X 0 100 15 10 0 140
x' 50 50 25 10 12,5 170
X 80 20 -5 10 20 188

Tab.1.3 Pripustné a nepripustné riesenia ulohy

e Riesenie x' vyjadruje situaciu, kedy sa ani jedna zo zmesi Z1 a Z2 nevyradba — a teda sa ani
ziadny z vyrobnych Cinitel'ov (kdvovych zfn) nespotrebovava a zisk je nulovy.
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e Riefenia x” resp. x’ ukazuju maximalnu mozné produkciu zmesi Z1 resp. Z2 (maximalnu
vzhl'adom k zadanym dispozi¢nym mnoZstvam). Zmesi Z1 nemdze byt vyrobenej viac ako 80
ton, pretoze by k tomu nestacila kapacita kavovych zin K1. Podobne zmesi Z2 nie je mozné
vyrobit’ viac ako 100 ton, kvoli obmedzenej kapacite kdvovych zfn K3. V prvom pripade je
zisk 160 tis Eur, v druhom bude zisk 140 tis Eur. Znamena to, Ze rieSenie x” je lepsie ako x°. Je
vSak l'ahko dokazateI'né€, Ze sa nejednd o najlepSie mozné rieSenie.

e RieSenie x* je toho dokazom. V ramci neho sa vyraba 50 ton zmesi Z1 a rovnaké mnoZstvo
zmesi Z2, pricom takyto vyrobny program prinaSa zisk 170 tis Eur. VSetky uvedené rieSenia
patria do mnozZiny tzv. pripustnych rieSeni.

Pripustné rieSenie ULP: také rieSenie x, ktoré vyhovuje vSetkym obmedzujiicim podmienkam
ulohy, t.j. vSetky VO, ako aj PN su splnené.

e RieSenie X’ — situdcia je nepripustna — nakol’ko vyroba 80 ton Z1 a 20 ton Z2 by vyzadovala az

45 ton vyrobného cCinitel'a K1 — avSak také mnoZzstvo K1 k dispozicii nie je (K1=40 t).

S ohl'adom na kritérium rozhodovania — t.j. hodnotu ucelovej funkcie z ako najlepSie rieSenie
vychadza x* (pokial’ neuvazujeme riesenie x°, ktoré viak nie je pripustné). Ani rieenie x* viak
s vel'’kou pravdepodobnost’ou nebude este rieSenim optimalnym (ani jeden z vyrobnych Cinitel'ov nie
je v tomto rieSeni plne vyuZity).
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Optimalne rieSenie ULP: je pripustné rieSenie s najlepSou hodnotou uiéelovej funkcie, tzn.
s najvy§Sou hodnotou UF v pripade maximalizaénej illohy resp. najniiSou hodnotou UF v pripade
ulohy minimalizacnej.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Priklad 2: Podnik vyraba dva druhy vyrobkov V1, V2. Tabulka I udava spotrebu surovin S1 a S2 v
[kg] potrebnych na vyrobu 1 ks vyrobku. Zisk z jedného vyrobku VI je 18 Eur, zisk z jedného

vwrobku V2 je 8 Eur. V tabulke je uvedené aj mnozstvo surovin, ktorymi podnik disponuje. Uloha:

urcit’ tzv. optimdlny vyrobny plan tak, aby podnik dosiahol maximadlny moZny zisk.

Vyrobok 1 (V;=x;) | Vyrobok 2 (V,=x;) Zasoba
Surovina 1 (S)) [kg/ks] 4 2 2 000
Surovina 2 (S;) [kg/ks] 4 1 1 600
Zisk [Eur/ks] 18 8 MAX

Riesenie:

Tab.2.1 Ekonomicky model ulohy

Podstatu rozhodovacieho problému sa snazime vyjadrit’ matematickymi prostriedkami a preto

musime najskor identifikovat’ a zadefinovat’ vyznam premennych (tzv. riaditel’nych vstupov). Pre

zadany problém plati: premenna x; znamena pocet vyrobenych vyrobkov V;, prei= 1,2, tzn.

X] = V], Xy = Vz.

Z vyznamu premennych je zrejmé, pre€o musia platit’ aj podmienky nezdpornosti v tvare

XiZO

, prei=1,2.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Okrem toho je potrebné sformulovat’ aj viastné obmedzenia. Napriklad linedrny vyraz
4.x1+2.x,
vyjadruje mnozstvo suroviny S; [kg] potrebné na vyrobu x; vyrobkov V; a x, vyrobkov V,.
Mnozstvo pouzitej suroviny S; vSak nemdze prevysit jej tzv. disponibilné mnozstvo, t.j. zasoby
suroviny, ktoré mé podnik na zadané obdobie k dispozicii. Obmedzujiuca podmienka potom bude
4x; + 2x, < 2 000.
Rovnako je mozné ziskat’ aj obmedzujicu podmienku pre spotrebu suroviny S,, ktord ma tvar
4x; + x, <1 600.
VyZzadujeme maximalny zisk, preto bude #éelovd funkcia typu maximaliza¢ného a plati
z = 7(x;, X3) = 18x; + 8x, > MAX

a hovorime o tzv. maximalizacnej tilohe.

Matematicky model ulohy ma tvar:

maximalizovat’
z =18.x,+8.x, > MAX (UF)
za obmedzujucich podmienok
4x +2x, <2000
4x,+ x, <1600 (49))
x,20, x,20. (PN)
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Priklad 3: Podnik mad vytvorit’ krmnu zmes, ktora bude obsahovat’ aspon 308 mg vapnika a aspon
214 mg horcika. Pouziva pritom dva typy krmiv. Jeden kilogram krmiva K; obsahuje 10 mg vapnika,
8 mg horcika a stoji 5 Eur. Jeden kilogram krmiva K, obsahuje 8 mg vapnika, 1 mg horcika a stoji
0,8 Eura. Uloha: stanovit’ zlofenie vyslednej kimnej zmesi tak, aby ndklady na jej zaobstaranie
boli ¢o najmenSie. Vytvorte matematicky model ulohy.

RieSenie:
Zadané tdaje je mozné previest’ do formy tabulky (ako ¢ast’ vieobecného modelu ULP) a plati
Krmivo 1 (K;=x;) Krmivo 2 (K;=x;) Min. mnoZstvo
Vapnik [mg/kg] 10 8 308
Horcik [mg/kg] 8 1 214
Naklady [Eur/kg] 5 0,8 MIN

Tab.3.1 Ekonomicky model ulohy
Riesenie:
Premenné x; vyjadruji mnozstvo (v kg) krmiva K; vo vyslednej zmesi, i = /,2. RieSenie ulohy

potom predstavuje vektor x=(x;,x,), ktory nazyvame vektor rieSeni x.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Je zreymé, Ze ak sa pouzije x; [kg] krmiva K, a x, [kg] krmiva K, bude mnozstvo véapnika resp.
hor¢ika vo vyslednej zmesi nasledovné:
Ca: 10.x; + 8.x,,
Mg: 8x;+ X,
V suvislosti s minimalnym poZadovanym mnozstvom vépnika a horcika vo vyslednej zmesi,
budu mat’ vysSie uvedené vlastné obmedzenia tvar
Ca: 10.x; + 8.x, > 308,
Mg: 8x;+ x;2>214.
Aj v tomto pripade je logické vyZadovat splnenie podmienok nezapornosti v tvare x; =0, pre i
= [,2, pretoze nie je mozné vyuzit zaporné¢ mnozstvo krmiva.
Celkové naklady na zaobstaranie kfmnej zmesi su uréené ucelovou funkciou v tvare
z=1(x; x3) =5.x; + 0,8.x, > MIN,
ucelova funkcia je typu minimalizaéného a hovorime o tzv. minimaliza¢nej ulohe. Matematicky
model ulohy:
z = 5x+0,8x, > MIN

10.x, +8.x, = 308
&x, + x, =214

x, 20, x,20.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Priklad 4: Uvazujme, ze mdame k dispozicii dostatocné mnozstvo zdkladnych ldn o dizke 32 m. K
dalSiemu pouZitiu potrebujeme aspon 12 ks lan s dizkou 20 m, najmenej 20 ks lin dlhych 11 m a
najmenej 26 ks lan s dizkou 6 m. Uloha: stanovit’ optimdlny plin (skladbu) rezania vzhl’adom
k poZiadavke vzniku minimdlneho odpadu. Zostavte adekvatny matematicky model ulohy.

RieSenie:

Najskor musime urcit’ jednotlivé rezné plany (t.j. spdsoby, ktorymi je mozné zakladné lana
s dizkou L=32 m rozrezat’ na kusy dizky L1=20 m, L2=11 m a L3=6 m) a stanovit, aky podet
zakladnych lan kazdym z tychto spdsobov rozrezeme. Zostavime tabul’ku reznych planov (Tab.4.1).

Zikladnd dlka L= 32 [m] Rezny plan PoZadované
L 1L 111. V. V. mnozstvo
L;=20 [m] 1 1 0 0 0 12
L,=11 [m] 1 0 2 1 0 20
L;=6 [m] 0 2 1 3 5 26
Odpad [m] 1 0 4 3 2 MIN

Tab.4.1 Tabulka reznych planov zo zadania prikladu
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Napriklad: rezny plan I znamena, Ze zo zakladného lana o dizke L=32 m nareZzeme 1 ks 20 m
dlhého lana (L,), 1 ks 11 m dlhého lana (L,) a zostane odpad dizky 1 m. Vyznam ostatnych reznych
planov je mozné interpretovat’ analogicky. Teraz mézeme definovat’ ekvivalentny matematicky
model takto formulovaného rozhodovacieho problému.

Premenné x; predstavuju pocet zakladnych 32 m lan rozrezanych podla i-teho rezného planu,
pre i=1,2,...,5. RieSenie rezného problému reprezentuje vektor x = (x;, x5, X3, X4 X5).

Ak rozrezeme x; zékladnych lan podl'a rezného planu I, .......... az X5 lan podl'a rezného planu
V, potom celkom narezeme
X, +x, ks 20 m dlhych 1an (L,)
X, +2.x, + X, ks 11 m dlhych lan (L,) .

2x,+ x;+3x, +5x; ks 6 mdlhychlan (L,)

a po rezani zostane odpad s celkovou dizkou (v metroch)
z=x+4x,+3x, +2x;, — MIN

Aj vtomto pripade su vyzadované podmienky nezapornosti v tvare x; = 0, pre i=1,2,...,5,
pretoZe ziadnym zo spdsobov nie je mozné rozrezat’ zdporné mnozstvo zdkladnych lan.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Matematicky model ulohy:

z =X +4.x,+ 3.x, +2x;, — MIN
5 1R 3% >12
X, +2.x, + X, >20

2x, +x;+3x, +5x, 226

x 20, x,20, x;20,x, 20, x, =20, tzn. x, 20, prei=12,..., 5.

Priklad 4a: Modifikujme zadanie Prikladu 4. Vsetky predpokiady aj poziadavky zostavaju nezmenené,
iba zmenme kritérium optimality. Uloha: stanovit® optimdlny plin (skladbu) rezania vzhl'adom
k pofiadavke minimdlneho poctu spotrebovanych zdikladnych lin o dliike L=32 m. Zostavte
adekvdtny matematicky model ulohy.

Riesenie: Matematicky model sa od predchadzajiiceho bude lisit’ iba tvarom ucelovej funkcie a plati
z=x+x+ x+ x,+ x;—> MIN

X, +x, >12
X, +2.x, + X, >20
2x, +x;+3x, +5x; 226

x20, x,20, x;,20,x, 20, x;, =20, tzn.x, 20, prei=1,2,..., 5.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Priklad 5: Podnik vyrdaba 2 typy vyrobkov V; a V, v dvoch prevdadzkach P; a P,. Za jeden vyrobok
V, realizuje zisk 10 jednotiek, za jeden vyrobok V, zisk 12 jednotiek. Kapacita prevadzky P, staci na
vyrobu 6 vyrobkov V; na zmenu alebo vyrobu 12 vyrobkov V, na zmenu. Kapacita prevadzky P, je
alebo 12 vyrobkov V, alebo 8 vyrobkov V.na zmenu. Uloha: naplinovat’ vyrobu (uréit’ pocty
vyrobkov V; a V) tak, aby podnik dosiahol maximadlny zisk. Definujte matematicky model ulohy.

Vyrobok V; Vyrobok V, Kapacita prevadzky
Prevadzka P; 6 12 1
Prevadzka P, 12 8 1
Zisk 10 12 MAX

Tab.5.1 Tabulka kapacitou obmedzeného vyrobného planovania
Riesenie:
Po formélne spravnom zapise ULP do tabul’ky je tvorba matematického modelu jednoduchsia.
Identifikdacia premennych: h'adanému poctu vyrabanych vyrobkov V; priradime premennt x;
a hl'adanému poctu vyrobkov V, premennu x, . Je potom zrejmé, ze ticelova funkcia bude mat’ tvar
z = 10x, +12.x, > MAX .
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Obmedzujice podmienky: si definované mnozinou tzv. viastnych obmedzeni - vyjadrujicich
nemoznost’ prekrocenia disponibilného mnozstva (zasoby) surovin

e pre prva prevadzku v tvare % + f—; <1 a
4 r 'xl x2
e pre druhu prevadzku v tvare TR

Z podstaty ulohy vyplyvaja aj podmienky nezapornosti — vyjadrujice skutocnost’, Ze pocet
vyrobkov nemoze byt reprezentovany zapornou hodnotou a preto musi platit’
x> 0, x, =2 0.

Uéelovd funkcia: pre zmenu uvedieme model vo forme maticového zapisu (UF), (OP) v tvare

L
6 1 o
1 1 - !
X 17 g <
z=[10, 12].|"] > MAX 128 5] =)
X5 al 1 oll% > |0
>| |o
0 1
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Priklad 6: Opravoviia robi 3 druhy oprav O, O,, Os, na ktoré spotrebovava 2 druhy suciastok S; a
Sy. Zisky z jednotlivych oprav su po rade 54, 45 a 52 jednotiek. Na opravu O, (1.typu) sa pritom
spotrebuju 2 suciastky S; a 3 suciastky S,, na opravu O, je potrebna 1 suciastka S; a 2 suciastky S, a
na Oj potrebujeme 3 suciastky S; a 2 suciastky S,. Na sklade je k dispozicii 600 suciastok S; a 800
suciastok S, . DalSou poZiadavkou je, Ze pre zabezpecenie efektivnosti fungovania organizdcie je
potrebné zabezpecit minimdlne 50 oprav Oy, 100 oprdav O, a 80 oprdv O;. Uloha: naplinovat’
Ppocty opray tak, aby zisk za ich vykonanie bol maximadlny. Definujte matematicky model uilohy.

Oprava O; = x; | Oprava O,= x, | Oprava O;= x3 Zasoba
Suciastka S, 2 1 3 600
Suciastka S, 3 2 2 800
Minimalny pocet oprav 50 100 80
Zisk 54 45 52 MAX
Tab.6.1 Tabulka vstupnych parametrov ulohy
Riesenie:

Ide o casta tlohu urcenia optimalneho planu vyroby pri obmedzenych zasobach (surovin,
suciastok) a definovanou hodnotou velkosti riadenych premennych. Matematicky model:
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

z = 54.x +45.x,+52.x; > MAX
2x, + x, + 3.x; <600
3.x, +2x, + 2.x, <800

50

100

80

\

X

\%

X,

ol
2

Priklad 7: Velitel’ ma za ulohu ochranit’ zakladnu pred leteckym utokom. K dispozicii ma 5 kusov
typov rakiet R; a R,. Instaldcia jednej rakety R; stoji 7 jednotiek nakladov, pre R, stoji inStalacia
8,5 jednotiek. K dispozicii ma celkom 60 jednotiek nakladov. Jedna raketa R; vyzaduje obsluhu 6
0sob, jedna raketa R, obsluhu 2 o0sob. K dispozicii ma 32 vycvicenych osob. V pripade, Ze by
zakladna nebola vobec chranend, je predpoklad jej znicenia 95%. Jednd raketa R; je schopna
pokryt ochranu 13%, raketa R, pokryva 9% vizemia zdkladne. Uloha: pri zadanych poltoch rakiet,
0s0b a nakladovych jednotiek zabezpecit’ maximalnu moZnu ochranu objektu.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Raketa R; = x; Raketa R, = x, Zasoba
Naklady 7 8,5 60
Obsluha 6 2 32
Zasoba 5 5
Ochrana (%) 13 9 MAX
Tab.7.1 Tabulka vstupnych parametrov ulohy
RieSenie:
z = 13.x, + 9x, > MAX
prip. z = 95-13.x, — 9.x, - MIN
Matematicky model: 7% +85x, < 60
6.x, + 2.x, <32
0 < x <5
0 < x, <5
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Priklad 8: Pri odstranovani ndsledkov Zivelnej pohromy je potrebné vykonat zemné prace.
Z prostriedkov, ktoré su k dispozicii mozno zostavit 5 funkcnych strojovych zostav. Vychodiskové
iidaje vo forme vieobecného modelu sii spracované v tabulke. Uloha: uréit’ kolko a ktorych zostdv

je vhodné vytvorit’, aby celkovy vykon jednotky za zmenu bol maximdalny.

Stroj Zostava Stroje k dispozicii
7i.=x1 | Zn,=%Xy | Z3=X3 | Z4=X4 | Z5=X5
Autorypadlo 1 1 1 - 8
Automobil sklapaci 3 4 3 4 - 16
Buldozér - - 1 1 1 10
Vykon (m’/zm) 60 75 70 88 8 MAX
Tab.8.1 Tabulka vhodnych druhov strojovych zostdav
RieSenie:
Z =60.x,+75.x, +70.x, +88.x, +8.x;, = MAX
X+ x, + x5 +x <8
Matematicky model: 3.x 4+ 4.x,+ 3x, +4.x, <16
<10

5y A 35 R 35

x20, x,20, x;,20, x,20, x, =20
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Priklad 9: Stavebna firma pracuje na troch roznych stavbdach v miestach A, B a C. V dalsom tyzdni
je potrebné na tieto stavby zabezpecit doddavky beténu o objeme 45 m’ pre stavbu A, 30 m’ pre
stavbu B a 60 m’ pre stavbu C. Firma vlastni dve betondrky, ktoré mézu v poZadovany tyzdeii pre
ucely stavieb A, B a C poskytovat najviac 80 m’ (Betondrka 1) a 65 m® (Betondrka 2). Néklady na
prepravu jedného m’ beténu boli vykalkulované pre kazdii moznii trasu prepravy, tj. z kazdej
betondrky na kazdi zo stavieb. Tieto ndklady sii uvedené v tabulke 9.1. Uloha: zabezpedit’ stavby
pozadovanym mnoZstvom betonu tak, aby celkové ndaklady na jeho prepravu boli ¢o najniZSie.

RieSenie:
1. Neriaditel'né vstupy (koeficienty ulohy)

Vsetky neriaditel'né vstupy analyzovanej tilohy mézeme zapisat’ do tabul’ky:

Néklady v Eur / m’ Stavba A Stavba B Stavba C Kapacita [m’]
Betonarka 1 120 85 105 80
Betonarka 2 90 145 160 65
PoZiadavky [m’] 45 30 60

Tab.9.1 Suhrn udajov dopravnej ulohy (neriaditelné vstupy)
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Casto mdze pochopenie zavislosti a vztahov v rieSenej ulohe vyrazne ulahcit’ grafické
znazornenie. Pre nas rozhodovaci problém je zadana situdcia zndzornend na Obrazku 1.

@ 1. betonarka

05 2. betonarka

Obr.1 Grafické zndzornenie dopravnej ulohy

Z nakresu vyplyva, Ze prepravu betonu medzi 2 betonarkami a 3 stavbami je moZzné uskuto¢nit’
po celkom Siestich r6znych trasach (Sipky v obrazku) s ur¢enymi jednotkovymi nakladmi, t.j. podl'a
Tab. 9.1, ktoré st prepoéitané na 1 m’ prepravovaného beténu.

2. Definovanie premennych (riadite'né vstupy)

Otazka: Kol’ko a aké Ciselné idaje musime poznat’ na to, aby bola tloha vyrieSend?
Riesenie problému: ak ur¢ime mnozstvo betonu, ktoré je nutné previezt’ po jednotlivych trasach.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Pre kazdu jednu moznu trasu preto zadefinujeme jednu premennu, ktord bude vyjadrovat
mnoZstvo beténu [m’] prepravovaného po tejto trase. Celkom bude est’ premennych, ozn. Xt

X[ g eeeen podet m’ betonu prepraveného z 1. betonarky na stavbu A,
X712 eeenne pocet m’ betonu prepraveného z 1. betonarky na stavbu B, ...
Vseobecne: X;; ... pocet m’ beténu prepraveného z i-tej betonarky na j-tu stavbu.

3. Ciel’ realizovanej analyzy (cielové kritérium)

Cielom firmy je minimalizacia celkovych dopravnych nakladov pri preprave betonu. Uéelova
funkcia modelu musi preto tieto ndklady vyjadrovat’ a musi teda platit”:

Celkové dopravneé naklady = sucet nakladov na vsetkych trasdach, priCom plati:

Naklady na jednej trase = ndklady na prevoz 1 m’ * pocet vezenych m’ beténu.

Napriklad:
- dopravné ndklady na trase z 1. betondrky na stavbu A buda 120* x; ;
- dopravné ndklady na trase z 2. betonadrky na stavbu C budit 160* x; ;

Ugelova funkcia z, vyjadrujuca celkové dopravné naklady bude potom v tvare:

z=120 )C])[‘f‘ 85 X712 + 105 X713 + 90)62’1 + 145 X22 + 160 X2 3 (91)

Funk¢nt hodnotu funkcie z sa musime pri rieSeni vysledného modelu snazit’ minimalizovat’.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

4. Obmedzujuce podmienky
Zo zadania vyplyvaju isté obmedzenia a to, Ze pri preprave musime:

e neprekrocit’ kapacity jednotlivych betondrok (zdrojov);
e splnit’ poZiadavky vSetkych stavieb (zdakaznikov).

Uvedené obmedzenia je potrebné sformulovat’ do podoby obmedzujucich podmienok:

4.1 Kapacitné obmedzujuce podmienky

Betondrka 1 mdze poskytovat’ najviac 80 m’ a Betondrka 2 najviac 65 m® beténu. Znamena to,
ze celkové mnozstvo betdnu vyvazané z kazdej z betondrok nesmie prevysit uvedené kapacity:
- celkové mnoZstvo beténu vyvizané z 1. betondrky (v [m’]) < 80 ;

- celkové mnozstvo beténu vyvizané z 2. betondrky (v [m’]) < 65 .

Z Betonarky 1 vyvézame x; | m’® beténu na stavbu A, X1 m’ na stavbu B a x 13 m’ na stavbu C.
Celkom teda z prvej betonarky vyvazame (x;;+ x;, + x;3) m’ betonu. Podobne z Betondrky 2
vyvazame (x,; + x5+ x ;) m’ betonu. Vysledné kapacitné podmienky zapiseme v tvare:

X7t x50+ x5 <80
x2’1+x2,2+x2,3 <65 (92)
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

4.2 Podmienky zabezpecujuce splnenie poZiadaviek jednotlivych stavieb

Stavby A, B a C pozadujii po rade 45, 30 a 60 m’ betonu. Celkové mnoZstvo betonu dovezené
na tieto stavby z oboch betonarok musi splnit’ uvedené poziadavky:
- celkové mnozstvo beténu dovezené na stavbu A (v [m’]) > 45 ;
- celkové mnozstvo beténu dovezené na stavbu B (v [m’]) > 30 ;

- celkové mnozstvo beténu dovezené na stavbu C (v [m’]) > 60 .

Na Stavbu A privazame z Betondrky I x; ;m’ betonu a z Betondrky 2 privazame x, ; m’ betonu.
Celkom teda na Stavbu A privazame (x; ;+ x5 ;) m® betonu. Podobne na Stavbu B privazame (x;, +
X25) m> a na Stavbu C (x;; + x;3) m’ betoénu. Vysledné podmienky zabezpelujuce splnenie
poziadaviek jednotlivych stavieb budu v tvare:

x1,1+x2,1 245
XI,2+)C2)2 230
X713 +X2’3 > 60 (93)

5. Podmienky nezapornosti

Nie je mozné prevazat’ zaporné mnozstvo betonu, preto pre premenné v modeli musi tiez platit’:

x;20, prei=12;7=123 (9.4)
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6. Vysledny linearny matematicky model

Rozhodovacim problémom je urcenie spdsobu zasobovania stavieb pozadovanym mnozstvom
betonu tak, aby celkové ndklady na jeho prepravu boli minimélne. Z hladiska matematického
modelovania sa opdt jednd o ulohu nijdenia minimélnej hodnoty ucelovej funkcie (9.1) pri
reSpektovani viastnych obmedzujucich podmienok (9.2), (9.3) a podmienok nezapornosti (9.4).

minimalizovat’
z=120.x,, +85.x,, +105.x,; +90.x,, +145.x,, +160.x,, — MIN 9.1

za obmedzujucich podmienok

Xy, + X, + x5 <80

X, F X,y + X, S65 9.2)
X, +x, 245
X, +Xx,, 230
X3 +X,5 260 (9.3)
x,20, x,2>20,x;2=0, x,,20,x,, 20, x,, >0 9.4

ty. x,20, prei=12;j=1,2,3.
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Model bude mat’ nasledujucu podobu (skrateny zépis pomocou sumacie):

minimalizovat’

3.3
z=3 > c.x; — MIN

i=1 j=1

za obmedzujtcich podmienok

3
2x; =1, prej=123

3
2x; =1, prei=12,3

x; e{O;l}, prei=12,3; j=1,2,3.

(10.1)

(10.2) Opravit' na DU

(10.3)

(10.4)
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Priklad 10: Auto poZicovna dostala objedndvky na zapozicanie vozidiel s luxusnym vybavenim od
troch zakaznikov. K dispozicii ma prave tri vozidla poZadovanej kategorie, avsak kazZdeé je
umiestnené v inej filialke alokovanej v roznych castiach regionu. Vozidla maju byt zdkaznikom
pristavené pred dom a za tuto zvldastnu sluzbu firma uctuje pausalny poplatok. Hlavny dispecer
firmy si zistil vzdialenosti medzi sidlom kazdého zakaznika a kazdej filialky (Tab.10.1). Rozhodnutie,
ktoré ma dispecer vyriesit znie: 7 ktorej filialky ma byt’ pristavené auto ktorému zakaznikovi tak,
aby bolo priradenie vykonané s ¢o najnizSimi ndakladmi pre firmu (tj. aby bolo pri presune
vozidiel na miesto urcenia prejdenych ¢o najmenej ,,neplatenych“ kilometrov.

Vzdialenosti v km Zakaznik 1 Zakaznik 2 Zakaznik 3
Filialka 1 28 8 36
Filialka 2 24 28 12
Filialka 3 44 20 27

Tab. 10.1 Vzdialenosti zakaznikov a filialok firmy (cij)
Riesenie: Prirad’ovacia uloha je v podstate iba Specidlnym pripadom tlohy dopravnej, kedy plati:
pocet zdrojov aj zakaznikov je rovnaky a poZiadavky kaidého zdkaznika a zaroven kapacity
kaZdého zdroja sui rovné jednej (tzn. vsetci maju rovnaké poziadavky aj kapacity).
39



Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Zo zadania ulohy vyplyva: poziadavky zékaznikov nie je mozné delit, t.j. napriklad splnit
poziadavky urcitého zakaznika tak, ze mu splnime jednu cast’ jeho poziadavky z jedného zdroja
a d’alSiu Cast’ zo zdroja in¢ho. Znamena to, Ze nas nezaujima aku Cast’ poziadaviek zdkaznika
splnime z daného zdroja, ale iba to, ¢i budeme jeho poziadavku z daného zdroja uspokojovat’ alebo
nie — t.j. prirad’ujeme jeden cely zdroj k jednému celému poZiadavku.

1. Neriaditel’né vstupy (koeficienty ulohy)

Pre kazdu dvojicu zdroj - zdkaznik mame iba dve moznosti: bud’ bude zdkaznik z tohto zdroja
vybaveny (v naSom priklade dostane z danej filidlky auto) alebo vybaveny nebude (auto dostane
odinakial’). Na zaklade toho je moZzné zadefinovat’ premenné pre model tejto tlohy.

2. Definovanie premennych (riaditelné vstupy)

Otazka: z ktorej filialky pojde auto k danému zdkaznikovi. Takato formulacia by sa tazko
vyjadrovala vo forme premennych a preto to vyjadrime mierne inak: Musime poznat’, ¢i urcita
filialka pristavi vozidlo urcitému zakaznikovi alebo nie.

Pokial’ budeme takuto informéciu poznat’ tloha je vyrieSend. Znamena to, ze pre kazdé mozné
priradenie jednej filidlky (t.j. konkrétneho automobilu) a jedného zdkaznika definujeme vzdy jednu
premennu, ktord bude vyjadrovat’ iba dve moZnosti, ktoré mozu nastat a to: priradenie sa
uskutocni (hodnota premennej = 1) alebo priradenie sa neuskutocni (hodnota premennej = ()).
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V danej ulohe existuje celkom 3 x 3 = 9 moznych variantov priradenia vozidiel a zdkaznikov.
Preto bude v modeli pouZitych celkom devit’ premennych x; s nasledovnym vyznamom:
e x;;=1...auto zi-tej filidlky pristavime k j-temu zakaznikovi,

e x;; =0 ....auto z i-tej filidlky nepristavime k j-temu zakaznikovi;
pre i = 1,2,3 (filidlky) aj = 1,2,3 (zédkaznici).

Z hladiska typu pouzitych premennych sa jednd o celo¢iselné premenné (nesmu nadobudat’
iné ako celociselné hodnoty) a v tomto pripade hovorime o tzv. bivalentnej (dvojhodnotovej, nula -
jednotkovej) celocCiselnej premennej.

3. Utelova funkcia (ciel'ové kritérium)

Cielom autopozicovne je minimalizacia celkového poctu prejdenych (beplatenych) kilometrov
pri pristavovani vozidiel k zékaznikom. Udelovd funkcia modelu priradovacej tlohy preto musi
najazdené kilometre vyjadrovat’ a plati:

Celkom najazdené kilometre = sucet najazdenych kilometrov na jednotlivych trasach,
a kde zaroven plati, zZe:

najazdené kilometre na jednej trase = dizka tejto trasy * rozhodnutie, ¢i bude trasa vyuzitd alebo

nebude (t.j. formou bivalentnej (0 — 1) rozhodovacej premennej).
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Napriklad:
e ak priradime auto z Filialky 1 napr. Zdakaznikovi 3, bude x; ;= 1, a teda najazdené kilometre
budu: 36 * x; ;=36 *1=136
e ak auto z Filialky 1 Zakaznikovi 3 nepriradime, bude x; ; = 0, a teda najazdené kilometre
budi: 36 *x;;=36*0=0

Ugelovu funkciu z vyjadrujicu celkom najazdené kilometre je mozné teda zapisat’ v tvare:

z=28 X1’1+8 XI,2+36 X1,3+24 XZ,1+28 X2,2+12 X2'3+44 X3,1+20 X3’2+27 X33 (101)

Funk¢ntl hodnotu takejto funkcie budeme pri rieSeni takto zadaného modelu minimalizovat’.

4. Obmedzujuce podmienky

Zo zadania vyplyva, ze pri pristavovani automobilu musime dodrzat’, aby:
a) kazdy zakaznik dostal aspon jedno vozidlo;
b) kazda filiAlka mé6zZe poskytnit’ najviac jedno vozidlo.
Takéto obmedzenia sformulujeme v podobe nasledovnych obmedzujucich podmienok:

4.1 Splnenie poZiadavku zakaznikov

Kazdy zakaznik dostane aspon jedno vozidlo, t.j. asporii z jednej filialky musi byt automobil
zdkaznikovi priradeny. Znamena to, ze aspon jedna z premennych x; musi byt pre dan¢ho j-teho
zékaznika rovna jednej. Tato skuto¢nost’ musi platit’ pre vSetkych zakaznikov a preto plati:
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Xt Xtz 21
Xp2t Xt x3,21
x1,3+x2,3+x3,3 >1 (102)

4.2 Neprekrocenie kapacit filialok

Kazda filidlka méze poskytnit’ najviac jedno vozidlo, t.j. z jednej filialky moZe byt’ priradeny
automobil najviac jednému zdkaznikovi. Znamena to, ze najviac jedna z premennych x; moze byt
pre danu i-tu filidlku rovnd jednej. Tato skutocnost’ musi platit’ pre vSetky filidlky a preto plati:

Xt x;tx3<1
Xop T X2+ x5 <1
X317 +X3)2+)C3’3 <1 (103)

4.3 Obligdatne podmienky

Premenné definované v modeli m6zu nadobudat’ iba dve hodnoty, a to 0 alebo 1 a preto plati:

x;e{0;1}, prei=123; j=123 (10.4)
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5. Vysledny linearny matematicky model ulohy

minimalizovat’
z=28x, +8.x,+36.x; +24.x,, +28.X,, +12.x,; +44.x,, +20.x,, +27.x;;, — MIN (10.1)

za obmedzujucich podmienok
Xy X, +x;5, 21
Ry 35 T3 2= (10.2)
X3+ Xy +X5; 21
Xy tx, +x; <1
Xy + Xy + X, <1

Xy, F X3, +x35 <1 (10.3)

X; 6{0;1}, prei=123;j=1,2,3. (10.4)

Skutocnost, ze kazdy zédkaznik musi dostat’ aspoii jedno vozidlo, je mozné v tomto pripade
chapat’ aj tak, Ze kazdy zakaznik musi dostat’ prdve jedno vozidlo.

A podobne to, ze kazda filidlka moéze poskytnut’ najviac jedno vozidlo, je vzhl'adom k tomu,
ze vozidiel je presne tol’ko ako zdkaznikov mozné chépat’ aj tak, Ze kazda filidlka musi poskytnat’
prave jedno vozidlo.
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Model by potom mal nasledujicu podobu (skrateny zapis pomocou sumaécie):

minimalizovat’

3 3
z=32.¢;.x; — MIN

i=1 j=I

za obmedzujticich podmienok

DM

x;,=1 , prej=L2,3

1

—_

3
2x; =1, prei=1,2,3

~

=

g e{0;1}, prei=123;,=1,2.3.

10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)
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3. VSEOBECNY MODEL ULOHY LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Pomocou linedrneho programovania je mozné urCovat optimalne rieSenia velkej skupiny
praktickych rozhodovacich problémov. Zalezi iba na schopnosti sformulovat slovne zadany
problém, definovat’ prislichajici ekonomicky model a zostavit’ jeho adekvatny matematicky model
tak, aby s pozadovanou presnostou vystihoval podstatu rieSeného rozhodovacieho problému.

Pri zostavovani modelu tlohy LP sa osvedc¢ila nasledujica postupnost’ krokov :

1. Definovanie ekonomického modelu - slovné zadanie a formulacia ciel’a rieSenia.

2. Formalizacia ekonomického modelu — zapis premennych, ¢initePov a vztahov medzi nimi
do tabulky.

3. Zostavenie matematického modelu tlohy - obsahuje dve zakladné casti :
L. ucelovu funkciu a smer jej optimalizacie (MAX, MIN),
L. sustavu tzv. obmedzujucich podmienok v tvare nerovnosti, prip. rovnic, ktoré tvori sustava
podmienok tzv. vlastnych obmedzeni (pre definovanie systémovych obmedzeni) a sustavu
podmienok nezdpornosti (pre vymedzenie zdakladnych pripustnych rieSeni).

4. Samotné rieSenie modelu tlohy — najdenie optimalneho rieSenia problému.
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Z vyssie uvedenych zdkladnych typovych uloh LP vyplyva, Ze u vSetkych z nich maji obidve
zakladné casti matematického modelu rozhodovacieho problému - tzn. ciel’ rieSenia, vyjadreny
ciePovou (ucelovou, kriteridlnou) funkciou, ako aj vSetky obmedzujice podmienky, ktoré
realizaciu procesu ovplyviuji - tvar linedrnych funkcii s viac premennymi. Obvykle sa jedna
o podmienky v tvare nerovnic, menej uz v tvare rovnic.

Vseobecne je mozné ulohu linedrneho programovania zapisat’ matematickym modelom v tvare
Z = ¢.x+¢,x,+...+c,.x, — opt(MAX, MIN) 3.1

a,.x,+a,x,+...+a,.x, >=< b
ay X, +a,,.x,+...+a,,.x, >=< b,
' (3.2)

a, .x, +a,.x,+...+a, .x, >=< b

m2 m

kde rovnica (3.1) vyjadruje ciel’ optimalizacie - t€elovi funkciu a ststava nerovnic alebo rovnic
(3.2) charakterizuje podmienky realizicie - obmedzujice podmienky optimalizatného problému.

Ako si viak poradit’ s rieSenim sustav nerovnic?

Bude preukazané, ze sustavu linedrnych nerovnic je moZzné pomocou tzv. doplnkovych
premennych pretransformovat’ na sustavu linearnych rovnic.
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Vo vieobecnom pripade ide teda o hl'adanie rieSenia ststavy linearnych rovnic, spifiajice aj
prislusné obligatne podmienky (podmienky nezdpornosti alebo podmienky bivalentnosti
premennych) a zaroven zaistujuce, ze ucelovd funkcia nadobudne svoje maximum, resp. minimum
(podra typu rieSeného rozhodovacieho problému).

Znamena to, ze kazda tlohu LP je moZzné matematicky vyjadrit’ nasledovne.

HUladdme také rieSenie sustavy m rovnic s n neznamymi (m <n)

a,.x,+a,.x,+...+a,.x, =b,

ay.X, + 0y X, +...+a,, .x,= b,

: 3.3)
a,.x,+a ,x,+...+a, x =b
aby boli splnené podmienky nezdpornosti, t.j. nerovnosti v tvare
x,20, prei=12,.., n 3.4)
a aby ucelova funkcia v tvare
Z = ¢.x+6.x, +...+¢c,.x, — opt(MAX, MIN) (3.9

nadobudli hodnotu viazaného extrému (maximum, resp. minimum,).
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Pri pouziti maticového zapisu méZzeme matematicky model zapisat’ aj v maticovom tvare:

z=C.X — opt

(3.6)
A.x =D
kde jednotlivé vektoroveé veli€iny

— _T — -— — -—

¢ X, b,

all a12 aln b

) X o a )

c— . X=| ’ A= 2 2n , b-

aml am2 e amn b

_c" - _xm _ L m_|

predstavuju: ¢ je riadkovy vektor koeficientov wcelovej funkcie [1,n], x je stipcovy vektor
premennych problému [m,1], A je matica sistavy obmedzujucich podmienok [m,n] a b je stipcovy
vektor pravej strany obmedzujucich podmienok [m,1].

Vseobecna nehomogénna sustava linedrnych rovnic ma v ulohdch LP obvykle nekonecne

mnoho rieseni (Frobeniova veta, m < n). Zmysel vSak maju iba tzv. pripustné rieSenia (t.j. rieSenia
spifajuce aj podmienky nezapornosti, prip. bivalentnosti). Potom plati:

Pripustné rieSenie, pre ktoré ucelova funkcia z nadobiidda maximum (resp. minimum)
nazyvame rieSenim optimalnym.
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Pri rieSeni ULP mé zdsadny vyznam tvrdenie, oznacované ako zakladna veta LP a znie:

Pokial’ ma ULP optimalne rieSenie, potom ma aj optimalne rieSenie zakladné.

Doésledok: pri hl'adani optimalneho rieSenia sa mézeme obmedzit' iba na mnoZinu rieSeni
zékladnych, ktorych je uz iba kone¢ny pocet. Zmysel potom maju iba tzv. zdkladné pripustné
rieSenia (tj. zakladné rieSenia spifiajuce navyse aj podmienky nezapornosti).

Doteraz boli uvedené iba niektoré klasické ulohy, na ktoré sa linedrne programovanie
najcastejSie v praxi vyuziva. Do podobného tvaru je mozné upravit’ vel'ké mnozstvo tloh. Niektoré
d’alSie problémy, na ktoré sa linearne programovanie vyuziva mézu byt’ napr. ulohy typu:

e optimalny plan montéze,

e optimalne nasadenie jednotky,

e optimalne zloZenie strojovych zostav,

¢ ulohy finan¢ného planovania,

e rozvrhovanie pracovnikov do pracovnych zmien,

e optimalne osevné plany,

ale aj ilohy zamerané na distribuciu vyrobkov, ako su:
e optimalne plany rozvozu tovaru (dopravna uloha),

e optimalne umiestnenie vyrobni,
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e optimalne priradenie objektov a pod.

ale taktieZ ulohy z tedrie grafov, napr. pre
¢ urcovanie najkratSej cesty v grafe,
e maximalneho toku v sieti,

e optimalizacie ¢asovych a ndkladovych planov zloZitych nadvaznych projektov atd’.

Je vSak jasné, ze modely skuto¢nych systémov a v nich prebiehajucich procesov budu ovela
komplexnejsie a obmedzujicich podmienok, ako aj premennych vystupujucich v ich matematickom
modeli, bude podstatne viac. Napr. spotreba energie, Casova kapacita pracovnej sily, vykonnost’ a
kapacita vnutropodnikovej i vonkajsej dopravy a mnoho d’alsich. Okrem toho aj kriterialne funkcie
mozu byt ovela komplexnejsie tzn. mézu integrovat’ viac kritérii s rdznymi vahami — viackriteridlne
rozhodovanie a pod.
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4. RIESENIE MODELU ULOHY LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Zasadnym problémom pri rieSeni ULP je hlavne spravna formulacia prvkov a vizieb v rAmci
definovania ekonomického modelu RP (Casto zadany iba slovne) a jeho néasledna transformacia na
ekvivalentny model matematicky. Znamena to, Ze pri rieSeni tlloh matematického programovania je
dolezité najméd pochopenie zékladnych principov pre formulovanie vSeobecnych modelov tloh
a zvladnutie procesu zostavovania, ale aj vlastného vyrieSenia ich matematickych modelov.

Dbélezité je pochopenie podstaty tvorby modelov vyssie uvedenych zakladnych typov ULP a
spoznanie ich spolo¢nych, ale aj rozdielnych prvkov, vlastnosti a suvislosti.

Prakticky vetky ULP je mozné riesit’ vieobecnymi algoritmami linedrneho programovania —
najcastejSie tzv. simplexovy algoritmus. Pre niektoré z nich, ako napr. dopravny a priradovaci
problém alebo niektoré ulohy v ramci teorie grafov — vSak boli vyvinuté Specifické, ale ovel’a
efektivnejsie postupy pre ich analytické rieSenie.

Riesenie deterministicky definovanych modelov ULP je mozné realizovat’ bud’:

e analyticky — najma pomocou v§eobecne platné¢ho simplexového algoritmu alebo
e graficky — rieSenie je sice obmedzené iba na ulohy s max. 3 premennymi, ale je vel'mi nazorné
a pre pochopenie principov optimalizacie a konvergencie rieSenia k hl'adanému optimu dolezité.
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4.1 Grafické riesenie ULP

Jednoduchsie modely uloh linearneho programovania s dvomi resp. tromi premennymi je
mozné s viacerymi vyhodami vyriesit aj graficky. Vieobecne plati, Ze pokial’ nie je v modeli ULP
definovanych viac ako 3 Struktirne premenné, moZeme pre jeho rieSenie vyuzit’ aj graficky sposob.

Ak su Struktarne premenné dve (x;, x,), cely problém je mozné zndzornit’ v rovine. V pripade
troch premennych (x;, x,, x;) rieSenie prebieha v priestore, je vSak menej prehl'adné, naro¢nejSie na
predstavivost’, priestorové videnie a poznatky z analytickej geometrie.

Na postupe grafického rieSenia je mozné vhodne demonstrovat’ niektoré zakladné principy a
pojmy, ktoré pri rieSeni numerickom nie st Uplne zrejmé.

Z hladiska praktickej vyuzitel'nosti je s ohladom na obmedzeny pocet premennych postup
grafického rieSenia iba ilustra¢ny (redlne ulohy maju ¢asto az niekol’ko tisic premennych). Graficky
postup je vSak vhodnym metodickym ndstrojom pre lepSie objasnenie a pochopenie principov
optimalizacie, Specifickych pripadov rieSeni modelu, ako aj moznosti zakon¢enia vypoctu tlohy LP.

Grafické rieSenie tlohy LP obvykle obsahuje 2 zdkladné kroky:
1. Grafické znazornenie a vymedzenie mnoZiny pripustnych rieSeni ULP.
2. Uréenie optimalneho rieSenia ULP.
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Zo zakladov analytickej geometrie v rovine, prip. priestore vieme, ze grafickym znazornenim
linedarnej funkcie dvoch premennych v rovine je priamka, v trojrozmernom priestore linearnu
funkciu 3 premennych predstavuje rovina.

Pre ilustraciu grafického rieSenia vyuzijeme zadanie Prikladu 1 — vyroba dvoch zmesi kavy,
ktory mal zadefinovany matematicky model v tvare

z=2000.x, +1400.x, - MAX (UF)
0,5.x,+0,25.x, <40

0,5.x,+ 0,5.x, <60 (VO)
0,25.x, <25

x=20, x,=0. (PN)

1. Grafické znazornenie mnoZiny pripustnych rieSeni ULP.

V modeli ulohy je mnozina pripustnych rieSeni urend tromi VO a dvomi PN. Uvedenym
podmienkam nezapornosti v rovine vyhovuje iba prvy kvadrant. MnozZina pripustnych rieSeni bude
preto tvorena prienikom 1. kvadrantu a troch polrovin, odpovedajicich trom VO v tvare nerovnosti.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Zakladny postup pri grafickom rieSeni si ukaZeme na jednej z nerovnic tvoriacich VO, napr. na
prvej nerovnici v tvare 0,5.x; + 0,25.x, < 40. Polrovina odpovedajuca tejto nerovnosti je uréena
priamkou v tvare 0,5.x; + 0,25.x, = 40.

Na obrazku 4.1 st postupne znazornené tieto polroviny samostatne (a vzdy iba v ramci prvého
kvadrantu) a potom aj ich spolo¢ny prienik (obrazok 4.2).

_‘ X, [ton] ',ixz [ton] X, [ton]

xp [ton] ! 0 x : X [ton]

Obr. 4.1 Zakreslenie obmedzujucich podmienok pri grafickom rieseni
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Vieme, Ze priamka je uréend 2 bodmi, ktoré %, [ton]
najlahSie zistime tak, Ze vidy jednu z premennych T

poloZime rovnu nule a hodnotu druhej Pahko dordatame. '-"-"‘ﬁ'\.\_
Takto ziskame priesecniky priamky s obidvomi %

suradnicovymi osami a dostaneme body su suradnicami 1“\3 ke \
[80,0] a [0,160]. Takto definovana ,hrani¢na“ priamka I . "-\\

. . ) , , 100 X
rozdeluje rovinu na dve polroviny. To, ktord z tychto \\
o,

dvoch polrovin je obrazom danej nerovnice modzeme R

mnozina N\
pripustnych %\
suradnice pociatku [0,0] azistime, ¢i je nerovnost rieSeni L%

urCit’ tak, ze do nej za hodnoty premennych dosadime

splnena alebo nie. V naSom pripade plati 0 < 40, co \

znamend, Ze polrovina, vyhovujuca danej nerovnici, ~— - -

0 S0\
\ X; [ton]

obsahuje pociatok zvoleného suradnicového systému.

Obr.4.2 Mnozina pripustnych rieseni ULP

Ak hrani¢né priamka neprechddza pociatkom systému suradnic, za predpokladu nezapornosti
koeficientov pravej strany je mozné vyuzit nasledujice pravidlo:

e u nerovnic typu ,,<“ sa jedna o polrovinu obsahujicu pociatok,

¢ u nerovnic typu ,.>“sa jedna o polrovinu neobsahujicu pociatok,
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

2. Uréenie optimalneho rieSenia ULP

Pre ur€enie optimalneho rieSenia ulohy LP je potrebné do Obr.4.2, obsahujiceho mnozinu
vSetkych pripustnych rieSeni (ako prienik polrovin VO a 1. kvadrantu), zakreslit’ ucelovu funkciu —
t.J. priamku. Jednou z moznosti je, Zze znadzornime priamku, ktord je uréend nulovou hodnotou
ucelovej funkcie (z = 0). Pre dve premenné bude mat’ takato priamka vo vSeobecnosti tvar

zZ=C1.x;/+Cr.x,=0.
a pre zadany priklad bude mat’ tvar
z=2000.x; + 1400.x,= 0.

Priamka z = 0 vzdy prechadza bodom so stradnicami [0,0], t.j. po¢iatkom zvoleného systému
suradnic. Druhym bodom pre jednoznacné urcenie smeru priamky moze byt napr. bod [c,, -¢;].
Potom plati, Ze vSetky body leziace na tejto priamke maji hodnotu tcelovej funkcie rovnu nule.

V pripade, ak je cielom maximalizdcia (minimalizdcia) hodnoty UF, potom je potrebné zistit,
v akom smere sa hodnota ucelovej funkcie zlepsuje (tzn. kedy pri MAX rastie, kedy pri MIN klesa).

K tomu staci zistit’ hodnotu ucelovej funkcie 'ubovolného bodu v jednej z polrovin, ktoré si
urcené hrani¢nou priamkou z = (. Pokial’ je tato hodnota véc¢Sia / menSia ako nula, potom ucelova

funkcia rastie / klesa v smere ur€enom prislusnou polrovinou. Napr. na Obr. 4.3 je smer narastu
hodnoty tcelovej funkcie uréeny Sipkou.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

z=192 000

0 40 R]0
X1 [ton]

z=2000.x; + 1400.x, =0

Obr.4.3 Grafické riesenie zadanej ULP
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Do Obr.4.3 je mozné zakreslit’ niekol’ko tzv. izokvant, ktoré urcuju body s rovnakou hodnotou
UF. Pre ilustraciu, na obrazku su zakreslené izokvanty z = 140 000 a z = 192 000. St to samozrejme
priamky rovnobezné so smerom pdvodnej izokvanty z = 0.

Z Obr.4.3 je zrejmé, Ze najvyssia izokvanta (t4 s najvyS$Sou hodnotou na pravej strane), ktora
eSte pretina mnozinu pripustnych rieseni je izokvanta z = 192 000. Jej priese¢nikom s mnozinou
pripustnych rieSeni je jediny bod so suradnicami [40,80], ktorému odpoveda aj hl'adané optimalne
riesenie ULP. Riesenim tlohy je teda vektor

x°P'= (x1,X,) = (40,80) s hodnotou t&elovej funkcie z°PY = 192 000 [Eur].

Mnozinu pripustnych rieseni ULP obvykle tvori tzv. konvexna polyedricka mnoZina. Takéto
mnozina je obvykle ur¢end konecnym poctom krajnych bodov. V naSom pripade je tychto bodov 5
a st na Obr.4.3 zvyraznené. Je vel'mi pravdepodobné, Ze optimalne rieSenie bude jednym z tychto
krajnych bodov, t.j. jednym z krajnych bodov mnoZiny pripustnych rieseni.

Vzhl'adom k tomu, Ze tychto bodov byva obvykle konecny pocet, optimalne rieSenie teda
hl'addme iba medzi kone¢nym poctom krajnych bodov. Uvedeny poznatok ma velky vyznam pre
analytické riesenie ULP, ktory vo vieobecnosti aj pri rieeni obvykle vyuzivame. Zakladny postup
rieSenia analytického tvori tzv. simplexova metoda.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Poznamky

1. Z geometrického vyjadrenia je zrejmé, e vo vieobecnosti moze mat’ ULP
e optimalne rieSenie jedno jediné a to bud’ pre
- obidva smery optimalizdcie (ako v naSom pripade — MAX (40,80), MIN (0,0))
- jeden smer optimalizacie (obr.4.4), ak je oblast’ pripustnych rieSeni neohranicena.

/f
e
X2 /Ax
~ ‘
L~

.~

7. L~

4~

)</\ X7

Obr.4.4. Neohranicena oblast pripustnych rieseni
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

e Ziadne rieSenie - ak obmedzujice podmienky nevytvoria prienik — t.j. oblast’ pripustnych rieSeni
nevznikne (obr.4.5),

X2

\
X

Z—n

Obr.4.5. Prdzdna mnozina pripustnych rieseni.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

e nekonecne vela rieSeni, ak je smernica ucelovej funkcie totoZzna so smernicou niektorej z

obmedzujticich podmienok (obr.4.6).

X2

“\ . — . x
. ~N . “ 1
N

Obr.4.6. Problém s nekonecne vela optimdlnymi rieseniami.

2. Pre uplnost’ objasnime pojmy: konvexna oblast’ pripustnych rieSeni a krajny bod.
Konvexna mnoZina (oblast) — sta¢i nazorne uviest hlavny rozdiel medzi konvexnou a
nekonvexnou mnozinou (obr.4.7a,b). ZjednoduSene plati: spojnica I'ubovolnych dvoch bodov
konvexnej mnoZiny cela do prislusnej mnoZiny patri; u nekonvexnej mnoZiny to mozné nie je.
Krajny bod (vrchol) mnoziny - taky bod, ktory nie je mozné vyjadrit pomocou linearnej

kombinacie bodov inych, ale ktory predsa k mnozine patri.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Obr.4.7. Konvexna oblast (mnOALxI]Ld A) a nekonvexnd oblus: (mnozina B)

3. Grafické vyjadrenie umoziiuje ndzorne ilustrovat’ rozdiel medzi obmedzujucou podmienkou

zadanou v tvare nerovnice (AS5) a rovnice (B5) (0br.4.8).

1) X, > 0, 1) X, > 0,
2) X, > 0, 2) X, > 0,
3) X, < b; 3) X, < b;
4) a;.x1tap.x; < b 4) a;;.X;tap.x; < b
5) ay.Xx;tan.x, <b 5) ay. X1t ay.x; = b

Z=C1.X] T C.Xo, &> MAX
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

X> P4 \\ P

X>

3 R\
.\.3
<

[2 [2]
~.. ~
1 <
Py| - \x; Po

'~

Obr.4.8. Rozdiel medzi ob

V4

Zoo o . . N
medzujucimi podmienkami v tvare n

X1

er((])vnice (A) a rovnice (B).

Aj ked’ su vyrazy v obidvoch prikladoch formalne podobné, je zrejmé, ze ak pre obr.4.8.b plati
podmienka (5) v tvare rovnice, oblast’ pripustnych rieSeni sa redukuje z pat'uholnika (Py, P;, P, P;,

P,) iba na usecku (P;, P,), Co navySe pri naznaCenom smere ucelovej funkcie zmeni aj hodnotu

optimalneho riesenia (a to z bodu P; do P;). Znamena to, Ze sa zmenia aj hodnoty premennych x; a

x, pre optimalne rieSenie a teda sa musi zmenit’ aj hodnota ucelovej funkcie z,p;.
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

4. Grafické vyjadrenie je pri vhodne zvolenej metdode premietania mozné vyuzit' aj pre ulohy s
troma premennymi (0br.4.9). Obmedzujice podmienky maji aj v tomto pripade tvar nerovnic,
v ktorych vSak vystupuju 3 premenné. Kazdéd z obmedzujucich podmienok rozdel'uje priestor na dva
polpriestory. Jeden, v ktorom je podmienka splnend a druhy, kde splnend nie je. Prienikom

takychto polpriestorov je mnohosten (konvexny polyéder), urcujici tzv. priestor pripustnych
rieSeni. X3 i,

Priestor K
pripustnych .

PN
rieseni

;
/(Xl. X2, X3)ont

.................

X1

0br.4.9. Grafické riesenie optimalizacnej ulohy s 3 premennymi
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Prednaska 3: Linearne programovanie — podstata, uilohy, model

Takisto ucelova funkcia vytvara pre r6zne zvolené hodnoty z = konst. sistavu rovnobeznych
rovin, pricom o optimalnych rieSeniach plati to isté, ako u rovinného pripadu. Znamena to, Ze pokial
existuje rieSenie, moze byt jediné (t.j. v niektorom z vrcholov mnohostenu) alebo ich méze byt
nekonecne vel’a (t.j. na niektorej z hran, resp. na celej stene) prip. rieSenie nemusi existovat’.

Pre problémy s viac ako 3 premennymi uz s grafickym vyjadrenim nevysta¢ime, pretoze nam
to uz neumoznuje l'udska predstavivost’.
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