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4. ANALYTICKE RIESENIE ULOH LP - SIMPLEXOVA METODA

Ciel’ prednasky:
e definovat’ podstatu analytického riesenia ULP,
e uviest principy pre transformaciu matematického modelu illoh LP na kanonicky tvar;
e pochopit’ princip fungovania simplexovej metody
e vytvorit’ predpoklady pre rozvoj schopnosti $tudentov nielen zostavit' adekvatny model ULP, ale
aj pochopit’ princip analytického rieSenia jednoduchsich tloh LP a vediet ho realizovat'.

Objasnené buda zakladné principy analytického riesenia modelov ULP, bude definovany
vSeobecny postup tvorby kanonického tvaru modelu a prezentovany vSeobecny univerzalny postup

rieSenia linearnych modelov, ako aj spdsoby a moznosti jeho realizacie.

Uvod
Univerzalnym postupom rieSenia velkej mnoziny Uloh linedrneho programovania je tzv.
simplexovd metoda (simplexovy algoritmus). Je to vSeobecne pouzite'ny vypoctovy postup pre
urc¢enie optimalneho rieSenia typickych linearnych modelov t.j. hl’adania optimdlnych rieSeni RP

s obmedzujucimi podmienkami. Jej vSeobecny algoritmus je uvedeny na obr. 4.1.
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ZACIATOK = Formulécia ulohy LP
v

MATEMATICKY MODEL = SLN
— Stustava linearnych nerovnic

v

TRANSFORMACIA = SLN—SLR
— Sustava linearnych rovnic a prevod
na tzv. kanonicky tvar

v

SLR - KANONICKY TVAR =
Vychodiskové pripustné rieSenie

Néjdenie zédkladného
pripustného rieSenia
s lepSou hodnotou
ucelovej funkcie

TEST OPTIMA =
Je rieSenie optimalne?

nie

KONIEC = n4jdenie X

Obr.4.1 Schéma vseobecného postupu simplexovej metody
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Pri rieseni ULP simplexovou metddou je vzdy najskor potrebné ziskat' tzv. wychodiskové
zakladné pripustné rieSenie (VZPR).

K tomu je nutné, aby boli obmedzujuce podmienky matematického modelu ULP prevedené do
tvaru sustavy linearnych rovnic v tzv. kanonickom (dohovorenom) tvare. Doteraz sme v modeloch
mali obmedzujuce podmienky, ako aj podmienky nezapornosti obvykle zadané v tvare nerovnic, ale

vyskytuju sa aj v tvare rovnic.

Prvy hlavny krok v rieSeni matematického modelu ULP predstavuje transformdcia (prevod)
sustavy linedarnych nerovnic (SLN) na sustavu linedarnych rovnic (SLR). Pokial’ takto ziskand —
transformovana — uz ststava linearnych rovnic nie je v dohovorenom tvare, tak je potrebné ju takyto
dohovoreny tvar previest. Prevodom SLR do kanonického tvaru - je mozné vel'mi jednoducho

ziskat’ prvé pripustné riesenie — tzv. vychodiskové zakladné pripustné rieSenie ulohy.

Druhym dolezitym krokom je testovanie optimdlnosti aktudlneho rieSenia a sluzi na
preverenie toho, €1 ziskané zakladné rieSenie uz je alebo eSte nie je optimalne. V pripade, Ze test
optimality preukédze, Ze VZPR uZ je optimalne - nasli sme hl'adané optimalne rieSenie - a vypocet

konci.
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V pripade, ak aktualne rieSenie optimalne nie je - snazime sa najst’ lepSie zédkladné pripustné
rieSenie, t.J. rieSenie bud’ s vy$Sou hodnotou ucelovej funkcie (MAX - illoha maximalizacna), resp.
rieSenie s hodnotou ucelovej funkcie niZSou (MIN - uloha minimaliza¢nd). Na takéto,

v pozadovanom smere optimalizacie — vylepSené rieSenie - opat’ aplikujeme test optima.

Takymto cyklickym - iteraénym - postupom pokracujeme dovtedy, pokial’ nebude test optima
splneny a teda pokym nebude ndjdené riesSenie optimalne.
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4.1. PODSTATA ANALYTICKEHO RIESENIA ULOH LP

Mnozina pripustnych rieseni ULP je v typickom pripade definovana ako ststava linearnych
nerovnic (SLN). Matematicky vSak dokdzeme lepSie riesit’ skor sustavy rovnic (SLR) ako SLN.
Previest’ (transformovat’) SLN na SLR je vSak relativne jednoduché. Prevod je mozné vykonat’ tak,
ze k tej strane nerovnice, ktord je mensia, pripoCitame novl nezdpornii premennu (ktord v podstate
vyjadruje rozdiel medzi obomi stranami povodnej nerovnice). Majme zadani zndmu tulohu

o naplédnovani vyroby kdvovych zmesi pre maximalizéciu zisku.

Priklad 1: Baliarne kavy planujii vyrobu 2 zmesi kavy (ZI=Mocca a Z2=Standard). Pre ich vyrobu
maju od dodavatelov zaistenu dodavku 3 druhov kdavovych zin s objemom K;=40 ton, K;=60 ton
a K3=25 ton. Jednotlivé druhy kavovych zrn sa odlisuju kvalitou, ale aj nakupnou cenou. Pri vyrobe
je nutné dodrzat’ technologické postupy urcujuce, aké podiely (napr. percentudlne) jednotlivych
druhov zin ma zmes obsahovat. Skladba oboch zmesi (v tondch kavovych zin na 1 tonu zmesi) a
dispozicné mnozstva kavovych zin su uvedené v Tabulke 1.1. Na zaklade vyrobnych ndkladov
a planovanej predajnej ceny zmesi bol vykalkulovany nasledovny zisk: zmes Z; prinesie planovany
zisk 2000 Eur / 1 t a zmes Z, prindsa zisk 1400 Eur / 1 t zmesi. Uloha: napldnovat’ produkciu firmy
tak, aby bol jej celkovy zisk maximalny. Formulujte matematicky model uilohy.
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Polotovar Druh zmesi Kapacita
(vyrobny komponent) Mocca =71 Standard = 72 [tony]
Kavové zrno - K1 0,5 0,25 40
Kavové zrno - K2 0,5 0,5 60
Kavové zrno - K3 - 0,25 25

Tab.4.1 Kvantitativne udaje ulohy
Matematicky model ulohy:
maximalizovat’
z=2000.x,+1400.x, — MAX (UF)
za obmedzujucich podmienok
0,5.x,+0,25.x, <40

0,5x,+ 0,5.x, <60 (SP)
0,25.x, <25
x 20, x,=0. (OP)

a vyjadruje rieSenie problému urcéenia extrému (MAX/MIN) iiéelovej funkcie (UF) pri re§pektovani

vietkych obmedzujucich podmienok, t.j. Struktiirnych podmienok (SP) a obligatérnych podmienok

(OP), v tomto pripade v tvare podmienok nezapornosti (PN).
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Majme teda napr. prvi nerovnicu z mnoziny OP v tvare
0,5.x; +0,25.x, <40,

ktorda v uvedenom Priklade o vyrobe kavovych zmesi predstavuje bilanciu medzi spotrebou

kavovych ztn K1 a ich disponibilnym mnoZzstvom.

Uvedenu nerovnicu moézeme upravit' na rovnicu tak, ze k jej lavej strane pripocitame novi
nezdapornu premennu (ozn. napriklad x;). Podobne mdézeme previest’ aj zostavajice 2 nerovnice
obmedzujicich podmienok. Po doplneni troch novych premennych x; x, x5 ziskame z povodnej

SLN ekvivalentni SLR, obsahujucu celkom 5 premennych (x; az x;5). Dostaneme

0,5.x,+0,25.x, +x, =40
0,5x,+ 0,5x, +x, =60
0,25.x, +x5 =25

Uveden4 SLR vznikla z povodnej SLN jednoduchym doplnenim novych premennych, ktoré
nazyvame pridavné premenné. Vzhl'adom k uvazovaniu podmienok nezapornosti aj pre hodnoty
pridavnych premennych, bude mat’ uvedena SLR stale rovnaki mnoZinu pripustnych rieSeni ako
povodna SLN (je tvorena sustavou SP - Struktirne podmienky a OP - obligatne podmienky),

vyjadrenych v tvare nerovnosti. Uvedenl SLR nazyvame ekvivalentna sustava rovnic (ESR).
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Pridavné premenné (PP) — sluzia k transformacii sustavy obmedzujucich podmienok v tvare
nerovnic na sustavu rovnic. V LP sa mo6Zu vo vSeobecnosti vyskytovat' obmedzujice podmienky

definované bud’ ako nerovnice typu ,,<“ alebo ,,>“ prip. ako rovnice ,,=*.

Vzhladom k podmienkam nezapornosti, ktoré musia platit’ aj pre pridavné premenné, je pre
vytvorenie ekvivalentnej sistavy rovnic nutné:

¢ u nerovnic typu ,,<* pridavni premennt k Pavej strane nerovnice pripocitat’,
® u nerovnic typu ,>“pridavni premennu od Pavej strany nerovnice odpocitat’, ale ..... !!!!

e u obmedzujucich podmienok v tvare rovnic pridavné premenné potrebné nie su.

Z ¢isto matematického hl'adiska pridavné premenné predstavuju rozdiel medzi pravou

a Pavou stranou nerovnice typu ,,<*, resp. medzi avou a pravou stranou nerovnice typu ,,=>*.

» =

Z uvedeného poznatku vyplyva aj jednoznacna ekonomickda interpreticia pridavnych
premennych. Napriklad, ak je obmedzujiuca podmienka bilancie medzi disponibilnym mnozstvom
suroviny a spotrebou tejto suroviny, potom pridavna premenna vyjadruje prave nevyuziti kapacitu
tejto suroviny, t.j. mnoZstvo suroviny, ktoré sa pri aktudlnom rieSeni nespotrebuje.
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Ekvivalentna ststava rovnic moze mat’ vo vSeobecnom pripade m rovnic a maximalne (m+n)
premennych. Vzhladom k vyS$Siemu poctu premennych ako rovnic ma takato sustava obvykle

nekonecéne mnoho rieSeni.

Medzi takymto nekonecnym poctom rieSeni st aj rieSenia, ktoré mdézeme l'ahko ziskat’ tak, ze
T'ubovolnych n premennych (tzv. nezdkladné premenné) polozime rovné nule a hodnoty ostatnych
premennych (tzv. zdkladné premenné) jednoducho dopocitame uz zo zostavajicich m rovnic s m

premennymi. Takto ziskané rieSenie budeme oznacovat’ ako zakladné rieSenie ESR.

Kol’ko ale takychto zakladnych rieSeni pre zadany problém je? Zakladnych rieSeni je
tol’ko, kol'kymi spdsobmi je mozné vybrat' m zékladnych premennych z celkového poctu (m+n)
premennych. Celkovy pocet zakladnych rieSeni mézeme ziskat’ ako kombinacné ¢islo v tvare

(m+nj (m+n)! _(m+n)!. 4.1

m

- (m+n—m)'m! "~ nlm!

Nie vietky zdkladné riesenia ESR v§ak musia byt aj pripustnymi rieSeniami pévodnej ULP.
Pokial’ vyberieme m zakladnych premennych 'ubovol'nym spésobom, moZze I'ahko nastat’ pripad, ze
niektoré z tychto premennych budu zaporné a takéto rieSenie, je najmd vzhl'adom k podmienkam
nezapornosti v ULP nepripustné.
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Priklad o kavovej zmesi - plati: ESR je tvorend 3 obmedzujicimi podmienkami (rovnice) a
obsahuje celkom 5 premennych a preto méze mat’ maximalne
St 54 20

5 51
= =2 =272 10
2] (5-2)121 31217 2.1 2

zékladnych rieSeni, t.j. spdsobov, ako moZno vybrat’ 2 nezdkladné (nulové) premenné z celkového

poctu 5 premennych. Vsetky tieto zakladné rieSenia su uvedené v Tab.4.2.

Hodnoty premennych

RieSenie X X5 X3 X4 X5
x 0 0 40 60 25
x? 80 0 0 20 25
x® 40 80 0 0 5
x@ 20 100 5 0 0
x®) 0 100 15 10 0
x© 0 120 10 0 -5
x 0 160 0 220 -15
x® 30 100 0 -5 0
x 120 0 220 0 25
x!'?) Pri vol'be dvojice nezakladnych premennych x,=0 a xs=0 rieSenie neexistuje

Tab.4.2 Zakladné riesenia ekvivalentnej sustavy rovnic

10
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V kazdom riadku st vzdy 2 nezakladné premenné — su vzdy nulové a ostatné — zakladné
premenné - su vzdy doratané zo zostavajucich 3 rovnic s 3 nezndmymi.
1 . . r W J4
19 heexistuje (prislugna
© _ 5O

V Tab.4.2 je uvedenych celkom 9 zdkladnych rieSeni ESR — rieSenie x
sustava 3 rovnic s 3 nezndmymi nema v tomto pripade rieSenie). Avsak niektoré z rieSeni (x

nespiiaju podmienky nezapornosti pre vietky premenné (teda aj pre pridavné premenné).

Napr. riedenie x'© odpovedd vyrobnému programu 120 ton zmesi Z2 (a 0 ton zmesi Z1), ale pri
takomto programe by sa spotrebovalo 30 ton K1 (zostatok 10 ton), 60 ton K2 (iplne spotrebovand)
a 30 ton kavovych zfn K3.

POZOR: disponibilné mnozstvo K3 je vSak iba 25 ton (tzn. pit’ ton K3 chyba a preto je

)

hodnota pridavnej premennej xs=-5). Z toho je zrejmé, ze rieSenie x sice je zakladnym rieSenim

ESR, ale nie je pripustnym rieSenim tlohy LP.

Zakladné rieSenic ESR je mozné objasnit aj na grafickom vyjadreni ULP. Grafickym
znazornenim hladaného zakladného rieSenia musi byt bod, leziaci vzdy na prieseCniku dvoch
z celkového poétu 5 priamok (3 SP, 2 PN = osi x; a x;). Obr.4.2 jednoznaéne preukazuje, Ze iba 5
z celkového poctu 9 zakladnych rieSeni ESR je pripustnych.

11
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x®=(40,80)

z9=192 000
\ \\\
\ M
\ ‘\._‘_\ J
: ﬁ‘:_\_ ‘-? e
: ) X, [ton]

Obr.4.2 Zakladné riesenia ekvivalentnej sustavy rovnic

Poznamka: Pripustnym rieseniam obvykle odpovedaju iba krajné body mnoZiny pripustnych rieseni (tzn. vrcholy).

Pri grafickom rieSeni ULP preto staéi optimalne rieSenie hl'adat’ iba medzi krajnymi bodmi
mnoziny pripustnych rieSeni, t.j. iba medzi mnozinou zakladnych pripustnych rieseni, ktoré budeme
dalej nazyvat zakladné (bazické) rieSenie ULP.

12
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Vlastnosti zékladného rieSenia tlohy LP:

. Zikladné riesenie ULP obsahuje maximdlne m nenulovych premennych.

. Lubovolné zakladné riesenie je mozné ziskat tak, Ze polozime n zvolenych (nezakladnych)
premennych rovnych nule a zostavajuce (zdkladné) premenné dopocitame zo vzniknutej sustavy
m rovnic s m neznamymi.

. V Specidalnom pripade viak moze jedna alebo viac zakladnych premennych vyjst nulova a takéto
zdkladné rieSenie nazyvame degenerované. Plati teda, Ze degenerované zdkladné riesenie ma
menej nenulovych premennych ako je pocet Strukturnych premennych m.

. Pre zdkladné rieSenie plati, Ze stipcové vektory Struktirnych koeficientov, odpovedajiice m
nenulovym premennym, tvoria sustavu linedrne nezavislych vektorov. Pokial by to neplatilo,
potom by sustava m rovnic o m neznamych nemala rieSenie.

5. V grafickom vyjadreni su zakladné riesenia obvykle vyjadrené ako krajné body mnoZiny

pripustnych rieSeni, t.j. vo vrcholoch konvexného polyédra.

Pre rieSenie ULP mé zdsadny vyznam tzv. zakladna veta linearneho programovania a plati:

Ak ma ULP optimalne rieSenie, potom ma aj optimalne rieSenie zakladné.

Désledok: pri hl'adani optimélneho rieSenia sa staci zamerat’ iba na rieSenia zakladné.

13
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Podla zakladnej vety LP by teda pre najdenie optimalneho riesenia Ulohy o kavovej zmesi
stacilo urcit’ vSetky zakladné pripustné rieSenia tlohy, vy¢islit’ ich hodnoty ucelovej funkcie a ako
optimalne rieSenie vybrat’ to, ktoré ma hodnotu ucelovej funkcie najvyssiu.

Podla Obr.4.2 ide o zakladné riesenie x’=(40;80), ktorému odpoveda hodnota uéelovej funkcie
z =192 000.

RieSenie X1 X5 z
x 0 0 0
x@ 80 0 160 000
x 40 80 192 000
x@ 20 100 180 000
x® 0 100 140 000

Kazdému je vSak jasné, ze takyto postup je s oh'adom na potencialny pocet zakladnych rieSeni
pouzitel'ny iba pre tlohy vel'mi malého rozsahu.

Pre rieSenie praktickych uloh LP bolo preto potrebné navrhnut’ vypoctovy postup - algoritmus,
umoziujuci efektivne prehl'addvanie mnoziny zékladnych rieSeni a ¢o najrychlej$iu konvergenciu
k hl'adanému rieSeniu optimalnemu. Takymto postupom je tzv. simplexovy algoritmus, vhodny aj
pre rieSenie rozsiahlejSich uloh LP v ramci praktickych rozhodovacich problémov.
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4.2. RIESENIE ULOH LP SIMPLEXOVYM ALGORITMOM

Simplexova metdéda (Casto aj simplexovy algoritmus) je iteraCny vypoctovy postup pre
najdenie optimalneho riesenia ULP. Zakladny princip je zrejmy z algoritmu, uvedeného na Obr.4.3.

N4jdenie vychodiskového
zéakladného rieSenia ulohy LP

TEST OPTIMA
Je rieSenie optimalne?

Je to jediné optimalne
rieSenie?

\4
N3j derile nového rieSenia Urceme‘n}no,m’ny optimalnych KONIEC
s lepSou hodnotou UF rieSeni ulohy LP

Obr.4.3 Zadkladna schéma iteracného postupu simplexovej metody

15
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Simplexovy algoritmus je mozné slovne charakterizovat’ nasledovne:

. Matematicky model ulohy transformujeme na poZadovany — tzv. kanonicky tvar modelu.
. Uréime pociatocné (Startovacie) riesenie ulohy - tzv. vychodiskové zdakladné rieSenie.
. Posudime rieSenie prostrednictvom tzv. kritéria optimdalnosti (test optimality) rieSenia.

W N =

. Posudime, Ci je urcené rieSenie optimdlne a Ci je jediné optimdlne alebo Ci existuju aj d’alSie,
tzv. alternativne rieSenia. Ak je rieSenie optimdlne a jediné, vypocet konci.
5. Ak rieSenie optimdlne nie je, vpkoname ekvivalentné upravy modelu a snaZime sa o zlepSenie
rieSenia v poZadovanom smere optimalizdcie, tzn. ndrastu resp. poklesu ciel’ovej funkcie.
6. Pokracujeme v rieSeni bodom 3 dovtedy, pokial’ zdakladné pripustné rieSenie nebude vyhovovat’
podmienke optimdlnosti.

Bolo by mozné preukazat’ (Veta o pocte rieseni SLR), 7e pokial ma ULP riesenie, potom
zékladnych rieSeni musi byt’ vzdy kone¢ny pocet. Na zéklade principu simplexovej metddy plati, ze
k optimalnemu rieseniu ULP dospejeme po realizacii kone¢ného poétu iteraénych krokov.

Ak je matematicky model ulohy prevedeny na kanonicky tvar, potom je po kone¢nom
pocte itera¢nych krokov simplexového algoritmu vZdy mozné najst’ optimalne rieSenie.
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Vieme uz, 7e matematicky model ULP je tvoreny obvykle 3 zakladnymi ¢astami :
1. ucelovou funkciou v tvare linearnej funkcie viacej premennych,
2. sustavou obmedzujucich podmienok Strukturnych, definovanych v tvare linedrnych nerovnic
resp. rovnic a
3. sustavou obmedzujucich podmienok obligatnych, najCastejSie tzv. podmienky nezapornosti
(x:20), ale aj podmienky celociselnosti (x;eZ"), prip. podmienky bivalentnosti (x;=0 alebo (x;=1)
Strukturnych premennych (riaditeI'né vstupy) obvykle v tvare linearnych nerovnic alebo rovnic.

Pri aplikacii simplexove] metddy je bezpodmienecne nutné najskor najst vychodiskové
(zdkladné pripustné) rieSenie. Znamena to, Ze obmedzujuce podmienky vyjadrime vo forme
sustavy linedrnych rovnic v kanonickom tvare snezapornou pravou stranou vSetkych rovnic

modelu, t.j. b; >0,prei=1, 2, ..., n. Maticovo mozno kanonicky tvar zapisat’ nasledovne:
all alZ aI n—-m 1 0 0 Xl bl
Ay Ay e Ay 01 ... 0] [x, b, x;2 pre j=1,..,n

b > prei=1,..,m

, (4.2)
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Rozsirena matica A" s rozmerom (m,n) je rozdelena na dve submatice - v§eobecnu maticu A s
rozmerom (m, n—m) a jednotkovi maticu I s rozmerom (m,m). Pri takomto oznaceni potom

premenné [X nemal s Xnem s+ .Xn] tvoria tzv. vektor jednotkovej bazy (hovorime o nich, Ze s v baze).

Zakladny vypoctovy postup simplexovej metddy je mozné rozdelit’ na dve hlavné fazy:
1. Najdenie (vypocet) vychodiskového zakladného rieSenia
2. Realizacia iteracného postupu veduceho k urceniu extrému hodnoty ucelovej funkcie z.

Zasadny problém je najdenie tzv. vychodiskového zdkladného rieSenia ulohy. Pokial je takéto
rieSenie uz k dispozicii, simplexova metdéda umoziuje v jednotlivych iteraénych krokoch urcit’ vzdy
nové zakladné rieSenie s lepSou/min. rovnakou — napr. v pripade maximalizacie vysSou — hodnotou
ucelovej funkcie. Po konecnom pocte iteraCnych krokov umoziuje bud’ najst’ optimélne rieSenie —
t.J. s najlepSou hodnotou ti€elovej funkcie alebo zistit’, Ze také rieSenie neexistuje.

V niektorych modeloch ULP je najdenie vychodiskového zikladného rieSenia trivialne.
V takomto pripade cely postup riesenia nazyvame jednofazovy simplexovy algoritmus.

Naopak, vo vSeobecnosti nemusi byt ndjdenie vychodiskového zakladného rieSenia ULP
vobec jednoduché, prip. moézeme zistit, ze takéto rieSenie vobec neexistuje. V takomto pripade
hovorime o tzv. dvojfazovom simplexovom algoritme.
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4.2.1 Jednofazovy simplexovy algoritmus

Vyuzivany v pripade, ak vietky obmedzenia ULP su definované ako nerovnice typu ,,<%.

Po prevedeni takejto SLN na ESR pomocou pridavnych premennych dostaneme sustavu rovnic
v $pecidalnom tvare, ktory vyrazne ulahcuje ziskanie vychodiskového zakladného rieSenia. Jedna sa
o taky tvar sustavy rovnic, v ktorom matica Struktirnych koeficientov obsahuje m jednotkovych
stipcovych vektorov, ktoré je mozné usporiadat’ do tzv. jednotkovej matice. Takyto tvar sistavy
rovnic budeme nazyvat’ ako kanonicky tvar matematického modelu ULP.

4.2.1.1 Kanonicky tvar a vychodiskové rieSenie

Pokial’ mame sustavu m linearnych rovnic s (m+n) premennymi v kanonickom tvare, potom je
mozné odvodit’ zakladné rieSenie ststavy jednoducho. V kanonickom tvare sa vyskytuju dva druhy
premennych a to:

o m tzv. gdakladnych premennych — si premenné, ktorym odpovedajl jednotkové vektory a ktorych
hodnoty su v prislusnom zédkladnom rieSeni rovné hodnotdm pravej strany,
o 1n tzv. nezdkladnych premennych — st vsetky ostatné premenné, ktorych hodnoty st v zdkladom

rieSeni rovné nule.
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Postup rieSenia si ukdzeme na rieSeni znamej Ulohy vyrobného planovania kavovych zmesi.

Stustavu Struktirnych obmedzeni (nerovnice typu ,,<) uz mame definovani. Po doplneni tzv.

pridavnych premennych vel'mi jednoducho pretransformujeme tito SLN na sustavu troch rovnic,
ktoré vSak uz neobsahuju dve (x;,x,), ale celkom pat premennych (x; az x;).

SP = sustava nerovnic ESR = stistava rovnic

0,5.x, +0,25.x, <40 _ 0,5.x, +0,25.x, + x, = 40

0,5x,+ 0,5.x, <60 0,5x,+ 0,5x, +x, =60
0,25.x, <25 0,25.x, +x, =25

Ekvivalentnd sustava rovnic je uz sustavou v tzv. kanonickom tvare, pretoze odpovedajica
matica Struktarnych koeficientov v tvare

/2 1/4 1 0 0
/2 1/2 0 1 0
0 1/4 0 0 1

obsahuje prave tri (m) jednotkové vektory, ktoré je mozné usporiadat’ do jednotkovej matice 1.

Zékladné (bazické) premenné v ESR su teda premenné x;, x, a x5. Nezakladné premenné su x;
a x,. Ak polozime vSetky nezdkladné premenné rovné nule (x; = 0, x, = 0), potom z ESR Tahko
ziskame hodnoty zdkladnych premennych a dostaneme: x3=b; =40, x4= b, = 60, x5 = b; = 25.
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Takto ziskany vektor rieSeni patri vzh'adom k nezapornosti vSetkych jeho zloziek do mnoZiny

zékladnych rieseni a predstavuje tzv. vychodiskové zakladné pripustné rieSenie ULP.

Ak st vulohe LP vSetky obmedzujice podmienky v tvare nerovnic typu ,,<,

ziskanie vychodiskového zakladného rieSenia staci SLN previest pomocou pridavnych premennych
na sustavu rovnic SLR = ESR. Tym je priamo vytvorena sustava rovnic v kanonickom tvare a tomu

odpoveda aj jednoducho urcitelné vychodiskoveé zakladné rieSenie ilohy LP.

potom pre

Po ziskani vychodiskového zékladného rieSenia je mozné vykonat’ test jeho optimalnosti

a v pripade potreby aj realizovat’ vylepSovanie (konvergenciu) rieSenia k h'adanému optimu.

Cely vypocet sa realizuje v tzv. simplexovej tabul’ke.

Zakladné Vektor Struktiirne premenné Pridavné premenné
premenné pravych stran (nezakladné premenné) (zakladné premenné)
Baza bi X1 Xy X3 X4 X5
X3 40 1/2 1/4 1 0 0
X4 60 1/2 1/2 0 1 0
X5 25 0 1/4 0 0 1
z 0 0 0 0

Tab. 4.3a Vychodiskova simplexova tabulka
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Cervené = prvky vektora pravych stran, modré = truktirne koeficienty, zelené = jednotkova baza,

— koeficienty ucelovej funkcie, ktord je v tzv. anulovanom tvare.

Obsah tabulky: vektor zakladnych premennych (Struktirne a pridavné), maticu Struktarnych
koeficientov, jednotkovu béazu avektor pravych stran. Posledny riadok obsahuje koeficienty
ucelovej funkcie v tzv. anulovanom tvare, t.j. tvar, v ktorom st vSetky premenné modelu prevedené

na lava stranu a na pravej strane je iba absolutny ¢len, udavajici pociatocni hodnotu ucelovej
funkcie (vychodiskové rieSenie obvykle tvoria nulové Struktirne premenné — t.j. bod [0,0]

s hodnotou z = 0).

Anulovany tvar Gi€elovej funkcie ma teda vo vSeobecnosti tvar
Z-CpX]=C2X0= e = CpXy = 0,
a teda pre nas priklad plati z - 2000.x, - 1400.x, = 0.

4.2.1.2 Testovanie optimality rieSenia

Testovanie optimality rieSenia spociva v posudeni toho, ¢i je mozné najst v danom kroku
vypoctu urcita tzv. vstupujucu premennu, ktord by jej zavedenim do bazy (t.j. medzi zakladné
premenné) vyvolala zvysenie (pri ulohe MAX) resp. zniZenie (pri MIN) hodnoty t¢elovej funkcie.
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Ak nebude uz mozn¢ takuto ,,vhodnu premenni v danom iteratnom kroku vypoctového

postupu najst’, znamena to, Ze zakladné rieSenie ziskané v tomto kroku je uZ rieSenim optimalnym.

Prakticky to znamena, Ze rieSenie ULP je optimalne vtedy, ak pri:

e MAXIMALIZACII udelovej funkcie su koeficienty v riadku tcelovej funkcie (tzv.
redukované ceny) nezaporné, t.j. kladné alebo nulové.

e MINIMALIZACII uéelovej funkcie st koeficienty v riadku tucelovej funkcie nekladné, t.j.

zaporné alebo nulové.

4.2.1.3 Nesplneny test optimality = vypocet nového zakladného rieSenia

Pokial' v danom iteracnom kroku nie je test optimality splneny, znamena to, ze je mozné
najst’ noveé zakladné rieSenie, ktoré bude mat’ hodnotu tcelovej funkcie lepsiu ako rieSenie aktualne.

Samotna realizacia vypoctu nového zakladného rieSenia prebieha v 3 krokoch:
1. vol’ba vstupujucej premennej
2. volba vystupujucej premennej
3. prepocet simplexovej tabul’ky.
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1. Volba vstupujucej premennej

Najjednoduchsim spoésobom je zvolit’ vstupujucu premennt podl'a jednotkovej zmeny hodnoty
ucelovej funkcie, tzn. podl'a koeficientov z; v riadku Gcelovej funkcie z. Cim vys$si bude v absolutnej
hodnote koeficient z;, tym vyS§iu zmenu hodnoty ucelovej funkcie je mozné ocakavat'.

Pri volbe vstupujucej premennej je nutné vsak uvazovat, ze:
e zaporné hodnoty z, signalizuji moZnost’ zvySenia hodnoty ticelovej funkcie,

¢ kladné hodnoty z, signalizuji moZnost’ zniZenia hodnoty ucelovej funkcie.

Vo vSeobecnosti pre vol'bu vstupujliicej premennej plati pri:
e maximalizacii UF je vstupujiica premenna (stipec tabulky) uréena hodnotou z, = min zj,
pri¢om z; <0.
e minimalizacii UF je vstupujiica premenna (stipec tabul’ky) uréena hodnotou z, = max zj,
pri¢om z; >0.
Pozndamka: Ak nemozno vstupujiicu premennii podla z; vybrat jednoznacne (rovnaka hodnota z; u viac premennych),
vyberieme lubovolnu z tych premennych, ktoré test optimality porusujii najviac (tj. vidy najvicsie hodnoty z;

v absolutnom vyjadreni).

24




Prednadska 4: Simplexova metoda, dualita uloh, celocCiselné riesenie

2. Volba vystupujiucej premennej

Vystupujlicu premennt ndjdeme tak, Ze vypocitame minimalny podiel transformovanych hodnot
pravej strany b; a kladnych Struktirnych koeficientov u vstupujicej premennej. Tento minimalny
podiel urcuje riadok simplexovej tabulky, v ktorom bude aktudlna bazickd (zakladna) premenna

premennou vystupujucou. Plati vztah

a pre vystupujucu premennu (riadok) musi platit’

.| b .
w=mln(—’ =minw,. (4.3)
%y
Poznamka: Ak nie je mozné zvolit vystupujiucu premennu jednoznacne, pretoze min ( b; / ay. ) vychadza rovnaky pre

dva alebo viac riadkov, mozZeme zvolit’ ako vystupujucu lubovolnii premennu urcenu ktorymkolvek z tychto riadkov.

3. Prepocet simplexovej tabulky

Vstupujica premennd uréuje v simplexovej tabulke tzv. riadiaci (k'ticovy) stlpec
a vystupujlca premenna tzv. riadiaci (kl'ti¢ovy) riadok. Prieseénikom klG¢ového riadka a stipca je
riadiaci (kl’'ucovy) prvok — tzv. PIVOT.

25



Prednadska 4: Simplexova metoda, dualita uloh, celocCiselné riesenie

Pre prepocet simplexovej tabulky pouzivame Standardnti Gaussovu eliminaénii metodu.
Prepolet je potrebné realizovat tak, aby v stipci vstupujiicej premennej vznikol jednotkovy
vektor s jednotkou prave na mieste pivota.

Samotny prepocet je mozné realizovat’ nasledovne:

1. Transformacia riadiaceho riadka — cely riadok vydelime pivotom (kI'ai€ovym prvkom) a tym
vzdy ziskame na mieste pivota hodnotu 1.

2. Transformacia i-teho riadku simplexovej tabulky (vratane riadku ucelovej funkcie) — vSetky
ostatné prvky simplexovej tabulky prepocitame tak, aby sme kazdy prvok riadiaceho stipca (t.].
stipec vstupujucej premennej) vynulovali. Cielom je, aby vietky prvky riadiaceho stipca vytvorili

jednotkovy vektor s jednotkou na mieste pivota.

K prepoctu tabul’ky je mozné vyuzit aj tzv. Gaussov eliminacny krok v tvare

ax. = a. _ ok g 4.4
i = a5 — s Ay, (4.4)
ark

ktory mozeme slovne vyjadrit’ nasledovne:

Novy prvok (a*ij) dostaneme, ak od prvku povodného (a;) odratame podiel prvku nulovaného
(ay) a pivota (a,) vynasobeny koeficientom z riadiaceho riadku a stipca nového prvku (ary)-
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Priklad o kavovej zmesi: rieSenie simplexovou metddou

0.iterany krok: Vychodiskova simplexova tabulka prikladu so zvyraznenym riadiacim riadkom
a stipcom (Z1té), vratane vypod&tu hodnoty w; je uvedena v Tab 4.3.b.

0.itera¢ny krok
Zakladné Vektor Struktiirne premenné Pridavnée premenne Pomocné
premenné | pravych stran (nezakladné) (zakladné) vypocty
Baza b; X1 X, X3 X4 X5 W;
X3 40 1/2 1/4 1 0 0 40/0,5=80
X4 60 1/2 1/2 0 1 0 60/0,5=120
X5 25 0 1/4 0 0 1 25/0=00
zZ 0 -2000 -1400 0 0 0 max

Tab. 4.3 b Vychodiskova simplexova tabulka

Pripustné rieSenie obsiahnuté v tabulke (0.iteraény krok) je charakterizované vektorom x© =
(0,0,40,60,25) a hodnota tcelovej funkcie tohto rieSenia je 7V =0.

Vo vychodiskovej tabul’ke bude:

X; — vstupujuca premennd (pretoze: redukovana cena je ¢;=-2000, tzn. na jednotku premennej x;
dosiahneme prirastok (zvysenie) hodnoty UF o 2000 Eur, ale napr. pre x, by bolo iba o 1400 Eur).
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X3 — vystupujuca premennd (pretoze: pomocnd hodnota w = min(w;) = min(w;,W4,Ws) =
min(40/0,5; 60/0,5; 25/0) = min(80;120;00) a preto w = w3 a vystupujicou premennou je X3).

l.iteraény krok: uvedeny v Tab.4.3c, bol ziskany transforméciou vychodiskovej simplexove;j
Tab.4.3b. Za riadiaci prvok bol urceny prvok (a3;=1/2) abol aplikovany postup Gaussovej

eliminacie s cielom: ,,vyjednotkovat’* pivota a ,,vynulovat’* ostatné prvky riadiaceho stlpca.
l.itera¢ny krok

Baza b; X X, X3 X4 X5 w;
X1 80 1 1/2 2 0 0 160
X4 20 0 1/4 -1 1 0 80
X5 25 0 1/4 0 0 1 100
z 160 000 0 -400 4000 0 0 max

Tab. 4.3¢ Prvy krok vypoctu simplexovou metodou

Po l.iteracii ziskame pripustné (vylepSené) rieSenie v tvare vektora x(1)=(80,0,0,20,25), ktoré
ma hodnotu tuéelovej funkcie z’=160 000. Prirastok tcelovej funkcie vychadza skutoéne
Az(x)=2'—z°=16000—0=16000 resp. Az(x,)=—w.z, =—80.(~2000) = 160000.

Riesenie x*" nie je optimalne, pretoze hodnota ¢, = -400 v riadku uéelovej funkcie signalizuje,
7e elte moZe nastat’ zvysenie hodnoty UF, ak by sa premenna x; stala vstupujliicou premennou.
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D este nie optimalne a preto d’alsi vypodet.
p p yp

2.iteracny krok: Hodnota ¢, = -400 urcuje vstupujicu (riadiacu) premennud x,, hodnota w,=80

bude prvok a,,=1/4.

urcuje vystupujicu premennu x,. Pivotom (riadiacim prvkom) d’alSej upravy simplexovej tabulky

2.itera¢ny krok
Baza bi X1 X X3 X4 X5 Wi
X1 40 1 0 4 -2 0
X3 80 0 1 -4 4 0
X5 5 0 0 1 -1 1
z 192 000 2400 1600 0 MAX
Tab. 4.3d Druhy krok vypoctu — optimalne riesenie

VSimnime si: premenné x;, x, xs su teraz zdkladnymi (bazickymi) premennymi, x; x, su
aktualne premenné nezakladné.

— tzv. redukované ceny, zelené¢ — redukované cenové

koeficienty (tzv. tiefiové ceny). Tabulka obsahuje riesenie x = (40,80,0,0,5) s hodnotou t&elove;
funkcie =192 000.

Prirastok hodnoty ucelovej funkcie je tu skuto¢ne

Az(x,) =z — 2> =192000— 160000 = 32000 resp. Az(x,) = —w.z, = —80.(-400) = 32000 .
2 2 2
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RieSenie v tabul’ke 4.3d je uZ rieSenim optimalnym. Vieme to preto, lebo vSetky hodnoty

ucelovej funkcie z u povodne nezdkladnych premennych (x; a x,) st kladné a teda nie je mozné uz

dosiahnut’ Ziadne zvysenie hodnoty ucelovej funkcie.

Interpretacia vysledkov:

Optimalny vyrobny program firmy predstavuje
produkcia 40 ton kavovej zmesi Z1 a 80 ton zmesi Z.2
a takyto program vyroby prinesie firme zisk 192 000.

Poznamka: Riesenia x(l), x(z), X

tabulkach

oznacenym bodom pri grafickej interpretacii mnoziny

®  obsiahnuté

v simplexovych odpovedaju  rovnako
pripustnych rieseni ulohy o kavovej zmesi (obr.4.1e). Je
vidiet, Ze rieSenia urcené v dvoch po sebe nasledujucich
z hladiska  grafickej

susednymi krajnymi bodmi mnoziny pripustnych rieseni.

iteraciach  su interpretacie

™
K %
A
\ .
L )
\ N\
\ W g
& -
X© N\ X [ton]

Obr.4.1e Zakladné riesenie ekvivalentnej sustavy rovnic
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4.2.2 Dvojfazovy simplexovy algoritmus

V pripade, ak nie si v matematickom modeli ULP vsetky obmedzujiice podmienky v tvare
nerovnic typu ,,<“, potom ziskanie vychodiskového zdkladného rieSenia nie je také jednoduché, ako
bolo uvedené doteraz. Jeho vyhladanie predstavuje v podstate celi jednu (I.) fazu vypoctu. Az
neskor, v rdmci dalsej (I1.) fazy vypoctu sa moézeme zaoberat’ llohou extremalizacie (optimalizacie)

zadanej ucelovej funkcie. Druhd faza je uz Gplne zhodna s vyssie uvedenym postupom.

Princip a podstatu potreby zaradenia druhej fazy v ramci simplexového algoritmu si ukdzeme

na jednoduchom numerickom priklade.

Priklad: Majme zadany matematicky model ulohy napr. v tvare
maximalizovat’
z=2X,+ Xx,
za obmedzujtcich podmienok
3x,+ x,212
-X,+ x,24
x, <10
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Grafické znazornenie mnoZiny pripustnych rieSeni je na Obr.4.4.

r'Y
i X3
15"
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\ ]
'\ .~
1M \"
10] \
\
L

A
i

<L_'—\ ’/-'
Xy < ) 1
xy < 10 =

‘ /
\
\
\
/ X(3)

4"’ x|

Obr.4.4 Mnozina pripustnych rieseni ulohy
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Prevedme slstavu obmedzujucich podmienok pomocou pridavnych premennych na

ekvivalentnt ststavu rovnic (ESR) a dostaneme stistavu 3 rovnic s piatimi neznamymi v tvare

3x,+ x, —x, =12
—X,+ X, -X, =4
X, +x; =10

Ak zvolime v ststave rovnic premenné X; ax, ako nezdkladné (x,=0, x,=0) premenné,
dostaneme hodnoty ostatnych premennych x;=-12, x4=-4, xs=10. Odpovedajice rieSenie —
vychodiskové (zakladné) rieSenie - zapisané ako vektor x=(0;0;-12;-4;10) viak nie je pre zadany
model rieSenim pripustnym, pretoze odporuje podmienkam nezapornosti.

Uvedend skutocnost’ je zrejma aj z Obr.4.4 — mnozina pripustnych rieSeni (Sedd), kde rieSenie
x" je vyznagené v pociatku. Je to spdsobené tym, ze ESR nie je v pozadovanom — kanonickom —
tvare a preto matica Strukturnych koeficientov neobsahuje potrebny pocet jednotkovych vektorov.

Pre ziskanie pozadovaného tvaru musime takuto ESR ,jumelo® rozsirit' o d’alSie premenné,

ktoré budeme nazyvat’ umelé (pomocné) premenné, ozn. #. Umelé premenné sa potom jednoducho
pripocitaju k l'avej strane tych rovnic, v ktorych chyba prislusny jednotkovy vektor.
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V takomto pripade budeme ESR rozsirent o umelé premenné nazyvat’ rozSirena ekvivalentna

sustava rovnic (RESR).

Pre zadany Priklad o kdvovej zmesi dostaneme rozsirent sustavu rovnic v tvare

3x,+ x, —x; +u, =12
-X,+ X, - X, +u, =4
X, + x5 =10

Aké su teda pravidla pre dopliiovanie umelych premennych ??

o U podmienok typu ,,<* umelé premenné nedoplitujeme, nakol’ko pridavna premenna pripocitana
pri prevode nerovnice na rovnicu zaistuje automaticky ziskanie jednotkového vektora v matici
Struktarnych koeficientov. Mdze sa teda v tejto rovnici stat’ zakladnou premennou.

o U podmienok typu ,,2>*“ alebo ,,=“ je potrebné umelu premennu ku Pavej strane nerovnice alebo

rovnice pripocita’. Umelé premenné buda v takto ziskanej ststave rovnic zakladnymi

premennymi.

Zhrnutie zékladnych zasad dopliiovania pridavnych a umelych premennych pre vsetky typy

obmedzujticich podmienok:
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Typ obmedzenia

Pridavna premenna

Umela premenna

<GG

99—

+ X

-X

+u

+u

Rozsirena ststava rovnic je uz sustavou k kanonickom tvare a zdkladné premenné tu
predstavuji umelé premenné u,, u,, u;. Zakladné rieSenie takejto sustavy je uréené vektormi
x? = (0;0;0;0510) a u® = (12;4)
kde x je vektor hodnot Struktirnych a pridavnych premennych, u predstavuje vektor hodnot umelo

doplnenych premennych. Dosadenim prvkov vektora x® do zadanej SLN alebo do ESR zistime, Ze
ani rieSenie roz$irenej ESR nie je pripustnym rieSenim zadanej ulohy LP.

Obmedzenie | Lava strana Relacné Prava strana Splnené Rozdiel
znamienko X u
3.x+x, > 12 > 12 nie 12
-X1tX, >4 > 4 nie 4
X, <10 < 10 ano 10

Tab. 4.4 Hodnoty pridavnych a umelych premennych
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Co vidime? Prva obmedzujuca podmienka nie je pre riesenic x© splnena. Rozdiel medzi
pravou a l'avou stranou je 12 a préve to je hodnota umelej premennej u;. Druhé obmedzenie tiez nie
je splnené — rozdiel o kolko nie je splnené udava hodnota 4 azhoduje sa hodnotou umelej
premennej u,. Posledna podmienka splnena je a pridavné premenna x5 = 10.

Z toho vyplyva aj prakticky vyznam pridavnych a umelych premennych. Plati:

e Pridavné premenné - sluzia k prevodu sustavy obmedzujucich podmienok na sustavu rovnic.
Hodnoty tychto premennych moézu vyjadrovat’ napr. nevyuziti kapacitu alebo prekrocenie

urcitého poziadavku. Maju teda urciti ekonomickt interpretaciu k rieSenému problému.

e Umelé premenné — zabezpeCuju iba ziskanie ststavy rovnic v kanonickom tvare. Ich kladné
hodnoty signalizuji, ze niektoré z obmedzujicich podmienok nie su splnené. Vyjadruju teda
mieru nesplnenia zadanych obmedzeni.

Z uvedeného vyplyva, Ze pripustné riesenie ULP ziskame iba vtedy, ak budu vietky umelé
premenné nulové.

Obsahom prvej fazy vypoctu dvojfazovym simplexom je preto vynulovanie vsetkych umelych
premennych RESR. Tato fdza mdze byt pritom zakon€end dvomi moZnost'ami:
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1. VSetky umelé premenné sa podari vynulovat’ a tym ziskame vychodiskové zdkladné rieSenie
zadanej ulohy. Vypocet potom moze pokracovat optimalizaciou ucelovej funkcie, teda druhou
fazou rieSenia. S umelymi premennymi uz v druhej faze neuvazujeme.

2. VSetky umelé premenné sa vynulovat’ nepodari. V takomto pripade neexistuje Ziadne riesenie,

ktoré by vyhovovalo vietkym obmedzujucim podmienkam. Uloha LP nemé4 teda Ziadne pripustné

rieSenie a vo vypocte nema zmysel pokracovat’.

Ako ale zabezpecit’ vynulovanie umelych premennych??
Je viac ciest. My uvedieme spdsob zalozeny na minimalizacii tzv. pomocnej uicelovej funkcie.

Minimalizaciu (chapeme vynulovanie) hodnét umelych premennych je mozné zabezpecit tak,
ze zostrojime pomocnu ucelovu funkciu p, ktora bude definovand ako sucet vSetkych umelych
premennych. Takato pomocnt uc¢elova funkciu budeme minimalizovat’ a teda

p=>u —> MIN .

Pokial’ sa podari ziskat’ minimalnu hodnotu p = 0, potom aj vzh'adom k nezépornosti vSetkych
premennych musia byt vSetky umelé premenné rovné nule. Tym je mozné ziskat vychodiskové

pripustné rieSenie ULP.
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V pripade, ak je minimum p > 0, potom nie je mozné ziskat’ také rieSenie, v ktorom by vSetky

umelé premenné boli nulové. Vtedy ULP nema Ziadne pripustné rieSenie.

Pokracovanie Prikladu o kavovej zmesi:

Ekvivalentnd SLR (ESR) Rozsirena ekvivalentnd SLR (RESR)
3x,+ X, —x =12 3X,+ X, —x +u, =12
-X,+ x, - X, =4 - X, + X, - X, +u, =4

X, +x;, =10 X, + X =10

Mame dve umelé premenné u; a u, a preto bude pomocna ucelova funkcia p definovana v tvare
p=u+u, > MIN .
. , , u, =12-3.x,— x, —x,
Z RESR moZeme ziskat
u, =4+x,—- Xx, +x,
, =u,+u,=12-3.x,— x, —x, +4+x,—x, +x, > MIN
takze pre pomocnu UF dostaneme Pt b oo
p=16-2.x,-2.x, +x, +x,
V anulovanom tvare (t.j. s nulovou pravou stranou) ma potom pomocna UF tvar

p+2.x,+2.x,—-x;,-x,=16.

38




Prednadska 4: Simplexova metoda, dualita uloh, celocCiselné riesenie

Vychodiskova simplexova tabul'ka, rozSirena o umelé premenné a riadok pomocnej UF:

Zakladné Vektf)r Struktiirne premenné Pridavné premenné Umelé (pomocné) | Pom.
premenné p Z?:;;h (nezdakladné premenné) (zakladné premenné) premenné Vypoc.
Baza b; X; X, X3 X4 X5 uy u Wi

u; 12 3 1 -1 0 0 1 0 12
U, 4 -1 1 0 -1 0 0 1 4
U3 10 0 1 0 0 1 0 0 10
z 0 -2 -1 0 0 0 0 0 max
p 16 2 2 -1 -1 0 0 0 min

Tab. 4.5a Vychodiskova simplexova tabulka pre dvojfazovy simplex

Vstupujiica premennd: v1.faze volime podla pomocnej UF ateda to moze byt jedna
z premennych x; alebo x, (obidve maji rovnaké redukované cenové koeficienty ¢ =2, volime x,).

Vystupujica premennd: volime beznym spoésobom podl'a hodnoty w.

Prepoctom tabul’ky by sme postupne ziskali rieSenia:
xV'= (0;4;0;056) a u” = (8;0), 2V =4, p=8.
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Dalsi krok: vstupujiica premenna x;, vystupujica premenna u; a rieSenie podl'a Tab.4.5b

Baza b;

X1 X2 X3 X4 X5 Uy [15) w;
X1 2 1 0 -1/4 1/4 0 1/4 -1/4 -
X, 6 0 1 -1/4 -3/4 0 1/4 3/4 -
X5 4 0 0 1/4 3/4 1 -1/4 -3/4 16
z 10 0 0 -3/4 -1/4 0 -1 -1 max
D 0 0 0 0 0 0 1 1 | MIN

Tab. 4.5b Simplexova tabulka pre dvojfazovy simplex — 2.iterdcia
Ziskané rieSenie
x? = (2;6;0;0;4) a u® = (0;0), z¥ =10, p?=0.
je optiméalnym rieSenim rozSirenej ESR.
Vzhl'adom k tomu, Ze je hodnota ucelovej funkcie p=0, md zmysel pokraCovat’ v rieSeni.
Riesenie x?=(2;6;0;0;4) bude preto predstavovat’ sti¢asne vychodiskové rieSenie povodnej ulohy

LP. Tuato skuto¢nost’ ilustruje aj Obr.4.4 v ktorom st jednotlivé kroky vypoctu zvyraznené Sipkami.

N4ajdenim vychodiskového rieSenia sa I.faza vypoctu konc¢i. Tak ako pomocnu UF, ani umelé
premenné uZ v d’alSom vypoclte neuvaZujeme. Vstupujuca premenna sa dalej uz voli podla
koeficientov pdvodnej ucelovej funkcie z.
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V tomto pripade (7ab. 4.5b): vstupujuca premenna je x; , vystupujica premenna xs.

Po opédtovnom prepocitani tabul’ky dostaneme

Baza b; X X, X3 X4 X5 w;
X4 6 1 0 0 2 1
X5 10 0 1 0 1 1
X3 16 0 0 1 3 4
z 22 0 0 0 2 3 MAX

x® = (6;10;16;0;0) , z¥=22.

z ktorej vyplyva optimalne riesenie ULP v tvare

Tab. 4.5¢ Simplexova tabulka pre dvojfazovy simplex — optimdlne rieSenie
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Zhrnutie:

Zakladné upravy vieobecného matematického modelu ULP na kanonicky tvar.

a)

b)

d)

Pri nesplneni podmienky nezdapornosti pravej strany ( b;<0 ) sa cela rovnica nasobi (-1).

Pri nesplneni podmienky nezdpornosti premennej x; je potrebné:

ak (x; < 0), vykonat tzv. substiticiu, tj. dosadit’ do rovnice premennu x;" = - x;, pre ktoru je
podmienka nezapornosti splnena a po ukonceni rieSenia sa vratit' k premennej povodnej;

ak x; je lubovolné, tzn. moze nadobudat kladnych i zapornych hodnot, nahradime ju 2 novymi
premennymi podla vztahu x; = x;"" - x;’, pre ktoré plati x;"" 2 0, x;” 2 0, pretoZe kazdé (kladné i

zdporné) cislo je mozné vyjadrit’ ako rozdiel dvoch kladnych cisiel.

Nerovnice typu ,,<* sa prevedu na rovnice pripocCitanim tzv. pridavnych premennych. Napr.

3x;t2x,<3sazmeninal3d.x;+2x, +x3=23.

Nerovnice typu ,,2“ moézeme previest na rovnice, ak pridavni premenni x,.; od rovnice

odpocitame a pripocCitame tzv. umelu premennu (u;). Napr. 3.x; + 2.X, > 3 sa zmeni na 3.x; +
2.X2 -X3tu = 3.
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e) V nerovnostiach typu ,,<* sa jednotkovéa bdza vytvori automaticky z pridavnych premennych.
U rovnic (prip. aj nerovnic typu ,,.>“ ktoré sme podla d) na rovnice previedli) je nutné
jednotkovll bazu vytvorit’ a to bud’ vhodnym vypoctovym postupom (napr. Gauss—Jordanova
elimindcia) alebo CastejSie vyuzivanym zaradenim tzv. umelych premennych. Pri ich zaradeni
je viak nutné do kanonického tvaru modelu ULP doplnit’ (zaviest) d’alsiu a to tzv. doplnkovii

(pomocnu) ucelovu funkciu.

Komplexny v§eobecny postup realizacie simplexovej metédy

1. Kanonicky tvar modelu ULP prepiseme do simplexovej tabul’ky.

2. Uréime riadiaci (kI'ti¢ovy) stipec, ktory uréuje novo zarad'ovanii premennii do bazy a to podl'a
toho, ktory zaporny (tlohy typu MAX), resp. kladny (alohy typu MIN) koeficient v riadku ucelovej
funkcie ma najvicsiu absolutnu hodnotu.

3. Ur¢ime riadiaci (kI’'ucovy) riadok, t.j. vylucovanu premennu, podl'a toho, ktory podiel v tvare

w; = b/ ay , pre vietky a; > 0, zapisovany v poslednom stipci tabul’ky je najmensi.

4. Uréime tzv. riadiaci prvok (pivot) tiprav, ako prieseénik riadiaceho riadku a riadiaceho stipca.
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5. Vykoname #plnu elimindciu, tzn. vydelime vsetky prvky riadiaceho riadku pivotom, prvky
riadiaceho stipca nahradime prislichajicim zakladnym stipcovym jednotkovym vektorom a ostatné
prvky v simplexovej tabulke doratame (napr. pomocou Gaussove] elimindcie, prip. podla
odvodeného vztahu pre prepocet prvkov simplexovej tabul’ky).

6. Posudime splnenie kritéria optimalnosti, tj. pokial nebudu vsSetky koeficienty v riadku
ucelovej funkcie nezaporné (illoha typu MAX), resp. nekladné (lohy typu MIN). Ak to splnené nie
je, vratime sa do kroku 2.

7. Cely vypoctovy postup opakujeme dovtedy, pokial’ podmienka optimality nebude splnena. Az

vtedy je mozné konstatovat’, Ze bolo najdené optimalne rieSenie.

V pripadoch, Ze nie je mozné riadiaci riadok alebo stipec a teda aj pivota Gprav uréit, tzn. vietky

koeficienty v riadiacom stlpci su zaporné (a;; < 0), iloha optimalne rieSenie nema.
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4.3. DUALITA ULOH LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Porovnanim niz$ie uvedenych modelov (vychodiskové rieSenia a posledna iteracie rieSenia -
Tab.4.6 a, b) je mozné zistit, ze je medzi nimi urcitd suvislost’.

A) Priklad 4.5 B) Priklad 4.7
2.+ x,+ 3.x; <600 2.x, + 3.x, =254
3.x,+ 2.x,+ 2.x; < 800 x + 2.x, 245
z=54.x, +45.x, +52.x, &> MAX 3.x + 2.x, 252

z=600.x, +800.x, — MIN

Baza b X1 X X3 X4 X5 z w
X4 600 2 1 1 1 0 0 300
X5 800 3 2 2 0 1 0 800/3

z 0 -54 -45 -52 0 0 1 MAX
X3 100 1/4 0 1 1/2 -1/4 0
X5 300 5/4 1 0 -1/2 3/4 0
zZ 18 700 61/4 0 0 7/2 83/4 1 MAX

Tab.4.6 a : Vychodiskova a vysledna iterdcia riesenia modelu A
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Baza b X1 X5 X3 X4 Xs u; u, U3 z p
U 54 2 3 -1 0 0 1 0 0 0 0
U, 45 1 2 0 -1 0 0 1 0 0 0
U3 52 3 2 0 0 -1 0 0 1 0 0

z 0 -600 | -800 0 0 0 0 0 1 0
p 151 6 7 -1 -1 -1 0 0 0 0 1
Xo 83/4 0 1 0 -3/4 1/4 0 3/4 | -1/4 0 0
X3 61/4 0 0 1 -5/4 -1/4 -1 5/4 1/4 0 0
X1 7/2 1 0 0 1/2 -1/2 0 -12 | 1/2 0 0
7/ 18700 0 0 0 -300 | -200 0 300 | 100 1 0
p 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 1
Tab.4.6 b : Vychodiskova a vysledna iteracia riesenia prikladu 5.2.
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Porovnanie bude vyraznejSie pri ich maticovom vyjadreni (parametre a premenné modelu B

budi oznacené napr. s pruhom).
A) B)

23] — _ -

{213} A.x<b A1, AX=Db
322 z = €. X (MAX) 35| Z=c¢c.X (M)
600 >4 = >4 600
b:{ } C = |45 b =45 E:{ }
800 800

52 52

Obidva modely maju vel’a spolo¢ného a to predovsetkym:
e Matica siistavy prvej ulohy je rovna transponovanej matici sustavy ulohy druhej (A =A").

sustavy B) a naopak, tj. plati(c = b, b =¢).

e Vektor koeficientov pravej strany sustavy A) je rovny vektoru koeficientov ucelovej funkcie

Ulohy sa pritom liSia iba v znamienkach nerovnosti a smere optimalizacie.
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Zatial' ¢o v ulohe A st znamienka nerovnic typu ,<* a ucelova funkcia sa maximalizuje,
v tlohe B su nerovnice typu ,,>“ a G€elova funkcia sa minimalizuje. Takéto Ulohy v linearnom
programovani nazyvame dualne symetrické. Ich spolo¢né rysy sa neobmedzuju iba na matematicky
model, ale si jednoznac¢ne definovateI'né aj v kone¢nom rieseni tloh. Plati napr.:

e Obidve ulohy maju rovnaké hodnoty ucelovej funkcie pre ich optimalne rieSenia.
e Riesenie ilohy A moZno najst' v riadku ucelovej funkcie (konkrétne v stipcoch povodnych
bazickych premennych) ulohy druhej a naopak.

Pre duélne zdruzené Glohy plati zdkladn4 veta (Veta o dualite uloh LP):

AK ma jedna z uloh ( primarna alebo dualna ) optimalne rieSenie, ma optimalne rieSenie
aj druha, pricom extrémne hodnoty ich ucelovych funkcii su rovnaké.

Ak ucelova funkcia jednej z tloh nie je ohranicend, druha uloha nema pripustné rieSenie.
Priklady dudlne nesymetrickych tloh, napr. k problému zadanému maticovo v tvare
z=c.x>MIN A.x=b, x>0,
je dualne zdruZeny problém definovany v tvare

Z=X.b > MAX AT.x< ¢
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Pripadne pre tlohu
z = ¢'.x > MAX A.x=Db

je dudlna tloha v tvare
Z=x.b>MIN A'.xX=¢, Xx>0.

Praktické pouZitie javu duality ULP:

Najcastejsie pre rieSenie uloh, v ktorych st obmedzujuce podmienky iba v tvare nerovnic typu
= (pripadne aj v tvare rovnic) a ktoré¢ je nutné riesit’ dvojfazovym simplexovym algoritmom, t.j.
so zavedenim umelych premennych a pomocnej ucelovej funkcie p.

Rieseniu takto zadaného modelu ULP je mozné sa vyhnit prave vyrieSenim tlohy duélne

symetrickej, ktorej rieSenie by vyzadovalo ,,iba* vyuzitie jednoduchého simplexového algoritmu.

VyuZivame pritom uvedené vlastnosti dualnych uloh — t.j. rovnakd hodnota ucelovej funkcie

a hladané rieSenie dudlne zdruZenej ulohy je obsiahnuté v riadku ucelovej funkcie.

Poznamka: Ak v primarnej ulohe koeficienty c; znamenaju napr. ceny procesov, premenné x; mnozstva a
koeficienty a; mnozstvo i-teho cinitela na j-ty proces, potom premenné X; maju v dudlnej uilohe rozmer

[cena / ¢initel], tzn. ocenuju Cinitele a zvyknu sa nazyvat dudlne (fiktivne, tieiiové) ceny.
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PRIKLADY NA SIMPLEXOVY ALGORITMUS

Priklad 1: Prevedte zadany matematicky model ulohy vyrobného planovania na kanonicky tvar,
vhodny pre aplikaciu simplexového algoritmu.

Riesenie:

Matematicky model tlohy:
z = 54.x +45.x,+52x, > MAX

3.x, + 2.x, + 2.x; < 800.
Jeho Uprava na kanonicky tvar:

2x + x, + 3.x; < 600

z —54.x, —45.x,— 52.x, =0 —> MAX
2x + x, + 3+ x, = 600
3.x, +2x, + 2.x +x; = 800.

Poznamka: Budeme pouzivat ciastocne odlisny postup oproti Standardne pouzZivanému postupu v literatire a to sice v
tom, Ze rovnicu ucelovej funkcie priradujeme k ostatnym rovniciam ziskanym upravou ucelovych podmienok tak, zZe

., 2" povazujeme za dalSiu bazicku premennu. Vyhoda tohto postupu sa prejavi pri viastnom rieseni.
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Priklad 2: Zapiste ulohu LP zadanu jej matematickym modelom do simplexovej tabulky
z = 3.x+2x, > MAX
2.x, +5.x, < 1000
4.x,+ x, <1100,

x,20, x, >20.

Riesenie:
Pomocou doplnkovych premennych a anulovanim tucelovej funkcie ziskame ststavu troch

linedrnych rovnic (s piatimi nezndmymi), ktora je v tzv. kdnonickom tvare. Dostaneme

z — 3.x,—2.x, =0 —> MAX
2.x, +5.x, +x, = 1000
4.x, + x, +x, = 1100,

x 20, x,20, x, 20, x;,>0.
Z uvedenej sustavy je mozné ziskat’ vychodiskové zakladné pripustné rieSenie v tvare

x =(0,0,1000,1100).

Ststavu rovnic v kanonickom tvare moézeme prepisat’ do simplexovej tabul’ky (Tab.2.1).
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Baza b; X X, X4 X5 z wi=b;/a;,
X4 1000 2 1 0 0
X5 1100 4 1 0 1 0
z 0 -3 -2 0 0 1

Tab.2.1 Simplexova tabulka prikladu 2
Jednotlivé Casti tabul’ky:
1. stipec = stipec bazickych (zakladnych) premennych, tzv. bdza;

. 1000 ,
2. stlpec b= (1 100) = stlpec pravych stran (tzv. absolutnych ¢lenov) b;;

; 2510
3.- 6. stlpec A'=
4 1 0 1

J: prvky v stipcoch premennych x; a x’; tvoria maticu koeficientov a;;
7. stipec - w, =b,/a, = stipec, sliziaci pre urenie tzv. riadiaceho (klicového) riadku;
4. riadok, t.j. vektor (-3 -2 0 0)- je riadok koeficientov tzv. anulovanej ticelovej funkcie;

jediné policko v stipci b; a riadku z - predstavuje aktudlnu hodnotu G&elovej funkcie, prisluchajucu
aktualne urcenému zékladnému pripustnému rieseniu.

V pripade tzv. iniciacnej tabul’ky — t.j. prva tabulka v simplexovom algoritme (0. iteracny
krok) vZzdy plati z = 0. Je to dané charakterom vych. rieSenia, vychadzajuceho z kanonického tvaru.
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Priklad 3: RieSte ulohu LP zadanu jej matematickym modelom pomocou simplexovej metody
z= Tx+6x, > MAX
7x, +5x, < 850
2.x, +2x, < 300,

x, 20, x,>20.

Riesenie:

Zavedenim doplnkovych premennych x,.; prevedieme sustavu linedrnych nerovnic na ststavu
linearnych rovnic a sti¢asne anulujeme ucelovi funkciu Z tak, Ze od oboch stran tcelovej rovnice
odpocitame jej pravu stranu. Ak zanedbame podmienky nezépornosti, ziskame takto sustavu 3
linearnych rovnic s celkom 5 nezndmymi (X, X,, X3, X4, Z). Dostaneme

z — T.x — 6.x, =0 —> MAX
7.x, + 5.x, + X, = 850
2.x, +2.x, +x, =300

x20, x,20, x;, =20, x, 20.

Tym sme ziskali kanonicky tvar sustavy linearnych rovnic s nezdpornymi pravymi stranami
a mozeme teda prikrocit’ k rieSeniu. To realizujeme v simplexovej tabul’ke (tab.3.1).
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Baza bi X1 Xo X3 X4 V/ Wi:bi/ Ajk
X3 850 7 5 1 0 850/7
X4 300 2 2 0 1 0 300/2

z 0 -7 -6 0 0 1 max

Baza bi X1 X2 X3 X4 V4 Wi=bi/aik
X1 850/7 1 5/7 1/7 0 0 170
X, 400/7 0 @/7) 277 1 0 100

z 850 0 -1 1 0 1 max

Baza bi X1 Xo X3 X4 V/ Wi:bi/ Ajk
X1 50 1 0 1/2 -5/4 0
X) 100 0 1 -1/2 7/4 0

zZ 950 0 0 1/2 7/4 1 MAX

Tab.3.1 Simplexova tabulka k prikladu 3

V poslednom kroku tabul’ky, v riadku uéelovej funkcie uz nie je Ziadny zdporny koeficient
(Gloha je typu MAX) a preto ma optimalne rieSenie tvar
Xopr = (50,100, 0, 0)
a maximalna hodnota ucelovej funkcie je z_, = z(x,p; ) =950.

Overenie vysledku:z,_ = z(x,,,) =7.50+6.100 =950. Skuste najst’ lepSie rieSenie???
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Priklad 4: RieSte ulohu LP zadanu jej matematickym modelom (od Prikladu 3 sa lisi iba tvarom
ucelovej funkcie) pomocou simplexovej metody

z= 2x+7x, —> MAX

T.x, +5x, < 850
2.x,+2.x, <300,

x 20, x,20.

RiesSenie:
Prevedieme SLN na SLR a ziskame kanonicky tvar SLR s nezapornymi pravymi stranami

z — 2.x,-Tx, =0 —> MAX
T.x, + 5.x, +x, = 850

2.x, +2.x, +x, = 300,

x20, x,20, x; 20, x, 20.

Kanonicky tvar SLR zapiSeme do simplexovej tabul’ky a ndjdeme optiméalne rieSenie (tab.4.1)

Baza bi X1 X X3 X4 V4 Wi=bi/aik
X3 850 7 5 1 0 0 170
X4 300 2 ) 0 1 0 150
Z 0 -2 -7 0 0 1 max
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Baza b; X X, X1 X', z wi=b;/a;,
X3 100 2 0 1 -5/2 0
X5 150 1 1 0 1/2 0
z 1050 5 0 0 7/2 1 MAX

Tab.4.1 Simplexova tabulka k prikladu

Optimalne rieSenie a maximalna hodnota tcelovej funkcie je

Xopr = (0,150,100, 0) a z

= 2(Xppy) =2.0+7.150=1050 .

56



Prednadska 4: Simplexova metoda, dualita uloh, celocCiselné riesenie

Priklad 5: Opravoviia robi 3 druhy oprav Ol, O2, O3, na ktoré spotrebovava 2 druhy suciastok S1
a S2. Zisky z jednotlivych oprav su po rade 54, 45 a 52 jednotiek. Na opravu OI (1.typu) sa pritom
spotrebuju 2 suciastky SI1 a 3 suciastky S2, na opravu O2 je potrebna 1 suciastka SI a 2 suciastky
S2 a na O3 potrebujeme 3 suciastky S1 a 2 suciastky S2. Na sklade je pritom 600 suciastok SI a 800

suciastok S2. Uloha: naplanovat pocet oprav tak, aby zisk opravovne za ich vykonanie bol
maximalny. Vyrieste ulohu pomocou simplexovej metody.

RieSenie:
Matematicky model tlohy:
z = 54.x, +45.x,+52.x, > MAX

Kanonicky tvar modelu:

z — 54.x, —45.x, - 52.x, =0
2. X, <
3x‘ " ZXZ " §x3 Zgg 2x + x, + 3, +x, = 600
<
B 3. + 24 + 2x,  + x =800
<0, x,<0; x; <0.

Baza b X1 X X3 X4 X5 z w
X4 600 2 1 1 1 0 0 300
X5 800 3 2 2 0 1 0 800/3
Z 0 -54 -45 -52 0 0 1 max

Tab.5.1a: Simplexova tabulka a pociatocné vychodiskové riesenie - (.iterdcia.
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Z tabul’ky mo6zeme okamzite urcit’ prvé - po€iatocné (vychodiskové) bazické rieSenie v tvare

X; =X, =Xx3=0; x4 =600, x; =800

a jemu odpovedajuca hodnota uéelovej funkcie 2 = 0.

Je zrejmé, Ze uvedené rieSenie formalne patri do mnoziny pripustnych rieSeni, ale uz z toho, ze
nenulové hodnoty nadobudli pridavné premenné vyplyva, ze zrejme nepdjde o rieSenie optimalne.
Potvrdzuju to aj koeficienty v riadku ucelovej funkcie, kde st az tri zadporné hodnoty. Najvicsia z
nich v absolutnej hodnote (,,najzapornejsia®) je hodnota ¢;3=-54 v prvom stipci. Znamena to, Ze
rieSenie Ulohy sa vylepSi v zmysle pozadovaného smeru optima, ak do bdzy zaradime prave
premennu x;. Zostava urcit’, ktorti premennu je vhodné z bazy vyradit’.

b, 600 b, 800

1 2

Kritériom st pomocné hodnoty: w,=—=——=300, w,=—-=—=266 %.

a 2 a

11 21

NajmenSia z nich je w, a preto z bazy vyradime premennu x;. Riadiacim riadkom upravy bude
preto riadok druhy a riadiacim prvkom (pivotom) d’alSich Gprav bude prvok a,;=3. Tym sme ziskali
potrebné informacie pre Gpravy tabul’ky v ramci prvej iteracie.

Po uprave musi byt prvok a,;=1 a prvky a;; = a3; = 0 - tzv. nulované prvky. Po Upravach je
d’al$i krok rieSenia v tab.5.1.b.

58



Prednadska 4: Simplexova metoda, dualita uloh, celocCiselné riesenie

Baza b X1 X X3 X4 X5 v4 W
X4 200/3 0 -1/3 5/3 1 -2/3 0 40
X1 800/3 1 2/3 2/3 0 1/3 0 400

z 14 400 0 -9 -16 0 54/3 1 max

Tab.5.1.b: Riesenie simplexovou metodou — 1.iterdcia
Ak rovnakym postupom posudime tabul’ku po 1.iteracii, vidime, Ze rieSenie po prvej iteracii je

x; =800/3, x,=x3=0, x4=200/3, x5=0

ktorému prislucha hodnota uéelovej funkcie 2" = 14 400.

Poznamka: Kontrolou spravnosti moze byt dosadenie urcenych hodnot x;, xz, a x3 do povodného tvaru

ucelovej funkcie. Dostaneme
z™ =54.(800/3) +45.0+ 52. 0= 14 400.

RieSenie vSak stale nie je optimalne, pretoZze v riadku ucelovej funkcie zostali dva zéporné
koeficienty. Za novo zaradent bazicku premennua zvolime x;, za vyrad'ovani premennu x, a vysSie
uvedeny postup zopakujeme. Tvar simplexovej tabulky po vykonani d’alSich dvoch iteracnych
krokov je v tab.5.1.c.
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Baza b X1 X5 X3 X4 X5 v4 W
X3 40 0 -1/5 1 3/5 -2/5 0 -200
Xy 240 1 4/5 0 -2/5 3/5 0 300

z 15040 0 -61/5 0 48/5 58/5 1 max
X3 100 1/4 0 1 1/2 -1/4 0

X, 300 5/4 1 0 -1/2 3/4 0

z 18 700 61/4 0 0 7/2 83/4 1 MAX

Tab.5.1.c: Riesenie simplexovou metodou — 2.iterdacia a 3.iterdcia = optimalne rieSenie

Optimalne rieSenie nebolo dosiahnuté ani po 2.iteracii (a3,=- 61/5 v riadku ucelovej funkcie).
Bola nutna este 3.iteracia (vyradit x;, zaradit’ x,), ktora viedla k n4jdeniu optimélneho rieSenia.

Optimalne rieSenie ulohy:

x1=0, x2=300,x3=100

s prisluchajucou hodnotou téelovej funkcie z°*” = 18 700.

Interpretacia vysledkov:

Vratme sa k povodnému zadaniu tlohy a moZeme tvrdit’, ze optimalny plan vyroby z hl'adiska
maximalneho zisku je: nevyrdbat’ Ziadny vyrobok V;, vyrabat’ 300 vyrobkov V, a 100 vyrobkov V.
Predpokladany dosiahnuty zisk z ich vyroby bude 18 700 jednotiek.
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Overenie vysledkov:
Po dosadeni hodn6t do obmedzujticich podmienok ulohy a zvolenej ucelovej funkcie vidime,

ze vlastné obmedzujtice podmienky
2.0+ 300 + 3.100 = 600 (=600)

3.0 + 2.300 + 2.100 = 800 (=800)
z = 54.0+45.300+52.100 = 18700 > MAX

su splnené.
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Priklad 6: Rieste ulohu LP zadanu jej matematickym modelom pomocou metddy umelej bazy.

z= 2x- 3x, > MAX

10
-2.x,+3x, <9

2x +  x,

IA

2x,+4x, =28

b

x,20, x,20.

Riesenie:

SLN prevedieme na SLR (cez pridavné premenné), anulujeme ti¢elova funkciu a dostaneme

z — 2.x+3.x, =0 (MAX)
2x +  x,+x, =10
—2.x, +3.x, +x, =9
2.x, +4.x, -x; =8

x20, x,20, x;,20, x, 20, x, 20.

Ststava rovnic vSak nie je v kanonickom tvare, nakolko v tretej rovnici chyba zdkladna

premennd x, ., >0 a preto ju musime do tretej rovnice ,,umelo* doplnit’, tzn. pridat’ premennt u, >0.

Ulohu musime doplnit’ aj o tzv. pomocnii iiéelovii funkciu p=u, — MIN .
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Po jej anulovani vykonanim ekvivalentnych Gprav dostaneme p—u, =0 a RESR bude v tvare

z — 2.+ 3.x, =0 (MAX)
p -u, =0 (MIN)
2x 4+ x,+x =10
-2.x, +3.x, +x, =9
2.x, +4.x, —Xs+u, =8

x20, x,20, x; =20, x, 20, x;,20,u, 20.
Pripisanim rovnice pomocnej Ucelovej funkcie sme vSak poruSili kanonicky tvar (teraz uz
sustavy 5 rovnic s 8 premennymi — x; az xs, u;, z, p). Preto rovnicu pomocnej ucelovej funkcie

s¢itame so vSetkymi rovnicami, v ktorych sa umelé premenné tiez vyskytuji (v tomto pripade iba
s tret'ou rovnicou) a takouto rovnicou nahradime pdvodnu pomocntl ucelova funkciu. Dostaneme

z — 2.x+3.x, =0 (MAX)

p+2.x +4.x, - X =8 (MIN)
2x 4+ x, +x =10
-2.x,+3.x, +X, =9
2.x, +4.x, —Xs+u, =8,

x20, x,20, x;20, x, 20, x;, =20,u, =0.
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Skor ako za¢neme rieSit’ povodna tlohu (1.faza), musime vyrieSit’ ulohu pomocnu (2.faza).
Pomocna uloha v podstate umoziuje najst’ zakladné pripustné rieSenie ulohy pdvodnej, t.j. rieSenie
roz§irenej ulohy v pripade, ze p=0. Snazime sa preto pomocnu ucelovu funkciu minimalizovat’,

najlepsie vynulovat’. Postupujeme Standardnym simplexovym algoritmom.

Baza bi X1 Xo X3 X4 X5 Uy V/ P Wi=bi/ Aik
X3 10 2 1 1 0 0 0 0 0 10
X4 9 -2 3 0 1 0 0 0 0 3
X5 8 2 (4) 0 0 -1 1 0 0 2
zZ 0 -2 3 0 0 0 0 1 0 max,
p 8 2 4 0 0 -1 0 0 1 min;
Baza b; X3 X, X3 X4 X5 u; y/ p wi=b;/a;,
X3 8 3/2 0 1 0 1/4 -1/4 0 0 10
X4 3 -7/2 0 0 1 3/4 -3/4 0 0 3
X5 2 1/2 1 0 0 -1/4 1/4 0 0 2
z -6 -7/2 0 0 0 3/4 -3/4 1 0 max,
p 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 MIN;

Tab.6.1a: Simplexova tabulka (1.faza)
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(1.faza) - po prvom kroku sme nasli optimélne rieSenie rozSirenej ulohy, p=0. (2.faza) -
klasicky simplexovy algoritmus (vypustime riadok p a stipec u,) a dostaneme:

Baza b; X; X, X3 X4 X5 z wi=b;/a;,
X3 8 3/2 0 1 0 1/4 0 16/3
X4 3 -7/2 0 0 1 3/4 0 -

X5 2 (1/2) 1 0 0 -1/4 0 4
z -6 -7/2 0 0 0 3/4 1 max

Baza b; X; X, X3 X4 X5 z wi=b;/a;,
X3 2 0 -3 1 0 (1) 0 2
X4 17 0 7 0 1 -1 0 -

X1 4 1 2 0 0 -1/2 0 -
z 8 0 7 0 0 -1 1 max

Baza bi X1 X X3 X4 X5 V4 Wi=bi/ Aik
X5 2 0 -3 1 0 1 0
X4 19 0 4 1 1 0 0
X1 5 1 1/2 1/2 0 0 0
z 10 0 4 1 0 0 1 MAX

Tab.6.1 b: Simplexova tabulka (2.fdza)

65




Prednadska 4: Simplexova metoda, dualita uloh, celocCiselné riesenie

V poslednom kroku simplexovej tabul’ky sme dospeli k optimalnemu rieSeniu (pévodnej) ulohy.
Optimalne rieSenie a maximalna hodnota ucelovej funkcie je
Xopr =(5,0,0,19,2) a z,, = 2(Xpp) =2.5-3.0=10

Poznamky:

1. Ak je hodnota pomocnej ucelovej funkcie, prislusna optimalnemu rieSeniu rozsirenej ulohy, kladna, t.j. ak
Pmin > 0, znamenda to, ze povodna uloha nema Ziadne pripustné, a teda ani optimadlne, rieSenie.

2. Umelé premenné u; pritom nemaju ziadny vecny (ekonomicky) vyznam. Ich vyznam je cisto matematicky a

sluzia vyhradne k najdeniu vychodiskového zdkladného pripustného riesenia ulohy povodne zadanej.

Zaver:
Zhrnutie a charakteristika zdkladnych faz rieSenia metdédou umelej bazy:

1. Minimalizujeme (nulujeme) pomocnu tcelovu funkciu p a to na principe postupného vyrad’ovania
umelych premennych z mnoziny zdkladnych premennych a zarad’ovanim zdkladnych premennych,
ktoré maji svoju vecnu interpretaciu. Nastat’ mozu pritom 2 pripady:

a) Puin > 0 - podvodna uloha nemd Ziadne pripustné rieSenie,

b) pmin = 0 - ziskali sme hl'adané vychodiskové pripustné riesenie pdvodnej tlohy.

2. V pripade, ak p,,;, = 0, mézeme riesit’ povodnll ulohu aj vzhl'adom k povodnej ticelovej funkeii z.
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Priklad 7: RieSte ulohu LP zadanu jej matematickym modelom pomocou metody umelej bdzy.
2x, +3x, =54
x +2.x, =245
3.x, + 2x, =52

z =600.x, +800.x, — MIN

Riesenie:

Zadany matematicky model prevedieme na rovnice od¢itanim pridavnych premennych x;, x4 xs.
Pomocou tzv. umelych premennych u;, u,, us; atzv. pomocnej ucelovej funkcie ,,p“ potom mozeme
relativne jednoducho vytvorit’ jednotkova bazu, potrebnt pre kanonicky tvar, tzv. rozSirenli maticu
sustavy. Po upravach budu obmedzujice podmienky v tvare

2x + 3x,—x, +u, = 54
x + 2.x, -X, +u, =45,
3.x, + 2.x, - X, +u, = 52

povodna ucelova funkcia z bude mat’ tvar
z —600.x,—800.x, =0 (MIN).
a pomocna ucelova funkcia p bude

p—u —u,—u; =0 (MIN).
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Je zreymé, Ze tvar pomocnej UCelovej funkcie p poZiadavke na bazicky tvar nevyhovuje
(rovnica obsahuje iba premenné u;, u, u; ). To méZzeme odstranit’ napr. jej s€itanim s rovnicami
obmedzujucich podmienok, v ktorych vystupuju zavedené umelé premenné. Po takomto kroku bude
rovnica pomocnej ucelovej funkcie p v tvare

p+6.x +7.x,—x;—x, — X4 =151 (MIN).

Dalsi postup riesenia ulohy je obdobny ako pri zikladnom — jednofazovom — algoritme, iba s
tym, Ze rieSenie je rozdelené na dve fazy. V prvej faze rieSime tlohu ako minimalizaciu pomocnej
ucelovej funkcie ,,p“ (tzn. v riadku pre p nesmu zostat’ ziadne nenulové hodnoty). Stubezne s jej
ekvivalentnymi Gpravami moZeme priebeZne upravovat’ aj povodnt UF ,z¢. Po dosiahnuti minima

pomocnej UF (p=0) riadok p, aj stipce premennych u uz v simplexovej tabul’ke neuvazujeme.

V druhej faze h'addme uZ pozadované optimalne rieSenie pre pévodnu tcelovu funkciu z.

Baza b X X X3 X4 X5 u; u, Us z p W
U 54 2 3 -1 0 0 1 0 0 0 0 18
uy 45 1 2 0 -1 0 1 0 0 0 45/2
Us 52 3 2 0 0 -1 0 0 1 0 0 26

z 0 -600 | -800 0 0 0 0 0 0 1 0
151 6 7 -1 -1 -1 0 0 0 0 1 MIN
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X5 18 2/3 1 -1/3 0 0 1/3 0 0 0 0 27

U 9 -1/3 0 2/3 -1 0 -2/3 1 0 0 0 -27

U3 16 5/3 0 2/3 -1 -2/3 0 1 0 0 48/5

y/ 14400 | -200/3 | O -800/3 0 800/3 0 0 1 0

p 25 4/3 0 4/3 -1 -1 -7/3 0 0 0 1 MIN
Baza b X1 X X3 X4 X5 u; u, U3 z p W

X5 58/5 0 1 -3/5 0 2/5 3/5 0 -2/5 0 0 | -58/3

u 61/5 0 0 4/5 -1 -1/5 -4/5 1 1/5 0 0 61/4

X4 48/5 1 0 2/5 0 -3/5 -2/5 0 3/5 0 0 24

zZ 15040 0 0 -240 0 -40 240 0 40 1 0

p 61/5 0 0 4/5 -1 -1/5 -9/5 0 -4/5 0 1 MIN

X 83/4 0 1 0 -3/4 1/4 0 3/4 -1/4 0 0

X3 61/4 0 0 1 -5/4 | -1/4 -1 5/4 1/4 0 0

X1 7/2 1 0 0 1/2 -1/2 0 -1/2 1/2 0 0

z 18700 0 0 0 -300 | -200 0 300 100 1 0 MIN

P 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 1 MIN

Tab.7.1 : RieSenie dvojfdzového simplexového algoritmu
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Zo stavu tabulky po 3.iteracii vyplyva ze :
e pomocnd ucelova funkcia uz bola minimalizovana (jej hodnota je rovna nule, takisto umelé
premenné u;, u,, uz su rovné nule);
e ak stipce umelych premennych z rieSenia vypustime, zistime Ze su¢asne bolo dosiahnuté aj
minimum povodnej ucelovej funkcie z a teda rieSenie pdvodne zadaného problému je
x;=7/2=3,5 x,=83/4=20,75
a jemu prislachajuca hodnota ucelovej funkcie (minimalna) je z =18 700.
Aj tu sa mézeme presvedCit’ o spravnosti rieSenia dosadenim do obmedzujucich podmienok a
povodného tvaru ucelovej funkcie :
2.3,5 + 3.20,75 =69,25 (=54)
3,5 + 2.20,75 =45 (= 45)
33,5 + 220,75 =52 (=52)
z =600.3,5+800.20,75 =18700 (=MIN)

V pripade, ak by po vyradeni (vynulovani) pomocnej ucelovej funkcie (p), t.j. po vyradeni
umelych premennych (u;) z rieSenia, povodna ucelova funkcia z nevyhovovala podmienke optima,
bolo by nutné vykonat d’alSie iteratné kroky (2. fdaza riesSenia), avSak uz iba s povodnymi a

pridavnymi premennymi (x;) a pdvodnou ucelovou funkciou (z) az do splnenia podmienok optima.
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