Dualita viloh LP, moznosti ukoncenia vypoctu ULP, celociselné programovanie

6. DUALITA V ULOHACH LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Ciel’ prednasky:
e objasnit’ pojem dualita ilohy v linearnom programovani,
¢ naucit’ sa zostavovat’ k zadanej tllohe LP tlohu dualnu,
e zoznamit’ sa s moznostami urcenia optimalneho rieSenia zadanej ulohy pomocou rieSenia tlohy

duélne zdruzene;.
Objasnené budu zakladné principy vytvorenia duélnej Glohy k primarnej ULP, sposob néjdenia
optimalneho rieSenia zo simplexovej tabul’ky ulohy k nej dudlnej, ekonomicka interpretacia dualnej
ulohy (duélne premenné, dudlne rieSenie, dualne obmedzujiuce podmienky).

Ako bolo uvedené v predchddzajucich kapitolach, tlohy linedrneho programovania si bud’
maximaliza¢ného alebo minimalizacného typu, obsahuji m obmedzujicich podmienok s n
neznamymi. Dnes preukazeme, ze ku kazdej ULP je mozné zostavit ulohu ,,vistom zmysle
symetricku, ktort budeme nazyvat dudlna dloha. Takato uloha mé taktieZ svoju ekonomicku

interpretaciu a existuje hlbsi vzajomny vzt'ah oboch uloh a ich optimalnych rieseni.
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6.1 Pojem duality a konStrukcia dualnej ulohy

Uvazujme vSeobecnu lohu linearneho programovania, t.j. tlohu najdenia takého rieSenia
sustavy vlastnych obmedzujicich podmienok v tvare
a, .x, +a,x,+...+a,.x, =b

Ay X, +ayX, +...+a,, x, =b,

a,.x, +a,x,+...+a, x =b
aby sucasne boli splnené aj podmienky nezapornosti v tvare
x,20,prei=12,.,n

a aby ucelova funkcia v tvare

Z = X te,x, ...+, X,
nadobudla extrémnu hodnotu (maximum / minimum). Vyskytuju sa tu 3 druhy koeficientov:
a; . . . Strukturne koeficienty = vztahy medzi procesmi, cinitelmi a cielom optimalizdcie,
b;. .. koeficienty pravej strany = celkové urovne cinitelov,
¢j. .. cenové koeficienty = dosiahnutie stanoveného efektu (vSetky prei=1, ..., m; j =1, ..., n).
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Vsetky uvedené koeficienty st v matematickych modeloch navzajom prepojené
prostrednictvom premennych x;. Koeficienty a; b; sa vyskytuju v Strukturnych (viastnych)
obmedzeniach, Kkoeficienty c; sa vyskytuju v ucelovej funkcii. Takto formulovany matematicky
model budeme nazyvat primdrny matematicky model.

Ku kazdej ulohe LP je moZné sformulovat’ ilohu dualnu, podla nizSie uvedenych pravidiel
jej vytvorenia. Dualitou nazyvame matematicky vztah medzi dvomi modelmi LP ato medzi —

primarnou a dudlnou ulohou, ktoré tvoria dvojicu tzv. dudlne zdruZenych uloh.

Plati veta o tzv. reflexivnosti duality, vyjadrena slovne:

Dualna uloha k duilnej tilohe je pdvodna primarna uloha.

Dokaz vyplyva priamo z dvojnasobného aplikovania pravidiel pre tvorbu dudlnej tlohy.

Dosledkom je skutocnost’, Ze reflexivnost’ duality umoznuje z vlastnosti a rieSenia primarnej
ulohy urcit’ vlastnosti a rieSenie duélnej ulohy, a naopak. Plati teda, Ze dudlnu tlohu je mozné ziskat’
transformaciou (podl'a nizsie uvedenych pravidiel), z ulohy primarnej vtedy, ak je primarna tuloha v
tzv. Standardnom tvare. Pokial’ uloha v Standardnom tvare nie je, je potrebné ju na Standardny tvar
previest. To je mozné urobit’ vzdy.
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Definicia Standardného tvaru ulohy LP

a) MAX uloha je v Standardnom tvare, vsetky obmedzujuce podmienky typu ,,<* alebo ,,=*, tzn
napr. v tvare

X+ X, +...+e,.x, — MAX

a,.x, +a,x,+...+a,.x, <b

Ay X, + 0y X, +...+a,, X, <b,

a, X, +a,x,+..+a, x,<b,

b) MIN uloha je v Standardnom tvare, vietky obmedzujice podmienky su typu ,,>“ alebo ,,=*, tzn
napr. v tvare

Z = ¢x+ex,+...+c,.x, — MIN

a,.x, +a,x,+...+a, .x, b

Ay, X, + 0y X, +...+a, x, 2D,

a,x +a,x,+...+a, x 2b,

mn
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Ku kazdej primarnej ULP je mozné jednoznaéne priradit’ dudlnu tlohu, a to na zaklade pravidiel:

* Primdrnej ulohe typu MAX prisliucha dudlna uloha typu MIN, a naopak.

* KaZdému viastnému obmedzeniu primdrnej ulohy odpoveda jedna Struktiurna premennda ulohy

dudlnej, a naopak.

* Matica Strukturnych koeficientov primdarnej ulohy a matica Strukturnych koeficientov ulohy

dudlnej su navzdajom transponované.

» Vektor pravych stran primdrnej ulohy je vektorom cien ulohy dudlnej, a naopak.

Schematicky mozno uvedené suvislosti primdrnej a duélnej tllohy popisat’ nasledovne.

Primarny matematicky model

Dualny matematicky model

Ugelova funkcia MAX (resp. MIN)

Ugelova funkcia MIN (resp. MAX)

Vlastné obmedzenia primarnej Glohy

(v pocte m)

Podmienky nezapornosti dudlnych
premennych
(v pocte m)

Podmienky nezapornosti primarnych
premennych
(v pocte n)

Vlastné obmedzenia duélnej ulohy

(v pocte n)
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Matematicky zapis primarneho modelu:

n
z=) ¢;.x; —> max,
j=1
Ax'<b",

X; >0, pre j=12,...,n

Matematicky zapis dualneho modelu:

m
f=2.b.u, — min,
i=1
ATau">c",

u, 20, prei=12,...,m

Dualita ULP predstavuje jednoznaéné priradenie dvojice matematickych modelov s rovnakymi

koeficientmi a;;, b; c;, ktoré st iba inak v modeloch umiestnené.

e Ak sa v primarnej ulohe objavuji vlastné obmedzujuce podmienky iba v tvare nerovnic (nie

rovnic) a podmienky nezapornosti sit definované na vSetky premenné, tvori primarna tloha spolu

s ulohou dualnou dvojicu tzv. symetricky dudlne zdruZenych uloh.

e Ak sa medzi Struktirnymi obmedzujicimi podmienkami primarnej ulohy vyskytuje rovnica, resp.

pokial’ sa nevyzaduje nezédpornost’ niektorej primarnej premennej, primarnu tlohu spolu s ulohou

duélnou tvori dvojicu tzv. nesymetricky dudlne zdruZenych uloh.
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Priklad 6.1: Podnik vyraba dva druhy vyrobku V1 a V2. V tabulke su uvedené koeficienty spotreby
surovin S1 a S2 v kg na vyrobu 1 ks vyrobku V1, resp. V2, ako aj disponibilné mnozstvo surovin.
Zisk z kazdého vyrobku V1 je 3 Eura a z 1 ks V2 je 2 Eurd. Stanovte optimalny vyrobny plan tak, aby
podnik dosiahol maximalny zisk. Zostavte matematicky model dualnej ulohy a najdite riesenie
dudlne zdruzenej ulohy.

Vi V2 | Disponibilné mnoZstvo
S1  [kg/ks] 2 5 1000
S2  [kg/ks] 4 1 1100
Zisk [Eur/ks] 3 2 max

Tab. 7.1 Ekonomicky model ulohy
RiesSenie:
Najskor zostavime zakladny (primarny) matematicky model ulohy, ktory ma tvar
z= 3x+2x, > MAX
2.x +5x, <1000
4x,+ x, <1100
x, 20, x, 20.

kde x; predstavuje pocet kusov vyrobku V1, resp. x, predstavuje pocet kusov vyrobku V2.
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Primérna loha je typu maximalizacného (MAX) a vSetky Struktirne obmedzujice podmienky
su v tvare nerovnosti (typ ,,<*). Hovorime, Ze matematicky model je v Standardnom tvare. Obidve
premenné musia byt sucasne aj nezdporné, preto bude primdrna uloha a uloha knej dudlne
zdruzena, tvorit’ dvojicu dudlne symetrickych uloh.

Primarna tGloha mé& dve vlastné obmedzenia, preto dudlna uloha bude mat’ dve dudlne
premenné (oznacenie y; y,). Uplatnenim pravidiel zostavime matematicky model dualnej tlohy:
z = 1000.y, +1100.y, — MIN

2y + 4y, =23

S+ v, =2,
» =20, y,20.
Znamienka v Struktarnych obmedzujucich podmienkach, ako aj existencia podmienok

nezapornosti urcuju, ze ide o dvojicu symetrickych dudlne zdruzenych uloh v Standardnom tvare.

Ak nebudeme uvaZzovat’ s moznost'ou grafického riesenia tloh, k dispozicii mame v zasade dve
mozZnosti, ako rieSenie dualnej tlohy zistit’:
1. samostatnym rieSenim dualnej ulohy (simplexovou metédou — dvojfazovy algoritmus) alebo
2. zo simplexovej tabul’ky vyrieSenej primarnej tlohy.
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1. Samostatné rieSenie duilnej ulohy (simplexova metéda)

A. Vyriesime najskor simplexovou metodou primarnu ulohu.

PRIMARNA ULOHA
Baza b; X; X2 X3 X4 z wi=bi/ay,
X3 1000 2 1 0 0 500
X4 1100 (4) 1 0 1 0 275
z 0 -3 -2 0 0 1 max
Baza b; X X, X3 X4 z wi=bi/ay
X3 450 0 (18/4) 1 -1/2 0 100
X 275 1 1/4 0 1/4 0 1100
z 825 0 -5/4 0 3/4 1 max
Baza b; X; X, X' X, z wi=bi/a;
X5 100 0 1 2/9 -1/9 0
X 250 1 0 -1/18 5/18 0
7 950 0 0 5/18 11/18 1 MAX

V poslednom kroku simplexovej tabul’ky ziskame optimalne rieSenie primarnej lohy

Xopr =(250,100,0,0) a z,,

= 2(X,py) =3.250+2.100 =950 .
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B. Vyriesime ulohu dudlnu. Nutné pouzit' metodu umelej bazy — dvojfazovy algoritmus.
DUALNA ULOHA

Baza bi Y1 Y2 Y3 Y4 L1 5] 115} y/ P Wi=bi/ Ajk
u; 3 2 4 -1 0 | 0 0 0 32
U, 2 (5) 1 0 1 0 1 0 0 2/5
z 0 -1000 | -1100 0 0 0 0 1 0 min,
P 5 7 5 ] ] 0 0 0 1 min,
Bz'lza bi Y1 Y2 A Y4 {15} uy Z p Wi=bi/aik
u; 11/5 0 (18/5) -1 2/5 1 -2/5 0 0 11/18
Y1 5/2 1 1/5 0 -1/5 0 1/5 0 0 2
z 400 0 -900 0 -200 0 200 1 0 min,

p 11/5 0 18/5 -1 2/5 0 -7/5 0 1 min,
Baza bi Y1 Y2 A Y4 Uy [10) V4 P Wi=bi/aik
Y2 11/18 0 1 -5/18 | 2/18 5/18 | -2/18 0 0 11/18

Y1 5/18 1 0 1/18 | -4/18 | -1/18 | 4/18 0 0 2
z 950 0 0 -250 -100 250 100 1 0 MIN,
D 0 0 0 0 0 1 1 0 1 MIN,

Tab. 5.2 Simplexova tabulka k prikladu (dualna uloha)

10
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V poslednom kroku tabul’ky sme dospeli k optimalnemu rieSeniu dudlnej tlohy
5 11 5000 12100

5 11
=|—,—|af = =1000.—+1100. — = ——+———=0950.
Uopr (18 18) Join = Xopr) T T T 13

Z uvedeného prikladu vyplyva aj zakladné veta o dualite:

Ak ma jedna z dvojice duidlne zdruZenych tuloh linedrneho programovania optimalne
rieSenie, potom ma optimalne rieSenie aj tloha druha a hodnoty ucelovych funkcii (pre ich
optimalne rieSenia) su rovnaké.

2. RieSenie duilnej ulohy zo simplexovej tabul’ky vyrieSenej ulohy primarnej
Riesenie dualnej ulohy mozeme ziskat’ aj z posledného kroku simplexovej tabul’ky primarne;j
ulohy. Analogicky, na zaklade vety o reflexivite duality plati, Ze optimalne rieSenie primarnej tilohy
je mozné ur¢it’ z posledného kroku simplexovej tabulky dudlnej ulohy (ak optimélne rieSenie

dudlnej ulohy existuje), a naopak.

V tab.7.2 atab.7.3, je uvedené schematické zndzornenie posledného tvaru simplexovej tabul’ky,
v ktorom je dosiahnuté optimalne rieSenie tlohy primarnej (7.2), resp. tlohy dudlnej (7.3).

11
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Béza xl’x2""’xn xn+l’xn+2""’xn+m bi Béza ylﬁyZ""5ym yn+l5yn+2""’yn+m bi
z f
z yn+l’yn+2""’yn+m yl’yZ""’ym = f xn+l’xn+2""’xn+m xl’x2""’xn =
f z
Tab.7.2 Riesenie dudalnej ulohy v tabulke Tab.7.3 RieSenie primarnej ulohy v tabulke
ulohy primarnej ulohy dualnej

Ucelom tabuliek je poukéazat, kde mame hladat’ optimalne rieSenie tzv. dudlne zdrufeného
problému, t.). rieSenie dudlnej, resp. primarnej, Glohy.

Optimalne rieSenie dudlnej Glohy je tvorené premennymi y; pre i=1,2,...,m, ktoré¢ sa rovnaju
koeficientom pridavnych premennych x,;, pre i=1,2,....m z anulovanej UF pri optimalnom rieseni
primarnej Ulohy, a doplnkovymi premennymi y,.;, pre i=1,2,...,n, rovnajucimi sa koeficientom u
premennych x; z posledného riadku simplexovej tabul’ky optimalneho rieSenia primarnej ulohy.

Analogicky (opat’ suplatnenim reflexivnosti duality) méZeme interpretovat’ aj optimdlne
rieSenie primdrnej ulohy ,,vyCitané* z posledného kroku simpl. tabulky pri rieSeni tllohy dudlne;.

12
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Pozndamka: Pokial' je uloha minimalizacna, je potrebné koeficienty v anulovanej ucelovej rovnici
vynasobit cislom (—1), a az potom je mozné ich uvazovat' ako dudlne premenne.

Aké kombinacie optimalnych rieSeni (a ich vlastnosti) dudlne zdruzenych uloh su pripustné?
Plati, Ze ak primdrna tiloha:

® md jediné optimdlne rie§enie, aj dualna tloha m4 jediné optimalne rieSenie, a naopak,

e md alternativne rieSenia, optimalne rieSenie dudlnej lohy je degenerované, a naopak,

e nemd optimdlne rieSenie (t.J. ma pripustné rieSenia, ale ucelova funkcia méze neobmedzene rast’
/ klesat’, podl'a toho, ¢i ide o maximaliza¢nii alebo minimalizacnu, Glohu), dudlna Gloha taktiez
nema ziadne pripustné rieSenie, a naopak.

6.2 Ekonomicka interpretacia dualnej ulohy LP

Doteraz sme dualnu ulohu (dudlne premenné, obmedzenia, ucelovu funkciu) vnimali iba Cisto
matematicky, bez uvedenia ekonomickej suvislosti s primarnou ulohou. Takuto suvislost' sa
pokusime objasnit’ na pripade ulohy vyrobného planovania.

13
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Zadanie Prikladu 6.1 bolo: Podnik vyraba dva druhy vyrobku VI a V2. Tab. 6.4 uddva spotrebu
surovin S1 a S2 v kg na vyrobu 1 ks vyrobku VI, resp. V2, ako aj disponibilné mnozstvo tychto

surovin. Zisk z kazdého vyrobku V1 je 3 Eura az 1 ks V2 je zisk 2 Eurad.

Vi V2 | Disponibilné mnoZstvo
S1  [kg/ks] 2 5 1000
S2  [kg/ks] 4 1100
Zisk [Eur/ks] 3 2 max

Tab. 6.4 Ekonomicky model ulohy vyrobneho planovania

Urcit’ optimalny vyrobny plan podniku, aby bol dosiahnuty maximalny zisk - uz bolo uréené

pri rieSeni Prikladu 6.1. V takomto Standardnom pripade sa suroviny transformuji na vyrobky a tie

sa nasledne (so ziskom) predéavaju.

V duilne zdruZenej ulohe v§ak uvazujeme inak. Cielom rieSenia je zostavit’ tlohu (t.j. jej

matematicky model) pre pripad, ked’ nebudeme zo surovin vyrdbat’ vyrobky a tie predavat, ale

budeme predavat’ priamo suroviny, ktoré ma podnik k dispozicii.

14
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Riesenie:

Uvazujeme teda pripad priameho predaja surovin. Otazkou, ktora nas zaujima je, aké by
museli byt’ ceny surovin (a aky najmensi mozny zisk pritom dosiahneme), aby sa ich priamy preda;j
vyplatil. Oznaéme preto zatial nezndamu cenu jednotkového mnoZstva suroviny S1 symbolom y; a
nezndmu cenu jednotkového mnoZstva suroviny S2 symbolom y,. Predajnd cena celkového
mnozstva surovin je potom ur¢end funkciou v tvare

£ =1000.y, +1100.y, .

Aby sa priamy predaj surovin vyplatil (oproti vyrobe — t.j. transformacii surovin na vyrobky),
je nutné zaistit’, aby sa priamym predajom surovin, potrebnych na vyrobu 1 ks vyrobku V1, dosiahol
aspon rovnaky zisk ako v pripade jeho vyroby a predaja, t.j. aspon 3 Eura.

Dostavame teda podmienku v tvare

2y, +4.y,2 3.

Analogicky, vzh'adom k surovindm potrebnym k vyrobe vyrobku V2 plati podmienka
Sy +y,22,

Ceny surovin uvazujeme nezaporné, tzn. musia platit’ aj podmienky nezépornosti
» 20, y,20.

15
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Ako uZ bolo zmienené, hl'adame také rieSenie (ceny surovin za ich jednotkové mnozstvo) a

najmensi mozny celkovy zisk tak, aby sa ich priamy predaj (namiesto vyroby) eite vyplatil. Uelova
funkcia f musi byt’ preto typu minimalizaéného. Matematicky model duélnej ulohy potom bude

f =1000.y, +1100.y, — MIN

2y, + 4y, =23
Sy + y, =2
»20, »,20.

Jednd sa o matematicky model Glohy dudlnej k pdvodne zadanej llohe vyrobného planovania.
V Priklade 6.1 sme taktito Glohu riesili a ziskali sme optimalne rieSenie v tvare

5 11
=|l—,—|af. = =950.
Yorr (18 18) Jaoin = Xopr)

16
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6.3 Dualna simplexova metoda

Skor ako si objasnime algoritmus dualnej simplexovej metddy, uved’me niektoré pojmy.
e RieSenie nazyvame primdrne pripustné rieSenie, ak spliia vSetky vlastné obmedzujiice
podmienky a podmienky nezapornosti.
o RieSenie ulohy typu MAX nazyvame dudlne pripustné rieSenie, ak koeficienty v anulovanon
tvare ucelovej funkcie (z7) su nezdporné.
e RieSenie ulohy typu MIN nazyvame dudlne pripustné riesenie, ak koeficienty v anulovanom

tvare ucelovej funkcie (z7) su nekladné.

Znamena to, ze plati:

RieSenie je primarne pripustné, ak je pripustnym rieSenim primarnej tlohy, resp.
rieSenie je dualne pripustné, ak je pripustnym rieSenim dudlnej tilohy. Plati preto tiez: RieSenie
je sucasne primarne aj dualne pripustné prave vtedy, ked’ je optimalne.

Postup dualne simplexovej metody:
1. Stanovime riadiaci (kl'ucovy) riadok.

Urc¢ime najmensiu hodnotu pravych stran obmedzujicich podmienok. Nech je tato hodnota v 7-
tom riadku, teda (miin b =b).

17
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3.

4.

ak je b, > 0, potom riesSenie je aj primarne pripustné, a teda je aj optimalne.
ak je b, = 0, potom je rieSenie optimalne, ale degenerované.

ak je b, <0, potom je nutné pokracovat’ bodom 2, kedy -ty riadok uvazujeme ako riadiaci.

. Urcime riadiaci (kl'i¢ovy) stlpec.

Uvazujeme iba zaporné koeficienty v riadiacom riadku, tj. koeficienty a;; <O0.

Urc¢ime podiely w = ¢;/ a,j, pre a,; < 0, kde ¢; je prisluSny koeficient v ucelovej funkcii.

e
Uréime mm{

-
a <0 arj

} . Stipec, v ktorom dosiahneme takéto minimum uvazujeme d’alej ako riadiaci

stipec.

5.

Riadiaci (kI'i¢ovy) prvok — tzv. pivot - je v prieseéniku riadiaceho riadku a riadiaceho stipca.

Tabulka sa prepocita uplnou eliminaciou. Tzn., opdt’ delime vSetky prvky riadiaceho riadku

pivotom, prvky riadiaceho stipca nahradime prislusnym zakladnym stipcovym jednotkovym

vektorom a ostatné prvky dopocitame (napr. podla krizového pravidla).

6. Pokracujeme bodom 1. pre novo ziskané zdakladné rieSenie.

18
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Priklad 6.2. Dudlne simplexovou metodou vyrieste ulohu zadanu matematickym modelom
z =1000.x, +1100.x, — MIN

3

S5x, + x, =2,

x, 20, x,=20.

\%

2x +  4x,

Riesenie: Uloha je typu minimaliza¢ného a v anulovanej uéelovej funkcii v tvare
z =1000.x, —1100.x, =0

su koeficienty u obidvoch premennych nekladné.

Vychodiskové zdkladné rieSenie ktoré ratame bude preto dudlne pripustné, a preto dudlne

simplexova metdda je pouzitelnid. Zavedenim pridavnych premennych prevedieme Struktirne

obmedzujice podmienky v tvare nerovnic do tvaru rovnic a plati
2x + 4.x, —x, =3
S5x+  x, -x, = 2,

x 20, x,20, x;, 20, x, 20.
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Kanonicky tvar sustavy rovnic, z ktorého uz mozno priamo ziskat’ zakladné vychodiskové
rieSenie, dostaneme jednoduchou ekvivalentnou Gpravou, a to vynasobenim dvoch rovnic vlastnych

obmedzeni Cislom (—1), tzn. dostaneme sustavu rovnic v tvare

z —1000.x, —1100.x, =0 (MIN)
-2x, —4x,+x = -3
-5.x - X, +x,= =2,

x20, x,20, x; 20, x, 20.

Sustavu LR mdzeme prepisat’ do simplexovej tabul’ky a pouZit’ na rieSenie dudlne simplexovu
metodu. U kazdého kroku tabulky vypisujeme prislusné primarne aj dualne zakladné riesenie a ich
primarnu 1 dudlnu pripustnost’ (PP,DP) resp. nepripustnost’ (PN,DN).

DUALNA SIMPLEXOVA METODA

Baza | b, X; X, X3 Xy w; x=(0,0;-3,-2) PN
X3 3 2 | 1 0 »=(0,0,1000,1100)  DP
X4 2 -5 -1 0 1 . {|—1000| —1100|} 1100

min , =
z 0 |-1000|-1100] o0 0 | min 2 [ 4] 4
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Baza b; X4 X, X3 X4 w;
X 3/4 1/2 1 -1/4 0
X4 -5/4 | (-9/2) -1/4
z 825 | -450 -275 0 min
Baza b; X1 X, X3 X4 Wi
X 11/18 0 -5/18 1/9
X1 5/18 1/18 | -2/9
-250 | -100 | MIN

z 950 0

Je potrebné si uvedomit’,

x=(0,3/4;0,-5/4) PN
y=(275,0;450,0) DP
Nl 450|| —275|| _ 450
—1/4|[ " 9/2
(5 11, j Pp
18718’
¥ =(250,100;0,0) DP

ze sa jednd o matematicky model Ulohy dudlnej vzhladom k

povodnej ulohe vyrobného planovania. V Priklade 6.1 sme takuto Glohu uZ riesili a ziskali rovnaké

optimalne rieSenie ulohy v tvare

w21
T 118718

)

s hodnotou ucelovej funkcie f . =

S (Xopr) =950.
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7. MOZNOSTI UKONCENIA VYPOCTU V ULOHACH LINEARNEHO

PROGRAMOVANIA

AKymi sposobmi je mozné vypocet simplexovej metédy zakoncit’?

o Pripad 1: Standardny sposob ukonéenia vypoétu (t.j. najdenie jediného optimalneho rieSenia

ulohy) bol preukézany na viacerych prikladoch.

\'\.
. z/f
_""‘--\."-___H_.H \&\

--‘H""‘--! x : b )
\ . B
l‘\.\ N

X \ ™
/x
i B

Pripad 1: Standardny pripad = jediné optimalne riesenie
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Uloha linearneho programovania md jediné optimdlne rieSenie, ak st v simplexovej tabul’ke
vSetky redukované cenové koeficienty z; u nezakladnych premennych kladné v pripade ulohy typu
MAX resp. zdporné pri tlohe typu MIN.

Vo vSeobecnosti vSak mozu nastat’ aj d’alSie pripady.
¢ Pripad 2: neobmedzena mnoZzina pripustnych rieSeni (MPR)

V simplexovej tabulke maximalizacnej Ulohy existuje z; < (. Tabulka eSte neobsahuje
optimélne rieSenie, ale v prislu§nom stipci s vybranom podla stipcového pravidia st vietky hodnoty
a;; zaporné alebo nulové, t.j. nie je mozné ndjst’ ,,pivota“. Znamena to: najdené rieSenie este nie je
optimalne, ale nové pripustné rieSenie nemozno urcit’ (,,lezi v nekonecne*). Inak povedané, pre
rieSenia, stale eSte spiiajiice obmedzujice podmienky, hodnota UF maximaliza¢nej tilohy rastie nad
vSetky medze. Ide teda o pripad, kedy plati:

OPTIMALNE RIESENIE ULOHY NEEXISTUJE a to z dovodu NEOBMEDZENOSTI MPR.

Uloha na zamyslenie: skiiste vyriesit simplexovym algoritmom napr. jednoduchii tilohu: z = x; —»

MAX, za podmienok x; <1, x; < 3. Je jasné, Ze ide o ulohu s neobmedzenou mnoZinou pripustnych

rieSeni, kedy optimalne riesenie ,,leZi v nekonecne “.
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Pripad 2: Neobmedzena mnoZina pripustnych rieSeni = rieSenie iba pre typ extrému

Uloha linedrneho programovania nemd obmedzenii hodnotu ucelovej funkcie, pokial st
vietky koeficienty zvoleného riadiaceho (kI'i¢ového) stipca nekladné.
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e Pripad 3: mnozina pripustnych rieSeni neexistuje

Pri objasiiovani vyznamu umelych (pomocnych) premennych pri rieseni ULP bolo uvedené, Ze
vo vyslednej simplexovej tabul’ke musia byt hodnoty umelych premennych nulové (u dvojfazového
simplexového algoritmu sa v prvej fdaze snazime o minimalizdaciu pomocnej ucelovej funkcie p — tj.
snazime sa o jej vynulovanie p = (). Pokial’ sa ich vynulovat’ podari, znamena to, Ze sa podarilo
odstranit’ nepripustnost’ rieSeni a ziskat’ vychodiskové rieSenie zadanej ulohy.

Pokial’ je vS§ak minimum pomocnej ucelovej funkcie p véacsie ako 0 (p>0), potom nie je mozné

nepripustnost’ zdkladnych rieSeni odstranit’ a dané loha LP nema Ziadne pripustné rieSenie.

Poznamka: Umelé premenné sluzia iba pre ziskanie modelu ulohy v kanonickom tvare. Umelé premenné

vyjadruju mieru nesplnenia obmedzujucich podmienok.

Ak sa v optimalnom rieSeni v baze vyskytuje nenulova umeld premennd, potom plati:

OPTIMALNE RIESENIE ULOHY NEEXISTUJE z dévodu NEEXISTENCIE ZIADNEHO
PRIPUSTNEHO RIESENIA.

Uloha na zamyslenie: vyrieste simplexovym algoritmom napr. tilohu: z = x; — MAX za podmienok

x; 23, x; < 1. Je uplne zrejmé, Ze tento model nemad riesenie (t.j. neexistuje také x; aby jeho hodnota

bola > 3 a sucasne < 1.
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Pokial’ dosledne dodrzime postup simplexovej metody, musime prist k zaveru, Ze v bdze optimalnej
tabulky zostane umeld premennd, ktorej hodnota bude 2. Bolo dokdazané, Ze miera nesplnenia jednej
z podmienok musi byt aspon 2, co v tomto priklade predstavuje minimalny rozdiel medzi

pripustnymi hodnotami v obidvoch podmienkach,).

i

Pripad 3: Prazdna mnozina pripustnych rieSeni = neexistuje Ziadne rieSenie

funkcie vacsie ako nula (p > 0).

Uloha linearneho programovania nemd pripustné rieSenie, ak je minimum pomocnej ucelovej
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e Pripad 4:

Specialnym pripadom je problém, ked’ ma ULP alternativne optimalne rieSenie, t.j. optimum
nastava pre viac krajnych bodov MPR, a tym aj pre vSetky ich konvexné linedrne kombindcie.
Toto rozpozname tak, ze v riadku ucelovej funkcie vyslednej simplexovej tabulky sa vyskytuje aspon
Jjedna hodnota z; = 0 pre inu ako zdkladnu premennu. Pokial’ by sme premennu z takéhoto stipca, v

ktorom z; = 0, zaradili do bazy — ziskame iné rieSenie, ale hodnota UF neklesne ani nevzrastie.

A4

Pripad 4: Alternativne optimalne rieSenie = nekone¢ne mnoho rieSeni
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Plati: Ak bolo optimdalne povodné rieSenie, musi byt optimdalne aj kaZdé d’alSie —
alternativne - pripustné rieSenie s rovnakou hodnotou UF!

Uloha linearneho programovania md aj d’alSie pripustné — alternativne - rieSenie, ak vietky
redukované ceny z; vyhovuju podmienkam optimality (z>0 pre MAX, z<0 pre MIN) a zaroven
aspoii jeden koeficient z; u nezdakladnej premennej je nulovy.

e Pripad S:

V inom S$pecifickom pripade moze v simplexovej metode prist’ k tzv. ,,zacykleniu“, t.j. vypocet
neskon¢i ziadnym z vysSie uvedenych pripadov, ale neustdle sa cyklicky opakuje. Tento pripad
nastava obvykle vtedy, pokial sa pocas vypoctu vyskytne tzv. degenerované bdazické rieSenie.
Softwarové aplikacie vyuZzivajice simplexovil metédu preto obsahuji rézne procedury, ktoré
zacyklenie aj v pripade degenerovanych rieSeni eliminuju.

Degenerované rieSeni moézeme rozpoznat’ podl'a toho. Ze

Hodnoty jednej alebo viac zakladnych premennych si v pripustnom rieSeni nulové (t.j. v
stipci pravych stran simplexovej tabul’ky sa vyskytuju aj nulové hodnoty).
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8. CELOCISELNE RIESENIE ULOH LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Ciel’ prednasky:
e objasnit’ pojem celociselnost’ rieSenia tlohy v linedrnom programovani,
e pochopit’ princip metdd rieSenia uloh tzv. celo¢iselného programovania,
e spoznat podstatu metdody senych nadrovin (Gomoryho algoritmus) a zvoleného
kombinatorického pristupu (metdéda Branch and Bound).

Objasnené budu zakladné principy podmienok celociselnosti rieSenia, typy celoCiselnych tiloh
LP, sposoby urCovania celoCiselnych rieSeni, principy zvolenych metdd rieSenia, Gomoryho
algoritmus, metoda Vetvenia a hranic, zakladné pojmy z analyzy citlivosti uloh LP.

Celociselné linearne programovanie sa od vSeobecného linearneho programovania 1isi iba tym, ze
vSetky alebo iba niektoré premenné mozu nadobudat’ iba celoCiselne hodnoty. Aj takato zdanlivo
malickost’ dokéze rieSenie vyrazne skomplikovat’. Ulohy celociselného programovania st obvykle

tazsie rieSiteI'né ako ulohy bez podmienky celociselnosti.

29




Dualita viloh LP, moznosti ukoncenia vypoctu ULP, celociselné programovanie

8.1 Uvod do oblasti tzv. celo¢iselného programovania

Vsetky doteraz uvedené algoritmy rieSenia Uloh linedarneho programovania predstavuju
matematicky aparat, ktory za podmienky spravnosti zostaveného matematického modelu
rozhodovacieho problému v kanonickom tvare vedie po kone¢nom pocte iteracii vzdy k zisteniu

toho, ¢ zadany problém ma optimdlne rieSenie a ak dno, optimdlne rieSenie umozni urcit’.

Z principu vykondvanych Uprav (Gauss-Jordanova eliminacia) vSak vyplyva, Ze vysledné

optimalne rieSenie nie vzdy vyhovuje charakteru rieSené¢ho problému.

Ide hlavne o to, Ze niektoré ulohy zo svojej podstaty vyZaduju iba rieSenie celoCiselné, napr.
v Ulohach LP to mdze byt mnozstvo vyrobkov, po¢et vykonanych oprav, pocty vyuzitych variantov
rezania, mnozstvo jednotlivych zloziek zmesi a pod.

Ulohy celogiselného (linearneho) programovania obvykle radime medzi $pecialne tlohy
linedrneho programovania. Jednd sa v podstate o Standardné tlohy linearneho programovania, ktoré
su vSak doplnené o tzv. podmienky celociselnosti, t.j. podmienky, ktoré zabezpecuju, aby vSetky

alebo pripadne iba niektoré premenné mohli nadobudnut’ len celoCiselné hodnoty.
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Podmienky celociselnosti obvykle priamo vyplyvaju z formuléacie vSeobecného ekonomického
modelu riesenej ULP. Ak v modeli vyjadruje premenné napr. urovei nejakého procesu, poéet kusov
alebo pocet opakovani nejakej aktivity, je zrejmé, ze hodnoty musia byt’ celociselné.

Napr. pre ulohy vyrobného planovania — premenné x; x, .., x, vyjadruji pocet kusov
vyrabanych vyrobkov; v tlohe o deleni materidlu premenné predstavuju pocet realizacii rezného
planu (kolkokrat je mozné pre zadanu diZku polotovaru pouzit’ kazdy z definovanych spdsobov ich
rezania) a pod. Z interpretacie vyssSie uvedenych prikladov premennych je zrejmé, Ze vsetky by mali
byt’ nezéporné celé Cisla.

Okrem vSeobecne definovanych podmienok celoc¢iselnosti sa v tlohach LP mézu vyskytovat

aj podmienky, aby premenné mohli nadobudnut’ iba tzv. bivalentnych hodndt (napr. 0 alebo 1, ano
alebo nie, priradit’ alebo nepriradit’ apod.) a nazyvame ich bivalentné premenné.

Takéto druhy premennych vyuzivame predovsetkym pri formulécii Gloh typu prirad’ovacieho,
pokryvacieho alebo okruzného dopravného problému. V kone¢nom désledku to znamena, Ze aj

uvedené druhy uloh su tiez llohami celo¢iselného programovania.
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Jedno z €leneni Gloh celociselného programovania je ich rozdelenie podla toho, ¢i podmienky
celocCiselnosti st pozadované pre vSetky premenné modelu — tzv. rydzo celociselné ulohy LP alebo

iba na ich podmnozinu — tzv. zmieSané celociselné ulohy LP.

Riesenie uloh celociselného programovania je vypoctovo dost’ naro¢né. U zlozitejSich
a rozmernejSich modelov je aj samotny ¢as vypoctu prostrednictvom softvérovej podpory dlhsi
radovo, ako u modelov LP bez podmienky celociselnosti = relaxované ulohy. Napr. necelociselna
uloha s niekolko tisic premennymi a stovkami viastnych obmedzeni trva niekolko sekund, naproti
tomu rovnakad uloha ale aj s podmienkami celocCiselnosti moze trvat’ pri rovnakych podmienkach

vypoctoveho procesu aj niekolko hodin, pokial sa podari vypocet vobec ukoncit.
8.2 Metddy rieSenia iloh tzv. celoCiselného programovania

V pripade, ze optimalne rieSenie ULP nie je celociselné, st k dispozicii v zdsade 2 moznosti :

1. Necelociselné rieSenie zaokruhlit’ na najblizsie nizsie celoCiselné hodnoty a opravit’ hodnotu
ucelovej funkcie.
2. Aplikovat’ exaktné metody celoCiselného programovania a urcit’ optimalne rieSenie z mnoziny

zakladnych pripustnych rieSeni v obore celych &isiel (x;e Z°).
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Prva mozZnost’ je najjednoduchsia, ale nie vzdy vedie ku korektnému vysledku. Pouzit’ ju moéZeme
vtedy, ked’ zlomkova (neceloCiselnd) Cast’ rieSenia je oproti jeho celoCiselnej ¢asti mala (Statisticky
nevyznamnd). Napr. ak vysledok x; = 2732 1/3, zaokrihlenim rieSenia na x; = 2732 sa zrejme
vel'kej chyby nedopustime. Pokial’ su ale vysledné hodnoty premennych povedzme x; = 3,38 a x, =
2,65, zaokruhlenie na najblizSie nizSie (prip. aj vySSie) hodnoty by uz znamenalo vyznamnejSiu
zmenu rieSenia a samozrejme aj hodnoty ucelovej funkcie.

Podl’a charakteru je mozné metddy pre celoCiselné rieSenie loh LP rozdelit’ na:

1. Metédy empirické — najCastejSie sa pouziva metoda celociselného zaokrithlovania alebo tzv.
enumerativha metoda (metoda hrubej sily).

2. Metody exaktné — najCastejSie zaloZené na principe urCovania tzv. se¢nych nadrovin alebo
kombinatorickych postupov, napr. metéda Branch and Bound (vetvenia a hranic).

3. Metédy Specidlne - pre rieSenie uloh so Specifickou Struktirou alebo niektoré heuristické
algoritmy, ktoré pre inak exaktne nerieSitelné ulohy dokazu urcit’ aspon rieSenie hladanému
optimu blizke. Nimi sa bliz§ie zaoberat’ nebudeme.
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Charakteristika zakladnych metdd celo¢iselného programovania

1.1 Metoda celo€iselného zaokruhl’ovania

Prvy népad pri celo¢iselnom rieSeni ulohy LP je zalozeny na myslienke, ze zanedbame (tzv.
relaxujeme) podmienky celociselnosti, tllohu vyrieSime bez nich a potom vysledok jednoducho
zaokrhlime na celé Cisla.

Je nutné si vSak uvedomit, ze zaokruhlenim casto dostaneme bud’ nepripustné riesenie, prip.
Casto nie je zrejmé &i mame zaokrahlovat vieobecné rieSenie smerom nahor alebo nadol. Dalsi
problém je skutoCnost, Ze rieSenie neceloCiselnej ,,relaxovanej” tlohy moze byt niekedy vyrazne
vzdialené od hl'adaného celociselného optima a niekedy nie je isté, ¢i celociselnd uloha vobec
nejaké celociselné rieSenie vobec ma.

V praxi sa zaokrthlenie rieSenia pouziva a to najmé v pripadoch, ked’ vieme, ze chyba, ktorej
sa tym dopustime, je prijatel’nd. Napr. pre velkopekaren, ktord denne vyrobi desattisice kusov
peciva, mézeme celoCiselnt povahu optimaliza¢nej tlohy pokojne zanedbat’, pretoze zaokrihlenim
planu vyroby na celé Cisla vznikne zanedbate'nd chyba, porovnatelnd sinymi chybami a
neurcitostami, ktoré ekonomicky model oproti realite ma. Pokial si vSak pocty vyrdbanych
vyrobkov malé a ich cena naopak vysokd, potom brat' do uvahy celoCiselnost’ rieSenia je priam
nutnost’ou.
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1.2 Metoda hrubej sily (tzv. enumerativna metoda).

Spociva v pracnom vyskusani vSetkych moznosti ,,zcelo¢iselnenia® necelociselného rieSenia.
Je vhodna, pokial’ je mnozina pripustnych rieSeni ulohy obmedzena, t.j. celéd je obsiahnutd v urCitom
kone¢nom (mnohorozmernom) priestore. Staci potom pre kazda premennu x; ndjst’ taky interval, kde
pre vSetky pripustné rieSenia premennd x; lezi urcite v tomto intervale. Nasledne na to postupne
vysktsame vSetky body kvadra s celoCiselnymi suradnicami, pre kazdy z nich overime platnost’
obmedzujticich podmienok a pokial je takto definovany bod pripustnym rieSenim tlohy, vypocitame

hodnotu ucelovej funkcie a porovndme ju s najlepSim doteraz nadjdenym rieSenim.

Zéavaznou nevyhodou metody je jej velka vypoctova naroCnost. Napr. Ulohu s desiatimi
bindrnymi premennymi je mozné takto vyrieSit' (pocet moznosti je ,,iba" 1024). Ale tlohu so sto
bindrnymi premennymi by vSetky vykonné pocitace sveta riesili aj niekol'’ko rokov.

2.1 Metody reznych (seénych) nadrovin.

St vhodné pre rieSenie rydzo ale aj zmieSanych celociselnych tloh LP, kde uvaZzujeme iba
vSeobecne definované podmienky celociselnosti. Vychadzaji z mnoziny pripustnych rieSeni ulohy
bez podmienok celociselnosti, tzv. relaxované ulohy. Znamou aplikaciou simplexovej metody je
mozné z mnoziny pripustnych rieSeni urCit’ rieSenie optimdalne (obvykle necelociselné), ktoré sluzi

ako vychodiskové riesSenie pre zvolenu verziu metody secnych nadrovin.
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Podstatou je vypoctovy proces, kedy v kazdom d’alSom iteracnom kroku pridavame dodato¢né
obmedzenie, ktoré oddeli (odreZze) z mnoziny pripustnych rieSeni urciti podmnozinu. 7Td vSak
nesmie obsahovat’ Ziadne pripustné celociselné rieSenie. Pre takto zuzen mnozinu pripustnych
rieSeni opdt’ uréime optimalne rieSenie a testujeme, Ci toto rieSenie uz je celociselné alebo este nie.
Po konecnom pocte iteracnych krokov takto definovany vypoctovy postup obvykle skonverguje
k optimalnemu celociselnému rieSeniu ulohy LP. NajznamejSim zastupcom tejto skupiny metdd je

tzv. Gomoryho algoritmus.

2.2 Kombinatorické metdody

St univerzalnym nastrojom pre rieSenie vacSiny typov uloh vramci celociselného
programovania. Ich podstatou je efektivne prehl'addvanie bud’ vSetkych pripustnych celociselnych
rieSeni pri rydzo celoCiselnych problémoch alebo generovanie pocetnych kombinécii hodnot
celociselnych premennych u zmieSanych problémov celo¢iselného programovania.

Zékladom algoritmov pre rieSenie celo¢iselnych uloh LP s vhodné kombinatorické postupy /

metody a najznamejSou z nich je tzv. metoda Branch and Bound (metoda vetvenia a hranic).
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8.3 Grafické rieSenie ulohy celoc¢iselného programovania

Priklad 8.1: Majme ulohu optimalnej ochrany objektu, ktorej matematicky model ma tvar:
z =13.x, + 9x, > MAX
7x,+8,5x, < 60
6.x, + 2.x, <32
0<x, <5
0<x,<5

Grafickym riesenim najdite celociselné riesenie ulohy pre maximalnu hodnotu ucelovej funkcie.

RieSenie:

Ide o tlohu s dvomi premennymi, optimalne rieSenie moézeme ziskat’ aj graficky (Obr.8.1).
Z grafického vyjadrenia zistime, Ze optimalne rieSenie x=(x;,x3)=(4,11;3,68), z = 86,49 nevyhovuje
vyZadovanym podmienkam celoc¢iselnosti rieSenia (premenné x; znamenaj pocty rakiet ).

Ak do Obr.8.1 doplnime celociselnu siet’ vidime, Ze pripustné rieSenia by mali leZzat’ na
priese¢nikoch siete, pricom najblizSie k teoretickej hodnote rieSenia necelociselného lezia hodnoty

x;=4, x,=3 a im odpovedajuce rieSenie x=(4;3) s hodnotou ucelovej funkcie z=79 — MAX ?777.
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Obr.8.1 Celociselné graficke riesenie
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Priklad 8.2: Majme ulohu celociselného programovania zadanu matematickym modelom
z = 2.x+3x, > MAX
4x +3x, <13
x+2x, <6

x 20, x, 20

x,, x, —celociselné.
Grafickym postupom preukdzte podstatu urcovania mnoZiny pripustnych rieSeni v ulohe

celociselného programovania a urcite celociselné optimalne riesenie ulohy.

RieSenie:

Grafické znazornenie mnoziny pripustnych rieSeni ulohy je na Obr.8.2. MnozZina pripustnych
rieSeni ulohy bez podmienok celociselnosti je tiefiovana. Mriezka diskrétnych bodov, leziacich vo
vnutri oblasti pripustnych riesni (diskrétnych bodov je celkom 10) reprezentuje mnoZinu
pripustnych rieSeni celociselnej ulohy.

Z Obr.8.2 by bolo mozné (po jeho zndzorneni v zvolenej mierke a odmerani stiradnic bodu

OPTy . ., D o .,
x ) urcit optimalne rieSenie neceloc¢iselnej ulohy.
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\
\\</ 2%+ 3x,
S

Obr.8.2: Mnozina pripustnych riesent ulohy celociselného programovania

RieSenie necelocCiselnej, tzv. relaxovanej ulohy je v tvare:

Xopt :(§ EJ ZMAX :Q.
575 ) 5
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Pri pokuse o ziskanie celoc¢iselného rieSenia ndm ako prvé napadne zaokruhlit’ neceloc¢iselné
optimum. V tomto pripade akymkol'vek zaokrhlenim prvkov vektora x°* optimalne celogiselné
rieSenie nemozno ziskat. Optimdalne rieSenie — ako vyplyva z Obr.8.2 - je urCené vektorom

x4y =(0,3) s hodnotou ugelovej funkcie 2% =9.

Bezne pouzivanym sposobom zaokruhl'ovania — t.j. do 0,5 vratane zaokruhlit’ smerom nadol,

nad 0,5 nahor) ziskame vektor x. =(2,2), ktory dokonca nie je ani pripustnym rieSenim ulohy.

Vybrané kombindcie pripustnych rieseni:

x'=(1,2),z=8;
X'=(2,1),z="17;
x’=(0,2),2=6;

x*=(3,0), z=6 atd.

Vysledok: x{). =(0,3), hodnota uéelovej funkcie z') =2.0+3.3=9.

MAX
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8.4 Exaktné metdédy rieSenia tloh tzv. celoCiselného programovania
8.4.1 Metoda se¢nych nadrovin

Metoda se¢nych nadrovin vychddza z optimalneho rieSenia neceloc¢iselnej (relaxovanej) ulohy.
Ak je optimalne rieSenie relaxovanej ulohy celociselné, potom je d’alsi vypocet zbytocny, pretoze je

zaroven optimalnym rieSenim povodnej celoCiselnej tllohy.

Ak je vSak rieSenie ulohy neceloc¢iselné, je nutné k jej matematickému modelu pridat’ d’alSiu

obmedzujicu podmienku, ktora

e nevyluci ziadne celoCiselné pripustné rieSenie, ale

e vylaci ur¢ené optimum relaxovanej tlohy (uvazuje ho ako rieSenie nepripustné).

Geometricka interpretdcia: pridand obmedzujiica podmienka vymedzi polpriestor ohrani¢eny
nadrovinou, ktord z mnoZiny pripustnych rieSeni pdvodnej relaxovanej ulohy ,,usekne® urcita
podmnoZinu necelo€iselnych rieSeni. Hovorime preto o metdde secnych nadrovin (ang. Cutting

plane method).
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Ulohu s umelo pridanou — doplnkovou - obmedzujiicou podmienkou potom riesime rovnakym
sposobom ako ulohu pdvodnu. Plati teda: zanedbame podmienky celo¢iselnosti, ndjdeme optimum
relaxovanej tlohy a opét’ testujeme, ¢i sme dostali rieSenie celoCiselné. Uvedeny iteracny postup
opakujeme dovtedy, pokial nie st vSetky suradnice rieSenia celociselné.

Se¢né nadroviny je mozné generovat viacerymi spOsobmi, najzndmejs$i z nich je tzv.
Gomoryho algoritmus.

K pochopeniu a popisu podstaty algoritmu je vSak potrebné zadefinovat’ pojem dolna cast
redlneho Cisla. Dolna cela cast’ redlneho Cisla x je najvacsie celé Cislo, ktoré nie je vicSie ako x.
Dolnt celt Cast’ ¢isla x oznacime | x |. Napriklad

|2,5]=2 alebo | -2,5|=-3.

Kazdé realne ¢islo x je mozné zapisat’ v tvare x =| x |+r, kde r je necelociselna Cast’ a spiia

podmienku 0 <r < [.

Gomoryho metoda je pouzitelnd na tzv. celociselne celociselné ulohy, t.j. na ulohy, kde vSetky
premenné¢ su celoCiselné, ako aj vSetky konsStanty v obmedzujucich podmienkach (t.j. vSetky a; a b;)

su celé cisla.
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Algoritmus odvodzuje se¢nii nadrovinu zo simplexovej tabulky, reprezentujicej optimdlne
necelociselné rieSenie relaxovanej ulohy. Vychadzame z takého jej i-teho riadku, ktory mé na
pravej strane necelociselntt hodnotu b,. Zvoleny i-ty riadok reprezentuje rovnica v tvare

a,. X, +a,.%,+...+a,.x, =b, (8.1)

Konstanty a; a b;, vystupujuce v rovnici (8.1) rozlozime na dolnt celu Cast’ a neceloCiselny

zvySok a teda plati
a, :Lai’jJ+rjbi a b=|b|+r. (8.2)

K ulohe pridame d’alSiu obmedzujicu podmienku — tzv. doplnkovit rovnicu, definovanu v tvare

X +FXy . +7,X, 2T (8.3)

Zdovodnenie Gomoryho algoritmu:

V rovnici (8.1), ktora sme dostali z poslednej simplexovej tabul’ky rieSenia relaxovanej ulohy
rozpiSeme vSetky konStanty a; a b; podl'a rovnice (8.2) a rovnicu (8.1) upravime tak, ze na lava
stranu prevedieme vSetky Cleny s necelociselnymi koeficientmi a na prava stranu vSetky cleny

s koeficientmi celo¢iselnymi. Dostaneme tak rovnicu v tvare
KX, +1.X, ... +7.X, —F= LbiJ—LaiJJ.xl —Lai,zJ.xz —...—Lai’nJ.xn (8.4)
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Nakorko su vSetky x; nezaporné a » < I, 'ava strana rovnice (8.4) aj spifia podmienku
KX 45X, ..+ rx, —r>—1. (8.5)
Zaroven, pretoze vSetky x; maji byt’ celoCiselne, bude prava strana rovnice 8.4 tiez celociselna.
Lava strana preto musi byt’ cel¢ Cislo a to celé Cislo vyrazne vicsie ako -1.

Ak ma4 teda byt’ premenna x; pripustna a celoCiselnd, musi platit’
KX, +1X, 4. +r.x, —r2>0 (8.6)
odkial’ jednoznacne vyplyva aj tvar pridavanej doplnkovej rovnice (8.3). Znamena to, Ze doplnkova

rovnica ma vSeobecny tvar

X +nx,+...+r.x, 2r.
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Priklad 8.3: Vyrieste ulohu celociselného

programovania zadanu matematickym modelom v
tvare

)

=211 + 19 <2
I

z = 2x+3x, > MAX

%21‘1 + 319 — max

x—-2x, <2
—2x+ x, <2 Y
x+ x, <4 Ty — 219 £ 2
X, >0
x, =20 o

: >:£1-|—:1‘2(_;5

Obr.8.3 Optimdlne riesenie ulohy

Najskor najdeme optimalne rieSenie relaxovanej (bez podmienok celociselnosti) tlohy.

Baza b; X X, X3 Xy X5 wi=b;/a;;
X3 2 1 -2 1 0 0 -1
X4 2 -2 (1) 0 1 0 2
X5 4 1 1 0 0 1 4
z 0 -2 -3 0 0 0 max
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Baza bi X1 X7 X3 X4 X5 Wi:bi/ Ajk
X3 6 -3 0 1 2 0 -2
X 2 -2 1 0 | 0 -1
Xs 2 3) 0 0 1 1 23
z 6 -8 0 0 3 0 max
Baza bi X1 X7 X3 X4 X5 Wi:bi/ Ajk
X3 8 0 0 1 2 1
Xo 10/3 0 1 0 1/3 2/3
X1 2/3 1 0 0 -1/3 1/3
z 34/3 0 0 0 13 8/3 MAX

Simplexova tabulka a vysledky necelociselného riesenia prikladu 8.3
Optimalne rieSenie relaxovanej tlohy je x,,, =(2/3;10/3;8;0;0) nie je celociselné a jeho

hodnota ucelovej funkcie z = z(X,p;) = 2.2+ 3.& _34 1 ll.

3 3 3 3

Hrladant ,,Gomoryho se¢nti nadrovinu® ziskame napr. podla prvej necelociselnej hodnoty t.j.
x;=2/3. Do tabulky preto priddme doplnkovi obmedzujiicu podmienku r; v tvare g.x4 +l.xs > 1 , O

sa v simplexovej tabul’ke prejavi ako $tvrty riadok a §iesty stipec.

47



Dualita viloh LP, moznosti ukoncenia vypoctu ULP, celociselné programovanie

Baza bi X1 X7 X3 X4 X5 I Wi:bi/ Ajk
X3 8 0 0 1 2 1 0
Xo 10/3 0 1 0 1/3 2/3 0 10/3=3+1/3
X1 :(313/3 = 11+O :(?+O :(?+O =- 11+/3/3 :(}fl;/ 3 :(?+O 2/3=0+2/3
7 -2/3 0 0 0 (-2/3) -1/3 1
z 34/3 0 0 0 1/3 8/3 0 max

Na pravej strane je zdporné Cislo (b;<0), musime preto pouzit dudlnu simplexovi metodu.
Riadiaci prvok (-2/3) je na mieste (4,4) a po vykonani Gaus-Jordanovej eliminacie plati

Baza b; X; X, X3 X4 X5 I wi=b;/a;,
X3 7 0 0 1 0 1/2 -1
X5 3 0 1 0 0 2/3 1/2
X1 1 1 0 0 0 1/2 -1/2
X4 1 0 0 0 1 1/2 -3/2
z 11 0 0 0 0 5/2 1/2 MAX

Optimalne rieSenie tlohy je
Xppr = (1; 3;7;1;0; 0)
ktoré uz je celociselné a hodnota icelovej funkcie pre x,,, je
Zpw = Z(Xppr) =2.1+3.3=11.
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Poznamka:
1. Vyber riadiaceho stipca : stipec novo zaradovanej premennej do bézy (nahradi premennii r;) ziskame tak,
Ze vyratame podiely zj / rij pre vSetky stlpce a riadiaci stlpec indikuje minimalna absoliitna hodnota tohto

podielu zo vsetkych stipcov simplexovej tabulky..

2. Gomoryho metoda secnych nadrovin nie je prilis efektivna, obvykle vyzaduje vela iteracii. Pre Specidlne
ulohy LP (napr. probléem obchodného cestujuceho) su zname dokonalejsie postupy tvorby secnych nadrovin,

ktoré ,, odsekavaju ‘* nepotrebné riesenia ,,po vicsich kusoch* a smeruju k optimalnemu rieseniu rychlejsie.

Zovseobecnenie praktického postupu Gomoryho algoritmu

1.krok: Najskor urcime optimdlne rieSenie zadanej tlohy simplexovou metodou bez ohl'adu na
podmienku celocCiselnosti — t.j. rieSenie relaxovanej tilohy.

2.krok: V kazdej rovnici s necelociselnym rieSenim rozdelime hodnotu b; (prava strana) na dolnu

celu Cast’ - celoCiselna Cast’ d; a zlomkovu Cast’ r;, tzn. do tvaru b, =d, +r,.

3.krok: Zvolime rovnicu i, v ktorej pozadujeme ziskanie celociselného rieSenia a v ktorej je
neceloCiselna Cast’ r; maximalna. V rovnici rozloZime aj vSetky koeficienty Pavej strany na ich

celociselnu cast’ dij a Zlomkovii Cast’ v tzn. do tvaru a, =d,; +r;.
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4.krok: K rovnici i zvolenej a rozloZenej na Casti d; a r; v bode 3 vytvorime doplnkovi rovnicu

v tvare

o ktort rieSenu sustavu rozSirime a v ktorej » predstavuje nova premennu pridant do bazy.

5.krok: Pokracujeme v rieseni tak, ze pripojeny riadok (r;) povaZujeme za riadiaci riadok tipravy.
Riadiaci stipec, t.j. stipec novo zarad’ovanej premennej do bazy uréime tak, 7e vyratame podiely z;/
rij pre vSetky stipce a min |z; / 7;; | jednoznacne urcuje najvhodnejsi riadiaci stipec.

6.krok: VyrieSenie takto rozsireného problému by malo viest' k ,,sceloCiselneniu® aspoii jednej
premennej. Ak takto ziskame celociselné hodnoty aj pre ostatné premenné, vypocet konc¢ime. Ak su

hodnoty zékladnych premennych aj nad’alej neceloCiselné, postup od kroku 2 opakujeme tak, ze

sustavu roz§irime o d’al$iu rovnicu s novou premennou 7 atd’.
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Priklad 8.4: Stavebny podnik ma k dispozicii 8 nakladacov, 16 ndkladnych automobilov a 10

buldozérov. Z nich moze zostavit 3 rozne pracovné zostavy. Zostava Z1 v zlozeni 1 nakladac, 3

ndkladné automobily a 1 buldozér mé vykon 70 m> premiestnenej zeminy za zmenu. Zostava Z2 s 1

nakladacom, 4 ndkladnymi automobilmi a 1 buldozérom premiestni 88 m’/ zmena a zostava Z3 — 1

buldozér je schopny premiestnit' 8 m’/ zmena. Ako rozmiestnit stroje, aby bol vykon maximdlny ?

Riesenie:
Stroj Zostava 7, 7z, Z; K dispozicii
Nakladac 1 1 0 8
Niakladné auto 4 0 16
Buldozér 1 1 1 10
Vykon 70 88 8 MAX
Matematicky model tlohy v tvare
z=T70.x +88.x, +8x; — MAX
X+ x <8
3.x,+ 4.x, <16
x+ x,+x; <10

Po zapise modelu do simplexovej tabul’ky ziskame vychodiskové rieSenie.
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Vychodiskové riesenie ulohy

Baza b X4 X5 X3 X4 X5 X6 z
X4 8 1 1 0 1 0 0 0
Xs 16 3 4 0 0 1 0 0 . 0,- '
X6 10 1 1 1 0 0 1 0 iteracia
zZ 0 -70 -88 -8 0 0 0 1
Po vykonani troch iteracnych krokov ziskame optimdlne necelociselné rieSenie.
Optimalne necelociselné riesenie ulohy — 3. iterdcia
Baza b X4 X5 X3 X4 X5 Xe z I
X4 2 2/3 0 -1/3 0 1 -1/3 0 0 0
X1 51/3 1 4/3 0 0 1/3 0 0 0 3.
X3 4 2/3 0 -1/3 1 0 -1/3 1 0 0 |iteracia
=4+2/3 =0+0 =-1+2/3 =1+0 =0+0 =-1+2/3 =1+0
zZ 1232/3 0 8/3 0 0 62/3 8 1 0
I -2/3 0 -2/3 0 0 -2/3 0 0 1 | doplr.

Maximalna necelociselna cast’ (2/3) je u premennych x, a x;. Nakolko x, je iba pridavna

premennd, doplnkovi rovnicu ; podl'a bodu 4 postupu ur¢ime k rovnici pre premenna x;.

52



Dualita viloh LP, moznosti ukoncenia vypoctu ULP, celociselné programovanie

Doplnkova rovnica r; je uvedena v riadku pod ucelovou funkciou z.
Poznamka: Prvky v matici sa rozkladaju na celociselnu plus zlomkovu cast, takze napr. —1/3 = -1 + 2/3.
Absolutna hodnota podielu koeficientov riadku UF a novej rovnice r; je v druhom stipci 4 a

v piatom 31, z ¢oho vyplyva, Zze novo zaradenou bazickou premennou bude x, Po prepratani
tabul’ky dostaneme rieSenie, ktoré je uz rieSenim optimalnym aj s podmienkami celociselnosti.

Optimalne celociselné rieSenie ulohy

Baza b X1 X) X3 X4 X5 X z
X4 3 0 0 0 1 -2/3 0 0
X1 4 1 0 0 0 -1 0 0
X3 5 0 0 1 0 0 1 0
X5 1 0 1 0 0 1 0 0

z 408 0 0 0 0 9 0 1

Celociselné optimalne rieSenie je
x;=4, x;=1, x3=95
ktoré uz podmienkam celoc¢iselnosti vyhovuje a ktorého hodnota tcelovej funkcie z = 408 je lepsia
ako pri jednoduchom zaokrthleni neceloc¢iselného rieSenia aje zrejmé, Ze je dostatocne blizko

k uréenému necelociselnému optimu (z = 410,666).
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Poznamka : Ak by sme tuto ulohu riesili iba rutinne, zaokrihlenim hodnot x; ma 5 a x; takisto na 5, dostali
by sme sice rieSenie pripustné, ale jeho hodnota ucelovej funkcie by bola ibaz =70.5 + 8.5 = 390, co je

hodnota UF vyznamne nizSia, ako hodnota ziskand Gomoryho algoritmom.

V skuto¢nych rozhodovacich problémoch nemusia mat’ predpisané celociselné hodnoty vsetky
premenné a vtedy hovorime o zmieSanej tlohe celociselného programovania.

Specialny pripad celodiselného programovania predstavuju tilohy, v ktorych mézu premenné
nadobudat’ iba hodnoty ,,0¢ alebo ,,1* , uz uvedené tzv. bivalentné premenné. Mdzeme sa s nimi
stretnat’ predovsetkym v Glohach vyuzivajlcich tzv. bindrne rozhodovanie. NajznamejSim pripadom
takéhoto typu uloh je tzv. prirad’ovaci problém.

8.4.2 Kombinatorické metody

Metoda ,,Branch and Bound* je z postupov celociselného programovania zaloZenych na
principoch kombinatoriky najznamej$ia. Jej princip spociva v tom, Ze sa pri rieSeni postupne menia
hranice jednotlivych premennych, ¢im sa vytvaraji nové ulohy linedrneho programovania a po ich
vyrieSeni sa spdtne posudzuje, ¢i rieSenie vyhovuje podmienkam celoCiselnosti a akd je jeho
aktualna hodnota tcelovej funkcie.
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Podstata metody vetvenia a hranic (Branch and Bound = vetvenia a medzi)

Metoda ,,Branch and Bound* patri medzi tzv. kombinatorické algoritmy. Jej princip je natol’ko
vSeobecny, ze je mozné ho vyuzit’ nielen v rdmci celo¢iselného programovania, ale (vzdy vsak po
istej uprave) aj pre rieSenie viacerych typov uloh. Postup je vhodny nielen pre rieSenie rydzo
celodiselnych problémov, ale aj zmiefanych celoéiselnych ULP. Jedinym predpokladom je, Ze
koeficienty ucelovej funkcie budi vcelé cCisla (to vo vSeobecnosti nie je problém zaistit
v akejkol'vek ulohe LP).

ZovSeobecneny zakladny postup metody Branch and Bound:

1.krok: Standardnym postupom (napr. simplexovou metédou) uréime optimalne rieSenie Glohy bez

uvazovania podmienok celociselnosti tzv. relaxovand uloha. Vektor ur¢eného optimalneho rieSenia

oznaéme napr. x’ = (xf,xg,...,xg) a jeho hodnotu ucelovej funkcie z°.

2.krok: Ak urCené neceloCiselné rieSenie vyhovuje aj podmienkam celoCiselnosti, zaroven

predstavuje aj optimdlne rieSenie celociselné a vypocet konci. To sa vSak nestava Casto.

3.krok: Ak pozadované zékladné premenné eSte celoCiselné nie s, vyberieme z mnoziny
pripustnych rie$eni relaxovanej ulohy jedno riesenie (uloha X°). Vytvorime z neho dve pod-tilohy —

ozn. X' a X7, o v podstate reprezentuje ,,proces vetvenia“ mnoziny X’ na dve pod-ulohy X' a X*.
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Z vektora x° vyberieme lubovolnt (alebo podla vyzadovanych podmienok celodiselnosti
uréentl) premennu, ktord podmienku celodiselnosti zatial nespitia. Nech sa jedna napr.

0 premennu x;, ktorej hodnota je vo vektore rieseni x° rovnd x;.
Mnozina X' je potom charakterizovand roz§irenim o podmienku v tvare
0
X, = [xk ] +1
P 2. . oy 0 i :
a mnozina X~ je vytvorena z mnoziny X rozsirenim o podmienku v tvare
0
x, < [xk } ,
kde vyraz [x,?] predstavuje celt Cast zo zatial neceloéiselnej hodnoty x,. Napriklad, ak je

neceloéiselna hodnota rieSenia x? =8/5, potom bude mnozina X' uréena podmienkou v tvare
x, >[8/5]+1=x, =2
a mnozina X° bude uréen4 podmienkou v tvare
x, <[8/5]=x, =1.
4.krok: V kazdej z obidvoch vetiev (mnoziny X' a X*) musime opit urdit optiméalne rieSenie bez
uvazovania podmienok celociselnosti (ako relaxovana uloha) avtakto definovanom procese
vetvenia pokracovat’ dovtedy, pokial’ nebude ndjdené najlepsie celo¢iselné riesenie.
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Sucast’ algoritmu tvori aj moznost’, Ze v kazdej vetve je odvodzovana (odhadovana) tzv. hornad
hranica, hornd medza (za predpokladu ulohy typu MAX) pre hodnotu UF celo¢iselného rieSenia.

Napriklad, na mnozine X° je v zadanom Priklade 8.5 optimalne rieSenie uréené vektorom x°

s hodnotou uéelovej funkcie z° =49/5. Nakolko to je na mnozine X° jediné optimalne rieSenie je
zrejme, ze ,,rydzo celociselné rieSenie” nemoze mat’ hodnotu tcelovej funkcie vysSiu ako 49/5, tzn.

maximalne z = 9. To znamené, 7e hornd medza na mnoine X’ bude rovnd 9.

o U rydzo celociselnych uloh ziskame hornu hranicu pre hodnotu UF celoCiselného rieSenia na

mnozine X* ako [zk] ,kde z* je optimalna hodnota necelo¢iselného optima na mnozine X*.

o U zmiesano celociselnych uloh (nevyzaduje sa, aby vSetky premenné a teda ani hodnota tcelove;j
funkcie museli byt celo¢iselné) bude horna hranica v danej vetve priamo rovna vypocitanej

hodnote UF pre vyratané necelociselné optimum na uréenej mnozine.

Uvedeny (opat’ iterany) postup celoc¢iselného rieSenia metodou ,,Vetvenia a hranic* pokracuje
dovtedy, pokial’ vSetky vytvorené vetvy nie su uzavreté jednym z troch nasledovnych spdsobov:

¢ vo vetve je najdené rieSenie, ktoré vyhovuje podmienkam celoc¢iselnosti,

e Vo vetve neexistuje Ziadne pripustné rieSenie,
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e vo vetve je najdené necelociselné rieSenie a horna hranica pre hodnotu ucelovej funkcie,
odvodena z tohto rieSenia, je nizSia ako hodnota ucelovej funkcie rieSenia celoCiselného,
najdeného uz skor v ramci niektorej z ostatnych vetiev.

Po uzavreti vSetkych vetiev vyberieme najlepSie doteraz urCené celoCiselné rieSenie (s
extrémnou hodnotou z, prip. zistime, ¢i také rieSenie vobec existuje) sucasne predstavuje aj hl’adané

optimdalne rieSenie ulohy LP s podmienkami celociselnosti.
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Priklad 8.5: Majme ulohu celociselného programovania urcenu matematickym modelom
z = 2.x+3x, > MAX

4x,+3x, <13

x +2x, <06,

x 20, x, 20,
X, x, —celociselné.

Metodou vetvenia a hranic urcite celociselné optimdalne riesenie optimalizacnej ulohy.

Riesenie:
Pre ilustraciu je na obr.8.4 uvedené grafické znadzornenie sposobu delenia (definovania secnej

nadroviny) povodnej mnoziny pripustnych rieseni x’ na podmnoziny v jednotlivych vetvach, ako aj

optimalne rieSenie ziskané na tychto podmnozinach (x’,x',x*,x’,x*).
o . ., v . 0 . v , , [ ’ .
1.krok: urcCenie optimalneho rieSenia x na celej mnozine pripustnych rieSeni, t.j. bez

uvazovania podmienok celo¢iselnosti. H'adané rieSenie je
11 4
x° :(§ —j az’ :?9.

>

5
Horna hranica (medza) pre hodnotu tcelovej funkcie hl'adaného celociselného rieSenia bude

rovnd hodnote najviac [49/5] = hh®@=9.
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/ z=2x+ 3x,

Obr.8.4 Vypocet celociselného optima metodou vetvenia hranic
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2.krok: Riesenie x’ nie je este celocCiselné, preto musime mnoZinu rieSeni vetvit’,

3.krok: Pre vetvenie vyberieme, napr. prva neceloéiselna zlozku vektora x°(t.j. x’ =8/5)
a z pdvodnej mnoziny X° vytvorime dve podmnoziny X' a X* a to tak, Ze ststavu obmedzujicich
podmienok rozsirime o podmienku (uvedené aj na Obr. 8.4.) v tvare
X, 2[8/5]+1=2,
resp. o podmienku v tvare
x, < [8/ 5] =1.
Mnoziny X' a X? st na Obr.8.4 zvyraznené vytiefiovanim.

1.krok: Na mnozinach X' a X? opit’ uréime ich optimélne riesenie a dostali by sme

X1=(2,§],21=9 a Xzz(l,é}zzzg.
3 2 2

2.krok: Na podmnozinach odvodenych z mnoziny X' nie je mozné ziskat’ celogiselné riesenie,
ktoré by malo hodnotu uéelovej funkcie vys§iu ako 8 (tzn. hh™ = 8), Na mnozine X* je horna
hranica rovna [19/2] = hh(2) = 9. Vidime vsak, Ze ani jedno z rieSeni x' resp. x” nie je eSte rydzo

celoc¢iselné — a preto musime vetvit’ d’ale;.
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3.krok: Pre d’al§ie vetvenie pripadaji do Gvahy obidve mnoziny X' aj X*. Mnozina X? je viak
pre vetvenie ,,perspektivnejsia®, pretoze hodnota jej hornej hranice (hh® = 9) je vyssia ako (hh™ =
8) na mnozine X'. Znamena to, e na mnozine X° mozeme olakavat zisk rieSenia s vy$Sou

v . . . " 1 A .
hodnotou ucelovej funkcie, naopak vetvenie mnoziny X' mdzeme zastavit’.

X 23

x'=(0, 3)
72'=10

STOP P——

Obr.8.5. Grafické zndzornenie postupu rieSenia metodou vetvenia a hranic
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Z mnoziny X preto vetvenim vytvorime dve podmnoziny X° a X' tak, e ju doplnime
o obmedzujuce podmienky v tvare
x, <[5/2]=2,resp. x, >[5/2]+1=3.

s v ’ v ’ , ’ . vr , 4 v
1.krok: Vyrie$enim oboch takto roz§irenych tloh v ramci podmnozin (pod-uloh) X°, X* uz
ziskame rydzo celociselné rieSenie. Konkrétne sa jednd o rieSenie v tvare:
e pre mnozinu X' je x’=(1,2), =8
.- 4 .

e pre mnozinu X" je x'=(0,3), z* =9.
Nakol’ko sa jedné o celoCiselné rieSenia na oboch mnozinach, nie je uz potrebné vo vetveni
pokracovat’ (vid’. Pravidlo 1 — ndjdenie celociselného riesenia). SucCasne vSak mozeme ukoncit

vetvenie aj na mnozine X', pretoze horna hranica na nej je rovna hh® = 8, ale my sme nasli

celoiselné riesenie s hodnotou UF = 9 (vid. Pravidlo 3 pre ukoncenie vetvenia).
Takto je ukonCené vetvenie na vSetkych mnoZinach a vypocet moze skoncit’.
Vysledky: najlepsie celociselné rieSenie tlohy je uréené vektorom rieSeni v tvare
x* =(0,3)

s hodnotou ucelovej funkcie z* =9 a reprezentuje optimdlne celoliselné rieSenie uilohy.
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Priklad 8.6: Majme uz uvedeny model ulohy optimdlnej ochrany objektu (Priklad 8.1), ktorej
matematicky model ma tvar

z =13.x, + 9x, > MAX

7.x,+8,5x, < 60
6.x, + 2.x, <32
0<x, <5

0<x,<5

Metodou vetvenia a hranic urcte celociselné riesenie, ktore zaisti MAX hodnotu UF.

Riesenie:
Po realizacii simplexovej metody ziskame nasledovné rieSenie:

x' =(4,11;3,68), z° =86,49
Vidime, Ze pocet rakiet prvého typu by v idedlnom pripade mal byt R; = 4,1/ a druhého typu
R, = 3,68. Maximalny pocet pre oba typy rakiet je stanoveny na max. 5 ks.
PretoZe x; m6ze nadobudnut’ iba celo¢iselné hodnoty, moZze sa rovnat’ iba niektorej z hodnot 0

az 4 (Pod-uloha 1) alebo 5 (Pod-uloha 2). Mdzeme preto vytvorit — rozvetvit - dve nové
optimaliza¢né ulohy, a to ak zavedieme nové obmedzenia v tvare x, < 4 a x, < 5.
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V strome Uloh su aj s ich rieSenim oznafené ako Pod-uloha I (jej rieSenie je x;=4 a x,=3,76,
7z =85,88) a ako Pod-uloha 2 (jej rieSenie je x;=5a x, =1,z =74).

Riesenie Pod-ulohy 2 teda podmienke celociselnosti vyhovuje.

V rieSeni Pod-tulohy 1 je hodnota x; celo¢iselna, ale hodnota x; nie. Preto je mozné smerom k
premennej x, v Pod-ulohe 1 naformulovat’ 2 nové ulohy, ozna¢ené ako Pod-tiloha 3 a Pod-tiloha 4.

Pod-uloha 4 ma rieSenie x; = 3,71 a x, =4, z = 84,29, zatial ¢o Pod-uloha 3 ma rieSenie uz
celoCiselné. Pretoze v Pod-ulohe 4 nie je celo¢iselné x;, mézeme tlohu d’alej vetvit' a vytvorit’ 2
nové pod-ulohy (Pod-uloha 5 a Pod-uloha 6).

RieSenie Pod-ulohy 6 je nepripustné, pricom Pod-uloha 5 ma necelociselné rieSenie.
Analogicky pokracujeme d’alej tak, Ze ju rozclenime na pod-ulohy 7 a 8. Pod-uloha 7 celociselné
rieSenie ma, Pod-ulohu 8 s neceloc¢iselnym rieSenim preto mozeme rozvetvit’ na dve nové pod-tlohy
(Pod-ulohu 9 a Pod-ulohu 10).

Pod-tloha 9 mé rieSenie x; =2 a x; =5, z = 71 a Pod-uloha 10 pripustné rieSenie nema.

Ulohu uZ nie je mozné vetvit', ¢im je rozvoj stromu rieSeni ukonceny.
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Strom uloh pre problém optimalizacie obrany objektu.

ULOHA 0

0<x,<5,0<x,<5
RieSenie
x, =4,11, x, =3,68, z" = 86,49

POD-ULOHA 1

0<x,<4,0<x,<5
RieSenie
x, =4, x,=3,76, z' = 85,88

POD-ULOHA 2

5€x<5,0<x,<5
RieSenie

x, =5, x,=1,z"=74

POD-ULOHA 3

0<x,<4,0<x,<3
RieSenie
x, =4, x,=3, 22=79

POD-ULOHA 4

0<x,<4,4<x,<5
RieSenie

x,=3,71, x,=4, z* =84,29
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POD-ULOHA 5

0<x,<3,4<x,<5
Riesenie

x, =3, x,=4,59, 2z’ =80,29

POD-ULOHA 6

4<x,<4,4<x,<5
RieSenie

Nepripustné

POD-ULOHA 7

0<x <3,4<x,<4
Riesenie

x, =3, x,=4, 2 =75

POD-ULOHA 8

0<x,<3, 5<x,<5
Riesenie

x,=2,5 x,=5,22=71,5

POD-ULOHA 9

0<x <2,5<x,<5
RieSenie

x,=2, x,=5, 2 =71

POD-ULOHA 10

3<x,<3,5<x,<5
Riesenie

Nepripustné
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Iba 4 rieSené pod-tilohy maji celodiselné riesenie pre obe premenné. Najvyssiu hodnotu UF

déava rieSenie Pod-ulohy 3 a méZeme ho povazovat’ za h'adané optiméalne rieSenie ulohy LP.

Sumarizacia rieseni uloh v metode Branch and Bound.

Pod-uloha ¢islo RieSenie
X1 X» V4

0 4,11 3,68 86,49
1 4 3,76 85,88
2 5 1 74,00
3 4 3 79,00 = OPT
4 3.71 4 84,29
5 3 4,59 80,29
6 Nepripustné rieSenie

7 3 4 76,00
8 2.5 5 77,5
9 2 5 71,00
10 Nepripustné rieSenie

Interpretacia vysledkov: pre optimalnu mieru ochrany objektu pri zadanych obmedzeniach

poctov rakiet, financii a personalu je potrebné vyuzit' 4 rakety typu R, a 3 rakety typu R,, ktoré

zabezpecia ochranu chraneného zaujmu na trovni 79%.
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9. ANALYZA CITLIVOSTI OPTIMALNEHO RIESENIA ULP

Casto sa v praxi vyskytuju situacie, ked’ v riadenom systéme dochadza k zmene vstupnych
udajov, ktoré mézu mat’ (a obvykle aj maji) vplyv na optimalne rieSenie problému. Zmeny sa mozu
tykat bud’ prvkov vektora pravych stran obmedzujicich podmienok (napr. zmena mnoZstva
zdrojov), koeficientov ucelovej funkcie (napr. zmena ceny vyrobku), ale aj Struktiurnych

koeficientov (napr. zmena noriem spotreby surovin, prip.parametrov vyrobného zariadenia a pod.).
Analyza citlivosti (senzitivnosti) rieSenia ULP skima vplyv zmeny l'ubovolného parametra

ulohy na optimalne rieSenie a tvori suCast’ tzv. post-optimalizacnej analyzy. Umoziuje analyzovat

riadeny systém, jeho Struktiru a poukdzat’ na nasledky zmien. Obvykle skimame vplyv zmien typu:

e zmeny (jedného alebo viacerych) koeficientov ucelovej funkcie,
e zmeny prvkov vektora pravej strany,

e zmeny Strukturnych koeficientov,

e zmeny v pocéte ohraniceni,

e zmeny v pocte rozhodovacich premennych,

e zmeny koeficientov ucelovej funkcie alebo prvkov pravej strany v zavislosti od jedného alebo
viacerych explicitne zadanych parametrov.
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Zaklad tvoria Ulohy, pri ktorych sa nemeni mnoZina zékladnych rieSeni — baza. Jedna sa hlavne
o ulohy tykajlce sa najcastejSie realizovanych zmien a to:

1. zmeny Pubovol’ného prvku pravej strany a zistenie pripustného intervalu ymeny = analyza
citlivosti pravych stran modelu.
2. zmeny Pubovol’ného koeficientu ucelovej funkcie a urcenie pripustného intervalu moznej

zmeny = analyza citlivosti zmeny cenovych koeficientov.

Podstata analyzy citlivosti spo¢iva v urCeni tzv. pripustného intervalu zmeny prvku pravej
strany a vplyvu tejto zmeny na zachovanie ur€ené¢ho optima. Zistovanie pripustného intervalu
zmeny l'ubovolného koeficientu tcelovej funkcie je zalozené na podobnych principoch a preto sa
nim nebudeme d’alej blizSie zaoberat’.

Zmenu v niektorych prvkoch pravej strany obmedzujicich podmienok je mozné chapat’ ako
problém, ktorého cielom rieSenia je zistenie vplyvu uvaZovanej zmeny na bazu vypocitané¢ho
optimalneho rieSenia (napr. o kolko sa moze mnozZstvo uvazovaného zdroja zmenit' bez toho, aby sa
zmenila optimdlnost urceného riesenia).

Zakladnym predpokladom vSak zostava fakt, ze vSetky dalSie vstupné udaje (koeficienty

ucelovej funkcie, ostatné prvky pravej strany, Struktirne koeficienty) pritom zostavaji nezmenené.
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