6. Distribucné problémy

1. SPECIALNE ULOHY LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Doteraz sme sa zaoberali typickymi ulohami LP, v ktorych bola optimalizovana tcelova
funkcia na mnozine rieSeni, ktord bola urCend sustavou vlastnych obmedzeni a obligatnymi
podmienkami (nezépornosti, celo¢iselnosti).

Medzi typickymi Ulohami LP sa vSak vyskytuju aj tlohy, vyznaujice sa niektorymi
Specifickymi vlastnostami, ktoré sa mozu tykat’ Specidlnej Struktiry modelov, sposobov ich rieSenia
a pod. U niektorych ztychto Specidlnych uloh sa obmedzime iba na formulaciu ekonomického

a matematického modelu, u vyznamnejSich modelov popiseme aj zdkladné spdsoby ich rieSenia.

Medzi najtypickejSie Specidlne ulohy LP patria tzv. distribu¢né problémy. Z tloh tohto typu
sa ako najvyznamnejSie prezentuju ulohy:

o Klasicky dopravny problém - riesi optimalny plan rozvozu tovaru (materialu).

o Modifikdcie klasického dopravného problému - napr. kontajnerovy dopravny problém, okruzny
dopravny problém.

o Vseobecny distribucny problém — rieSi optimdlny plan rozvozu, ak kapacity zdrojov
a poziadavky odberatel'ov nie st uvedené v rovnakych jednotkach.
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e Ulohy optimdlneho rozmiestnenia zdrojov — rieia tzv. alokaéné problémy, umiestnenia zdrojov
na uritom Uzemi pri uvaZzovani d’alSich obmedzeni alebo poziadaviek.

o Prirad’ovaci problém — riesi optimalne priradenie objektov na miesta urcenia.

o Uloha o pokryti — riesi rozhodnutie o vystavbe K obsluznych stanic, ktoré mozu byt umiestnené
v n obvodoch (K < n) a priradit’ jednotlivym staniciam aj rozsah ich pdsobnosti, t.j. ur¢it’ obvody,

ktoré budu tymito stanicami obsluhované.

Medzi S$pecialne ulohy linedrneho programovania sa zaraduju aj ulohy celo¢iselného
programovania, ktoré predstavuji bezné ulohy LP v ktorych je pozadované, aby niektoré alebo

vSetky premenné nadobudli iba celociselné hodnoty.
Dalsou $pecifickou oblastou LP je tzv. ciePové programovanie, ktoré predstavuje techniku
rieSenia optimalizaénych uloh, ktora namiesto optimalizacie ucelovej funkcie minimalizuje

odchylky od vopred zadanych ,,cielovych hodn6t™.
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2. DISTRIBUCNE PROBLEMY

Cielom prednasky je pochopit’ princip dopravnej ulohy, naucit sa riesit vyrovnané ako aj
nevyrovnané dopravné ulohy, naucit' sa poznavat' zakladné vlastnosti uvazovaného riesenia (Ci je

degenerované, alternativne) a spravne interpretovat vysledky.

Spolo¢nym znakom mnoziny vSetkych tzv. distribu¢nych problémov je skuto¢nost, Ze ich
matematicky model je mozné riesit’ aj simplexovym algoritmom. Takyto spdsob vSak vicSinou
vedie na ulohy velkého rozsahu, ktorych rieSenie je ,,vypoCtovo neefektivne™ (t.j. pracujeme
s vel'kou mnozinou premennych, iteraény proces je dlhy a vypoctovo narocny). Z tohto dovodu boli
vyvinuté ovela efektivnejSie algoritmy pre ich rieSenie, ktoré prihliadaju aj na Specifické vlastnosti

matematickych modelov jednotlivych typov tloh.
2.1 Dopravny problém

V dopravnom probléme sa v jeho typickej podobe jedna o rozvrhnutie rozvozu tovaru alebo
materialu z dodavatel'skych miest (ZDROJE) ku odberatelom (CIELOVE MIESTA) tak, aby boli

minimalizované celkové néklady stvisiace s tymto rozvozom.
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1.1 Zakladné pojmy a matematicky model dopravnej ulohy

Zékladny ciel’ rieSenia dopravnej tlohy (DU): zostrojenie optimalneho planu (programu)
rozvozu tovaru od dodavatelov (zdroj, vyrobca) definovanych svojimi kapacitami k jednotlivym
odberatel'om (ciel, zdkaznik), charakterizovanym svojimi poziadavkami.

Z pohPadu potrebnych vstupnych udajov je mozné dopravny problém vyjadrit’:

° poctom dodavatel'ov m a ich obmedzenymi kapacitami a;, a,, ..., a,,, t.j. mnoZstvom, ktoré st
schopni dodédvatelia v danom obdobi dodat’ — tvoria tzv. vektor kapacit a,

° poctom odberatelov n a ich poziadavkami b;, b, ... , b,, tj. mnozstvom, ktoré zakaznici
v danom obdobi vyZaduju — tvoria tzv. vektor poZiadaviek b a

e  ohodnotenim vzt'ahu kazdej dvojice zdroj — ciel’ hodnotou - ¢;;, prei = 1,2,...m ; j = 1,2,...,n,
ktor¢ obsahuji ohodnotenie napr. jednotkovych nédkladov na prepravu tovaru od i-teho
dodévatela k j-temu odberatel’'ovi - tvoria tzv. maticu sadzieb C. Takymto ohodnotenim moézu
byt vykalkulované ndklady na prepravu jednej jednotky tovaru medzi zdrojom a cielovym
miestom alebo kilometrickd vzdialenost’ medzi zdrojom a cielovym miestom.

Rozvoz je obvykle popisany nakladmi na prepravu urcitého ,,jednotkového mnozstva tovaru* z

konkrétneho zdroja k prisluSnému ciel'ovému miestu tzv. sadzbou — c;; . (0br.6.1)
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Obr.6.1. Grafickeé znazornenie dopravnej ulohy

Cielom rieSenia dopravného problému je naplanovat’ prepravu medzi zdrojmi a cielovymi
miestami, t.j. stanovit’ objem prepravy medzi kazdou dvojicou zdroj — cielové miesto tak, aby neboli

prekro¢ené kapacity zdrojov a aby boli uspokojené poziadavky cielovych miest.
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Z hladiska matematického sa jednd o urCenie hodndt premennych x; pre i=1,2,..,m,

j=1,2,...,m, ktoré vyjadruji objem prepravy medzi i-tym zdrojom (dodavatel'om) a j-tym cielovym
miestom (odberatel'om).

Pre nazornejSie vyjadrenie zdkladnej formulacie dopravnej tlohy je vhodny prepis do
typizovanej tabul’ky (fab.6.1), ktora sa vyuziva k ,,ruénému rieSeniu jednoduchsich tloh.

Tab. 6.1. Tabulka dopravnej ulohy

@)
01 02 03 On a
D
C C C C
D, 11 12 13 In a,
X 11 X12 X 13 X 1n
c c c C
D, 21 22 23 2n a,
X 21 X2 X 23 X 2n
C C C C
D3 31 32 33 3n a;
X 31 X 32 X 33 X 3n
c c c C
Dm ml m2 m3 mn a.,
X ml X m2 X m3 X mn
b b, b, b b, 2a;=2b;
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Ciel rieSenia dopravnej tlohy:

Urcit’ prepravované mnozstva x; tovaru zo vSetkych zdrojov na vSetky cielové miesta, ktoré
budu spliiat’ nasledujtce poziadavky :
a) vyhoveju poZiadavkam vsetkych dodavatelov,
b) naplnia kapacity vietkych doddavatel’ov a

¢) ndklady na celu realizdaciu rozvozu budi minimdlne, resp. maximdlne.

Vyrovnany dopravny problém - zidkladny predpoklad pre tvorbu matematického modelu
dopravnej tlohy ako ulohy linearneho programovania tvori poziadavka, aby sa sucet kapacit zdrojov

rovnal suctu poziadaviek cielovych miest

M=

1

%ziq ©6.1)
£

tzn. aby dopravna tloha bola tzv. vyrovrana. V takomto pripade plati, Ze vSetky poziadavky budu
presne uspokojené a vSetky kapacity budi vyCerpané. Je zrejmé, Ze pri rieSeni praktického problému
sa iba vo vynimo¢nom pripade bude jednat’ o ulohu vyrovnanu.

Nevyrovnany dopravny problém vznikne vtedy ak plati

X a,#2 b, (6.2)
i=1 j=I1
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RieSenie nevyrovnanej dopravnej ulohy je mozné az po jej prevode na tlohu vyrovnant. To

docielime zavedenim jedného tzv. fiktivneho cinitel’a — bud’ dodavatel’a alebo odberatel’a.

Rozlisujeme dva typy nevyrovnanych dopravnych uloh: ¢i prevysuje celkova kapacita zdrojov
na strane dodavatel'ov nad celkovymi poziadavkami vsetkych spotrebitel'ov alebo je to naopak.
e Ak ia}i b, = deficit spotreby.
i=1 j=1
Celkova kapacita tovaru na strane dodavatelov prevySuje celkové poziadavky vsetkych
spotrebitel'ov. Vtedy zavedieme fiktivneho spotrebitel’a FS s jeho poziadavkou o velkosti

b, = zla; b, . (6.3)
Znamen4 to, Ze pri zavedeni FS; bude tabul’ka ulohy rozsirena o jeden novy stipec.
e Ak iai< ibj = deficit zdrojov.
=
Celkové poziadavky spotrebitelov prevySuju celkovl kapacitu dodavatelov. Je nutné zaviest’

fiktivneho doddavatel’a FD s kapacitou
aF:Z;bJ'Z}ai' (6.4)
a7

Znamena to, ze pri zavedeni FD; bude tabul’ka tlohy rozsirend o jeden novy riadok.
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e Ocenenie vztahu medzi zdrojmi a cielovymi miestami je u fiktivnych Cinitel'ov, Gplne logicky

pretoZe realne neexistuju, nulové (c; = 0).

Tymto sice ziskame dopravné tlohy, ktoré maji oproti tlohe pdvodnej o jedného spotrebitel’a

resp. dodéavatel’a viac, ale ide uz o dopravnu tllohu vyrovnana.

Pri vlastnom rieSeni takto vyrovnanej dopravnej ulohy je nutné vSetkych spotrebitel'ov resp.
dodavatel'ov — ¢i uz sa jedna o skutocného alebo fiktivneho Cinitel'a — uvazovat’ ako rovnocennych.
Skutocnost), €i sa jedna o redlneho alebo fiktivneho Cinitel’a je dolezité az pri interpretacii vysledkov
rieSenia.

Napriklad, keby doddavatel’ D, mal dodat’ x,; jednotiek tovaru fiktivnemu spotrebitelovi FS, v
skuto¢nosti by tento tovar dodany nebol (nakol'ko spotrebitel’ FS redlne neexistuje), tzn. zostal by
dodévatel'ovi D, na sklade a preto aj prepravné ndklady po ceste D, - FS buda nulové. Preto plati:
¢,=0,pre i=12,....m.

Analogicky, keby mal fiktivny doddvatel’ FD dodat x¢ jednotiek tovaru spotrebitelovi S, v
skuto¢nosti by tento tovar dodany nebol (nakol’ko neexistuje ani dodavatel, a teda ani jeho tovar),
poziadavka spotrebitel'a Sy by nebola Uplne uspokojend. Prepravné naklady po ceste FD-S; su preto
nulové a preto tiez plati c,; =0, pre j=12,...,n.
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Priklad 1: Stavebna firma pracuje na troch roznych stavbach v miestach A, B a C. V dalsom tyzdni
Jje potrebné na tieto stavby zabezpecit doddavky beténu o objeme 45 m’ pre stavbu A, 30 m’ pre
stavbu B a 60 m’ pre stavbu C. Firma viastni dve betondrky, ktoré mézu v pozadovany tyzder pre
ucely stavieb A, B a C poskytovat najviac 80 m’ (Betondrka 1) a 65 m’ (Betondrka 2). Néklady na
prepravu jedného m’ betonu boli vykalkulované pre kaZdi moinii trasu prepravy, tj. z kadej

betondrky na kazdi zo stavieb. Tieto ndklady sii uvedené v tabulke 6.2. Uloha: zabezpecit stavby

vV

Riesenie:
1. Neriaditel’né vstupy (koeficienty tlohy)

Vsetky neriaditel'né vstupy analyzovanej tlohy mozeme zapisat’ do tabul’ky:

Naéklady v Eur / m’ Stavba A Stavba B Stavba C Kapacita [n’]
Betondrka 1 120 85 105 80
Betondrka 2 90 145 160 65
Poziadavky [m’] 45 30 60

Tab.6.2 Suhrn udajov dopravnej ulohy (neriaditelné vstupy)

Casto mdze pochopenie zavislosti a vztahov v rieSenej ulohe vyrazne ulahcit’ grafické

znazornenie. Pre nas rozhodovaci problém je zadand situdcia zndzornena na Obr.6.2.
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1. betonarka

[m’

) N
=] th

2. betonarka

75y

60

Obr. 6.2 Grafické znazornenie dopravnej ulohy

Z nakresu situdcie vyplyva, ze prepravu beténu medzi 2 betonarkami a 3 stavbami je mozné
uskutocnit’ po celkom Siestich réznych trasach (Sipky v obrazku) sur¢enymi jednotkovymi

nakladmi, tj. podla Tab. 6.2, st prepocitané na 1 m® prepravovaného betonu.

2. Definovanie premennych (riaditeI’né vstupy)

Otazka: Kol’ko a aké Ciseln¢ udaje musime poznat’ pre to, aby bola tiloha vyrieSena?
RieSenie problému: ak bude zndme mnozstvo betonu, ktoré je nutné previezt' po jednotlivych
moznych trasach. Preto pre kazdi moznu trasu definujeme jednu premennt, ktord bude vyjadrovat’

mnoZstvo betonu [m’] prepravovaného po tejto trase.
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Celkom teda bude Sest’ premennych, ozn. x;;:

X[ g eeeenne pocet m’ betonu prepraveného z 1. betonarky na stavbu A,
X712 eeeenn pocet m’ betonu prepraveného z 1. betonarky na stavbu B, ...
Vseobecne: x; ........ pocet m’ betonu prepraveného z i-tej betonarky na j-tu stavbu.

3. Ciel’ realizovanej analyzy (kritérium)

Cielom firmy je minimalizacia celkovych dopravnych nakladov pri preprave betonu. Ugelova
funkcia modelu musi preto tieto ndklady vyjadrovat a musi teda platit™:

Celkové dopravne naklady = sucet nakladov na vsetkych trasach, priCom plati:

Naklady na jednej trase = ndklady na prevoz 1 m’ * pocet vezenych m’ beténu.
Napriklad: - dopravné ndklady na trase z 1. betondrky na stavbu A buda 120* x; ;

- dopravné naklady na trase z 2. betondrky na stavbu C budu 160* x; ;

Ucelova funkcia z, vyjadrujica celkové dopravné néklady, ma potom tvar:

z=120 x1,1+ 85 XI,2+ 105 X713 + 90X2,1 + 145 X2’2+ 160)(,'2’3 (65)

Funként hodnotu UF z sa pri rieSeni vysledného modelu snazime minimalizovat’.
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4. Obmedzujuce podmienky

Zo zadania vyplyva, Ze pri preprave musime:
a) neprekrocit’ kapacity jednotlivych betondarok (zdrojov);
b) splnit’ poZiadavky vsetkych stavieb (zakaznikov).

Uvedené obmedzenia mézeme sformulovat’ do podoby obmedzujticich podmienok:

4.1 Kapacitné obmedzujuce podmienky

Betondrka I moze poskytovat najviac 80 m’ a Betondrka 2 najviac 65 m’ beténu. Znamena to,
ze celkové mnoZzstvo betonu vyvazané z kazdej z betonarok nesmie prevysit’ uvedené kapacity: -
celkové mnozstvo betonu vyvdazané z 1. betondrky (v [m’]) < 80 ;

- celkové mnozstvo beténu vyvdzané z 2. betondrky (v [m’]) < 65 .

Z Betonarky I vyvazame x;; m’ beténu na stavbu A, x;, m° na stavbu B a x; 3 m° na stavbu C.
Celkom z Betonarky 1 vyvazame (x;;+x;,tx;3) m’ beténu. Podobne z Betonarky 2 vyvazame
(2627Fx25153) m?® beténu.

Vysledné kapacitné podmienky zapiSeme v tvare:

X+ xp+ x5 <80

X21+X22+)C23 <65 (66)
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4.2 Podmienky zabezpecujuce splnenie poZiadaviek jednotlivych stavieb
Stavby A, B a C pozaduju po rade 45, 30 a 60 m® beténu. Celkové mnozstvo betéonu dovezené
na tieto stavby z oboch betonarok musi splnit’ uvedené poziadavky:
- celkové mnoZstvo beténu dovezené na stavbu A (v [m’]) = 45 ;
- celkové mnoZstvo beténu dovezené na stavbu B (v [m’]) =30 ;
- celkové mnozstvo betonu dovezené na stavbu C (v [m’]) > 60 .
Na Stavbu A privazame z Betonarky 1 x;; m’ betonu a z Betonarky 2 privazame x;; m® betonu.
Celkom teda na Stavbu A privazame (x;;+x,;) m’ betonu. Podobne na Stavbu B privazame (x;,+x2,)
m’ a na Stavbu C (x;3+x5;) m® beténu. Vysledné podmienky zabezpeujuce splnenie poziadaviek

jednotlivych stavieb zapiSeme v tvare:

)C]]+XZI >45
)C]2+XZZ > 30
X3 + X23 > 60 (67)

5. Podmienky nezapornosti
Je zrejmé, Ze nie je mozné prevazat’ zaporné mnozstvo betonu. Preto pro premenné definované
v modeli ulohy musi platit’:

x;20, prei=12;7=123 (6.8)
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6. Vysledny linearny matematicky model

Rozhodovacim problémom je urCenie spdsobu zasobovania stavieb pozadovanym mnoZstvom
betonu tak, aby celkové ndklady na jeho prepravu boli minimélne. Z hladiska matematického
modelovania sa opédt jednd o ulohu najdenia minimalnej hodnoty ucelovej funkcie (6.5) pri
reSpektovani viastnych obmedzujucich podmienok (6.6), (6.7) a podmienok nezapornosti (6.8).

minimalizovat’
z=120.x,, +85.x,, +105.x,; +90.x,, +145.x,, +160.x,;, — MIN (6.5)

za obmedzujucich podmienok

X, + X, +x,; <80

Xy + Xy + X, <65 (6.6)
X, +x, =245
X, +x,, 230
X; +x,, 260 (6.7)
x,20, x,20,x,20, x,, 20,x,, 20, x); 20 (6.8)

tj. x,20, prei=12;;=12,3.
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Znamena to, Ze pri formulacii matematického modelu je nutné uvedomit’:

Model bude obsahovat’ m.n premennych x;, vyjadrujicich objem prepravy medzi i-tym zdrojom
a j-tym cielovym miestom,

Model bude obsahovat’ (m+n) vlastnych obmedzeni,

Prvych m podmienok predstavuje bilanciu pre jednotlivé zdroje — sucet dodavok zo zdrojov
k jednotlivym cielovym miestam nesmie (vzhl'adom k vyrovnanosti tlohy) presiahnut’ kapacitu
zdrojov. Riadkové sucty sa musia rovnat’ prislusnym kapacitam.

Dalsich n podmienok prisliicha jednotlivim ciel’ovym miestam - sicet dodavok do jednotlivych
cielovym miest sa musi (vzhl'adom k vyrovnanosti ulohy) rovnat’ poziadavkam. Stipcové suéty

premennych sa musia rovnat’ prisluSnym poziadavkam.




6. Distribucné problémy

Vseobecny matematicky model vyrovnanej dopravnej ulohy:

1. U&elova funkcia

X +Cc . .xX +...+C .X
ml m2 m2 mn mn

z=¢,. X%, +c,. X, +...+¢, . X, +¢C,.xX, +c,. X, +...+¢c, X, +...+
+c
ml

6.9
— MIN (6.9)
2. Obmedzujuce podmienky

X, X, +. X, = q

Xy Xy +o X, = a,

X, +x,+t...+x, = a,

2 T Xy T X = b (6.10)
X1z + Xy + X, = b,
xln + x2n + xmn = bn
x. 20, prei=12,...m,j=12,.. n.
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Uvedeny matematicky model m6Zeme prepisat’ do tzv. sumacného tvaru a dostaneme

minimalizovat

z=3>c¢,x, - MIN

i=1 j=1

za podmienok
(6.11)

M-

X, =a, prei=1...m

Y g

~.
I

x,=b, pre j=1...n

i=

xUZO, pre i=12,...m,j=12,..,n.

s uz uvedenou zakladnou poziadavkou na vyrovnanost’ tilohy (6.1) v tvare
ZuTn b

Ciel rieSenia klasickej dopravnej tulohy:

Z mnoziny vSetkych pripustnych rieSeni najst’ také, pri ktorom nadobudne ucelova funkcia
najmenSiu  mozni hodnotu, samozrejme pri dodrzani vSetkych obmedzujucich podmienok

(Struktarnych, aj obligatnych podmienok, najmé nezapornost’ premennych x;).
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Je zreymé, ze ide o Specificky tvar uilohy LP, vyznaCujuci sa tymito vlastnost'ami:

e Vsetky koeficienty a;; v matici ulohy st rovné 1 (t.j. a;=1, prei = I..m, j= I..n).
e VSetky obmedzujice podmienky maji priamo tvar rovnic.

e Matematicky model alohy nie je v bazickom tvare.

Znamena to, ze mnozina pripustnych rieSeni vyrovnaného dopravného problému je urcena
sustavou (m+n) rovnic, obsahujucich (m.n) premennych a (m.n) podmienok nezdpornosti.

Znamend to, Ze kazdé zakladné rieSenie takejto SLR, vyhovujlice aj vSetkym podmienkam
nezapornosti, je zaroven aj zakladnym pripustnym rieSenim dopravného problému. Je mozné vSak
preukézat’, ze hodnost rozsirenej matice sustavy rovnic (6.6) v tvare

11 .1 a,

n

nie je rovna (m+n), ale iba (m-+n-1).
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Dosledok:

V zakladnom rieSeni vyrovnaného dopravného problému je preto iba (m+n-1) zdakladnych

premennych, pricom kaZda zo zakladnych premennych je obvykle kladna.

Ak niektora (resp. niektoré) zo zakladnych premennych su nulové, ide o tzv. degenerované

zakladné riesenie.

Zakladné rieSenie vyrovnanej dopravnej ulohy ma (m+n-1) zakladnych premennych, ktoré
navzdjom nevytvdraju uzavrety okruh.
Ak je pocet zakladnych premennych mensi ako (m+n-1), hovorime, Ze zdkladné rieSenie

ulohy je degenerované.

Co to znamena pre vypocet DU?? Pokial by sme cheeli vyuzit' pre riesenie DU simplexovy
algoritmus, museli by sme zaviest’ (m + n) umelych premennych, pomocnu ucelovu funkciu p a
ulohu riesit’ vyuzitim dvojfazovej simplexovej metdody ak tomu je obvykle vyZzadovani aj
celociselnost’ rieSenia. Takyto pristup je najmd pri rozsiahlejSich ulohéch tazko realizovatelny aj
pomocou softvérovej podpory.

Preto bol vyvinuty $pecidlny algoritmus tzv. metéda potencialov.
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1.2 Formulacia podstaty a postup rieSenia metédou potencialov

Zékladné teoretické odvodenie metddy je zalozené na rieSeni dudlnej ulohy (avSak dualne
nesymetrickej) vzhl'adom k zékladnému matematickému modelu dopravného problému. VSeobecny
ramcovy postup je formalne zhodny so simplexovym algoritmom, v detailoch st vSak jednotlivé
kroky od simplexovej metddy zasadne odliSné.

Zékladna schéma realizacie metody potencialov pozostava z 3 hlavnych krokov :

1.  Start vypoétu = ziskanie vychodiskového bazického rieSenia.
Test optimality = kontrola optimalnosti rieSenia.
3. Modifikacia aktualneho rieSenia = itera¢ny postup az do dosiahnutia optima.
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Priklad 2: Majme dopravnu ulohu s 3 dodavatelmi a 3 odberatelmi, kapacity dodavatelov,
poziadavky odberatelov a sadzby jednotkovych ndakladov na prepravu su tab.6.2.

O 0O, O, O3 a
D
D, 15 22 11 5000
D, 20 30 26 2700
D3 18 26 13 2300
b 5500 1 000 3500 =10 000

Tab.6.2. Zadanie dopravnej ulohy.

Nahodne vybrané pripustné rieSenia z mnoziny vsetkych rieSeni su napr. tab.6.3.a — d ).

a)
4200 0 800 x11 =4 200
X 13~ 800
0 0 2700 | x,;=2700 z=191400
X131 = 1300
1300 1000 0 X 32 =1000
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b)
3800 0 1200
1700 0 1000
0 1000 1300
c)
3200 0 1 800
0 1000 1700
2300 0 0
d)
1500 0 3500
2700 0 0
1300 1000 0

X11 =3 800
X13:1200
X21:1700
X23:1000
X32:1000
X33=1300
x11 =3200
X13=1800
X22:1000
X23=1700
X31:2300
X11 =1500
X13:3500
X21=2700
X31:1300
X32:1000

z=173 000
z=183 400
z=164 400

Vidime, ze rozdiel medzi
najvacsou a najmensou hodnotou
je 27 000, ¢o je vyse 16 %.

Pri rieSeni rozsiahlych uloh

vpraxe (napr. kaZzdodenny
rozvoz peciva v okrese a pod.)
schopnost  najst  optimalne
rieSenie pldnu rozvozu moZe
znamenat' uspory prepravnych
nakladov, ale aj menSiu

ekologicku  zataz, zlepSenie

prejazdnosti komunikacii...

Tab.6.3 : Pripustné rieSenia prikladu
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1.2.1 Urcenie vychodiskového bazického rieSenia dopravnej tlohy

Obmedzujuce podmienky vytvaraji v dopravnej ulohe (m+n) rovnic pre (m.n) neznamych.
Uloha je v8ak navy$e viazana podmienkou vyvaZenosti kapacit a poziadaviek, ¢o znamena, Ze iba

(m + n— I) rovnic je linearne nezavislych.

Ak zvolime rovnaky zdsadny pristup ako v simplexovej metode a polozime (m.n) — (m—n+1)

premennych rovnych nule, mézeme zvysnych (m+n—1I1) neznamych premennych doratat’.

Uz vieme, Ze v pripade klasickej dopravnej Glohy tvori mnozinu zakladnych rieSeni celkom
(m+n—1) nenulovych premennych. Ak sa pri hladani vychodiskovych bazickych premennych
nepodari ziskat (m+n—1) nenulovych zékladnych rieSeni, hovorime, Ze rieSenie je degenerované a
to jedenkrat, dvakrat atd’., podla toho ¢i do uplného bazického rieSenia chyba jedna, dve, ...,

nenulové premenné.

Pre wurCenie vychodiskového rieSenia je znamych viac metdéd. Od najjednoduchsich,
poskytujucich sice vychodiskové riesenie velmi rychlo, ale hodnota UF prisluchajuca takémuto
rieSeniu je uplne nezdvisla na tvare matice sadzieb az po komplikované postupy, ktorymi mdézeme
ziskat’ bud’ rieSenia priamo optimalne alebo vel'mi blizke optimu. Vtedy uz nie je nutné realizovat’

ich zdlhavé iterané spresiiovanie.
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Medzi zakladné metody pre uréovanie vychodiskového riesenia klasickej DU patria:

L. Metoda severozapadného rohu,
I1. Metoda indexova,
III. Metoéda Vogelova aproximacna.

I. Metoda severozapadného rohu ( SZR )

Princip metddy severozapadného rohu (SZR) spociva v tom, Ze pri priradovani hodnot
bazickych premennych ako prvii nenulovi premennu vzdy ur¢ime x;; (lezi v ,,severozdpadnom
rohu* tabul’ky). Priradime jej pritom maximéalnu moznt hodnotu tak, aby sa bud’ vycerpali kapacity
l.dodavatel’'a alebo naplnili poziadavky 1.odberatela. Znamend to, Ze premennd x;; bude rovna
mensej z hodnét a; a b; (x;; = min (a;, b;)). Tymto z bazického rieSenia vyradime bud’ vSetky
premenné v prvom riadku alebo premenné v prvom stipci (ostatné budt rovné nule).

Prakticky: najskor sme priradili hodnotu 5000 premennej x;;=min (5000, 5500) t.j. ,,obsadili*
sme policko (1,1), ¢im sa vycCerpala kapacita 1.dodavatela, tzn., premenné x;, a x;; musia byt
nulové. Dalej sme priradili hodnotu 500 premennej x,; (naplnila sa kapacita 1.odberatel’a).
Analogicky priradenim hodndt x,, = /000 naplnime poziadavku 2. odberatel’a, x,; = 1200 vyCerpaju
sa kapacity 2.dodavatel’a a x;; = 2300 naplni kapacity 3.dodavatel’a aj poziadavku 3. odberatel’a.




6. Distribucné problémy

Tym je urovanie vychodiskového rieSenia ukoncené a vysledné rieSenie je v tab.6.4.

D O 01 02 03 a

15 22 11

D, 5000 0 0 5000
20 30 26

D, 500 1000 1200 2700
18 26 13

D; 0 0 2300 2300

b 5500 1000 3500 2=10 000

x 11=35000
X211 = 500
X 2= 1 000
X 23= 1200
X33:2300

z(®=176 100

Tab.6.4. Vychodiskové bazické rieSenie metodou severozapadného rohu.

Na zaver vykoname kontrolu, ¢i je bazické rieSenie uplné (t.j. ¢i nie je degenerovang).
Vidime, ze pocet nenulovych premennych (pocet obsadenych policok tabulky) p=35, o sa rovna
(m+n—1)=(3+3—1)=35.

Dostali sme tzv. Gplné (nedegenerované) vychodiskové bazické rieSenie. Kvalita je vSak

nejasna (Jednotlivé hodnoty premennych boli ur¢ené bez ohl'adu na velkost’ prepravnych nakladov).

Vychodiskové rieSenie SZR:
x;1= 5000, x5;= 3500, x5, =1000, x33=1200, x33=2300, Z'> =176 100
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II. Metéda indexova ( MI)

Snaha o odstranenie nevyhody SZR. Priradujeme maximéalne moZzné hodnoty premennym v
poradi podl'a vel’kosti ich sadzieb, t.j. najlepSia sadzba pri MIN tlohe je predsa sadzba najmensia.

D @) 0O, (0)) (O} a
15 22 11
D, 1500 0 3500 5000
20 30 26
D, 1700 1000 0 2700
18 26 13
D; 2300 0 0 2 300
b 5500 | 1000 | 3500 | Y=10000
i1:>013:11 i4:>C31:18 i7,8:>C23:26

i2:>C33:13
i3Z>C11=15

Sadzby zoradime od minimalnej sadzby, ktorej priradime index ,,1¢ (i=1) neklesajuco tak, Ze
d’al§im sadzbam v poradi sa uz priradia indexy s postupne narastajicimi poradovymi ¢islami.

i52>021:20
i62>012=22

i7’8:>C32:26
ig 2022230

X11=1500
X13:3500
X21=1700
X22:1000
X31=2300

z ") =166 400

Tab.6.5. Vychodiskové bazické riesenie metodou indexovou.
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Prirad’ovanie potom prebieha analogicky ako v metéode SZ rohu, tzn. premennej s najnizSou
obmedzujucim podmienkam. V prirad’ovani pokracujeme dovtedy, pokial’ nie st naplnené kapacity
vSetkych dodavatel'ov a poziadavky vsetkych odberatelov.

V zadanom priklade (tab.6.5) je minimalna sadzba c;;3=11, ktorej priradime index i;, d’alSia v
poradi je sadzba c3;=13 s indexom i, atd. Pri vlastnom priradovani potom ako prvu ur¢ime
premennu x;3=3500 (obmedzenie poziadavkou 3.odberatela). Premenné x,; a x3; tym nadobudnu
nulovych hodndét. Sadzbu s indexom i, nie je preto mozné vyuZzit a v priradovani pokracujeme
premennou x;; ktorej priradime hodnotu x;,=7500. V d’alSom poradi priradime hodnoty x;,=2300,
x,;=1700 a nakoniec x,,=1600.

Kontrolou tzv. bdzickosti rieSenia (m+n-1)=p modzeme zistit, Ze podobne ako Vv
predchadzajucom pripade je vychodiskové bazické rieSenie Uplné. Po uvedomeni si, Ze sme
uvedenym postupom boli nuateni priradit’ nenulovi hodnotu aj premennej s Uplne najvyssou sadzbou
(c22=30) v celej matici sadieb C je pravdepodobné, Ze ani toto rieSenie (aj ked’ je lepSie ako rieSenie
ziskané metodou SZR), tieZ nebude eSte rieSenim optimalnym.

Vychodiskové rieSenie MI1:
x;1= 1500, x;3= 3500, x,;, = 1700, x5, =1000, x3;,=2 300, Z'> =166 400



6. Distribucné problémy

I11. Vogelova aproxima¢na metéda ( VAM )

Vychadza z myslienky, Ze k najviac neziaducej zmene hodnoty ucelovej funkcie dochadza
vtedy, ked’ sa nepodari v riadku alebo stipci priradit’ hodnotu premennej s minimélnou sadzbou a
sme tak nuteni vykonat’ priradenie aj tam, kde je rozdiel medzi minimalnou a najblizSou vys$Sou
sadzbou velky. Zakladna podstata algoritmu VAM - v kazdom riadku aj stipci najskor uréit’ rozdiely

medzi minimalnou a najblizSou vysSou sadzbou (pre ulohy typu MIN).

Ako prva potom priradime nenulovli hodnotu premennej s najnizSou sadzbou v takom riadku
alebo stipci, kde je uvedeny rozdiel (tj. rozdiel medzi najnizS$ou a najbliz§ou vyssou sadzbou)

najvicsi. Tym vyradime z rieSenia hodnoty v jednom riadku alebo stipci.

Uréené rozdiely opit’ prehodnotime a v priradovani pokradujeme (vzdy v riadku resp. stipci
s najvacsim rozdielom) az do naplnenia vSetkych obmedzujtcich podmienok.

V tab.6.6 je najvicsi rozdiel medzi sadzbami c;; a ¢,; v druhom riadku (d=6). Znamena to, Ze
maximalnu mozna hodnotu musime v 2.riadku priradit’ premennej s minimalnou sadzbou a tou je x,;
(c2; = 20), ktord nadobudne hodnoty x,;=2700. Tym 2.riadok z rieSenia vypadne (nehrozi, ze buda
musiet’ byt’ vyuZzité najvacsie sadzby c,, = 30 a c,; = 26). Okrem vyradenia 2. riadku nie je potrebné
ostatné rozdiely prehodnocovat’ a preto sa priradi v 3.riadku (d=5) maximdlna hodnota premenne;j
s najnizsou sadzbou t.j. x33 = 2300.
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01 02 03 a

D, 15 22 11

2 800 1000 1200 5000 d=4,7
D, 20 30 26

2700 0 0 2700 d=26
D; 18 26 13

0 0 2300 2300 d=5

b 5500 1000 3500 2=10 000

d=3 d=4 d=2

Tab.6.6. Vychodiskové bazické rieSenie metodou Vogelovou.

Rovnako pokracujeme dalej a postupne priradime hodnoty premennym x;;=1200 (d=4),
x;7=2800 (d=7) a nakoniec x;,=1000.

Ziskana hodnota uéelovej funkcie z=161 100 je zo vietkych doteraz ziskanych hodnét UF

nenulovych hodn6t, Co znamena, Ze aj tu sme ziskali aplné bazické rieSenie.

Vychodiskové rieSenie VAM:
x;;=2800, x;,= 1000, x;3=1200, x5, =2 700, x33 =2 300, Z*) =161 100.
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1.2.2 Kritérium optima a iteracné upravy v tabul’ke dopravnej ulohy

Podstata testovania optimalnosti vychodiskového (resp. aj vylepseného) riesenia DU metodou
potencialov spociva v urceni prvkov tzv. matice diferencii D. Jej ziskanie je vSak podmienené
poznanim prvkov tzv. matice nepriamych sadzieb C*, pri urCovani ktorej je potrebné vyratat’ tzv.
riadkové a stipcové ¢isla, vychadzajiice zo zadanej matice sadzieb C (je uz znama zo zadania).

Postup testovania optimalnosti rieSenia:

Kazdému riadku priradime jedno riadkové &islo (7;) a kazdému stipcu jedno stipcové &islo (s)).
Ur¢ime ich z podmienky, Ze pre kazdi premennu z bazického rieSenia musi platit’:

Siiéet riadkového a stipcového ¢isla sa rovna prislusnej sadzbe, t.j. (r;+ S = Cij)-

Nenulovych premennych zakladného rieSenia dopravnej tlohy je (m—+n—1) a hPadanych hodno6t
ria s;je (m+n), z uvedenej podmienky ziskame (m-+n—1I) rovnic pre (m+n) neznamych. Znamena to,
7e jednu hodnotu riadkového alebo stipcového &isla musime zvolit' (obvykle ju definujeme rovnu
nule, TIP: najlepsie v riadku alebo stipci, kde je najviac bazickych premennych) a ostatné riadkové
a stipcové ¢isla zo sustavy (m-+n) rovnic doratat.

Po uréeni prislichajucich riadkovych a stipcovych &isiel uz maticu nepriamych sadzieb C*
modzeme vytvorit’ a to tak, Ze pre vSetky jej prvky musi platit’:
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Hodnota nepriamej sadzby je rovna stétu prislugného riadkového a stipcového &isla t.j.

cki=ri+s;, prei=12,..m,j=12,..n.

Z rozdielu matice C pdvodnych sadzieb a matice nepriamych sadzieb C* ur¢ime tzv. maticu
diferencii D pre ktora plati

D=C-C*
ktord je sucasne aj kritériom optimalnosti rieSenia. Plati: ak vSetky prvky d; matice D su

nezaporné (d; = () = zadané bazické rieSenie je uz optimalne.

Matica diferencii sliZi suCasne aj ako kontrola spravnosti rieSenia, ale aj ako kritérium jeho

jedinecnosti, t.j. toho, Ci existuju aj iné€ — tzv. alternativne - optimdlne rieSenia.

RieSenie je spravne, ak bazickym premennym x;; prislichaju prave nulové diferencie d;;. Plati:

e RieSenie je jediné optimdlne, ak je pocet nulovych diferencii (prvkov v matici diferencii) v
matici rovnaky ako pocet bazickych premennych (m+n—1).

o Existuje aj d’alSie optimdlne — alternativne — rieSenie, ak je nulovych diferencii v matici D viac,
ako pocet bazickych premennych (m+n—I). Znamena to, ze je mozné najst’ viac rieSeni s
rovnakou hodnotou UF — a ur¢ime ho tzv. presunom v cykle.
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1.2.3 Iterac¢né Gpravy v metode potencialov

Ak je v matici D jeden alebo viac prvkov zapornych (pre MIN), je nutné hl'adat’ nové rieSenie
(Gipravou rieSenia starého) tak, aby sa hodnota UF zmenila v pozadovanom smere. Modifikaciu
rieSenia realizujeme tzv. presunom v cykle. Premennej, ktorej prisluchala v absolitnej hodnote

najvacsia zapornd diferencia, priradime najvac¢siu mozna hodnotu.

Presun v cykle musi pritom spliiat’ dva zakladné poZiadavky :

e nesmu byt poruSené obmedzujice podmienky (musia zostat’ zachované riadkové aj
stlpcové sucty) a
e nesmie byt’ narusena bazickost’ rieSenia (jedna zdkladna premenna sa novo vytvori, ina zo

zakladnych premennych musi byt’ preto z rieSenia vyradena - ,,vynulovana®).

Takto ziskané nové zékladné rieSenie musime znovu podrobit’ testu optima (musime urcit
nové matice nepriamych sadzieb C* a matice diferencii D). Uvedeny itera¢ny postup opakujeme az

do splnenia testu optimalnosti rieSenia.

PokraCovanie Prikladu 2: vychodiskové bazické rieSenie ziskané metdodou indexovou je
uvedené v tab.6.7.
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D O 01 02 03 a
Dl ]5 22 11 X11:1500
1500 0 3500 5000 X 13 =3 500
D, 20 30 26 X 21= 1700
1700 | 1000 0 2700 | *22=1000
X 31=2 300
D; 18 26 13
2300 0 0 2300 72" =166 400
b 5500 1000 3500 | X=10 000

Tab.6.7.a. Vychodiskové bazicke riesenie dopravnej ulohy

Uz vieme, zZe toto rieSenie optimalne nie je, pretoze aplikaciou VAM sme ziskali rieSenie s
niz$ou hodnotou UF. Metddou potencialov to aj preukazeme. K tomu st viak potrebné tzv. riadkové
a stipcové ¢isla, ktoré dostaneme zo stistavy rovnic v tvare

rn+s =15 r,+s, =30 r,+s, =18
rn+s, =11 r,+s =20

Mame 6 premennych ale iba 5 rovnic. Preto ak zvolime, napr. s; = 0 (v slstave rovnic sa
vyskytuje trikrat), okamzite dostaneme r; = 15, r, = 20 ar; = 18. Z podmienky r;+s;=11 urime s;
= -4 a z podmienky r,+s,=30 vyplyva s, = 10.
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Teraz je uzZ mozné urcit’ maticu nepriamych sadzieb
n+s, K+S,, FK+s, 15+0, 15+10, 15-4 15 25 11
CO=|n+s, n+s,, r+s,|=[20+0, 20+10, 20-4|=|20 30 16
r,ts, nK+s,, Kts, 18+0, 18+10, 18-4 18 28 14
a nasledne na to maticu diferencii
15 22 11 15 15 11 0 (3) O
D@ =C-Cc*® =20 30 26[-[20 30 16|=/0 0 10]|.
18 26 13 18 28 14 0 -2 -1

Z vysledného tvaru matice diferencii D vyplyva, Ze rieSenie :
e je spravne (nulové diferencie na miestach bazickych premennych), ale
e nie je optimalne, pretoze v matici diferencii su az tri zaporné prvky.

Je preto potrebné vykonat’ upravu riesenia (1.iteraciu) tak, Ze zvolime novl bazickl premennti
x;, (odpoveda jej ,,najzapornejSia®“ diferencia (-3)). Nové bazické rieSenie vytvorime z rieSenia
aktualneho vhodnym presunom v cykle. Najdenie vhodnej ,,cesty presunu® je ¢asto narocné, ale nie
nezvladnutel'né. Objasnime si ho v skratenej tabul'ke ulohy (tab.6.7.b).
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1500 3500 5000
-1 |, (+

11700 [ 1000 2700

-—
{*] {-}
2300 2300
5500 1 000 3 500

Tab.6.7.b.: Hladanie cesty presunu v cykle pri 1. iterdcii.

Na podfarbené policko (1,2) je nutné presunut’ maximalne mozné mnozstvo tak, aby :
e zostali zachované riadkové a stlpcové sicty a

® nenarusila sa bazickost’ rieSenia.

Je zrejmé, Ze ak premennl x;, chceme ,,novo vytvorit*, k jej aktudlnej nulovej hodnote
musime nieco pripocitat’ (policko ozna¢ime znamienkom {+}). Znamena to, ze v l.riadku, aj v 2.
stipci musime ta istd hodnotu od doterajsich bazickych premennych odpogitat’. Zadat’ musime v 2.

stipci, pretoze tam je jedina nenulova premenna x,. Oznaéime si policko (2,2) znamienkom {-}.
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Zostava vSak urCit’ o aku presuvanu hodnotu v ramci rieSenia pojde. Je logické, ze to musi
byt mensia hodnota z premennych x;; a x,,, od ktorych sa odpocitava tzn. min (x;;, x,;) = 1000. Z
pohl'adu na vychodiskové bazické rieSenie je zrejmé, ze je to hodnota x,, = 1000, ktori presunieme
na polic¢ko (1,2), odpocitame od premennej x;; a pripocitame k premennej x,;. Tym dostaneme nové
bazické rieSenie po 1. iteracii v tvare podl'a tab.6.7.c. Z hodnoty jeho Ucelovej funkcie je zrejmé, ze
postup rieSenia zvolenym presunom v cykle je spravny. Je potrebné opat’ urcit’ prostrednictvom
riadkovych a stipcovych &isiel maticu nepriamych sadzieb C* a maticu diferencii D.

Tab.6.7.c. Bazicke riesenie po 1. iterdcii

S]:]5 S2:22 S3:11
D O 0, 0, O; a

X1= 500
ri=0| p, 15 22 11 X 12 = 1 000
500 | 1000 | 3500 | 5000 | x,.-3500
r=5 D, 20 30 26 X 5= 2 700
2700 0 0 2700 X 31 =2 300
r3=3 D, 18 26 13
2300 0 0 2300 o
b | 5500 | 1000 | 3500 | >=10000 | * — 163900
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Riadkové a stipcové &isla su vedla tabul’ky a matica diferencii D™ bude v tvare:
15 22 11 15 22 11 0 0 O
DY =C-C®=|20 30 26|-|22 27 16|=[0 3 10 |,
18 26 13 18 25 14 0 1 (1)

Vidime vSak, Ze rieSenie eSte stale nie je optimalne (D(3,3) = -1) a ze je moznost jeho
vylepSenia zaradenim premennej x3; do bazy. Vhodny presun v cykle je v fab.6.7.d.

500 1000 3500 5000
{(+} ()
2700 2700
2 300 } 2300
—
{-} {(+}
5500 1000 3 500 min

Tab.6.7.d. Hladanie cesty presunu v cykle pri 2. iterdcii
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Z uvedenych podmienok vyplyva, Ze presunit mozno hodnotu premennej x;; = 2300, takze
bazické rieSenie po 2. iterdcii bude v tvare podl'a tab.6.7.e.

Tab.6.7.e. Riesenie po 2.iterdcii

S1:]5 S2:22 S3:]]

0]
D O O: O; a X 11 =2 800
r=0| D, 15 22 11 e 11 388
2 800 1000 1200 5000 X 21 = 2 700
=51 D, 20 30 26 X 33= 2 300
2700 0 0 2700 .
r3=2| Dj 18 26 13 2" =161100
0 0 2300 2 300
b | 5500 1000 3500 | ¥=10000 | = OPTIMUM

Riesenie opit’ podrobime testu optima a ziskame maticu diferencii D® v tvare

15 22 117 [15 22 117 [o 0 0
DP=C-C"®=(20 30 26|-|20 27 16/=|0 3 10|
18 26 13| [17 24 13 1 2 0



6. Distribucné problémy

Z hodn6t matice diferencii vidime, Ze rieSenie po 2.iteracii je uz optimalne. Matica diferencii

svojim tvarom odpoveda bazickému rieSeniu a ziskané rieSenie je jednoznacné.

Zaver: porovnanim rieSenia s vychodiskovym zdkladnym rieSenim podl'a VAM vidime, Ze
VAM nasla optimalne riesenie ihned’. To samozrejme nemusi platit’ vzdy, ale je mozné tvrdit, ze
vychodiskové rieSenia ziskané VAM davaji vel'mi dobry odhad rieSenia, blizky optimu, takze jeho

pripadné spresnenie vyzaduje minimum iteraénych krokov.
1.3 Nevyrovnana uloha a degenerované bazické rieSenie

Doteraz sme rieSili dopravné ulohy, ktoré boli vyrovmané, t.j. sucet kapacit vSetkych
dodavatel'ov sa rovnal suctu poziadaviek vSetkych odberatel'ov a sucasne sme dostali vzdy Uplné
vychodiskové bazické riesenia.

1.3.1 Nevyrovnany dopravny problém

Vyrovnané dopravné tlohy sa vyskytuji v praxi skor vynimocne. V skutocnosti prevysuje bud’
ponuka dodéavatel'ov dopyt odberatel'ov alebo naopak ponuka dopytu nestaci. V takych pripadoch

hovorime o dopravnej tilohe nevyrovnane;j.
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Odstranenie takejto, tzv. nevyrovnanosti tlohy je jednoduché. Nevyrovnani ulohu
prevedieme na ulohu vyrovnanu tym, Ze do rieSenia zaradime tzv. fiktivneho cinitel’a, a to bud’
fiktivneho dodavatel’a FD (poziadavky odberatelov su vysSie ako kapacity dodavatelov) alebo
fiktivneho odberatel’a FO (kapacity dodavatel'ov st vysSie ako poziadavky odberatel'ov). Prisudime
im prave také mnozstvo, ktoré ulohu vyrovna a priradime im nulové hodnoty sadzieb. Ulohu riesime
d’alej uz ako ulohu vyrovnana — t.j. metédou potenciilov - zalozenou na urceni vychodiskového
bazického rieSenia a testovani jeho optimalnosti.

1.3.2 Degenerované rieSenie dopravnej ulohy

Co ak vychodiskové rieSenie nemd poiadovany pocet (m+n-1) zikladnych, t.j. nenulovych
premennych. Ak do ,uplnosti rieSenia® chyba iba jedna hodnota, priradime jednej ,,vhodne*
zvolenej premennej, hodnotu ,,&“ , t.j. hodnota vel'mi blizka nule (¢—0). Postupujeme dalej
Standardnym sposobom: premennt ,,&“ povazujeme za premennu zakladni. Ak chybaji 2 a viac

nenulovych premennych, do vychodiskového rieSenia priradime viac hodnoét &, &, ..., &,

Slovo ,,vhodne* znamend, Ze hodnotu ¢ je Ziaduce priradit’ prave takej premennej (t.j. obsadit’
nou také policko), aby sme mohli vytvorit’ cyklus presunu, pretoZze hodnotu & sa snaZime z

rieSenia vyradit’ - snazime sa ziskat’ tipIné (nedegenerované) rieSenie ulohy.
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Priklad 3: Majme dopravnu ulohu s 3 dodavatelmi a 5 odberatelmi, kapacity dodavatelov,
poziadavky odberatelov a sadzby jednotkovych ndkladov na prepravu su tab.6.8.a.

O

D 01 02 03 04 05 a
D, 7 5 4 80
D, 8 9 5 70
Ds 11 10 50
b 50 100 30 90 30 200

Tab.6.8.a. Zadanie dopravnej ulohy

Uloha je nevyrovnana, pretoze siiet kapacit vyrobcov je 200 a sucet poziadaviek odberatel'ov
je 300. Pre vyrovnanie Ulohy je nutné zaradit' fiktivneho dodavatela FD (vyrobcu), ktorému
priradime chybajicu kapacitu (100) a nulové sadzby (tab.6.8.b).

Ak pre taktto - uz vyrovnant dopravnu tlohu - h'adame vychodiskové zakladné rieSenie napr.
indexovou metodou (Plati: riadok fiktivneho vyrobcu obsadzujeme aZ posledny) zistime, Ze sa
podarilo priradit’ iba 7 nenulovych hodnét premennych, zatial' ¢o Gplné rieSenie ma mat’ (5+4-1) =

8. K vyrieSeniu degeneracie priradime premennej x35; hodnotu & a budeme ju povazovat’ za bazicku.
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Ked znamym postupom uréime riadkové a stipcové ¢isla (st uvedené vedl'a tabul’ky) a maticu

nepriamych sadzieb C* ziskame maticu diferencii D.

S]:5 S2:5 S3:5 S4:6 S5:4

Ol Oz 03 04 05 a
7 5 8 5 4
=01 D, 0 50 0 0 30 80
{+} J-1
8 9 6 7 5
=11 D, 0 0 30 |40 0 T 70
11 10 9 1 7 5
r3=1 D; 0 0 0 50 € 50+¢
{-) =it}
0 0 0 0 0
r,=-5| FD 50 50 0 0 0 100
b 50 100 30 90 30+ | X=300

X12:50, X15:30, X23:30, X24:40, X34:50 Z(0)=1 180

Tab.6.8.b. Uprava na vyrovnanu ulohu a vychodiskové bazické riesenie
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Pre vychodiskové bazické rieSenie bude mat’ matica diferencii D tvar

(7 5 8 5 4] [5 5 5 6 4 2 0 3 -10
D(O)_89675_66675_23000
11 10 9 7 5|16 6 6 7 5 543 00
0 0 00 0]|00O0T1 -1 |00O0 -1 1

SU v nej 2 zaporné hodnoty, prednost’ dame skuto¢nej premennej x;, pred fiktivnou (x,,) a
presunom v cykle cez x34 X35 a x;5 presunieme na pole (1,4) hodnotu 30. RieSenie je v tab.6.8.c.

S]:5 S2:5 S3:4 S4:5 S5:3

01 Oz 03 04 05 a

7 5 8 5 4

r;=0 D, 0 50 0 30 0 80
8 9 6 7 5

ry=2 D, 0 0 30 40 0 70
11 10 9 7 5

r3=2 D; 0 0 0 20 30 50
0 0 0 0 0

ri=-5| FD4 50 50 0 0 0 100

b 50 100 30 90 30 2=300
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X12:50, X14:30, X23:30, X24:40, X34:20, X35:30

Tab.6.8.c Riesenie po prvej iterdcii

Z hodnot matice diferencii vyplyva, Ze :

Do =

7

5
8 9
11 10
0 0

® rieSenie je uz optimdlne,

8 5 4]

6
9
0

75
75
0 0]

S N 9 D
S N 9 D
S N 9 D

Z®=1 150
172 0 4 0 1]
(12000
14 33 00
2] 10 01 0 2]

® nie je vSak jednoznacné, pretoZe matica diferencii obsahuje viac nul, ako je ¢lenov bazického

rieSenia (vid’. 0 (Cervenym pismom)).

Napr. presun hodnoty 30 na policko (2,5) presunom v cykle cez policka (2,4) a (3,4)

(2,4)  71(2.5) 5
40/10y {-} 40/30 {+}
(3,4) 713,5) | 5
20/50 =T > 300 (-}

je zrejmé, Ze hodnota UF sa nezmeni, pretoZe presuny v stlpcoch boli vykonané medzi premennymi

s rovnakou vel'kost'ou sadzby.
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1.4 Viacrozmerna dopravna uloha

Redlnejsi model rozvozu tovaru zvycajne nesmeruje od dodavatelov (vyrobcov) priamo ku
koncovym odberatel'om (spotrebitel'om), ale uskutociiuje sa tak, Ze sa tovar od dodavatel'ov navaza
do skladov (napr. vel'koobchod) a az odtial’ sa rozvaza ku koncovym odberatel'om (0br.6.3).

Dl a, D2 as D3 as D4 ag
Ci2 Csz Cs; Cs; Cyr
C,
11 e Cs
Sl hl S2 h2
C*;3
C*
C*;, 12 C*35
C*z¢
C*z; C*5, C*s3 C*14 C*2y C*ys C*16

Obr.6.3. : Schéma dvojrozmernej dopravnej ulohy
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Vznikd tak tzv. dvojfazova (dvojrozmerna) dopravna uloha. Ak tloha v oboch fazach
distribicie vyhovuje teoretickym poziadavkdm, najmi podmienke vyrovnanosti, predpoklad, Ze
vysledné naklady budu stctom nékladov obidvoch ¢iastkovych uloh a teda aj hladané vysledné
optimalne rieSenie planu rozvozu bude tvorené suctom obidvoch ¢iastkovych optimélnych rieseni.

Takéto teoretické predpoklady su v praktickych aplikdcidch splnené iba vynimocne.
NajcCastejSie sa vyskytuje situdcia, ze najmenSie su poZiadavky odberatelov, vicsie kapacity

dodavatel’ov a najvicsie su kapacity skladov.

U takto definovanych ,,nevyrovnanych viacstupiiovych tloh* je vo vacSine pripadov mozné
ndjst’ také rieSenia, ktorych vyslednd hodnota ich ucelovej funkcie bude nizSia, ako je sucet
optimalnych hodndt Ciastkovych uloh. Takéto rieSenie je mozné dosiahnut’ iba vtedy, ak ulohu
rieSime ako jeden ,,viacstupiiovy* distribucny problém.
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Priklad 4: Majme styroch dodavatelov, tri sklady a pdt koncovych odberatelov, pricom udaje
dopravného problemu su zadané v tab.6.9.a,b. Urcte optimalne riesenie takto definovaného

dopravného problému rieseného oddelene a ako jeden dvojstupnovy problém.

@) Sl Sz S3 a
D
D, 4 7 13 135
D, 6 9 14 40
D; 3 4 10 295
D, 4 6 11 65
h 180 180 180 540 535
Tab.6.9.a. Dvojrozmernd dopravna uloha -1. faza ( Dodavatelia — sklady )
O O, 0, (0N O, Os h
S 10 13 12 8 6 180
S, 7 16 10 5 3 180
S; 11 20 12 8 6 180
b 120 115 120 65 100 520 540

Tab.6.9.b. Dvojrozmerna dopravna uloha — 2.faza ( Sklady — odberatelia
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Je mozné sa presvedcit’, Ze uloha je v oboch fazach nevyrovnana.
Postup rieSenia:

1. Najdeme optimalne rieSenia oboch c¢iastkovych uloh oddelene, zacneme pritom rieSenim druhe;j
fazy. Nasledné rieSenie 1.fazy hl'addme iba pre mnozstva rovné suctu kapacit dodavatelov.

2. Fazy spojime do jednej viacstupiiovej tlohy, pri¢om spdjajicim riadkom bude v tomto pripade
riadok fiktivneho odberatel’a.

3. Skontrolujeme podmienky optima. Tie su definované SirSie ako v jednostupniovej ulohe. Ak
oznadime riadkové a stipcové &isla 1.fazy (r, s;) a druhej fazy (v*; s*), musia okrem zakladnych
podmienok pre jednotlivé prvky matic diferencii (d;=0, d*;;>0) platit’ aj dve pridavné podmienky.
Tieto s definované v tvare r; <0 pre vSetky 7 a s;+s*.< 0 pre vSetky j. Podmienka rovnosti ; = 0
plati pritom pre riadok, v ktorom je nenulova hodnota fiktivnej premennej (v stipci FS) a

podmienka s*=-s; pre stipce s nenulovou hodnotou v riadku fiktivneho odberatel'a FO.

4. Ak vychodiskové rieSenie podmienkam optima nevyhovuje, vykondme presun v cykle ako
v ulohe jednostupniovej, ale s tym rozdielom, ze prechod cez riadok fiktivneho odberatela

budeme povazovat za jeden z vrcholov cyklu pri presune.

Podl'a uvedeného postupu urcené optimalne riesenie 2.fazy je v tabul'ke tab.6.10.a a optimalne

rieSenie 1.fazy v tab.6.10.b.



6. Distribucné problémy

Prva faza bola rieSend iba pre kapacity rovné suctu kapacit dodavatel'ov a tabulka druhej fazy

ulohy je (z praktickych dovodov, aby bolo mozné obidve tabul’ky spojit’ do jednej) otocend o 90°.

Tab.6.10.a. Ciastkové optimdlne riesenie 2.fizy

D
S S S b
O 1 2 3
10 7 11
0, ) 120 ) 120
19 16 20
0, s 60 ] 115
12 10 12
O 105 - 15 120 2,"=5405
o, _ 8 _ 5 . 8| s
6 3 6
Os ] ] 100 100
FO 2 0 0 01 29
540
h 1 1 1
80 80 80 |4
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Tab.6.10.b. Ciastkové optimalne riesenie 1. fizy.

Sl Sz S3 FS a
D, 4 13
135 135
D, 6 14
25 15 40
D; 3 10
€ 180 115 295
D, 4 11
65 65
h 160 180 180 15 535
535

Obidve ulohy - rieSené kazdd samostatne - davaju celkova hodnotu ucelovej funkcie, ktora

dostaneme ako sucet ucelovych funkcii oboch ¢iastkovych optimalnych rieSeni a plati
2" =2+ 2, =3 275+ 5 405 = 8 680.

Ak by sme obidve tlohy spojili do jedinej tabul’ky, dostaneme vychodiskové rieSenie uvedené
v tab.6.11.a.
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Tab.6.11.a : Dvojrozmerna dopravna uloha — vychodiskové riesenie.

S = 6 S)= 7 S3 = 13
S] Sz S3 FS a
4 7 13 0
D, 135 135 r,=-2
6 9 14 0
D2 25 15 40 ry = 0
3 4 10 0
D, g 180 115 295 r;=-3 7,=3275
{+} < {-}
4 6 11 0
D4 1 65 65 ry = -2
0 0 0
FO 20 b
{¥ } + }
10 7 11
0, 120 4 120 r =16
19 16 20
0, 55 60 115 r= 25
12 10 12
O, 105 15 120 ry =18 2,V = 5405
{1} K-}
} 8 5 8 )
0, —_ 65 65 r =14
6 3 6
Os 100 100 rs=12
h 180 180 180 79 =8680

* * *

Sy =-6 S2:-9 S3:-6

S urovanim riadkovych a stipcovych ¢&isiel sme zacali v druhom riadku (s fiktivnou

premennou x,,=15), v ktorom zvolime r,=0. Ostatné hodnoty dour¢ime beznym postupom.

Pri kontrole optima zistime, Ze rieSenie v 3.stipci nevyhovuje podmienke s; + 55 < 0. V
skuto¢nosti 13 — 6 = 7 > 0 a preto je potrebné v 3. stipci na policko v riadku fiktivneho odberatel’a
presunut’ v cykle najvacSie mozné mnozstvo (tym je podla naznaené¢ho cyklu hodnota 15).
RieSenie Ulohy po vykonani naznaeného presunu v ramci prvej iteracie spresiiovania rieSenia je
uvedené v tab.6.11.b.
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Tab.6.11.b. Dvojrozmerna dopravna uloha — riesenie po 1.iterdcii

S; = 6 S)= 7 S3 = 13
S1 Sz S3 FS a
4 7 13 0
D, 135 135 rp=-2
6 9 14 0
D, 25 15 40 r=10
3 4 10 0
D; 15 180 100 295 r;=-3 7z,"=3170
{+} {-}
4 6 11 0
D, 65 65 ry=-2
0 0 0
FO | § 5 15 b
{-} {+ 3
10 7 A 11
0, 120 120 r =16
19 16 20
0, 55 60 115 r = 25
12 10 12
0; 120 120 r=18 2,V = 5405
8 5 8
04 4 65 65 ry = 21
{ + | ——tp {-}
6 3 6
O;s 100 100 rs =19
h 180 180 180 7V =8575

s, =-6 s =-9 s; =-13

Pri kontrole optima zistime, Ze podmienkam optima nevyhovuje uz matica diferencii D*,
pretoze diferencie d*,;, d*,, d*s;, d*s, s rovné hodnote —7. Presun mozeme vykonat na
ktorékol'vek z uvedenych polic¢ok. Zvolime napr. policko (4,1)* a hodnota, ktora budeme prestvat
bude rovna 5.

Po vykonani nazna¢eného presunu je nové rieSenie po 2. iteracii uvedené v tab.6.11.c
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Tab.6.11.c. Dvojrozmerna dopravna uloha - rieSenie po 2.iteracii - OPTIMUM

S = 6 S)= 7 S3 = 13
S] Sz S3 FS a
4 7 13 0
D, 135 135 rp=-2
6 9 14 0
D2 25 15 40 ry= 0
3 4 10 0
D, 20 180 95 295 r;=-3 7z%=3135
4 6 11 0
D, 65 65 ry=-2
0 0 0
FO 20 b
10 7 11
0, 120 120 r, =23
19 16 20
0, 55 60 115 1= 32
12 10 12
0, 120 120 r=25 ,?=5405
8 5 8
O, 5 60 65 r, =21
6 3 6
Os 100 100 rs=19
h 180 180 180 7P =8540

s; =-13 s, =-16 55 =-13

Po urceni riadkovych a stlpcovych cisiel 7, s; ar*, s* a po kontrole optima zistime, ze
ziskané rieSenie uz vSetkym Styrom podmienkam optima vyhovuje a preto hl'adané optimalne
rieSenie pre viacstupiiovu tlohu ma tvar

X11:135 X21:25 X31:20 X32:180 X33:95 X43:65 Z1=3 135
X*12:120 X*21:55 X*22=60 X*31:120 X*41:5 X*43:60 X*53:100 Z2=5 405,
¢o déava vyslednu hodnotu tcelovej funkcie 125(2) = Zl(z) + 22(2) = 8 540.
Je moZné sa presvedCit, Ze proti povodnej hodnote ucelovej funkcie z,,=8 680, ziskanej ako

suCet optimalnych rieSeni dvoch jednostupniovych uloh, sa hodnota ucelovej funkcie ulohy
viacstupniovej z,=8 540, znizila celkovo o 140 jednotiek.
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1.5 Optimalne rozmiestiiovanie zdrojov

Jednoduchou aplikaciou ciastocne modifikovaného dopravného problému s pomerne Sirokym

uplatnenim je uloha optimdlneho rozmiestiiovania zdrojov — tzv. aloka¢na uloha.

Priklad 5: Firma ma za ulohu zabezpecit 4 stavby dodavkami betonu. Stavby su rozmiestnené podla
obr. 6.4., v ktorom su uvedené tiez vzajomné vzdialenosti medzi stavbami a poziadavky jednotlivych
stavieb na dodavky betonu. Ulohou je navrhnit, na ktorych dvoch stavbdch je najvyhodnejsie

vwbudovat betondrky a s akymi kapacitami tak, aby sicet najazdenych m’.km bol minimainy.

S, |
70
5
14 10\ \
50 30

Obr.6.4 Schema rozmiestnenia stavieb
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RieSenie:

Ak pre zadanu Ulohu budeme povazovat za sadzby vzdialenosti stavieb, potom ucelova
funkciu mézeme vytvorit' ako sucet sucinov prevezenych mnozstiev a najazdenych vzdialenosti
(m’ km), tloha bude mat taky isty formélny tvar (matica sadzieb, vektor poziadaviek, vektor
kapacit, ucelova funkcia) ako klasicka dopravna uloha.

Moznosti, ako umiestnit’ na 4 stavby 2 betonarky (kombinacii), je celkom

bR

To v podstate znamend, potrebu vytvorit' 6 Ciastkovych dopravnych tloh, u kazdej z nich
urCit’ optimalne rieSenie a zo vsetkych moznych variantov vybrat’ ten, ktorého hodnota tucelove;j
funkcie je najmensia. VSetky varianty budi mat’ pritom rovnaky vektor poZiadaviek, vektor kapacit

budeme vSak musiet’ pre kazdu tillohu tvorit’ samostatne.

Sposob rieSenia objasnime na rieSeni prvého mozného variantu (umiestnenie vyrobni betonu
na stavbach S; a S;) podl'a tab.6.12.a. Ostatné varianty su v prehl'ade usporiadané v tab.6.12.b.
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Tab.6.12.a. Prvy variant umiestnenia zdrojov

Variant S S, S S4 a RieSenie
0 5 14 12 X1 1:60, X22:70,
1 7 60 - - - 60 X23:40, X24=3O
5 0 8 10
(S1, Sy) 7 - 70 40 30 140 7,=620
b 60 70 40 30 200

Do matice sadzieb zapiSeme v 1.riadku vzdialenosti medzi stavbou S; a vSetkymi ostatnymi, v
2.riadku medzi stavbou S, a vSetkymi ostatnymi. Druhym krokom je vytvorenie jeho optimdlne;j
podoby pre rieSeny variant. Napr. podl'a zasad indexove] metody priradujeme maximalne mozné
mnozstva premennym podla velkosti ich sadzieb. V prvom rade to budl premenné x;; a x5, (¢;; =
c= 0), ktorym priradime hodnoty poziadaviek b; a b, (t.j. stavieb S; a S;) a pokracujeme v 3. a 4.

stlpci, priradenim poziadaviek b; a b, premennym x,; a x,, (maju minimalne sadzby).

K dorieseniu ulohy zostava dourcit’ celkové kapacity oboch zdrojov (sucet v riadku), napr.
kvoli postideniu kapacitnych moZnosti vytvaranej betondrky. Ziskané rieSenie je z pohl'adu kritérii
klasickych DU degenerované (t.j. nenulovych méa byt m+n—I=5 premennych), ale vyhodnejsie

rieSenie uz najst’ nedokazeme. Znamenalo by to iba v cykle neefektivne prestivanie ,,&“ a hl'adanie
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jeho spravneho umiestnenia). Je mozné sa o tom presvedcCit’ tak, Ze do jedného policka tabulky

priradime hodnotu ¢ a Standardne napr. metédou potencidlov optimalnost’ rieSenia preverime.

Tab.6.12.b. Zostavajuce varianty rozmiestnenia betonarok

Variant S S, S; S, a RieSenie
0 5 14 12 x11=60, x,,=70,
2 7 60 70 - - 130 X23:40, X24=3O
(S1, S3) 14 8 0 6
7, - - 40 30 70 Z7,=530
0 5 14 12 X11:60, X12:70,
3 7 60 70 - - 130 X23=40, X,4=30
(S1, So) 12 10 6 0
7 - - 40 30 70 7;=590
5 0 8 10 X11:60, X12:70,
4 7z 60 70 - - 130 X23:40, X24:3O
(S2, S3) 14 8 0 6
7, - - 40 30 70 Z7,~480
5 0 8 10 X1 1:60, X12:70,
5 7 60 70 - - 130 X23=40, X,4=30
(S1, Sa) 12 10 6 0
7 - - 40 30 70 75=540
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6
(SSa S4)

14 8 X12:70, X13:40,
7z - 70 40 - 110 X21:60, X24:3O
12 10
7 60 - - 30 140 7,=1280
b 60 70 40 30 200

Z tabuliek vSetkych variantov vyplyva, ze najvyhodnejSie (optimalne) rozmiestnenie vyrobni

(betonarok) bude na stavbach S, a S; (variant 4) s kapacitami betonarok 130 a 70, pri ktorych

ucelova funkcia nadobuda hodnotu z = 480. Naopak najhorsi je variant 6 (stavby S; a Sy), kde

ucelova funkcia ma hodnotu az z=1280. Tu vidime, aké uspory / zvySenie nadkladov na dopravu

moze priniest’ kvalifikované / nekvalifikované rozhodnutie.

1.6 Zaverecné poznamky Kk rieSeniu dopravnych problémov

Ak napr. zo zadania ulohy vyplynie, ze pri nevyrovnanej ulohe je potrebné prednostne

zasobovat’ urcitych odberatel’'ov prip. prednostne vyuzit’ kapacity vopred definovanych dodavatelov,

obvykle to mdézeme realizovat’ jednoduchou ipravou matice sadzieb (napr. doplnenie sadzby M —

). Podobne je mozné tzv. prohibitivnymi sadzbami zabezpecit, ze k definovanym odberatel'om

(napr. definovany medzisklad) bude navazany aZz posledny zvySok tovaru, az po uspokojeni

vSetkych ostatnych poziadaviek.
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Vsetky doteraz uvedené postupy urcovania vychodiskového bazického rieSenia, ako aj cely
postup metddy potencidlov pri testovani optimalnosti rieSenia, boli formulované iba pre
minimalizaciu ucelovej funkcie. Niekedy je vSak rozhodovaci problém, formalne zadany rovnakym
matematickym modelom ako dopravna uloha, potrebné maximalizovat’.

MozZnosti rieSenia dopravnej ulohy ako tlohy typu MAX:

e Vynasobenie matice sadzieb hodnotou (-1) — najjednoduchsi spésob prevodu dopravnej ulohy
typu MIN na typ MAX. Potom problém rieSime Standardne ako minimalizacny, ale pri
interpretacii vysledkov je nutné vychadzat’ z p6vodnej matice sadzieb.

e Zmenit’ Kritérium optima - analogicky ako u simplexového algoritmu. Ak u hodnoty tcelovej
funkcie ulohy typu MIN bolo kritériom optima dosiahnutie nezapornych hodnét u vsetkych
prvkov matice diferencii D, kritériom utypu MAX zrejme bude, aby vSetky prvky matice
diferencii D boli nekladné. Takisto modzeme analogicky obratit 1 postup vytvarania
vychodiskovych bazickych rieSeni metodou indexovou, prip. VAM, u ktorej zrejme budeme
najskor obsadzovat’ premenné s maximalnou sadzbou v riadku alebo stipci, kde je rozdiel medzi

maximalnou sadzbou a sadzbou najbliz§ou nizS§ou najvacsi.
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Priklad 6: Majme dopravnu ulohu s 3 dodavatelmi a 3 odberatelmi, kapacity dodavatelov,

poziadavky odberatelov a sadzby jednotkového zisku z realizacie prepravy 1 ks vyrobku su v

tab.6.13. Najdite také riesenie, ktoré zabezpeci pre spedicnu firmu maximalny zisk.

Riesenie:

Vychodiskové bazické rieSenie urime pre zmenu Vogelovou aproximacnou metdédou

(tab.6.13a).

Ol 02 03 a
D, 15 22 11 5000
D, 20 30 26 2700
D3 18 26 13 2300
b 5500 1 000 3500 =10 000

Tab.6.13. Zadanie dopravnej ulohy.
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Tab.6.13 a: Dopravna uloha ako probléem maxima.

S1:15 S2:23 S3:1]

=01 p 15 22 11
1 4200 _ 800 5000 xi =4 %%%
7"2=]5 D 20 30 26 X 13 j
’ - - 2700 2700 X23= % ;88
r3=3 D 18 26 13 X 31 -
* ] 1300 | 1000 - 2300 | X32=1000
b 5500 1000 3500 | T=10000 | 7 =191400 (MAX)

Matica diferencii bude v tvare

15 22 11 15 23 11 0 -1 0
D=|20 30 26(—-|30 38 26|=|-10 -8 O
18 26 13 18 26 14 0 0 -1

¢o znamena, zZe vychodiskové rieSenie ziskané pomocou VAM je hned’ optimélne.
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2. Prirad’ovacia uloha

Cielom prednasky je pochopit podstatu a matematicky model priradovacej ulohy, naucit sa
priradovaci problem typu MIN, ako aj typu MAX riesit’ a spravne interpretovat ziskané vysledky
v procese rozhodovania.

Prirad’ovacia uloha je d’al3ou zo $pecifickych typov ULP. Uéelom jej rieSenia je optimalne
priradenie (rozmiestnenie) urceného poc¢tu objektov priradenia O na rovnaky pocet miest urcenia
M tak, aby #celova funkcia nadobudla minimdlnu alebo maximdalnu hodnotu. Ohodnotenim
vSetkych moznych priradeni je aj v tomto pripade matica sadzieb.

Prirad’ovaci problém = tloha, v ktorej sa jednd o ndjdenie vzajomne jednoznacného
priradenia dvojice ,,ur¢itych jednotiek® z dvoch odlisnych skupin tak, aby toto priradenie prinieslo
¢o najvyssi efekt. V prirad'ovacej Glohe st teda Standardne definované dve skupiny ,,jednotiek®,
u ktorych mézeme predpokladat, ze maju rovnaky pocet prvkov (a pokial’ aj nemaju, je mozné
podobne ako u dopravnej ulohy, jednu zo skupin ,,fiktivnymi* jednotkami doplnit). Ohodnotenie
kazdej mozZnosti priradenia pre kazdi dvojicu jednotiek je urené opidt’ cenovym koeficientom
(sadzbou, ocenenim) c;;.
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Ciel rieSenia: rozhodnutie, €i i-ta jednotka z prvej skupiny bude alebo nebude priradena j-tej
jednotke zo skupiny druhe;.

Podla takejto uvahy sa ako vyhodné javi zaviest’ do matematického modelu premenné x;;, pre
vSetky i=1,2,...,n, j=1,2,...,n, ktoré m6Zu nadobtudat’ iba dve hodnoty a to:
e hodnotu 1 - ak i-ta jednotka z prvej skupiny bude priradena j-tej jednotke zo skupiny druhe;j,
e hodnotu 0 - ak i-ta jednotka z prvej skupiny nebude priradena j-tej jednotke zo skupiny druhe;.

Takéto ,.dvojhodnotové® premenné obvykle nazyvame bivalentné premenné (Casto aj
binarne, resp. 0—1 premenné). Napriklad, méze sa jednat’ o optimdlne priradenie strojov na
pracovisko, pracovnikov ku stroju, zdakaznikov k poskytovatelom sluzieb a pod., za predpokladu, ze

prave jeden Cinitel’ 1. druhu bude priradeny prave jednému ¢initel'ovi 2. druhu.

Prirad’ovaci problém moZno chapat’ ako Specificky pripad dopravnej tlohy kedy plati:

e pocet dodavatel’ov je rovny poctu spotrebitel’ov (t.j. matica sadzieb je Stvorcova, radu n),
o kapacity vSetkych dodavatel’ov a poZiadavky vsetkych spotrebitel’ ov pritom predstavuje rovnaka
hodnota (tzn. je mozno vyjadrit’, Zze v pomere su vsetky rovné jednej).

o vidy hl’adame iba celocCiselné rieSenie.
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Priklad 7: Autopozicoviia dostala objedndvky na zapozicanie vozidiel s luxusnym vybavenim od
troch zakaznikov. K dispozicii ma prave tri vozidla pozZadovanej kategorie, avsak kazdé je
umiestnené v inej filialke alokovanej v roznych castiach regionu. Vozidla maju byt zdkaznikom
pristavené pred dom a za tuto zvlastnu sluzbu firma uctuje iba pausalny poplatok. Dispecer firmy
zistil vzdialenosti medzi sidlom kazdého zdkaznika a kazdej filialky (Tab.6.14). Uloha pre dispecera:
naklady pre firmu (tj. aby bolo pri presune vozidiel na miesto urcenia prejdenych co najmenej

., neplatenych“ kilometrov.

Vzdialenosti v km Zakaznik 1 Zakaznik 2 Zakaznik 3
Filialka 1 28 8 36
Filialka 2 24 28 12
Filialka 3 44 20 27
Tab. 6.14 Vzdialenosti zakaznikov a filialok firmy (cij)
Riesenie:

Prirad’ovacia lloha je v podstate iba Specidlnym pripadom ulohy dopravnej, kedy plati: pocet

zdrojov aj zdakaznikov je rovnaky a poZiadavky kaZdého zdakaznika a zdroven kapacity kazdého

zdroja su rovné jednej (tzn. vSetci maju rovnaké poZiadavky aj kapacity).
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Zo zadania ulohy sucasne vyplyva, Ze pozZiadavky zakaznikov nie je mozné delit’, tj.
napriklad splnit’ poziadavky urcité¢ho zékaznika tak, Ze mu splnime jednu cast’ jeho poziadavky z
jedného zdroja a d’al$iu Cast’ zo zdroja iného. Znamena to, Ze nds nezaujima aku Cast’ poziadaviek
zakaznika splnime z daného zdroja, ale iba to, ¢i budeme jeho poziadavku z daného zdroja plnit
alebo nie — t.j. prirad’'ujeme jeden cely zdroj k jednému celému poziadavku.

1. Neriaditené vstupy (koeficienty tlohy)

Pre kazdl dvojicu zdroj - zakaznik méame iba dve mozZnosti: Bud’ bude zadkaznik z tohto zdroja
vybaveny (dostane z danej filialky auto) alebo vybaveny nebude (auto dostane odinakial’). Na
zaklade toho mézeme zadefinovat’ premenné x; pre model ulohy.

2. Definovanie premennych (riaditel’né vstupy)
Otazka: Z ktorej filidlky p6jde auto k danému zakaznikovi.

Takéato formulacia by sa tazko vyjadrovala vo forme premennych a preto sa ju pokusime
vyjadrit trochu inak: Musime rozhodnut, ¢i urcita filialka pristavi vozidlo urcitému
zakaznikovi alebo nie. Pokial’ budeme takuto informaciu poznat pre vSetky moznosti priradenia
filidlky a zakaznika, illoha je vyrieSena.
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Pre kazdé moZzné priradenie jednej filidlky (t.J. konkrétneho automobilu) a jedného zakaznika
definujeme vzdy jednu premennd, ktora bude vyjadrovat’ iba dve moZnosti, ktoré méZu nastat’ a to:
e priradenie sa uskuto¢ni (hodnota premennej = 1) alebo

e priradenie sa neuskuto¢ni (hodnota premennej = 0).

V ulohe existuje celkom 3 x 3 = 9 moznych variantov priradenia vozidiel a zakaznikov.
Preto bude v modeli definovanych celkom 9 premennych x;; s nasledovnym vyznamom:
e x;; =1 ....auto z i-tej filidlky pristavime k j-temu zékaznikovi;
e x;; =0 ....auto z i-tej filidlky nepristavime k j-temu zakaznikovi;
pre i = 1,2,3 (filidlky) aj = 1,2,3 (zékaznici).

Z hl'adiska typu pouzitych premennych sa jednad o celo€iselné premenné (nesmu nadobudat’
iné ako celoc¢iselné hodnoty) a v tomto pripade hovorime o tzv. bivalentnej (dvojhodnotovej, nula -
jednotkovej) celoCiselnej premennej.

3. Utelova funkeia (kritérium)

Cielom autopozi¢ovne je minimalizacia celkového poctu prejdenych (neplatenych — iba pausal)
kilometrov pri pristavovani vozidiel k zakaznikom. Uéelovd funkcia modelu preto musi najazdené

kilometre vyjadrovat a plati:



6. Distribucné problémy

Celkom najazdené kilometre = sucet najazdenych kilometrov na jednotlivych trasach,

a kde plati, ze:

najazdené kilometre na jednej trase = dizka tejto trasy * rozhodnutie, ¢i bude trasa vyuzitd alebo

nebude (formou bivalentnej (0 — 1) rozhodovacej premennej).

Napr. ak priradime auto z Filialky 1 napr. Zdakaznikovi 3, bude x;; = 1 a teda najazden¢ kilometre
budu: 36 * x;3=36 * 1 = 36.

Napr. ak auto z Filialky 1 Zakaznikovi 3 nepriradime, bude x;; = 0, a teda najazdené kilometre buda
36 *x,;3=36*0=0.

Ucelovu funkciu z vyjadrujucu celkom najazdené kilometre mézeme zapisat’ v tvare:

z=28 )C11+8 )C12+36 )C13+24 X2[+28 )C22+12 )C23+44 X31+20 )C32+27 X33 (71)

Funk¢ntl hodnotu takejto funkcie budeme pri rieSeni takto zadaného modelu minimalizovat’.

4. Obmedzujuce podmienky
Z0 zadania vyplyva, Ze pri pristavovani automobilu musime dodrzat’, aby:
a) kazdy zakaznik dostal aspoii jedno vozidlo;
b) kazda filidlka moZe poskytnut’ najviac jedno vozidlo.
Takéto obmedzenia sformulujeme v podobe nasledovnych obmedzujucich podmienok:
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4.1 Splnenie poziadavku zédkaznikov

Kazdy zakaznik dostane aspon jedno vozidlo, t.j. aspont z jednej filidlky musi byt automobil
zékaznikovi priradeny. Znamena to, Ze asponl jedna z premennych x; musi byt’ pre daného j-teho
zakaznika rovnd jednej. To musi platit’ pre vSetkych zdkaznikov a preto:

Xt xtx3 21
Xpptx+tx32>21
X3t X3+ x33 21 (7.2)

4.2 Neprekrocenie kapacit filidlok
Kazda filidlka moZe poskytnut’ najviac jedno vozidlo, t.j. z jednej filidlky mdze byt priradeny
automobil najviac jednému zdkaznikovi. Znamena to, Ze najviac jedna z premennych x; moze byt

pre danu i-tu filidlku rovna jednej. Tato skuto¢nost’ musi platit’ pre vsetky filidlky a preto plati:

Xpptx ot x3<1
X2 1 +X2)2+)C2,3 <1
X350t x50+ x55<1 (7.3)

4.3 Obligatne podmienky
Premenné definované v modeli m6Zzu nadobudat’ iba 2 hodnoty - 0 alebo 1 a preto plati:

x;€{0;1}, prei=123; j=123 (7.4)
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5. Vysledny linearny matematicky model ulohy

minimalizovat’
z=28.x,, +8.x, +36.X;; +24.x,, + 28.x,, +12.x,; +44.x,, + 20.x,, + 27.x;;, — MIN (7.1

za obmedzujticich podmienok
X+ X, x5, 2=1
Xy, + Xy +5, 21 (7.2)
X3t Xy 55 21
Xy +X, +x; <1
X, F Xy +Xy <1 (7.3)

Xy + X, x5, <1

x; € {O;l}, prei=12,3;j=12,3. (7.4)

Skutocnost, ze kazdy zakaznik musi dostat’ asporsi jedno vozidlo, je mozné v pripade
jednozna¢ného priradenia chapat’ aj tak, ze kazdy zdkaznik musi dostat’ prdve jedno vozidlo.
Podobne, kazda filidlka moZze poskytnut najviac jedno vozidlo (vozidiel je presne tolko ako
zakaznikov), t.j. kazda filidlka musi poskytnat’ prdave jedno vozidlo.
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2.1 Matematicky model prirad’ovacieho problému

Ak zndzornime priradovaciu tlohu vo forme tabul’ky (fab.6.15) vidime, ze formalne vyzera
rovnako ako tabulka tlohy dopravnej, model mé vSak zasadné odliSnosti.

Tab.6.15. Tabulka priradovacej ulohy.

O M Ml M2 M3 Mn a
C C 2 C 3 CIn

O, X1 X112 X 13 X In 1
C 21 C 2 C 23 C on

O, X 21 X2 X 23 X 2n 1
C3j C 32 C 33 C 3n

O3 X 3 X 3 X 33 X 3n 1
Cnl Cn C 3 C nn

On X nl X n2 X n3 X mn 1

b 1 1 1 1 >=n

Vyplyva: premennd x; je premennd bivalentna tzn. méze nadobudat’ iba hodnoty 0 alebo 1

(priradenie i-teho objektu na j-te miesto sa realizuje (x;=/) alebo nerealizuje (x;=0)). Kazdy objekt

je mozné priradit’ iba na jedno miesto, resp. na jedno miesto je mozné priradit’ iba jediny objekt.
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Vseobecny model prirad’ovacieho problému:
1. Ulelova funkcia

z=¢,. X%, +c,. X, +...+¢, . X, +¢C,.xX, +c,. X, +...+¢c, X, +...+
(7.5)
+c,.x, +c,.x,+...+¢c .x ~— MIN
2. Obmedzujuce podmienky
X, +x,+t...+x, =1

il W Ty 000t Ty, =

3 I FoceardE =1

nn

X X+ +X

nl

=1 . (7.6)
Xp+Xpy,+oo+x,=1

x,tx, +...+x, =1

nn

xije{O;l}, prei=123;7=1,23 ~ (x,=0A1l) (7.7)

Prakticky to znamené: v kazdom riadku a stipci tabulky priradovacej ulohy moze byt iba
jedina nenulova premennd a matica sadzieb takejto ulohy je vzdy Stvorcova.
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Zapis pomocou sumacie:

minimalizovat’
n n

zZ= ZlZcxlj — MIN
=

ij
Jj=1

za obmedzujucich podmienok

ixl.,. =1 , prej=123
i=1
> x.,=1 , prei=12,
5 =1 1,2,3
=
x, €{0;1}, prei=12,3;;=123.

(7.5)

(7.6)

(7.7)

Z modelu je zrejmé, e celkom mame 2n $truktirnych podmienok (rovnic), n° premennych,

pricom n premennych nadobada hodnoty 1, (n° — n) premennych je rovnych 0. Zakladnych

premennych v tlohe je (2n—1). Ide teda o Specidlny pripad dopravnej tlohy, v ktorej plati: m = n).

S vynimkou trividlneho pripadu, ak n=1 sa preto vZdy bude jednat’ o degenerované riesenia

(pretoze pocet zakladnych premennych, nadobudajucich nulové hodnoty, t.j. stupeii degenerdcie

u PU je vidy rovny n—1I).
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2.2 Riesenie prirad’ovacieho problému

Z doteraz prezentovanych metdd je zrejmé, Ze prirad’ovaci problém mdzeme riesit” ako:

e tlohu celocCiselného linearneho programovania - s vyuzitim simplexovej metody a niektorej
z metod celociselného rieSenia alebo

e tulohu dopravnu.

Pri prvej moznosti sa stretneme s rovnakymi problémami ako u ulohy dopravnej (umelé

premenné = vela premennych, pomocna UF) plus problém celociselného riesenia.

Pri snahe o vyuZitie algoritmu rieSenia ako dopravnej ulohy dostaneme Ulohu maximalne
degenerovanl vo vsetkych jej iteraénych krokoch, ¢o zasa prindsa vela neefektivnych presunov

hodndt ,,&“ (tzv. fiktivnych nal ,,0°) pri nutnych presunoch v cykle.

Pre takyto typ rozhodovacich uloh je okrem klasického rieSenia, zalozeného na aplikacii
simplexového algoritmu pre siastavu 2.n rovmic s 2.n neznamymi, prip. metody potencidlov,
navrhnutej pre rieSenie dopravnych uloh, s vyhodou mozné vyuzit’ Specidlny algoritmus pre rieSenie

minimaliza¢nej prirad’ovacej ulohy, tzv. mad’arski metédu.
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2.2.1 Mad’arska metoda

Mad’arskd metoda v zdkladnej podobe (podobne ako metdda potencidlov pre dopravné tlohy)
bola vyvinutd ako uloha minimaliza¢nd, t.j. algoritmus hladajici pripustné rieSenie, ktoré zaisti
minimalnu hodnotu ucelovej funkcie z. Analogicky s dopravnou ulohou, jednoduchou upravou

moZzeme prirad’ovaciu tlohu typu MIN transformovat’ na tlohu typu MAX.

Najskor sa vSak zoznamime s podstatou rieSenia minimalizacnych uloh, nasledne uvedieme aj

podstatu rieSenia prirad’'ovacich tloh maximaliza¢nych.
I. Minimaliza¢ny prirad’ovaci problém

Formalny postup rieSenia prirad’ovacej ulohy pozostava z 3 hlavnych faz:

1. ziskanie vychodiskového rieSenia,
2. posudenie jeho optimalnosti a
3. modifikacia rieSenia v pripade, Ze rieSenie podmienkam optima esSte nevyhovuje.

Vychodiskové bazické rieSenie v prirad'ovacej tlohe je mozné ziskat’ napr. metédou redukcie

sadzieb, podstata ktorej spodiva v zakladnej vlastnosti rieenia ULP a to:

RieSenie ULP sa nezmeni, ak od niektorych rovnic (riadku alebo stipca matice sadzieb)

odpocitame rovnaké Cislo (zmeni sa iba hodnota ucelovej funkcie).
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Zakladné kroky vypoctového postupu:
A. Redukcia sadieb

V kazdom riadku najdeme minimdalnu sadzbu c;;, ktorti od ostatnych sadzieb v riadku odpocitame
(tym je zaistené, ze v kazdom riadku vznikne minimalne jedna tzv. nulovad redukovana sadzba).
Skontrolujeme, ¢ st nulové redukované sadzby aj v kazdom stipci.

Ak nie su, vykoname redukciu sadzieb aj v stipcoch, kde doteraz Ziadna nulovéa sadzba nie je.

Tym zabezpedime, Ze v kazdom riadku i stipci je aspon jedna nulova red. sadzba.

B. Urcenie vychodiskového rieSenia

Pokusime sa priradit’ maximalne mozné mnoZzstvo nenulovych hodn6t premennym s nulovymi
redukovanymi sadzbami. Prednostne pritom priradujeme nenulové hodnoty tym premennym, v
ktorych riadkoch alebo stipcoch je minimalne mnozstvo nulovych redukovanych sadzieb
(najlepsie je, ak je v riadku / stipci iba jedina).

C. Posudenie optimalnosti rieSenia
Ak sa podari priradit’ vSetky objekty na miesto urcenia, tj. ak pocet vSetkych nenulovych
hodnét premennych x; je rovny rozmeru ulohy n, bolo dosiahnuté optimalne rieSenie.

Hodnotu jeho ucelovej funkcie dourc¢ime z pdvodnej matice sadzieb.
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o Ak sa po priradeni nepodari vSetky objekty priradit’ na ciel'ové miesta, rieSenie eSte optimalne nie
je. Riesenie je potrebné vhodne modifikovat), t.j. vykonat’ jeho upravy.

D. Postup uprav neoptimdlneho rieSenia

e Vsetky premenné s nulovymi redukovanymi sadzbami sa snazime prekryt’ minimalnym poctom
tzv. krycich &ar. Najskor sa pritom prekryvaju tie riadky alebo stipce, v ktorych je nulovych
redukovanych sadzieb najviac. Podla tzv. Konigovej vety musi platit': Minimdlny pocet krycich
Ciar je rovny poctu ziskanych nenulovych premennych (sufasne aj Kkontrola spravnosti
rieSenia ).

e U krycimi ¢iarami neprekrytych premennych ndjdeme minimélnu sadzbu a tuto:
I.  Odpocitame od sadzieb neprekrytych premennych.
II. Pripocitame ku sadzbam premennych dvakrat prekrytych (krycie Ciary sa kriZuju).
III. Sadzby premennych jedenkrdt prekrytych zostavaju nezmenené.

Takto ziskame novy modifikovany tvar matice redukovanych sadzieb. V nej sa opét’ snazime
vykonat’ priradenie, pricom cely postup opakujeme az do splnenia kritéria optimalnosti, tzn.
realizacie priradenia vSetkych objektov na miesta urCenia, ktoré sii v matici redukovanych sadzieb
charakterizované nulovymi redukovanymi sadzbami.
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Priklad 8: Majme zadany problém priradenia s rozmerom 5 x 5 s maticou sadzieb podla tab.6.16.a.

Riesenie:

Tab.6.16.a. Riesenie priradovacej ulohy — zadanie a prvé redukcie sadzieb.

M, M, M; M, M;s a
O, 0, 26 20,46 35, 3870 40, 66 52 1
O, 10, 30 25, 45 0, 13, 33 0, 20 0, 20 1
O; 5, 40 0,35 30 43 80 5, 40 10, 45 1
Oy 40, 66 0, 20 5, 20,40 15,33 50, 79 1
Os 533 0,36 20 335 65 20, 30 30, 66 1
b 1 1 1 1 1 >=5

Po prvej redukcii sadzieb (po riadkoch) st nulové redukované sadzby uz aj vo vsetkych
stipcoch, okrem stipca M3. Ak vykondme redukciu aj v fiom, vyslednd matica redukovanych
sadzieb prvého pokusu o vychodiskové priradenie je uvedena v tab.6.16.b.
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Tab.6.16.b. Vyslednd matica sadzieb po 1. redukcii (nultej iteracii) a uvodné priradenie.

o M M, .M, M; M, M; a
0, o 20 35 40 5

.-..........-.".......G.) ---------- §- ------------------------------------------------------------- 1
0, 0] i 25 0 0 0

.................................. i R S
0, 5 0 30 5 10

0) 1
0, 40 0 5 15 50

1
0s 5 0 20 20 30

: 1

b 1 1 1 1 1 y=5

Podla vysSie uvedenych zésad priradime nenulové hodnoty ,,1* najskér premennym x;; = 1
(jedina nulova redukovana sadzba v riadku i stipci), x3, = I (jedina v riadku) a x,; = I (jedina
v stipci). Moznosti priradenia su vy&erpané, pretoze zvy$né nulové sadzby v 2. riadku a v 2. stipci

uZ nie je mozné vyuzit'.
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Pocet priradenych nenulovych hodnét (p=3) je mensi ako rozmer ulohy (n=35), preto je nutné
vychodiskového priradenie modifikovat’.

V prvej faze prekryjeme vsetky nulové zredukované sadzby krycimi ¢iarami. Prvy prekryjeme
druhy riadok a druhy stipec, v ktorych st po 3 nulové sadzby. Zostane potom iba jedina (c;;), ktora
prekryjeme vodorovne (rieSené stale v fab.6.16.b ). Pocet krycich ciar (k=p=3) sa rovnd poctu
priradenych nenulovych premennych, podl'a Konigovej vety je zrejmé, Ze rieSenie prebieha spravne.

V druhej faze najdeme neprekryti minimalnu sadzbu (c3; = ¢4 = c43 = c5; = 5) a tato
e  odpocitame od vSetkych sadzieb neprekrytych a

e  pripolitame ku v§etkym sadzbam dvakrat prekrytym (c;; a c;;).
Matica sadzieb po tejto redukcii je uvedend v tab.6.16.c.

Pri nasledujicom priradovani v poradi x,,=/ (jedina v riadku i stipci), xs5,=/ (jedina
vyuzitelna v S.riadku), x,5=1 (jedind vyuziteI'na v 5.stipci) axy =1, x;3=1,je zrejmé, Ze sa uz

podarilo priradit’ nenulové hodnoty prave piatim premennym.

Ziskané priradenie je uZ preto rieSenim optimalnym a jemu odpovedajuca hodnota UF
(musime sa vSak vratit’ do povodnej matice sadzieb) bude

7z =20 + 20 +40 +40 +30 =150 (optimum).
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Tab.6.16.c. Riesenie priradovacej ulohy — vysledna matica sadzieb po 1.iteracii.

M

M, M, M; M, M; a
0 25 35 40 5

0, ® . . . . 1
10 30 0 0 0

0, i i i . ® 1
0 0 25 0 5

0; . . . ® . 1
35 0 0 10 45

o, . . ® . : 1
0 0 I 13 25

0; . ® . . . 1

b 1 1 1 1 1 =5

2P=150 (MIN ) — optimum
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II. Maximaliza¢ny prirad’ovaci problém

Zatial’ ¢o u dopravnej tlohy je v Standardnom pripade problém maximalizacie ucelovej funkcie
skor vynimocny, pri formulécii priradovacich problémov sa tloha typu MAX (zaistujlica
maximalnu hodnotu UF) vyskytuje pomerne ¢asto. Napr. tloha priradenia 0sob na pracoviska pre
dosiahnutie maximalneho vykonu, priradenie zakaznikov predajcovi pre maximalne uspokojenie ich
poziadaviek a preferencii alebo problém ,,partner® — t.j. problém priradenia napr. tane¢nikov, prip.

Sportovych dvojic z pohl'adu ich vzajomnych sympatii, predpokladov a pod.).

U dopravnej Glohy boli uvedené dva spdsoby transformacie tlohy typu MIN na typ MAX,
ktoré pri priradovacej ulohe nemozeme plnohodnotne vyuzit. Castejiie sa pouziva jednoduchy
spdsob transformacie (je vyuzitelny napr. aj pri rieSeni dopravnej ulohy typu MAX) a jeho slovné
vyjadrenie je nasledovné :

1.V matici sadzieb ndajdeme maximalnu sadzbu m = max(c;).

2. Vytvorime novi maticu sadzieb C*, v ktorej kaZdy prvok vznikne ako c*, =m-c;.

3. Rie§ime Standardné optimdine priradenie pre maticu C* (minimalizdcia UF).

4. Po ndjdeni optimalneho priradenia urcime hodnotu ucelovej funkcie pre povodnu maticu

sadzieb, ¢im ziskame hodnotu UF pre maximdalne moZné priradenie.



6. Distribucné problémy

Priklad 9: Pre priradovact problém (tab.6.17) ndjdite rieSenie, ktoré zaisti maximalnu hodnotu UF.

Riesenie:
Maximalna sadzba v ulohe je m = c3;3 = 80, nova matica sadzieb C* je v tab.6.17.

Tab.6.17. Uloha maximdlneho priradenia — transformovand matica sadzieb.

M, M M M M a
60, 46.30 |40, 20 10 20,0 55,35
(o}
; - ; 0 ; 1
50,155 |35, 0 45 60, 25 60, 25
O,
] 0 ] - - 1
o 40 45 0 40 35
! ] ; @ ; ] 1
20160 |60, 50 40 4535 10,0
0O,
0 - - - - 1
4525 15 |50,30 15 30, 10 20,0
(o}
- - - - 0 1
b 1 1 1 1 1 Y=5

Z ") =305 (MAX) - optimum
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Postup rieSenia:

V novej (redukovanej) matici C* sa vykonanim redukcie uautomaticky vytvori miniméalne
jedna nulova sadzba c*3;;=0. Redukciou po riadkoch sa nulovéa sadzba nevytvori iba v prvom stipci,
v ktorom musime vykonat’ eSte d’alSiu redukciu (t.j. odratat’ -10). Takto jednoducho sme ziskali
maticu redukovanych sadzieb pre prvu iteraciu (prvé priradenie = vychodiskové rieSenie).

Lahko zistime, ze priradenim nenulovych hodndt x;,=1, x,=1, x33=1, x,4=1 a x55=1 sa
podarilo ihned’ priradit p=n=5 nenulovych hodnot premennych. Znamena to, ze kritérium
optimality je splnené a urené priradenie je optimalne.

Hodnota ucelovej funkcie (s vyuzitim hodno6t pdvodnej matice sadzieb) je

2P =60+45+ 80+ 60+ 60 =305 (MAX ).
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3. Zaverefné poznamky k distribu¢nym uloham

Doteraz uvedené dva zakladné typy distribu¢nych problémov — uloha dopravna a uloha
prirad’ovacia — s ich rozlicnymi modifikaciami (napr. kontajnerovy dopravny problém, vseobecne
definovany distribucny problém a pod.) ani zd’aleka neobsiahli moZzni rozmanitost’ problémov

distribucie zdrojov (technickych, 'udskych, prirodnych a pod.).

Vseobecne plati, ze pri formulacii takychto typov tloh je vzdy nutné starostlivo zostavit’ ich
adekvatny matematicky model a az v zavislosti na tvare a Specifikdich modelu zvolit' adekvatnu

metodu rieSenia.
Charakteristika d’al$ich typov distribu¢nych problémov:

e Kontajnerovy dopravny problém (KDP) — modifikacia zdkladnej formulacie dopravnej ulohy,
pri ktorej preprava medzi dodavateI'mi a odberatelmi je realizovand vyluéne pomocou
kontajnerov, ktoré maju urciti definovanu kapacitu K jednotiek. Naklady na prepravu nie st teda
vztiahnuté na jednu jednotku prepravovaného tovaru, ale st uvazované ako jeden kontajner.
S prepravou jedného kontajnera st spojené ndklady, ktoré su vSak rovnaké, bez ohl'adu na to, ¢i
je kontajner plny alebo poloprazdny. Optimdlne rieSenie KDP by malo viest' k tomu, aby
jednotlivé kontajnery, ktoré budl prepravované, boli vyuzité co najefektivnejsie.
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VSeobecny distribu¢ny problém (VDP) — lisi sa od klasického dopravného problému hlavne
v tom, Ze kapacity zdrojov a poziadavky odberatel'ov nie st uvedené v rovnakych jednotkach. Pre
ich vzajomnu porovnatel'nost’ je preto do modelu potrebné doplnit’ urcité ,,prevodné koeficienty*.
Napriklad, kapacita vyrobnej linky (hod), poziadavka odberatel’a (ks) — prevodny koeficient =
koeficient vykonu (ks / hod).

Dalsie typy uloh m6zu vzniknat’ réznymi kombinaciami uz rieSenych uloh, ako napr.:

Alokaéné problémy (allocation problems) - rieSia optimélne zdruzovanie miest odberu tovaru do
rajonov obsluhovanych z jednotlivych zdrojov. Medzi najznamejSie patri tzv. iloha o pokryti.
Ide o optimalizaciu rozhodnutia, kde postavit K obsluznych stanic (stanice rychlej pomoci,
poziarne stanice, centra pre triedenie zésielok a pod.) do jednotlivych obvodoch Oy, O,, ... , O,
pricom n<K. Sucasne je potrebné im priradit’ aj ich izemnt posobnost, t.j. urCit’ obvody, ktoré
budu tymito centrami obsluhované.

Uloha optimalneho rozmiestnenia zdrojov, v ktorej viak nie je vyzadovana podmienka pre

rozmiestnenie zdrojov priamo v miestach odberu a pod.

Ulohy obchodného cestujiiceho (okruZny dopravny problém), tlohy okruinych ciest a
niektoré d’alSie, ktorymi sa budeme zaoberat’ v ramci tedrie grafov.



