Zaklady teorie grafov

8. ZAKLADY TEORIE GRAFOV

Ciel’ prednasky: objasnit’ zdkladné pojmy teorie grafov, vediet formulovat' typické ulohy rieSené
prostrednictvom grafov (minimdlna cesta, min/max kostra grafu, uloha obchodného cestujuceho,

maximalny tok v sietovom grafe) a spoznat podstatu dalsich uloh, ako napr. uloha cinskeho

postara, uloha o farbeni grafu a pod.

Teodria grafov (ale aj oblast’ tzv. siet’ovej analyzy) su obvykle uvazované ako samostatné
oblasti deterministicky zameranych postupov operacnej analyzy. Problémy, ktoré v ramci nich
rieSime uz nie su formulované pomocou ich matematickych modelov, na aké sme boli zvyknuti pri
matematickom programovani (aj ked’ pre niektoré z nich by bolo takéto modely definovat’ mozné).

Ukazeme si, ako je mozné niektoré rozhodovacie a optimalizacné problémy riesit’ na modeli

rozhodovacieho problému, vyjadrenom vo forme grafu.

Graf vo vseobecnosti predstavuje urCiti graficku (vizudlnu) formu modelu rozhodovacieho

alebo optimaliza¢ného problému, ktory skimame.
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Vyhodou pouzitia grafov je hlavne prehl'adné Struktura problému, umoznujuca jeho grafické
vyjadrenie, ktoré je pre rozhodovatela vacSinou zrozumitelnejSie, ako jeho formulédcia v podobe
matematického modelu. Vyuzitie grafov je vhodné pre reprezentaciu redlneho systému, najCastejsie
vo forme urcitej ,,infrastruktiurnej siete®.

Grafické zobrazenie roznych rozhodovacich problémov je obvykle vel'mi ndzorné, ¢i uz ide o
problematiku zobrazenia terénu a infrastruktiry umiestnenej v lom, vyjadrenia Struktary zlozitych
chemickych organickych zlucenin alebo grafické zobrazenie elektrickych obvodov. VSetky uvedené,
aj ked’ principidlne odlisné, problémy mozeme riesit’ v rdmci oblasti nazyvanej tedria grafov.

Historické medzniky:

e 1736 - Euler, prva zdokumentovana tloha o grafoch, problém ,,0 7 kraloveckych mostoch*.

e 1747 - Kirchhoff, vyuzitie grafov k zobrazeniu elektrickych obvodov.

e 1857 - Cayley, vyuzitie grafickych Struktir k zndzorneniu organickych chemickych zlucenin.

e 1859 - Hamilton, formul4cia uloh typu cesta v grafe a definovanie tzv. Ulohy ,,obchodného
cestujuceho, problém minimélnych okruznych jazd a d’alSie.

e 1926 - Boriivka, algoritmus pre urcenie minimalnej kostry (minimélneho stromu) v grafe.
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Pre ilustraciu uved'me vysSie zmienenl ulohu o 7 mostoch. Zadanie lohy: rieka v meste
(Krdlovec, Konigsberg — Kaliningrad) (obr.1), rozdelila izemie mesta na Styri Casti (ozn. 4, B, C,
D), ktoré boli navzajom pospédjané siedmymi mostmi (ozn. I, 2, ..., 7). Otazka znela, ¢i je mozné
prejst’ vSetky mosty tak, aby sa cez kazdy most preslo iba raz.

Ide o ulohu, ktoré radime skér medzi hlavolamy (tzv. jednotazka).
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Obr.1a Sedem krdloveckych mostov

Podstatné je, Ze Euler pri jej rieSeni ako prvy k jej zndzorneniu pouzil graf (obr.1b), v ktorom
definoval niektoré zakladné pojmy, ako vrcholy (uzly) grafu a hrany grafu.
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Vidime, ze jednotlivé Casti pevniny si znazornené ako body A,B,C,D (vrcholy grafu) a cesty

cez jednotlivé mosty oznacené ¢iarami (hrany grafu).
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Obr.1b Graf ulohy ,,o0 siedmych kraloveckych mostoch*.

Pozndmka: Pre uplnost uvedme, Ze zadand uloha nemd riesenie. To je mozné dokdzat vopred tak, Ze kazdému vrcholu priradime
jeho tzv. stupen vrcholu rovny poctu z neho vystupujucich hran. RieSitelné su iba ulohy, ktoré maju vSetky vrcholy radu (t.j. pocet
vystupujucich uzlov) parneho alebo prave dva vrcholy radu nepdrneho a vsetky ostatné su radu pdrneho. Pre tento pripad to

neplati, pretoze tiloha ma vsetky vrcholy stupna nepdarneho (B, C, D stupiia tretieho, vrchol A stupna piateho).
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V teorii grafov najcCastejSie pouzivame dva zakladné pojmy a to:

e  vrchol (uzly) grafu — vSetky vrcholy v grafe tvoria mnozinu vrcholov V' a

e  hrana grafu — vSetky hrany v grafe tvoria mnozinu hran H.

K uplnému zadefinovaniu grafu eSte chyba vyjadrenie (predpis), ktoré vrcholy st navzajom
spojen¢ a akymi hranami.

Jednému z takychto vyjadreni hovorime incidencia, ktora je vyjadrena bud’ tzv. incidenénou
tabul’kou (Tab.1), v ktorej pre jednotlivé hrany uvadzame, ktoré vrcholy tieto hrany spajaju alebo

CastejSie tzv. incidencénou maticou, kde su uvedené suvislosti vyjadrené jednoduchsie.

Tab.1 : Incidencna tabulka grafu z obr. 1b.

Hrana 1 2 3 4 5 6 7
Vrcholy A B A C A B C
B A C A D D D

Takto zadany graf méZeme zadefinovat’ ako usporiadanu trojicu G =(V, H, 1), kde V = {4, B,
C, D} je mnozina vrcholov, H ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} je mnoZina hran a [ je tzv. incidencia. Vrcholy
oznaCujeme symbolmi V; (s jednym indexom j=1,2....,n - t pocet vrcholov), hrany symbolmi 4;

(spaja vrcholy V; a V)) a vzt'ahy medzi vrcholmi a hranami zapisujeme do inciden¢nej matice.
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Najjednoduchsie mézeme vyjadrit’ incidenciu tzv. neohodnoteného grafu. Pokial’ hrana medzi
vrcholmi existuje - priradime jej hodnotu 1, pokial’ neexistuje priradime 0. Priklad neohodnoteného
grafu s jeho inciden¢nou maticou je na Obr.2a.

Neohodnotené grafy Casto vyuzivame, napr. v elektrotechnike — ,,1 v inciden¢nej matici
znamena, ze medzi 2 bodmi grafu (obvodu) existuje hrana (spoj).
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Obr.2a Neohodnoteny graf a jeho incidencna matica

V praxi sa vSak CastejSie vyskytuju tzv. grafy ohodnotené.
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Obr.2b Ohodnoteny graf a jeho incidencna matica.

Hrandm priradzujeme hodnoty s konkrétnym vyznamom, napr. vzdialenost, naklady, stupanie,

priepustnost, intenzita dopravy, spotreba PHM, cas jazdy apod.

Incidencna matica ohodnoteného grafu (obr.2b) svojimi prvkami vyjadruje priamo hodnoty
priradené jednotlivym hrandm. Pokial' hrana medzi vrcholmi neexistuje, do matice bud’ nepiSeme

ni¢ alebo (pre niektoré algoritmy) do incidencie vkladame vel'mi vel’ki hodnotu (symbolicky N).
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Grafy na Obr.2a, aj Obr.2b uvazujeme ako graf neorientovany. Je charakteristicky tym, ze

pre hodnoty hran plati: 4;= pre vSetky i, j. Znamena to, Ze jeho inciden¢né matica je symetricka

Ji o
okolo hlavnej diagondly. Takyto neorientovany graf nazyvame aj multigraf.

Graf, v ktorom plati: &; = h;; , pre vSetky i, j nazgvame graf orientovany (Casto aj ako orgraf)

a jeho inciden¢na matica bude urcite nesymetricka.
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Hrany podla Obr.3 mézu byt: jednoduché (jednosmerné alebo obojsmerné), nasobné
(obojsmerné aj jednosmerné) alebo vytvaraju tzv. cyklus (slu¢ku). Slucka je zvlastny typ hrany,
ktory vychadza aj kon¢i v tom istom vrchole.
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Hrana jednoduchad Hrana dvojndsobna Slucka orientovand
Jjednosmernad orientovand

Obr.3 Zikladné typy hran v grafoch
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8.1. Zakladna terminologia tedrie grafov

Zakladnou Struktarou v rdmci tedrie grafov je tzv. graf.

Grafom G = (V,H) budeme rozumiet’ usporiadant dvojicu mnozin V' a H, kde:
V={u,u,, ..., u,} je kone€na, neprazdna mnozina tzv. vrcholov grafu G,

H = {h;} je mnozina tzv. hrdn grafu G, pricom h; = (u;,u;), kde u;, uj € V.

Pod pojmom graf preto rozumieme utvar, skladajici sa z urcit¢ého mnozstva bodov, ktoré
nazyvame vrcholy grafu a mnoziny spojnic medzi vrcholmi, ktoré nazyvame hrany grafu.

Poznamka: V niektorych aplikacidach sa castejSie vyuzivaju alternativne pojmy uzol alebo usek.

Pri zakresl'ovani grafu obvykle pouzivame nasledujici spésob znazornenia:
e vrcholy — znazoriiujeme ako kolieska, do ktorych obvykle vpisujeme index vrcholu,
e hrany - znazorfiujeme priamymi ¢iarami alebo jednoduchymi oblukmi,

e orhrany - znazoritujeme pomocou Sipok v zmysle orientacie hrany.

Graf je mozné zakreslit’ roznymi sposobmi (Obr.4), obvykle vSak volime ¢o najprehl'adnejsie

zakreslenie, t.J. také zobrazenie, pri ktorom sa pokial’ moZno hrany nepretinaju.
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Oo (2)

Obr.4 Priklady moznosti dvojakého zndazornenia toho istého orientovaného grafu

Plati: Graf je definovany iba svojimi vrcholmi a hranami, nie sposobom zakreslenia.

Kazda hrana /; spaja prave dva vrcholy grafu u; a u; a mdzeme ju preto definovat’ pomocou

dvojice vrcholov %; = (u; u;), ktoré spaja. Casto sa pouZiva slovné spojenie, ze hrana h; je

incidentnd s vrcholmi u; a u; Susedné vrcholy s potom kazdé¢ dva vrcholy, spojené hranou.

V pripade, Ze hrany grafu (u;, u;) € H st definovan¢ ako:

e neusporiadané dvojice vrcholov t.). (u;, u) = (u;, u;) — tj. nezalezi na tom, v akom poradi st

vrcholy, ktoré hranu definujii, uvedené — hovorime o tzv. neorientovanom grafe
MULTIGRATF (napr. graf podl'a Obr.5a).
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e usporiadané dvojice vrcholov tj. (u;, u;) # (u;, u;) —t.j. zalezi na tom, v akom poradi s vrcholy,
ktoré hranu definujt, uvedené — hovorime o tzv. orientovanom grafe = ORGRAF. Orientované
hrany v grafe znazoriiujeme pomocou $ipok (napr. Obr.5b). Ako prvy sa v usporiadanej dvojici
(u; u;) definujucej hranu h; uvadza pociatocny vrchol aako druhy potom koncovy vrchol
orientovanej hrany (orhrany) ;.

Obr.5 Priklad znazornenia: a) neorientovany graf, b) orientovany graf

Vo vSeobecnosti je mozny aj iny pristup. Ked’ vrcholy grafu reprezentuji ¢innosti a hrany
grafu sltzia k znazorneniu vizieb medzi jednotlivymi ¢innostami. Doteraz uvazované pripady
predstavovali hranovu reprezentdciu jednotlivej ¢innosti, v takomto pripade by sa jednalo o tzv.
vrcholovu reprezentdciu jednotlivych Cinnosti.
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Ak je kazdej hrane grafu priradend ¢iselna hodnota ide o tzv. hranovo ohodnoteny graf.

Takéto hodnoty ohodnotenia hrany mézu v zavislosti na rieSenom probléme vyjadrovat’ napr.
e vzdialenost’ — dizkova miera, napr. metre &i kilometre v dopravnej infrastrukture a pod.,

e cas — doba jazdy dopravného prostriedku po trase, ktortt dana hrana reprezentuje, doba trvania
urcitej ¢innosti reprezentovanej danou hranou a pod.,

e naklady - ekonomické vyjadrenie, napr. naklady pri realizicii ¢innosti reprezentovanej hranou,

e kapacitu (priepustnost’) — vykonnostné¢ parametre hrany, obvykle priepustnost danej hrany
(napr. kapacita liniek v pocitacovej sieti, pocet aut, ktoré prejda po istom useku komunikacie za
jednotku Casu, kapacita schodiska v evakuacnom modeli velkej budovy a pod.).

Samozrejme, podla rieSenej aplikacie je mozné pouzit’ aj iné veli¢iny pre ohodnotenie hran.
Pokial je to potrebné, kazdy neohodnoteny graf mézeme povazovat’ za graf ohodnoteny a to tak, ze

vSetkym hrandm priradime rovnaku hodnotu — obvykle hodnotu jedna.

V niektorych, skor ale Specifickych, aplikaciach je vhodnejsie priradit’ ohodnotenie vrcholom
grafu a vtedy hovorime o vrcholovo ohodnotenom grafe.
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8.2. Priklady realnych systémov

Mnoho realnych systémov moézeme znazornit’ formou grafov. Graf moZe znazorfiovat’ napr.
distribuc¢nu alebo dopravnu siet’. Uzly v grafe mézu byt interpretované napr. ako distribucné
centrd, hrany grafu ako spojnice medzi nimi. Takéito grafickd reprezenticia je ndzorna
a zrozumitel'na aj pre menej skusenych riesitel'ov.

Priklady realnych syst¢émov modelovanych pomocou:

8.2.1. Neorientované grafy:
Al dopravnad siet’ (cestna, Zeleznicna, letecka, pocCitaCova infrastruktira a pod.) kde:
e vrchol (uzol) - reprezentuje napr. krizovatku, dopraviu, letisko, ale aj jednotlivii vyhybku,
pocitaCovy server, terminal a pod.
e hrana (usek) - reprezentuje cestu, Usek trate ¢i jednotlivi kol’aj, letecky spoj, kabel apod.
(tie, ktoré su vzdy pouzite'né v obidvoch smeroch)
A2. radiokomunikacna siet’, kde:
e vrchol — reprezentuje jednotlivé radiové ¢i televizne vysielaCe, uzly pre prenos signalu
siete mobilnych operatorov a pod.
e hrana — reprezentuje pomyselné spojnice medzi jednotlivymi vysielaémi ¢i prenosovymi
uzlami (obvykle susednymi).
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8.2.2. Orientované grafy:
B1. dopravna siet’ s jednosmernymi komunikdciami
B2. siete modelujuce procesy prebiehajiice v Case (napr. sietova analyza), kde:
e hrana - predstavuje jednotlivi modelovani c¢innost’ (vychodiskovy vrchol hrany
reprezentuje zaciatok danej ¢innosti a koncovy vrchol jej ukoncenie),

e vrchol - reprezentuje zaciatok a koniec jednotlivych ¢innosti.
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8.3 Vymedzenie d’alSich zakladnych pojmov z teorie grafov

e Graf — utvar, ktory je mozné v rovine znazornit' pomocou bodov a spojnic medzi nimi. Takéto
body budeme oznacovat’ ako uzly grafu, ozn. u;,u,, ..., u,, kde n je pocet uzlov (vrcholov) grafu.
Spojnice medzi jednotlivymi uzlami nazyvame hrany grafu a spojnicu (hranu) medzi uzlom u;

a u; budeme oznacovat’ ako hrana h;.
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Obr.6 Neorientovany a orientovany graf

Majme dva jednoduché grafy (Obr.6), obsahujtce 5 uzlov (u;, u,, us, uy us), ktoré st navzajom
prepojené 7 hranami (%;5, h;3, has, hoy hos, hss, hys). V prvom z nich je zmysel pohybu (tok, pohyb)
uvazovany po vSetkych hranach v obidvoch smeroch, tzn. existuje moznost’ spojenia napr. z uzla u;

do u,, ale rovnako aj z uzla u, do u;.
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Plati:
e Neorientovana hrana - hrana umoziujuca obojsmerny pohyb medzi dvojicou uzlov, ktoré spaja.

e Neorientovany graf - graf, v ktorom st iba neorientované hrany.

V druhom grafe (Obr.6 vpravo) je kazdej hrane jednoznacne priradeny povoleny smer pohybu,
znazorneny Sipkami. Pohyb v fiom je teda uvaZovany iba v smere uréenom Sipkou, napr. iba z uzla
u; do uzla u;, ale v smere opacnom uz nie.

Plati:
¢ Orientovana hrana - hrana umoziujica iba zadefinovany smer pohybu medzi dvojicou uzlov,

ktoré spaja.
e Orientovany graf - graf obsahujtci orientované hrany.

Ciel'om riesenia vacsiny problémov v teorii grafov je urCenie tzv. sledu hran s poZzadovanymi
atributmi.

e Sled v grafe — postupnost’ vrcholov a hran zacinajica konciaca vo vrchole.

NajcastejsSie sa jedna o nasledovné sledy hran:

e Cesta v grafe — cesta medzi uzlom u; a u; je postupnost’ (sled) navzdjom na seba nadvézujucich

hran, ktora zacina v uzle u; a konci v uzle u;.
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e Orientovana cesta v grafe — cesta v orientovanom grafe, reSpektujlica povolenu orientaciu hran.

e Neorientovana cesta v grafe — cesta v orientovanom grafe, neuvazujica s orientaciou hran.

Napriklad, v neorientovanom grafe na Obr.6 existuje medzi uzlom u; a us niekol'ko ciest, napr.
u-uy-uyus alebo u;-uz-ur-us. Ale v orientovanom grafe (Obr.6 vpravo) je prva cesta (u;-uy-uy-us)
sucasne cestou orientovanou, naopak druhé cesta (u;-u3-ur-us) v tom istom grafe predstavuje cestu

neorientovanu (t.j. pohyb z uzla u; do uzla u, nie je vzhl'adom k orientécii hrany povoleny).
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Obr.6 Neorientovany a orientovany graf

Z hladiska homogenity grafického vyjadrenia problému rozoznavame:
o Suvisly graf — graf, v ktorom medzi 'ubovol'nou dvojicou uzlov existuje neorientovana cesta.
e Cyklus — Specidlny typ cesty, ktord zacina a kon¢i v rovnakom uzle (napr. v neorientovanom

grafe podl'a Obr.6 viavo je cyklom napr. cesta u;-u,-usz-u;.
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V realnych ulohach grafy predstavuji vzdy reprezentaciu urc¢itého redlneho systému. Kazdy
prvok grafu, t.j. kazdy uzol a kazda hrana, maju urcita redlnu interpretadciu. Napriklad: cely graf
moze predstavovat’ siet’ distribuicie tovaru — potom uzly budu redlne miesta (sklady, odberatelia,
dodavatelia) a hrany predstavuju cestné spojenie alebo iné vizby medzi tymito miestami.

Kazdej hrane, ako aj kazdému uzlu mo6zeme priradit’ jednu (prip. aj viac) charakteristiku, ktora
nazyvame ohodnotenie hrany / uzla. Pri ohodnoteni hrany sa u grafov najcastejsie jedna o dizku
spojenia medzi jednotlivymi prvkami distribucnej siete (napr. m, km).

Ale uzly a hrany m6zu mat’ aj iné vyjadrenie. Napriklad, v oblasti riadenia projektov — tzv.
sieova analyza, hrany obvykle reprezentujii redlne ¢innosti a uzly predstavuju okamziky zacatia
alebo ukoncenia jednotlivych ¢innosti. Pokial’ hrany grafu predstavuju ¢innosti (tzv. sief’ovy graf),
ohodnotenim najc¢astejSie byva: doba trvania ¢innosti, naklady na realizaciu ¢innosti alebo aj zdroje

pre realizaciu Cinnosti (napr. nasadené pracovné kapacity na jednotlivé ¢innosti v ramci projektu).

V ramci vSeobecnej tedrie grafov sa preto vyuzivaju aj Specialne typy grafov, ako su siet’ovy
graf (siet’) alebo strom.
o Sietovy graf — graf, ktory je stvisly, orientovany, nezdporne hranovo (uzlovo) ohodnoteny,
acyklicky (neobsahujuci cyklus) a obsahujuci dva Specialne uzly — vstup a vystup.
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Vstupny uzol je uzol, z ktorého hrany iba vystupuju (ziadna do neho nevstupuje). Analogicky,
vystupny uzol je taky uzol, z ktorého uz Ziadna hrana nevystupuje (hrany do neho iba vstupuju).

Napriklad, v sieti podl'a Obr. 7 je vstupnych uzlom zrejme uzol u; a vystupnym uzlom uzol us.
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Obr. 7 Sietovy graf
Ohodnotenie cesty v sieti byva najCastejSie realizované ako sucet ohodnoteni hran, ktoré cestu

v sieti tvoria. Napr. ohodnotenie cesty u;-us-uy-us v sieti podl'a Obr.7 sa rovna 6+7+3=16

e Strom — je suvisly, neorientovany graf, ktory neobsahuje ziadny cyklus. Priklad stromu je na

Obr. 8. Je zreymé, ze plati: Medzi kazdymi dvomi uzlami stromu existuje prave jedna cesta
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Obr.8 Strom

V kazdom pripade — ¢i uz sa jedna o graf alebo siet’ — rozoznavame bud’ grafy:

e hranovo ohodnotené — graf v ktorom st vSetky hrany ohodnotené.

¢ uzlovo ohodnotené — graf v ktorom st ohodnotené vSetky uzly.

V tedrii grafov sa vSak zaoberdme najCastejSie hranovo ohodnotenymi grafmi, kde pre
ohodnotenie hrany 4, bude pouzivany symbol y;.
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Prehlad najvyznamnejSich zakladnych pojmov v teorii grafov:

Graf — Utvar skladajlci sa z kone¢nej neprazdnej mnoziny vrcholov a mnoziny hran medzi
tymito vrcholmi.

Neorientovany graf — graf, kde hrany nemaji definovany pociatok ani koniec, t.j. je mozné sa
po tychto hranach pohybovat’ v oboch smeroch.

Orientovany graf - graf, kde kazd4 hrana ma definovany pociatocny a koncovy vrchol, t.j.
umoziuji pohyb iba v jednom smere.

Podgraf grafu — graf tvoreny niektorymi alebo aj vSetkymi vrcholmi pdvodného grafu a len
niektorymi z hran grafu pdvodného.

Multigraf — je Specidlny druh grafu v ktorom st vrcholy u; au; spojené nie jednou, ale
viacerymi paralelnymi hranami.

Acyklicky graf — orientovany graf, ktory neobsahuje cyklus. V kazdom kone¢nom acyklickom
grafe existuje aspon jeden vrchol vstupny a jeden vrchol vystupny. Plati tiez, ze orientovany
graf s k vrcholmi je acyklicky prave vtedy, ked’ je mozné vSetky jeho vrcholy ocislovat’ ¢islami
1,2,3,..., k tak, aby Cisla vrcholov kazdej orhrany 4;; spifiali vztah i <.

Stupen vrcholu — pocet hran incidentnych s danym vrcholom, t.j. pocet hran, ktoré vedu do

zadaného vrcholu.
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10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.
19.

Sled v grafe — postupnost’ vrcholov a hran zac¢inajuca konc¢iaca vo vrchole.

Tah v grafe — sled, v ktorom sa neopakuje Ziadna hrana.

Cesta v grafe — sled, v ktorom sa neopakuje Ziadny vrchol.

Hamiltonovska cesta — cesta v grafe, ktora obsahuje vSetky vrcholy grafu, ale nemusi
obsahovat vSetky hrany.

Eulerov sled — sled obsahujuci vSetky hrany grafu.

Eulerov t'ah — je taky Eulerov sled, v ktorom sa neopakuje ziadna hrana.

Suvisly graf — graf, kde z kazdého vrcholu existuje cesta do kazdého d’alSieho vrcholu grafu.
Nesuvisly graf — je graf, ktory nie je suvisly. Graf sa javi ako ,,rozpadnuty* na viac Casti.

Uplny graf — graf, v ktorom existuje hrana medzi kazdou dvojicou vrcholov grafu (Obr.9a).

n
Pocet hran Gplného neorientovaného grafu je p = (2j , kde n je pocet vrcholov.

Kostra grafu — podgraf, ktory obsahuje vSetky vrcholy povodného grafu a neobsahuje
kruZznicu, t.j. je stromom.

Vstupny vrchol — kazdy vrchol orientovaného grafu, z ktorého hrany iba vystupuju.

Vystupny vrchol - kazdy vrchol orientovaného grafu, do ktorého hrany iba vstupuju.
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0“"9

Obr.9a Uplny graf s piatimi vrcholmi
20. KruZznica — suvisly neorientovany graf, kde z kazdého vrcholu vychadzaji prave dve hrany.

Obr.9b Rozne kruznice s 5 vrcholmi (vietky su podgrafom uplného grafu)

21. Cyklus — silne stvisly orientovany graf, kde z kazdého vrcholu vychadza prave jedna orhrana

a prave jedna orhrana do neho aj vstupuje.
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22. Strom — je suvisly neorientovany graf, v ktorom medzi dvomi vrcholmi existuje prave jedna
cesta , t.j. neobsahuje kruznicu (Obr.9c).

Obr.9c Rozne stromy s 5 vrcholmi (vsetky su podgrafom a aj kostrou uplného grafu 9b)

23. Siet’, siet’ovy graf — orientovany, ohodnoteny, suvisly graf, ktory neobsahuje cyklus a obsahuje
prave jeden vstupny vrchol (z neho orhrany iba vychadzaju) a prave jeden vystupny vrchol
(hrany do neho iba vstupuju).

24. Uloha &inskeho postara — najdenie najkratiej trasy v grafe, ktora obsahuje vietky hrany grafu.

25. Uloha obchodného cestujiiceho — uloha najdenia najkratiej moznej uzatvorenej trasy v grafe,
ktora obsahuje vsetky vrcholy grafu.

26. Uloha optimalneho umiestnenia depa — uloha najdenia vzdialenostne optiméalneho
umiestnenia miesta v grafe, ktoré méze sluzit’ ako stredisko obsluhy pre ostané vrcholy v grafe.
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27. Uloha uréenia minimalnej cesty — tloha, v ktorej hPadiame najkrat$iu cestu medzi dvomi
zadanymi vrcholmi v grafe.

28. Uloha uréenia minimalnej (maximalnej) kostry grafu — uloha, v ktorej hladame taky
podgraf, ktory obsahuje vSetky vrcholy povodného grafu, je stromom a sucet ohodnotenia jeho
hran je minimalny (resp. maximalny).

29. Uloha uréenia maximalneho toku v sieti — tuloha, v ktorej uréujeme maximalny pocet
jednotiek, ktoré je mozné pri reSpektovani kapacit hran v celej sieti prepravit medzi dvomi

zadanymi vrcholmi.
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8.4 Moznosti vyjadrenia grafov a ich vlastnosti, rieSenie grafov

Pokial’ nie je graf prili§ velky (najméd ak nemd prili§ mnoho hrédn), je asi najzrozumitel'nejSim
vyjadrenim jeho grafické znazornenie — ako obrazok. Ak chceme pracovat’ s rozsiahlymi grafmi

alebo ak chceme zadat’ graf do PC je nutné vyuzit’ iné spdsoby vyjadrenia grafov a stuvislosti v nich.

Pravidla pre zakresl'ovanie grafov:
o uzly budu zakreslované ako kruzky s indexom prislu§ného uzla vo vnutri,
e hrany su priame alebo lomené Ciary spdjajuce jednotlivé uzly,
e orientdcia hran je urcend Sipkou, zakreslenou u koncového uzla danej hrany,

e ohodnotenie hrany je vyjadrené Ciselnou hodnotou uvedenou pri hrane.

Moznosti popisu grafov a vizieb v nich

1. Zoznamy vrcholov a hrdan

Mnozina vrcholov: popisand jednoduchym vymenovanim (zoznamom) prvkov. MnoZina hrén:
popisana zoznamom trojic tvorenych menom hrany a jej pociatocnym a koncovym vrcholom. Ide v
podstate o uplny popis grafu podla jeho definicie. Neorientované grafy popisujeme formalne

rovnakym spdsobom ako orientovang, ale poradie vrcholov jednotlivych hran volime 'ubovolne.
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Napriklad, graf podl’a Obr.10 mézeme vyjadrit’ nasledovne:
- Mnozina vrcholov -V = {1, 2, 3, 4, 5}
- Mnozina hran - H= {A,1,2 ; B,1,3; C,2,3 ; D,2.4 ; E,2,5; F.,3.5 ; G,4,5}

——

b

r’zh D
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L8, oI

Obr.10 Orientovany graf

2. Zoznam vrcholov a zoznamy okolia vrcholov

Ide o uspornejsi variant predchadzajiiceho spdsobu. Mnozina vrcholov je opit popisana
zoznamom prvkov, ale hrany su popisované po skupinach: pre kazdy vrchol X je vzdy uvedeny
zoznam mnoziny hran, ktoré v tomto vrchole zac¢inaju. Kazda hrana je potom popisand iba svojim
menom a koncovym vrcholom alebo pociatocny vrchol X je pre celt skupinu hran spolo¢ny.
- Mnozina vrcholov -V = {1, 2, 3, 4, 5}
- MnozZina hran — H = {1-A,B ; 2-C,D,E ; 3-F ; 4-G}
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3. Matica susednosti
Nech G je orientovany graf. Ak zvolime (l'ubovol’ne, ale pevne) poradie jeho vrcholov u;; u;,
..., U, mozeme grafu G priradit’ tzv. maticu susednosti M¢ radu n a to predpisom v tvare:

my; = pocet hran veducich z vrcholu i do vrcholu j.

h:
Uuj u;
hi
Graf  hs hs
H h4 :
us hs Uy

Obr.11 Orientovany graf G a neorientovany graf H

Pre neorientované grafy definujeme maticu susednosti Mg predpisom
my;= pocCet hran spajajucich vrcholy i a j.
Matica susednosti neorientovaného grafu je vZdy plne symetricka: m; = mj;; pre vSetky i, j.

Pre graf G a graf H podl'a Obr. 11 potom dostaneme matice susednosti Mg a My v tvare:
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Obr.11a Matice susednosti pre orientovany graf G a neorientovany graf H

4. Matica incidencie

Nech G je orientovany graf bez cyklov (sluciek). Ak zvolime (I'ubovolne, ale pevne) nielen
poradie vrcholov u;, u,, ..., u,, ale aj poradie hran h;; h,, ..., h,,, mdézeme grafu G priradit’ tzv.
maticu incidencie B (Casto aj ako inciden¢na matica) typu (n,m) pravidlom v tvare:
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, akuy; je pociato¢nym vrcholom hrany h;
b, =4 -1, aku, je koncovym vrcholom hrany h;
0, v ostatnych pripadoch

1 1 0 0 0 -1
-1 -1 1 -1 0 O
0o 0 o 1 1 1
0 0 -1 0 -1 O

Pozndmka: kazdy stipec obsahuje prave jednu 1 a jednu -1 a siicet hodnét v i-tom riadku je rovny rozdielu poctu hran do uzla

Inciden¢nd matica grafu Gz Obr.1laje B, =

vstupujiicich a vystupujiicich, tj. d* (u,)—d (u,).
Pre neorientované grafy (bez sluciek) sa incidencna matica definuje pravidlom
~ { 1 aku, je incidentny s hranou h;
Y 0 v ostatnych pripadoch

I 1.0 0 01

. . ) I 1.1 100
Inciden¢nd matica grafu Hz Obr.11bje B, =

0 001 11

0 01 010

Pozndmka: sicet hodnét v i-tom riadku je rovny d(v;) a kazdy stlpec obsahuje presne dve jednotky (pocet uzlov tvoriacich hranu).
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Najcastejsie sa vSak vyuziva zapis, kedy incidencénd matica ohodnoteného grafu svojimi
prvkami priamo vyjadruje aj hodnoty priradené jednotlivym hrandam. Napriklad graf na Obr.12.

Vs
0 12 7 N 8)V
12 0 4 10 15| V;
B=|7 4 0 3 N|V;
10 3 0 20| V4
8 15 N 20 0 ) Vs

Vi V, V3 V; Vs

Obr.12 Ohodnoteny graf a jeho incidencna matica.

Poznamka: Pokial hrana medzi vrcholmi neexistuje, do incidencnej matice bud’ nenapiseme nic¢ alebo (pre niektoré pocitacové
algoritmy) je vkladana velmi vel'ka hodnota (symbol N).
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8.5 Algoritmy pre prehPadavanie grafov

Utelom tzv. prehPadavania grafov je zistovanie dostupnosti, t.j. zistovanie, do ktorych
vrcholov grafu urované cesty zo zadan¢ho vychodiskového vrcholu vedu a obvykle vedie aj k
ndjdenie takychto ciest (MIN - najkratSich resp. MAX — najdlhSich).

Prehladavat’ graf, zadany graficky je mozné aj ,,ru¢ne®, ale ak je graf vel’ky a neprehladny, je
dobré poznat’ vhodny systematicky postup, inak mézeme chybovat. Ak chceme graf prehladavat
automatizovane (PC) je systematicky spdsob prehl'adavania grafov tiplne nevyhnutny.

Uvedieme 4 spdsoby prehl'ad4vania (iba ich ndzvy a princip sposobu prehl'adavania), ktoré st
vhodné a charakteristické hlavne pre hl'adanie ciest v orientovanych grafoch.

1. Znackovanie vrcholov - vrcholom grafu prirad'ujeme znacky a ak ma vrchol znacku, znamena
to, Ze do neho cesta z vychodiskového vrcholu 7 vedie.

1. [Inicializacia] Oznackujeme vychodiskovy vrchol r, ostatné vrcholy su bez znaciek.
11. [Vyber hrany] Vyberieme lubovolnu hranu h, ktorej pociatocny vrchol ma znacku a koncovy
vrchol nie. Ak taka hrana neexistuje, vypocet konci.

111. [Znackovanie] Oznackujeme vrchol K, (h) a pokracujeme vo vypocte podla kroku 2.
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2. Zapamitavanie ciest, strom najdenych ciest — informécia o tom, ze do vrcholu vedie blizsie
neurcena cesta z vychodiskového vrcholu, obvykle nepostacuje. Chceme vediet’ aj to, kadial
takato cesta vedie. K tomu sta¢i vzdy po oznackovani vrcholu mu eSte navySe priradit’ jednu
hodnotu Odkial(K,(h) := h, kde h je hrana vybrana v kroku 2 — tzv. predchodca. Takto doplneny
algoritmus oznackuje vsetky dostupné vrcholy a zaroven si zapamitd hodnotu prechadzajuceho
vrcholu. Cestu do oznackovaného vrcholu u # r je moZzné po skonceni znaCkovacieho algoritmu

'ahko ngjst’ spatnym postupom pomocou hodnoét prechodcov.
Uvedeny princip tvori aj teoreticky zéklad jednej z metod, tzv. Dijkstrovho algoritmu.

3. Prehladavanie grafu do hibky — je mozné si predstavit’ ako prieskum grafu cestovatelom, ktory
cestuje po hranach grafu a vracia sa désledne tou istou cestou, po ktorej prisiel. Princip: postup
rieSenia v grafe, pri ktorom je v kazdom kroku z naposledy navs$tiveného uzla vybratd jedna
hrana, ktorou postupujeme d’alej. Uzly a hrany, ktoré uz boli spracované, vhodne oznacime.
Pokial’ d’alSia vybrand hrana vedie do uz oznaceného uzla, nie je v d’alSom kroku pouzita. Pokial’
z daného uzla uz nevedie hrana k Ziadnemu nenavstivenému uzlu, je potrebné sa o vratit’ o jeden
krok spat’ a sktsit’ ini neoznacent hranu. Postup prehl'addvania konci, ak st uz oznacené vsetky
uzly. Tento postup odpovedd hl'adaniu cesty v bludisku pomocou tzv. Ariadninej nite. Je to teda
dobry navod, napr. ako sa chovat’ v bludisku a hl'adat’ cestu von.
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4. Prehladavanie grafu do Sirky — predstavme si to tak, ako keby graf stiCasne preskimaval velky
pocet prieskumnikov, ktori ,,po hladinach* postupne ,,zaplavuja* dostupnt €ast’ grafu. Princip:
v kazdom kroku vyberd v navStivenom uzle vSetky hrany, ktoré zneho vedii do uzlov zatial
neoznacenych. Pouzité hrany aj novo navstivené uzly st vhodne oznadené. Pre kazdy znovo
oznacenych uzlov sa potom vyberaju hrany vedice do eSte nenavstivenych uzlov. Postup
prehl'addvania kon¢i, ak su navstivené vSetky uzly. Na prehl'adavani do Sirky je pozoruhodné to,

ze vedie k najdeniu najkratSich ciest, t.j. ciest s najmensim po¢tom hran.
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8.6 Typické ulohy rieSené v ramci teorie grafov

V ramci tedrie grafov rozliSujeme tieto typické optimalizané problémy:

1. Optiméalne spojenie miest = uréenie minimalnej (maximalnej) kostry grafu.
2. Optimalne (najkratSie, minimalne) cesty v grafe = urcenie minimalnej cesty.
3. Optimalne toky v grafoch = urcenie maximalneho toku (priepustnosti) v sieti.

4. DalSie ulohy, napr. uloha obchodného cestujuceho, uloha optimélneho umiestnenia depa iné.

8.6.1 Optimalne spojenie miest

Pod optimdlnym spojenim miest rozumieme rieSenie Ulohy urCenia tzv. minimalnej kostry
grafu. Ide o ngjdenie takého podgrafu v pdvodnom grafe, ktory: bude obsahovat’ vietky uzly, tvorit’

strom a zdroveri bude mat’ minimdlny sucet ohodnoteni hran, ktoré strom tvoria.

Aplikacie: navrh spojenia medzi uzlami v danej lokalite tak, aby medzi kazdou dvojicou uzlov
existovala nejakd cesta. Priklad: budovanie rozvodov telefonnych, pocitacovych, energetickych
a inych sieti v budove, areadli ¢i meste; plan zimnej udrzby komunikdacii, apod. Ide o pripady, ked’ je
potrebné zachovat dostupnost vetkych vrcholov pri minimdlnej sihrnnej dizke potrebnych hrdn.

Ucelom rieSenia je, aby celkovd dizka spojenia (napr. potrubie, kdbel a pod.) bola ¢o najkratsia.
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Analyza problému:
Majme graf G = (V,H) sohodnotenymi hranami. Ulohou je vybrat zmnoziny H taku

podmnozinu hrén, aby:
o 7 kaZdeho vrcholu existovala cesta do kaZdého iného vrcholu,

e sucet ohodnoteni vybranych hran bol minimdlny (resp. maximdalny).

Bolo by mozné dokazat’, Ze kostra grafu s n vrcholmi vzdy obsahuje (n-1) hran.

Zakladny algoritmus pre hladanie kostry grafu je jednoduchy. Sled hran tvoriacich kostru
grafu vyberame tak, Ze postupne vyberdme hrany s najniz§im (resp. najvyssim) ohodnotenim tak,
aby ziadna prave zarad’ovana hrana nevytvorila s l'ubovolnymi, uz vybranymi, hranami kruznicu

(cyklus). Po n-1 Gispesnych vyberoch hran je minimalna / maximalna kostra jednoznac¢ne urcena.

Algoritmus hl'adania minimalnej kostry grafu:

2. Vkazdom dalsom kroku vidy vyberieme dalsiu hranu s minimdlnym ohodnotenim tak, aby

netvorila cyklus s uz skor vybranymi hranami.
3. Druhy krok opakujeme az do vyberu celkového poctu (n-1) hran, ktorée budu tvorit hladanu

minimdlnu kostru grafu.
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Kostra (strom) suvislého grafu - taky suvisly podgraf, ktory obsahuje vSetky vrcholy grafu a
neobsahuje pritom uzatvoreny okruh.

Minimalna kostra grafu — kostra grafu, v ktorej je sucet ohodnoteni hrdn minimalny.

Uloha: najdenie vzajomného prepojenia medzi vietkymi vrcholmi tak, aby stéet ohodnoteni
hran zaradenych do tohto prepojenia bol minimélny. Zadany neorientovany suvisly graf, vSeobecne
s n vrcholmi a 4 hranami, musi vak spifiat’ podmienku

(s3]
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Priklad 1: Pre graf podla obr.13 ndjdite minimdlnu kostru.

Riesenie:

Vi

6 | v,

(4)| 8 | Vs

g

6 1(3)|(5)] v,

8 |47 103)]|vs
128 10] 7 (@)]vs

i
V;

Obr.13 Minimalna kostra grafu a jej incidencna matica.
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Komentar k rieSeniu:

Pocet vrcholov u=6, pocet hran ~A=13. Z hodno6t ocenenia hran v grafe (inciden¢nej matice)
vyplyva, Ze dve hrany s minimalnym ohodnotenim su hrany 4,, = 3 a hys = 3. Stanl sa sucast’ou
minimalnej kostry.

Dalgie hrany v poradi podl'a velkosti st /3 = 4, hys = 4 a hss = 4, z ktorych je potrebné
vyradit’ hranu /,s, pretoze s hranami 4,, a h,5 vytvara okruh. Do minimalnej kostry je naopak mozné
zaradit’ hrany /4,3 a hsg.

Doteraz sme do miniméalnej kostry zaradili 4 hrany. Nakol'ko (n—1) = 5, je potrebné zaradit’ do
kostry grafu eSte jednu hranu, vyhovujicu zadanym podmienkam. Takou méze byt hrana 4,; = 5,
ktord je oproti doteraz zaradenym najbliz§ia vicSia a pritom s doteraz zaradenymi hranami
nevytvara okruh. V tomto momente je uloha vyrieSena, tzn., dostdvame:

Minimalnu kostru tvoria hrany (h;3, hz4 hss hys a hsg) a jej hodnota je rovna stctu hodnot
uvedenych hran, tzn. MK=4+3+5+3+4=19.

Analogicky je mozné urovat’ aj maximalnu kostru grafu, ak postup pri vyberani hran k
zaradeniu do kostry sa obrati a hrany sa zoradia od maximalnej nestupajtco.
Priklad na Optimalne spojenie miest, str.177.
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8.6.2 Optimalne cesty v grafe

N4éjdenie najkratSej cesty v grafe medzi dvomi uréenymi uzlami je jedna zo zékladnych uloh
teorie grafov. Ulohou je najdenie najkratsej cesty v grafe = uréenie najkratiieho spojenia medzi
zvolenou dvojicou miest. Ulohu je moZné riesit’' v orientovanom aj neorientovanom grafe.

Napriklad: siet’ komunikacii, kde uzly predstavuji miesta (krizovatky), hrany predstavuji
spojnice medzi tymito miestami a ohodnotenie hran méze odpovedat’ vzdialenosti medzi miestami.

Aplikacie: jedna z najrozsirenejsich aplikdacii teorie grafov, napr. pre volbu vhodnej trasy

z miesta A do miesta B.

Analyza problému:

Majme graf G=(V,H) s ohodnotenymi hranami. V grafe sii ur¢ené dva r6zne vrcholy u;eV a
u eV, u; #u,. Ulohou je najst’ minimalnu, t.j. najkratsiu, cestu z vrcholu »; do vrcholu u;.

Pokial' v danom grafe (dopravnej sieti) vyrieSime tlohu urcenia minimalnej cesty pre kazda
dvojicu vrcholov grafu, ziskame tzv. maticu najkratsich vzdialenosti. Prikladom mozZe byt tabul'ka
v takmer kazdom Autoatlase, kde je matica najkratSich vzdialenosti pre cestnu siet, kde vrcholy
tvoria vybrané vacSie mestd. Obvykle je zndzornend iba v tzv. trojuholnikovom tvare, t.].

predpoklada sa jej symetrickost’ a preto je zrejmé, Ze bola rieSena na neorientovanom grafe.
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Uvadza sa viac algoritmov pre optimalne cesty v grafe. NajCastejsie ide o urCenie:
Najkratsej vzdialenosti 7 daného vrcholu do vrcholu ciel’ového (obvykle ziskavame informacie
o najkratSich vzdialenostiach do vSetkych ostatnych vrcholov dan¢ho grafu. Inak povedané: ide
o vypocet jedného riadku matice najkratSich vzdialenosti.
Kompletnej matice vzdialenosti, t.j. udaje o najkratSich vzdialenostiach z kazdého vrcholu do
kazdého d’alSieho vrcholu daného grafu, t.j. medzi vSetkymi vrcholmi navzajom.

NajcastejSie typy uloh pre vyhl'adanie najkratSej orientovanej cesty:
Z. urceného vychodiskového vrcholu cez vSetky ostatné a spit’ do vrcholu vychodiskového.
Z urceného vychodiskového vrcholu do zadaného cielového vrcholu.
Z urceného vychodiskového vrcholu do kazdého d’alSieho vrcholu grafu.
Z kazdého vrcholu grafu do zadaného ciel’ového vrcholu.

Medzi v§etkymi moZnymi dvojicami vrcholov navzajom.
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A. Minimalna okruZna cesta v grafe

Formulacia problému: prejst’ z uréené¢ho vrcholu #plného neorientovaného grafu cez vsetky
jeho vrcholy a vratit’ sa do vrcholu pociato¢ného tak, aby prejdend draha (t.j. sucet ohodnoteni
vyuzitych hran) bola miniméalna. Takejto ceste hovorime aj Hamiltonovska kruZnica.

Zatial' nebola definovana exaktna metoda, ktora by zaruCene poskytla optimalne rieSenie.
Ulohy malého rozsahu rie§ime ako kombinatorické problémy, napr. metéda rozhodovacieho stromu
(preskumat’ vSetky moznosti ciest a vybrat' cestu s minimalnou hodnotou) alebo vyuzit metédu
,» Vetvenia a hranic*, ktora zo vSetkych kombinacii moznych ciest vybera iba perspektivne.

Vhodny algoritmus (nie vzdy vSak zabezpeci optimalne rieSenie, iba ,,dobré a pripustné®), je
metoda najblizSieho suseda. Je vhodna aj pre rieSenie rozsiahlych grafov alebo pre urcenie
vychodiskového rieSenia pre metddu vetvenia a hranic.

Slovné vyjadrenie praktického vypoctového postupu:
1. Zostavit' incidencnu maticu grafu (ten musi byt uplny), inak nemozno zaistit' navrat do
vychodiskového vrcholu (VV).

2. V riadku VV ndjdeme minimalnu hodnotu hrany (najblizSieho suseda) a poznacime si stlpec
(vrchol), v ktorom sa min. hodnota hrany nachadzala.
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3. Prejdeme do riadku odpovedajucemu urcenému najblizsiemu vrcholu.
4. Pokracujeme krokom 2, pokial takto neprejdeme vsetky vrcholy. Musime pritom kontrolovat, aby
sme sa do Ziadneho vrcholu nedostali dvakrat.

5. Po prejdeni vsetkych vrcholov sa vratime (uz jednou moznou cestou) do V'V.

Priklad 2: Pre graf podla obr.14 najdite

minimalnu okruznu cestu.

Riesenie:

Obr.14 Okruzna cesta v grafe — zadanie grafu.
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Za vychodiskovy vrchol minimalnej cesty zvol'me napr. vrchol V.

Tab.3 Okruzna cesta v grafe — incidencna matica ulohy.

Vrchol 1 2 3 4 5 6
1 0 6 4 6 8 12
6 0 8 3 4
3 4 8 0 S 7 10
4 6 3 5 0 3 7
5 8 4 7 3 0 4
6 12 8 10 7 4 0

Komentar k rieSeniu:

Minimdalna hrana v prvom riadku je /;; = 4, preto ju zaradime do MOC a prejdeme do 3.
riadku, odpovedajucemu vrcholu Vj. V riadku V3 je minimalna hodnota hrany 43, = 4, ale tato
hranu nie je mozné vyuzit', pretoze by sme sa vratili do V,, ale este neboli prejdené vsetky vrcholy.

Dalgia najbliZ§ia je preto hrana /3, = 5 (MOC pokraduje do vrcholu V). V riadku V, si okrem
hodnoty v prvom stipci ,,zakdZeme“ aj hodnotu v stipci trefom a preto za najblizsieho suseda

zvolime V,, pretoze h,, = 3. Takto pokracujeme d’alej a postupne do MOC zaradime aj hrany /4,5 =
4, h56 = 4ah61 =]2.
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Vysledok: minimalna okruzna cesta prechadza vrcholmi V- V3-V, -V, -Vs5-Vs-V;ajej
hodnota (tvorena suctom odpovedajucich hran) bude z=4+3+5+4+4+ 12 =32,
Zaver: do MOC musela byt v poslednom kroku zaradena aj uplne najdlhSia hrana hs; = 12,

tzn. ur¢end MOC s velkou pravdepodobnost'ou nie je tym najlepSim — optimalnym — rieSenim.

Uloha MOC je formalne podobna matematickému modelu priradovacej ulohy. Ak v kazdom
riadku a stipci vyberieme jednu hodnotu (hranu) a budeme akceptovat’ aj podmienky uréujiice
okruznt cestu potom podstatou rieSenia mdze byt’ aj matica ,,redukovanych sadzieb* (hodnét hran),
ktoru dokazeme vytvorit’ uz postupom znamym z prirad’ovacej tlohy. Takto dostaneme Tab.4.

Tab.4 Matica redukovanych sadzieb pre okruznu cestu.

Vrchol 1 2 3 4 5 6
1 - 2 0 2 4 (8)7 r=2
2 3 - 5 0 1 (5)4 r=1
3 0 4 - 1 3 (6)5 r=
4 3 0 2 - 0 43 r=2
5 5 1 4 0 - (HO0 r=
6 8 4 6 3 0 r=3
r=23 r=1 r=2 r=1 r=1 r=23
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Po riadkovej redukcii sa nepodarilo ziskat nulovi redukovanu sadzbu v Siestom stipci. V
Tab.4 je uz nulova sadzba v kazdom riadku aj stipci. Daldim krokom je najdenie takého sledu hran,
ktory bude vyhovovat’ podmienkam okruznej tlohy a zéarovenl bude obsahovat’ ¢o najviac hrén s
nulovym redukovanym ohodnotenim alebo ohodnotenim najbliz§im vys$sim.

Ak obdobne ako u Vogelovej aproximacnej metody (VAM), ur¢ime aj rozdiely v riadkoch a
stipcoch (¢isla r vedla tabulky) zistime, Ze prednostne by sme mali vyuZit hrany hgs a hs; (pretoze
ich nevyuzitie by zmenilo hodnotu ucelovej funkcie ,,nepriaznivym smerom‘ najviac). Mame teda
pokryté cesty medzi vrcholmi Vs - Vs a Vs - V), to st pre nés tzv. perspektivne hrany. Do vrcholu Vi
(ak vylucime /54) je mozné sa dostat’ z vrcholu V), alebo V', a do vrcholu V; z vrcholu V.

To nam uZ poskytuje pripustny sled vrcholov v tvare
Vi-V2-Vs-Vs-Vy-V3- V4

ktory stcasne vyhovuje ur€enym podmienkam pre okruznu cestu. Hodnota ucelovej funkcie (po

dosadeni hodndt hrén z pdvodnej incidenénej matice) je uz minimalna a plati

z=hy+hy+hgs+hsy+hyz+h;;=6+8+4+3+5+4=30

Poznamka: Podobnymi kombindciami by sme v tomto pripade mohli ziskat aj dalsie varianty minimalnej okruznej
cesty (napr. V- Vs-Vy-Vs-Vs-V,-V;) s rovnakou hodnotou UF.
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Pre ulohy mens$ich rozmerov je mozné najst optimalne rieSenie okruznej cesty v grafe aj
metddou Vetvenia a hranic, aplikaciou ktorej preskimavame viaceré (ale iba tzv. perspektivne)
kombinacie sledov hran. Za optimalne rieSenie potom zvolime sled hran tvoriaci okruznu cestu s

najnizSou hodnotou ucelovej funkcie.

Priklad na najkratSiu cestu v grafe: str.173
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B. Minimalna cesta v grafe

Vyhladanie minimdlnych ciest v grafoch patri medzi najvyznamnejsie tlohy v TG. Minimalne

cesty v grafe (MC) je pritom mozné urovat’ v grafoch orientovanych, ako aj neorientovanych.

NajcastejSie sa jednd o miniméalne cesty:
o Z jedného definovaného vrcholu grafu do d’alSieho urceného vrcholu grafu.
e Z jedného urceného vrcholu grafu do vsetkych ostatnych vrcholov grafu.

o Medzi v§etkymi vrcholmi grafu navzdjom.

V literature je uvadzanych viac algoritmov s roznou efektivnostou a s roznymi obmedzeniami.
Od zékladnej verzie metody Forda a Fulkersona, urCenej pre orientované grafy a vyzadujucej
Specialne Cislovanie vrcholov, cez jej Dantzigovu modifikaciu, vhodnu aj pre neorientované grafy,
az po metédu Floydovu, urcentl pre hl'adanie minimélnych ciest medzi vSetkymi vrcholmi grafu

navzajom.

My ako zékladni metddu pre urcenie minimalnych ciest (MC) medzi jednym vopred ur¢enym
vychodiskovym vrcholom a vSetkymi ostatnymi vrcholmi grafu (prip. medzi dvoma definovanymi
vrcholmi) uvedieme algoritmus Dijkstrovej metody a ako vhodny postup pre hl'adanie ciest medzi

vSetkymi vrcholmi v grafe navzajom uvedieme tzv. metédu s¢itania v matici.
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Dijkstrova metoda

Uvedeny algoritmus hl'adania MC v grafe je zaloZeny na tvrdeni:

AKk existuje MC medzi vrcholmi V, a Vy a vrchol V; na nej lezi, potom minimalna cesta
medzi vrcholmi V;, a V; je suc¢ast’ou minimalnej cesty medzi vrcholmi V, a V..

Princip rieSenia: Kazdému vrcholu v jednotlivych krokoch rieSenia priradujeme 2 hodnoty
a to: MC = hodnota minimalnej cesty a ST = stav vrcholu (mdze byt iba trvaly alebo docasny).

V kazdom kroku rieSenia potom vzdy jeden vrchol ur¢ime za tzv. vrchol pracovny V,,.

Algoritmus hl'adania minimélnej cesty v grafe:

1. [Iniciacia premennych]: urcenému pociatocnému vrcholu cesty priradime hodnotu MC, = 0 a
stav trvaly (ST,=T). Znamena to, Ze zvoleny pociatocny vrchol je uZ sucastou minimdlnej cesty.
Ostatnym vrcholom priradime hodnota MC; = N (o) a stav docasny (ST; = D). Pociatocny vrchol
zvolime za vrchol pracovny V, =V,

2. [Minimdlna cesta]: Ak je pre lubovolny vrchol minuld hodnota MC; vicSia ako sucet minimalnej
cesty vrcholu pracovného MC,, a hrany hy,; (t.j. z vrcholu V. do vrcholu V)) priradime do hodnoty
MC; hodnotu suctu MC,, + hy, ;. Znamend to: ak je MC; vicsie ako Mc,, + h,,.;, potom

MC; =MC,, + h,,,.
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V inom pripade ponechdame povodnii hodnotu MC;
Takto aktualizujeme hodnotu MC pre vSetky vrcholy a najdeme vrchol V;, pre ktory je uvedeny
sucet minimalny
MC,, + h,.; - MIN.
Tomuto vrcholu urcime status trvaly a zvolime ho za novy pracovny vrchol. Urcena hodnota
MC; pre tento vrchol uz obsahuje hodnotu minimalnej cesty z vrcholu pociatocného do vicholu j.

3. [Opakovanie vypoctu]: Iteracny postup opakujeme, pokial urceny koncovy vrchol V. (pri min.
ceste medzi dvoma vrcholmi) alebo vSetky vrcholy grafu (pri min. ceste z urceného vrcholu do
vSetkych ostatnych vrcholov) nenadobudnu status ,,trvaly “. V takom pripade uz vo vektore MC budu

ulozené minimalne cesty pre vSetky (alebo niektoré) vrcholy grafu.
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Priklad 3: Dijkstrovou metodou urcte minimdalnu cestu z V; do Vg pre graf zadany na Obr.15.

Riesenie: v, Vi

Obr.15 Minimalna cesta v grafe.
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Tab.5 Incidencnd matica grafu z obr.15

Vil711 |6 |N|I1|9|N
Vo4 |N|7|10[16| N
Vil 2 |12] 8 |10 N

Vual 9 [14] 2 |12

Vsl 6|7 |8

vl2 |1

V-1 4

Vs

Podl'a uvedeného postupu bude inicializacia premennych podl'a tab.6a.

Tab.6a Minimdlna cesta v grafe Dijkstrovou metodou — inicializacia.

Krok Vrchol 1 2 3 4 5 6 8

MC 0 N N N N N N

0. Stav T D D D D D D
Vpr =V,

Ak ku hodnotam MC,,=MC,;=0 pripo¢itame hodnoty existujucich hran z vrcholu V, dostaneme

novy itera¢ny krok, s hodnotami podl'a zab.6b.
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Tab.6b Minimalna cesta v grafe Dijkstrovou metodou — prvy krok riesenia.

Krok Vrchol 1 2 3 4 5 6 7 8
MC 1 )i 1 1 1
1. 0 7 1 6 N 11 9 N
Stav T D T D D D D
Vpr = V3

Minimalna hodnota stictu MCi+ hy,; je v tretom stipci, preto bude MCs = 1, vrchol V5 ziska
status ,.trvaly* a zvolime ho za vrchol pracovny (V. = V3).
Poznamka: V pravom hornom rohu vektora MC su c¢isla vrcholov, z ktorého sme MIN cestu ziskali.

Rovnako postupujeme d’alej. Vysledky po jednotlivych krokoch st suthrnne uvedené v tab.6c¢.

Tab.6c Dijkstrova metoda - dalsie kroky riesSenia.

Krok | Vrchol 2 3 4 5 6 8 Vor
3 1 3 3
2. MC 5 1 3 13 9 N V4
Stav D T T D D D
3 1 3 4
3. MC 5 1 3 12 9 15 V,
Stav T T T D D D
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3 i 3 4 3 4
MC 0 5 1 3 12 9 5 15 | v,
Stav T T T T D D T D

3 1 3 4 7 4
MC 0 5 1 3 12 7 5 9 | v
Stav T T T T D T T D

3 1 3 4 7 4
MC 0 5 1 3 12 7 5 8 | vi
Stav T T T T D T T T

Pre zadantu ulohu (ndjst’ minimalnu cestu medzi vrcholmi V; a V) by bolo mozné rieSenie uz

ukoncit, pretoze vrchol Vy ziskal status ,, T-trvaly*.

Siedmy krok vykoname iba preto, aby sme ziskali aj minimélnu cestu do vrcholu Vs a ziskame

tak maticu vSetkych MC z vychodiskového vrcholu V; do vSetkych d’al§ich vrcholov grafu.

MC

0

5

3

1

1

3

3

[y

2

4

7

7

5

4

Stav

T

T

T

T

i

T

T

Hodnoty minimalnych ciest do prislusnych vrcholov st uloZené vo vektore MC.
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Identifikaciu sledu vrcholov v minimalnych cestach: Pre urCenie vrcholov, cez ktoré ur¢ena
MC vedie je vhodné pri kazdom kroku rieSenia ukladat’ po€iatocné vrcholy hran, z ktorych prislusné
minimalne suéty vznikali (vid’. malé cisla v pravom hornom rohu policok MC). Spitne potom
mozeme urcit’, ze do vrcholu Vg viedla cesta z vrcholu Vi, do neho z vrcholu V5 atd’. postupne cez

vrcholy V4 a V3 az do pociato¢ného vrcholu V.
Hladanym rieSenim je miniméalna cesta V; — V; — V,— V, — Vs - Vg s hodnotou rovnou suctu
sledu prislusnych hran z minimalnej cesty a dostaneme MC__ =h,,+h,,+h,, +h,, +h,=8.

Metoda séitania v matici

Na obdobnom principe pracuje aj algoritmus tzv. metody scitania v incidencnej matici.
Metoda je vhodna pre uréovanie MC v grafe medzi vSetkymi vrcholmi v grafe navzajom. Je to opat’

metoda iteracna a jej postup je nasledovny:

1. Pre urcenie poctu potrebnych iteracnych krokov pre dosiahnutie optimdalneho rieSenia je nutné

vyjadrit’ suvis medzi poctom hran (,,ph ) MC a poctom iteracii (,,pi“) pomocou vztahu
ph<n—-1<27

kde n je pocet vrcholov grafu.
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2. Za vychodiskovu (nultu) iteraciu povazujeme uplnu incidencnu maticu ulohy.
3. Na miesto kazdého nového prvku matice cij(p), pre p=1,2,...,pi zapiseme min. hodnotu suctov (cy

+ cy) pre k=1,2,....n, ale iba ak je jeho hodnota je menSia ako pévodny prvok cy, t.j. ak plati vztah

(p)

Cjj

= m:n(cl.kJrckj )

tzn. ak cij(p) je mensie ako ¢; "™V,

Priklad 4: Metodou scitania v matici najdite vsetky MC v zadanom grafe medzi vsetkymi vrcholmi

navzajom. Graf je zadany incidencnou maticou podla Tab.7.

RieSenie: Tab.7. Incidencna matica grafu z obr.15

vil7]1]6|N]11]9|N
Vv, 4| N|7[10/16|N
V|2 112/ 8|10/ N
vy o142 12

Vsl 6|78
vl 2|1
V.| 4

Vs
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Potrebny pocet iteracii pre ziskanie optimélneho rieSenia:
2}>7 = pi=3.
Poznamka: Podobne ako u Dijkstrovej metody, v pravych hornych rohoch policok incidencnej matice su postupne
zaznamendavané vrcholy, cez ktoré prislusna minimalna cesta vedie.
Vyssie uvedenym postupom (podobny postupu pri ndsobeni matic) je mozné urcit’ vsetky
hodnoty inciden¢nej matice nielen pre 0.iteraciu, ale aj pre vSetky d’alSie pi = 3 iteracie.

Tab.7a Minimalna cesta v grafe metodou scitania v matici — (.iterdcia.

\4 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 7 1 6 N 11 9 N
2 7 0 4 N 7 10 16 N
3 1 4 0 2 12 8 10 N
4 6 N 2 0 9 14 2 12
5 N 7 12 9 0 6 7 8
6 11 10 8 14 6 0 2 1
7 9 16 10 2 7 2 0 4
8 N N N 12 8 1 4 0
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Tab.7b Minimalna cesta v grafe metodou sc¢itania v matici — 1.iterdcia.

Vrchol 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 5 1 3 ’ 13 9 8 12
3
2 5 0 4 6 7 10 12 11
3 1 4 0 2 11 8 4 9
4 3 6 2 0 9 4 2 6
5 13 7 11 9 0 6 7 7
6 9 10 8 4 ' 6 0 2 1
7 8 12 4 2 7 2 0 3
8 12 11 9 6 ' 7 1 3 0

Pri vychodiskovej matici O.iteracie neexistovali cesty medzi 5 x 2 vrcholmi navzijom, ale uz

po 1. iteracii madme vzajomné cesty medzi vSetkymi vrcholmi grafu. Zatial’ vSak nie su optimdlne.
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Tab.7¢c Minimalna cesta v grafe metodou scitania v matici — 2.iteracia.

1 2 3 4 ) 6 7 8
3 3 2,3 3, 4,7 3,4 3, 4,7
0 5 1 3 12 7 5 9
3 3 4,3 6
5 0 4 6 7 10 8 11
2 4,7 4 4,7, 6
1 4 0 2 11 6 4 7
3 3 7 7,6
3 6 2 0 9 4 2 5
2,3 2 6
12 7 11 9 0 6 7 7
3,4 4,7 7
7 10 6 4 6 0 2 1
3,4 3,4 4 6
5 8 4 2 7 2 0 3
3,47 6 47,6 7,6 6 6
9 11 7 5 7 1 3 0
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Tab.7d Minimalna cesta v grafe metodou scitania v matici — 3.iterdcia.

\ 1 2 3 4 5 6 7 8
3 3 3,4 3,4,7 3,4 3,4,7,6
1 0 5 1 3 12 7 5 8
3 3 3,4 6
2 5 0 4 6 7 10 8 11
2 4,7 4 4,76
3 1 4 0 2 11 6 4 7
3 3 7 7,6
4 3 6 2 0 9 4 2 5
3,4 2 6
5 12 7 11 9 0 6 7 7
3,4,7 4,7 7
6 7 10 6 4 6 0 2 1
3,4 3,4 4 6
7 5 8 4 2 7 2 0 3
3,4,7,6 6 4,76 7,6 6 6
8 8 11 7 5 7 1 3 0

Pri porovnani incidenénych matic po 2. a 3.iterdcii vidime, Ze pri 3.iteracii sa zmenila uz iba

hodnota MC medzi (podl'a indexov) ,,najvzdialenejSimi‘ vrcholmi V a V.
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VSeobecny matematicky model ulohy minimalnej cesty — ako model dlohy LP

Uvazujme vSeobecne zadani siet, tvoreni mnoZzinou vrcholov V, mnozinou hran H a
incidenciou definovanou inciden¢nou maticou / ohodnotené¢ho grafu. Ulohu ndjdenia minimadlne;j
cesty z pociatocn¢ho vrcholu V), do zvoleného vrcholu koncového V; mdzeme zapisat aj

matematickym modelom, odpovedajiicim podstate uloh celociselného linearneho programovania.

Ku kazdej hrane h; priradime bivalentni premennu x;, ktora nadobudne hodnotu ,,1% ak
prislusna hrana bude sucastou hladanej (min / max) cesty alebo hodnotu ,,0“, ak hrana
sicast’ou hPadanej cesty v grafe nebude. Symbolom V(i) oznaéme mnozinu uzlov, ktoré su
s uzlom V; spojené hranou (napr. v naSom priklade je V(1) = {2, 3,4, 6, 7}, V(2) = {1, 3,5, 6, 7}
atd’.).

Pomocou premennych x;; je potom mozné¢ celovi funkciu zapisat’ v tvare

z= 0,5{ > T hyx, }—> MIN,
i=l jeV(@i) ’
kde koeficient 0,5 znamen4, e kazdu hranu v uéelovej funkcii zaratame dvakrat. Dalej je potrebné

ur¢it’ ako dosiahnut’, aby hl'adané rieSenie, urené premennymi x;, odpovedalo ceste v grafe.
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Je zrejmé, Ze okrem pociato¢ného uzla V), a uzla koncového Vj, je kazdy uzol leZiaci na
hl'adanej min / max ceste incidentny (t.j. susedi) s dvoma hranami, uzol pociato¢ny a koncovy s
jednou hranou.

Pre pociatocny a koncovy vrchol musi preto platit’

2 X, =1, 2 oy =1,

i iV
a pre ostatné uzly
> xl.j=2.yi i=1,2...n,

7€)
kde y; je rovnako ako premennad x; bivalentna premenna (y;  (0;1)) nadobudajuca hodnotu ,,1¢, ak
uzol na ceste lezi alebo hodnotu ,,0% v pripade, ak sucast'ou h'adanej MC nie je.
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Pre zadany Priklad 4 m6zeme matematicky model napisat’ v tvare :
Uéelovd funkcia
zZ=hy Xy Ry Xy X R X +hyg.x;y = MIN
Obmedzujuce podmienky

Xy + X3+ X, + X6+ X5 =

Xgg T Xgg + Xgg + Xog =1
Xy F Xpy + X5 + X + Xy -2.y,=1
Xy Xy + X5 + Xy + Xy + X5 -2.y, =1
Xgp + Xgy + Xgg + X0y + Xos + X0 + Xog 2.y, =1
X5 Vi e(O,l) pre i=12...8 ,jeV(i

Je opdt’ jasné, Ze ,,rucné“ rieSenie takéhoto matematického modelu neprichadza prakticky do
uvahy, pretoze nutnost’ zaviest’ 8 umelych premennych (+ 23 premennych v modeli), k rieSeniu je
nutné vyuzit' dvojfazovy simplexovy algoritmus a nasledne realizovat’ eSte celoCiselné rieSenie je
manudlne, ale aj prostrednictvom softvérovych néstrojov naro¢né.
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8.6.3 Optimalne toky v grafoch

Uvazujme sietovy graf, kde vychodiskovy uzol u; bude predstavovat tzv. zdroj, ktory
produkuje nejaké jednotky prepravovaného substratu a vystupny uzol u, je cielovym miestom, tzv.
ustie, do ktorého sa maji vstupujuce jednotky prepravit. Ohodnotenie jednotlivych hran siete
predstavuje maximadlnu priepustnost’ tejto hrany, t.J. maximalnu hodnotu toku (pocet jednotiek),
ktory je mozné za jednotku cCasu po konkrétnej hrane poslat. Ciel' rieSenia: zistit' celkovi
maximalnu kapacitu (priepustnost’) siete, t.j. kol'ko jednotiek je mozné za jednotku ¢asu prepravit
zo zdroja do ustia tak, aby boli reSpektované kapacity siete obmedzené priepustnostou hran.

Aplikacie: Zaistenie maximalnej priepustnosti dopravnej siete, kde vrcholy mozu predstavovat
dopravné uzly, hrany spojenie medzi nimi a ohodnotenie hrany moze predstavovat maximalny pocet
vozidiel, ktoré je mozné medzi dvomi uzlami prepravit. Napriklad, pre urcenie priepustnosti
dopravného uzla (napr. mestska aglomerdacia z hladiska dialkovej dopravy, zriadovacie stanice

v zeleznicnej doprave, vnutorna Struktura prekladiska a iné).

Je zrejmé, Ze na podobnom principe sa bude jednat aj o prepravu komodity v produktovodoch,
analyzu priepustnej vykonnosti elektrickej distribucnej siete, telekomunikacnych sieti (napr.

kapacita internetového pripojenia) a pod.
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Analyza problému:
Majme sietovy graf G = (V,H) s ohodnotenymi hranami. Graf ma jeden vstupny vrchol u;
(zdroj), vystupny vrchol u, (Gstie) a ohodnotenie hran £; (v danych jednotkach) udava maximalnu

kapacitu tzv. priepustnost’ hrany. Uloha: uréit’ maximalny pocet jednotiek, ktoré je mozné v celej

sieti prepravit’ zo zdroja do Ustia.

Teoretické vychodiskd pre rieSenie optimalnej priepustnosti siete:
Kapacitu hrany 4; oznatme k; ax; je objem toku po tejto hrane. Objem vSetkych tokov,
vychéadzajucich z uzla u; je 3 x, aobjem vSetkych tokov do uzla u; prichadzajicich je 3 x; . Okrem

uzlov u; au, musi platit’, Ze stcet vSetkych tokov do uzla u; vstupujucich sa musi rovnat’ suctu

vSetkych tokov, ktoré z tohto uzla vychadzaju a teda plati

X pre i#l,i#n.

X.. = ji

g

M-

~M=

J J

n n
e Objem vSetkych tokov, ktoré opustaji uzol u; je mozné zapisat’ vyrazom X i X -
j=1 j=l

e Objem vietkych tokov, prichadzajicich do uzla u, zapiSeme vyrazom 2. X, = > X, .
j=1 j=1
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Cely problém optimalneho toku je mozné formulovat’ aj ako ulohu linearneho programovania.
VSeobecny model Glohy uréenia maximalneho toku v sieti — ako model ulohy LP

maximalizovat’

n n
z=3x,-2x; — MAX
I

J=1

za podmienok
n n
X, =2 X, , preizlizn
j=1 j=1

Ole.jSkl.j, prei,j=12,..,n

Pojem tok, ktory budeme pouzivat’ je abstrakciou bezne zauzivanych fyzikalnych tokov (tok
kvapaliny, elektricky prud, prad vozidiel, tok materidlu apod.).

Podnetom pre rieSenie optimalnych tokov v siet’ach boli najméa problémy s kapacitami v rdmci
technologii prepravy produktovodmi alebo pohybu dopravného pridu po dopravnej infraStruktare

s urcitou kapacitou pre zaistenie pozadovanej dopravnej obsluznosti.
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Z pohladu rieSenych tloh mdze mat’ takyto rozhodovaci problém tieZ viac variantov, napr.:
o maximalny / minimdlny tok medzi dvoma vrcholmi,
e maximadlny / minimdlny tok medzi viacerymi vrcholmi,
e maximdlny / minimalny najlacnejsi tok medzi dvomi alebo viacerymi vrcholmi,

e maximadlny / minimdlny viac produktovy tok atd’.

Z uvedenych problémov je zédkladnou tloha uréenia maximalneho toku v sieti medzi dvoma

urc¢enymi vrcholmi. Uvedieme si iba jednu z viacerych moznosti rieSenia.

Zakladné vychodiskové predpoklady pre rieSenie:
e rieSi sa preprava jedného homogénneho produktu,
e v sieti je vzdy ureny jeden vrchol pociatocny - zdroj a jeden vrchol koncovy - ustie,
e hrany v grafe si obvykle jednosmerné a ich ohodnotenie h; znamend kapacitu hrany (v
niektorych ulohach sa moéze vyskytovat” horna kapacita hrany /k; a dolna kapacita hrany dk; ),
e Ziadny tok po hrane nemdze v ziadnom pripade prekrocit’ jej kapacitu,
e ak prepravované¢ mnozstvo po hrane x;; je rovné kapacite hrany /4, tok na hrane je nasyteny,
e vzdy plati tzv. podmienka zachovania toku: Co do vrcholu pritedie, musi z neho aj odtiect'.

e predpokladame, Ze v sieti nedochadza k ziadnym stratdm prepravovaného produktu.
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S uvazovanim uvedenych predpokladov mézeme sformulovat’ matematicky model tlohy (iba
zjednoduseny, nakol'ko detailny model by bol podobny modelu minimalnej cesty) a plati :
z=2x,, = MAX

OSxij < hl.j

RieSenie predpoklada, Ze zo zdroja do ustia vedie obvykle viac ciest. Jeden z principov rieSenia
spocCiva v urCeni tzv. rezu grafom. Plati, Ze ak z kazdej takejto cesty grafom vyberieme jednu hranu
dostaneme tzv. rez grafom R a stcet tokov na tychto hrandch nazyvame kapacita rezu R(x).

Pre maximalny tok v grafe potom musi platit’ veta (Ford a Fulkerson) podla ktorej plati:
Hodnota maximalneho toku na grafe sa rovna kapacite minimalneho rezu.

Algoritmus urenia maximalneho toku v rovinne;j sieti :
1. Zostrojime najvyssie polozenii drihu D (z, n) zo zdroja do istia.
2. Na drdhe DY (z, n) urcime hranu s minimalnou kapacitou h,,;,, ktoru z grafu odstranime a
kapacity ostatnych hran drahy zniZime o h,,;,.
3. Ak nadalej existuje dalSia draha D' (z, n) pokracuje sa bodom 1.
4. Ak dalsia draha D(z, n) uz neexistuje (graf uz nie je sietou), riesenie konci a maximalny tok sa

rovnd suctu kapacit odstranenych hran.
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Priklad 5: Vrovinnom grafe zadanom podla Obr.16 urcte maximalny mozny tok, ktory je
obmedzeny kapacitou jednotlivych hran grafu. Zdroj je vrchol V,, ustie je vrchol Vg a kapacity

Jjednotlivych hrdn si uréené hodnotami k;, definovanymi pri jednotlivych hrandch.

Vz V6

)

Obr.15 Maximalny tok v sieti - zadanie
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Riesenie:
Prvou najvysSie polozenou drdhou zo zdroja do tUstia je zrejme drdha - V,, V,, Vg a Vg -
tvorena hranami 4,,, h,4 hsg. Minimalnu kapacitu z nich ma hrana /43=4, ktoru z grafu vynechame a

kapacity hran 4;, a hys znizime o 4 (h;,=1, h,s=2). Graf po 1. iteracii je na obr.15a.

Obr.15a Maximalny tok v sieti - graf po 1. iteracii a dalsie riesSenie.
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Je zrejmé, ze d’alSia vyuziteI'nd najvyssie polozena cesta je tvorend hranami 4;,, A5 a hsg. Tu je
min. kapacita hrany /4;,=1. Hranu 4,, odstranime (preciarkneme) a kapacity hran /4,; a 53 zmensime
o 1 (hodnoty uvedené v zatvorkach). V d’alSom kroku odstranime hrany 4,,=3, h;5=3 a h;3=6. Takto

dostaneme graf podl'a obr.15b. Vidime, Ze uz Ziadny tok zo Z do U nie je mozné vytvorit.

V; \%i

Obr.15b Maximalny tok v sieti — konecna podoba grafu.
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Maximalny tok v zadanej sieti: je urCeny suctom kapacit ,,odstranenych* hran (v momente

ich odstraniovania) a pre zadany priklad to znamen4, Ze maximalny mozny tok v sieti je
z=h12+h63+h47+h35+h78=4+1 +3+3+3=14.
Vysledok: vSetky uvedené hrany budt nasytené (bude vycCerpana ich kapacita), naopak u hran
ostatnych vol'na kapacita zostava a je pripadne vyuziteI'na pre d’alSie poziadavky (obr.15b).

Pre vypocet maximalneho toku v sieti ¢asto vyuzivame aj nasledovny algoritmus:

Algoritmus urc¢enia maximalneho toku (priepustnosti) v sieti:

1. Najdeme lubovolnu cestu zo vstupného do vystupného uzla siete s kladnymi kapacitami hran,
pricom uvazujeme cesty bez ohladu na orientaciu hran. Pokial' taka cesta neexistuje, bolo
najdené optimdlne riesenie.

2. Na ceste ndjdenej v kroku 1 ndjdeme hranu s najnizsou kapacitou — oznacme ju napr. A. O tuto
hodnotu A zvysime celkovy tok v sieti.

3. Na rovnakej ceste znizime kapacitu vsetkych hran v smere zo zdroja do ustia o hodnotu A
a zvySime kapacitu vsetkych hran o rovnaku hodnotu v smere opacnom. Vratime sa do kroku 1.

4. Postup opakujeme az pokial’ nebude existovat cesta zo zdroja do ustia obsahujuca iba kladné
kapacity hodnoty toku hran. Doplnit’ priklad na maximalny tok v sieti, str. 179.

73




Zaklady teorie grafov

8.6.4 Dalsie typické ulohy teérie grafov

o Uloha o farbeni grafu — ide o tilohu uréenia miniméalneho podtu farieb tak, aby boli vietky
vrcholy grafu ofarbené a ziadna hrana nespdjala vrcholy sfarbené rovnakou farbou. Aplikdcie:
urcenie minimalneho mozného poctu frekvencii vysielacov tak, aby bolo pokryté celé vzemie
a susedné vysielace sa navzajom nerusil; najdenie minimadlneho poctu farieb, ktoré musime
pouZzit' pri tlaci tzv. politickej mapy sveta, kde je potrebné, aby Ziadne dva susedné staty neboli

sfarbené rovnakou farbou a iné.

o Uloha ¢inskeho postara — ciefom je najdenie najkratsiecho mozného sledu, t.j. trasy v grafe tak,
aby tato trasa obsahovala vSetky hrany grafu (analogia s poStarom, ktory pri roznaSani poSty musi
prejst vSetkymi ulicami svojho okrsku). Ide v podstate o néjdenie tzv. Eulerovho sledu
s minimdlnou celkovou dizkou. Ak by bolo mozné Eulerov tah v grafe najst, tento tah by bol
vlastne optimalnym rieSenim aj tejto ulohy. Plati totiz, pokial’ musime prejst’ po vSetkych hranach
grafu G, potom nie je mozné najst’ kratSiu trasu ako td, pri ktorej prechddzame kazdou hranou

prave raz. Di¥ka Eulerovho ahu je rovnd siiétu ohodnoteni vietkych hrdn grafu G.

o Uloha obchodného cestujiiceho — ide o najdenie najkratiicho mozného sledu, t.j. trasy v grafe

tak, aby tato trasa obsahovala vSetky vrcholy grafu (analdgia s obchodnym cestujicim, ktory
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musi navstivit’ vSetky miesta, kde sidlia jeho obchodny partneri). Z hl'adiska tedrie grafov ide

o najdenie tzv. Hamiltonovskej kruznice s minimalnou celkovou dlzkou.

o Uloha optimalneho umiestnenia depa — ide o najdenie vrcholu alebo miesta na hrane v zadanej
sieti, ktoré by mohlo sluzit’ ako obsluzné stredisko pre ostatné vrcholy a bolo v danej sieti vhodne
umiestnené z hl'adiska vzdialenosti do obsluhovanych vrcholov. Predpokladé sa, Ze kazdy vrchol
je ohodnoteny cislom vyjadrujicim narocnost’ jeho obsluhy (napr. pozadovana pocetnost’
obsluhy). Vzdialenostne optimalne umiestnenie depa v danej sieti je uréené bodom, ktory ma
najmensiu tzv. vdZenu excentricitu. Tuto pre konkrétny bod uré¢ime ako maximalnu hodnotu zo

sucinu vzdialenosti ku vSetkym vrcholom grafu a ohodnoteni tychto vrcholov.
Zaver:

Dalgiu pozornost’ budeme venovat’ skupine tloh riesenych na grafoch, ktoré nazyvame siet'ova
analyza, resp. Casto aj ako analyza projektov. Sietovy graf (siet’) — je orientovany, nezaporne
ohodnoteny, suvisly, acyklicky graf (neobsahuje cyklus), obsahujlci prave jeden vstupny vrchol,
z ktorého hrany iba vychadzaju a prave jeden vystupny vrchol, do ktorého hrany iba vstupuju.
https://managementmania.com/sk/metoda-kritickej-cesty-cpm-critical-path-method

http://www.svetdopravy.sk/sietove-analyzy-cestnej-siete-v-prostredi-geografickych-informacnych-
systemov/
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Jednym z najjednoduchsich algoritmov je tzv. metéda najbliZSieho suseda. Podstata spociva
v tom, Ze kazdému uzlu je priradend hodnota ¢,,t, ... , ,.

Algoritmus hl'adania minimalnej cesty v grafe:

1. Hodnota vo vychodiskovom uzle (predpokladajme, Ze vychodiskovym uzlom je napr. uzol u;, ale
vo vSeobecnosti to moze byt ktorykolvek uzol v grafe) je rovna nule, t.j. t;=0.

2. V dalsich krokoch pocitame hodnoty t, v dalsich uzloch nasledovne:
t, = mjin(ti + yij)

kde i su indexy uzlov, pre ktoré hodnotu t; z predchadzajucich krokov uz pozname, j su indexy
uzlov, pre ktoré je hodnota t; zatial’ eSte neznama a plati, Ze z uzla u; vedie do uzla u; hrana h;
s ohodnotenim yj;.

3. Predchaddzajuci krok iteracného postupu opakujeme dovtedy, pokial’ nie je vyrdtand hodnota t;
pre urceny koncovy uzol (alebo pre vsetky uzly grafu — v zavislosti od zadania ulohy).

4. Hodnoty t, pre i = 2,3,...n potom predstavujii dizku najkratsej cesty medzi uzlom u; a us.

Najkratsia cesta je tvorend hranami, pre ktoré plati

tj—tl.:yl.j.
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