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PREDSLOV

Skripta Pruznost’ a pevnost’ st uréené $tudentom Fakulty $pecidlneho inZinierstva ZU

v externej a dennej forme §tiidia v odboroch $pecialneho a bezpecnostného manazmentu.

Ulohou predmetu pruzZnost’ a pevnost’, spolofne s d’alSimi predmetmi tohto
zamerania v Specidlnom inZinierstve je, aby analyza pri¢in a opatrenia prijimané na

rieSenie krizovych situacii boli efektivne a vZdy v sulade s ich fyzikalnou podstatou.

Obsiahnuta latka z pruznosti a pevnosti je rozdelena do 12 kapitol. Okrem nutnej tedrie
su  vo vicSine kapitol uvedené na ilustraciu vypocitané priklady a zadania prikladov

s vysledkami na ziskanie potrebnej zrucnosti.

Stadium a osvojenie si vedomosti z pruZnosti apevnosti predpoklada znalosti

z matematiky a statiky v rozsahu tychto predmetov prednasanych na FSI ZU.

Pri spracovani skript sme vychadzali z osnovy predmetov v oboch odboroch Studia
a ustalenej metodiky vyufovania pruznosti a pevnosti na technickych vysokych skolach.
Vodidlom nam boli najmi skripta SVST, resp. STU v Bratislave a VSDS v Ziline. Snazili
sme sa o pragmaticky pristup - o ¢o najjednoduchsie a tsporné objasnenie tedrie, jej aplikacie

v prikladoch, a o vyuzitie vlastnych skusenosti z praktickej vyucby.

Dakujeme prof. Ing. Norbertovi Szuttorovi,DrSc. a doc. Ing. Josefovi Reit$pisovi, PhD.

za ich starostlivl recenziu a pripomienky.

Autori






PREHIAD POUZITYCH SYMBOLOV A JEDNOTIEK

Symbol Nazov Jednotka
a dizka [m]

b Sirka [m]

d priemer [m]

e excentricita [m]

g gravitacné zrychlenie [m.s™]

h vyska [m]

i polomer momentu zotrvac¢nosti [m]

] jadrova usecka [m]

k stupent bezpecnosti * [1]

[ dizka [m]

m Poissonova konstanta * [1]
m,n,m’,n" | roviny rezu -

p vSeobecné napdtie, pohyblivé spojité zatazenie [Pa], [N.m™']
q spojité stale zat'azenie [N.m']

r polomer [m]

t hrubka, teplota [m], [°C]
v posunutie, rychlost’, sucinitel’ vel'kosti * [m], [m.s™'], [1]
X dizka [m]
X,V,Z suradnice -

y diZka useku, priehyb [m]

A,B reakcie [N]
A,B,C,D | body -

D priemer [m]

E modul pruznosti v tahu (Youngov) [Pa]

F plocha [m’]

G modul pruznosti v Smyku, hmotnost’ [Pa], [kg]
I moment zotrva¢nosti [m"]

M moment [N.m]

N vnutorna normalova sila [N]




P vnutorna vSeobecna sila [N]

Q sila tiaze [N]

R reakcia, sucinitel’ asymetrie cyklu * [N], [1]

S vonkajsia sila [N]

T tangencidlna sila, tenzor napétia, tazisko [N], [Pa], -
w modul odporu [m’]

Z zemny tlak [Pa]

a sucinitel teplotnej rozt'aznosti, uhol [°C', [°]
b su¢initel’ vrubového uéinku *, uhol (11, [°]

e pomerné predizenie [m]

T uhol [°]

g uhol, uhol pretvorenia (skosenia), merna tiaz [°],[°],[Nm™]
h poradnica vplyvovej Ciary prie¢nej sily *, momentu [1], [m]
9 pomerny uhol skratenia (skosenia) [°]

I Stihlostny pomer * [1]

[ medzna Stihlost * [1]

m miera bezpecnosti *, rez roviny, Poissonovo ¢islo * [1],-,[1]
p Ludolfovo ¢islo (3,14) * [1]

r polomer [m]

S normalové napéitie [Pa]

Sk medza klzu [Pa]

Sm medza pevnosti [Pa]

Su medza imernosti [Pa]

Sdovs Tdov dovolené napétia [Pa]

t Smykové napétie [Pa]

D zmena (diZky......) -

F rovina rezu *, priemer -, [m]

S sucet (suma) -

* _ bezrozmerné ¢islo




1. CIEL, ULOHY A ZAKLADNE POJMY NAUKY O PRUZNOSTI A
PEVNOSTI

Pruznost apevnost’ je vSeobecny inziniersky predmet. Ako sucast mechaniky
(najstarSicho  vedného odboru) skima ucinky sil posobiacich na telesd. Kazdé teleso
vystavené uc¢inkom vonkajsich sil, ¢i zmene teploty sa deformuje — meni svoj tvar a rozmery.
Teleso deformacidm odporuje a pritom v lom vznika napidtie. Aby sa teleso neporusilo,
nesmu napdtia prekrocit’ uréiti hodnotu. Preto vSetky konstrukéné prvky (telesd) musia byt
navrhnuté, alebo ak uz existuju vyuzivané tak, aby spolahlivo odoldvali posobeniu vonkajsich
sil. Popri tejto rozhodujucej poziadavke - zabezpecenia normalnej funkcie kazdého prvku - sa
ocakava, ze konStrukcia ako celok bude co najlacnejSia. Poziadavky spolahlivosti a
hospodéarnosti si ale navzajom odporuju. Prva vedie spravidla k zvdcSeniu rozmerov,
mnozstva materialu a vydavkov, druhd k subtilnejSim prvkom a zniZovaniu vyloh za ne.

Podklady pre spravne rieSenie tohto rozporu ponuka nauka o pruznosti a pevnosti.

Ciel’om pruZnosti a pevnosti je urCit’ vypoctové vztahy na vyjadrenie zakonitosti medzi
vonkajSim zatazenim a optimdlnymi rozmermi konStrukéného prvku, ktoré zarucia
dostato¢nu bezpecnost’ a funkciu konstrukcie pocas jej zriadenia a prevadzky, pricom:

- Pruznostou nazyvame schopnost pevnych telies nadobudnit’ po
odstraneni vonkajSieho zatazenia pdvodny tvar.
- Pevnostou nazgyvame schopnost’ prvku (konstrukcie) preniest’ zataZenie

bez porusenia.

Ulohou pruinosti a pevnosti je skumat’ a popisat’ stav vnitornych sil a pretvorenia

telies a ich vzajomné suvislosti v dosledku posobenia vonkajsich sil.

PresvedCime sa, Ze nauka o pruznosti a pevnosti nazyvana casto ako mechanika

o vnutornych sildch je pomenovanie vel'mi vystizné.

Nauka o pruznosti a pevnosti vznikla arozvijala sa tak ako ostatné¢ vedné odbory
z bezprostrednych a praktickych potrieb 'udi. Jej vyvoj je preto spojeny s vyvojom l'udskej
spolo¢nosti. Mame len malé vedomosti o tom, aké fyzikdlne znalosti mali najstarSie kultirne

narody. Prvy zndmy vedecky spis je od Galilea Galileiho (1688), profesora matematiky
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v Padove, ktory ako prvy sktimal tnosnost’ votknutych nosnikov. Linearnu zavislost' medzi
napitim a predizenim zistil Robert Hooke (1660), profesor geometric na Oxfordskej
univerzite. Od objavenia Hookovho zékona, ktory matematicky vyjadril Thomas Young az
vroku 1807 sa datuje zaciatok pruznosti a pevnosti ako vedy. Na jej vyvoji sa odvtedy
podielali mnohi vyznamni objavitelia, napr. Euler, J. a D. Bernoulli, Coulomb, Navier,
Couchy, St. Venant, Zuravskij, Timosenko, Maxwel, Hertz, Mohr, Wohler, Bazant a ini. Zo
slovenskych vedcov sa najviac orozvoj pruznosti a pevnosti zaslizili: Cudovit Tetmajer

(problémy stability) a Aurel Stodola (kmitanie hriadel'ov).

Nauka o pruznosti apevnosti je v suCasnosti uz vnutorne znacne Strukturovana.
Z viacerych kritérii, podl'a ktorych sa rozdel'uje, spomeiime delenie:
- podla rézneho stupiia presnosti: na matematicki tedriu pruznosti
(Pruznost’ apevnost’ II.); pouziva menej zjednodusené predpoklady
a technickt (Pruznost’ a pevnost’ I.), ktord vyuziva teoretické vysledky na

rychle rieSenie praktickych inzinierskych tloh.

- podl'a r6znych metdd rieSenia: na analyticki a experimentalnu pruznost
(vtedy, ked’ vypocet nie je znamy, alebo je prili§ zlozity, ¢i ¢asovo alebo

finan¢ne naro¢ny).

1.1 VonkajSie a vnutorné sily

¢ Na jednotlivé konstrukéné prvky (telesd) pdsobi cely rad sil, ktoré mozeme rozdelit’ do
dvoch skupin, na:
- sily vonkajsie,
- sily vnutorné.
Vonkajsie sily mozno d’alej delit’ podl'a réznych kritérii, napr. na:
- hmotné a povrchové,
- osamelé a spojité zat'azenia,
- statické a dynamicke,
- stale a pohyblivé, atd’.

Posobenim sil a ich rovnovahou na dokonale tuhom telese sa zaobera statika.

12



Mernou jednotkou osamelej sily posobiacej v bode telesa je  newton
[IN = 1 kgms™]. Ked’ sa sily prendsaju na tzkom pése, vtedy vztahujeme silu na jednotku

dizky telesa a meriame ju v [INm'].

V technickej praxi sa vzhl'adom na velkost’ tychto mernych jednotiek ¢asto vyuzivajua

ich nasobky, napr. 1kN = 103N, IMNm™! = 106Nm'1, atd’.

¢ Prvky konstrukcii menia posobenim vonkajsich sil svoje rozmery a tvar. Tejto zmene sa

hovori deformacia, jej vel'kost’ a druh zavisi na Struktire materialov.

Vsetky materialy mozno rozdelit do dvoch skupin, na:
- krystalicke,
- amorfné.
Krystalické materialy sa skladaju z velkého poctu malych zin. Kazdé zrno tvori ststava
pravidelne rozlozenych atdémov, ktoré tvoria tzv. krystalicki mriezku. Naproti tomu amorfné

materidly nemaju pravidelne usporiadané atomy.

Atomy sa v rovnovahe udrzuju navzajom vnutornymi silami. Vplyvom vonkajsich sil sa
vzdialenosti medzi atdbmami menia (teleso sa deformuje), ¢o je sprevadzané zmenou sil

pdsobiacich medzi atomami.

V prvkoch konstrukcie vznikaju teda pdsobenim vonkajsich sil doplnkové vnutorné sily,
ktoré pdsobia proti snahe vonkajSich sil porusit’ konStrukény prvok alebo menit’ jeho tvar.

V d’alSom budeme tieto sily nazyvat’ len vnutornymi silami.

1.2 Metoda mysleného (fiktivneho) rezu

Aby sa dal ¢iselne charakterizovat’ druh a ¢inok vonkajsich sil na deformovany prvok,
treba vediet odmerat’ ich odozvu vo vnutri prvku - vypocitat’ velkost’ vnatornych sil. Na to
sa v pruznosti a pevnosti pouziva tzv. metéda myslenych (fiktivnych) rezov. Podl'a poctu

myslenych rezov sa metdda deli na:

13



- metodu jedného rezu, ktorym sa teleso fiktivne rozdeli na dve casti o
konecnej velkosti (vedie k rovnici s jednou nezndmou),

- metodu dvoch vel'mi blizko seba situovanych rezov (vedie k rieSeniu
diferencialnej rovnice prvého radu),

- metodu troch dvojic rezov (vedie k rieSeniu diferencialnej rovnice druhého

radu).

Podstatu a pouzitie metddy mysleného rezu si zndzornime prikladom.

X Mame urcit vyslednicu vnutornych

X
7 , 7 / / sil v priecnom reze pruta podla obr.
/

1.1. Prat je zataZeny vlastnou tiazou

a) b) aosovou silou S, podsobiacou na

Il vol'nom konci.

e -

Jednym priecnym rezom m.n,

vedenym Tl'ubovolnym bodom A,

E
o

rozdelime fiktivne prut na dve casti
A (obr. 1.1b). Posobenim sil SaQ
(vlastna tiaz Casti I) by sa Cast’ [ prita

A P zaCala pohybovat. Vnutorné sily,

ktor¢ posobia medzi Casticami

| materialu v myslenom  priereze,

= brania vzdjomnému pohybu obidvoch

0«1 Casti audrzuju teleso pohromade.

Zatazeny prut je v rovnovahe, preto

su v rovnovahe aj Casti prata [ a II.

'S
Obr. 1.1

V pripade priameho prizmatického pruta (pravidelného tvaru) lezia sily S, Q;, P na

spolo¢nej nositel’ke. Podl'a obr. 1.1b ich rovnovéahu vyjadruje rovnica

P—Q1—S:0

14



Vyslednica vnutornych sil P je ekvivalentnd v opaénom zmysle pdsobiacim t¢inkom
oddelenej casti II pruta na cast’ I. Podl'a zékona akcie a reakcie pdsobi Cast’ I pruta na Cast’ 11

silou Po = P.

1.3 Druhy namahania telies

Uvazujme teleso zat'azené vSeobecnou priestorovou sustavou sil Sy, S,, ..., Sy, ktoré su
v rovnovahe (obr. 1.2a). Myslime si toto teleso rozdelené I'ubovolnou rovinou ® na dve cCasti

s kone¢nou velkostou I a II.

S

Obr. 1.2a

Vyslednica vnutornych sil P a vonkajsie sily tvoria rovnovaznu priestorovu sustavu sil.
Vo vSeobecnom pripade je smer sily P vzhl'adom na rovinu rezu 'ubovolny a jej posobisko C

nemusi byt totozné s taziskom T plochy rezu F.
Prelozme vnutornu silu P do taziska T myslené¢ho rezu ® arozlozme ju do zloziek

suradnicovych osi x, y, z, z ktorych os x je kolma na rovinu rezu @ (obr. 1.2b). Tieto zlozky

vyslednej vnuatornej sily s na obrazku vyznacené Py, Py, P,.

15



Obr. 1.2b

Ako vieme zo statiky (lit. 9, kap. 2), treba k prelozene;j sile - aby sa jej ucinok na teleso
nezmenil, resp. k jej zlozkam pripojit’ eSte dvojicu sil, ktorej zlozky a u¢inok v suradnicovych

osiach je My, My, M.

V osobitnych pripadoch zatazenia telies si zuvedenych sil a momentov niektoré
nulové. Podla toho, kol'ko zloziek je nenulovych aktoré znich to su, mozu byt telesa

namahané:

o Jednoduchym (prostym, Cistym) druhom (spésobom) namdhania na:
- tah (tlak),
- Smyk,
- krut,
- ohyb.
Spolo¢nym znakom vsetkych druhov jednoduchého namdhania v rovine simernosti

telesa je, Ze v uvaZzovanom reze @ posobi len jedna zo zloziek Py, (Py, P,), My, (My, M,).

e Kombinovanym (zloZenym) namdhanim.
O kombinovanom naméhani hovorime vtedy, ked v tazisku prierezu v rovine @
posobi sucasne viac sil a momentov, resp. viac druhov jednoduchého naméhania.
Podrobnejsie sa kombinovanym namahanim budeme zaoberat’ az po zozndmeni sa

s jednoduchymi druhmi naméhania (kap. 8).
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1.3.1 Prosty t’ah (tlak)

O prostom tahu alebo tlaku hovorime vtedy, ked’ z uvedenych sil a momentov pdsobi

(je nenulovd) len sila Py = N, kolma na rovinu rezu ©.

Najjednoduch§im pripadom namahania na tah je tenka priama ty¢ konStantného

prierezu, zatazeného podla obr. 1.3a osamelou silou S.

Na obr. 1.3b je najjednoduchsi pripad namahania na prosty tlak.

Obr. 1.3

Vieme uz, Ze namahanie skutoénych telies ma vzdy za nasledok ich deformaciu
(pretvorenie). V pripade tahu sa teleso prediZi a pri prostom tlaku skrati.
1.3.2 Prosty Smyk

O prostom Smyku hovorime vtedy, ak zo sil a momentov podla obr. 1.2b pdsobia len
sily Py aP,, ktorych nositel’ky lezia vreze ®. Vyslednd Smykova sila vreze @ je dana
geometrickym suctom tychto sil.

Najjednoduchsi pripad Smykového namahania je na z obr. 1.4a (z obr. 1.4a je zrejmé,

preco sa prosty pripad Smyku nazyva tiez namahanim na strih). Na obrazku 1.4b je uvedeny

iny prakticky pripad namahania Smykom - v drieku nitu v rezoch a, b.
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a) b)

i
| -S/2 | PR
| o a AR
< e b NN
| | /
f N
Obr. 1.4

Tomuto pripadu namahania zodpovedéa deformacia posunutia (ustrihnutia) rezu v smere

vyslednice posobiacich sil.

1.3.3 Prosty krut

Prosty krut vznikne vtedy, ked’ v myslenom reze @ po6sobi len moment My, ktorého
rovina pdsobenia je vreze @ (obr. 1.5). Takto posobiaci moment sa nazyva to¢ivym (My)

alebo kratiacim momentom (My).

WL

Obr. 1.5

Prostym krutom su napr. namahané rézne hriadele. Deformacia v tomto pripade je
charakteristickd pootoCenim (skrutenim) dvoch susednych prierezov, rovnobeznych

s 'ubovol'nou rovinou v zmysle pdsobiaceho momentu.
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1.3.4 Prosty ohyb
Prosty ohyb vznikne vtedy, ked’ v myslenom reze @ pdsobi len moment My alebo M,,
pripadne obe zlozky momentov sucasne - v takom pripade vznikne Sikmy ohyb. Geometricky
sucet momentov My a M, sa nazyva ohybovy moment a oznacuje sa spravidla M.
Jednoduchy priklad naméhania prostym ohybom je zndzorneny na obr. 1.6.

ls

Obr. 1.6

Lubovolny rez @ je v tomto telese namahany ohybovym momentom a prie¢nou silou,

ktorej ti¢inok vsak Casto zanedbdvame.

Pozn.: Ked’ tlakom namahame ty¢, malého prierezu, tak ty¢ niekedy néhle vyboci z osi,
prehne sa a nakoniec sa zlomi. Takyto sposob namahania tenkych ty¢i sa nazyva

vzperny tlak (obr. 1.7, blizsie vid'. kapitola 9)

Obr. 1.7

1.4 Napiitie a druhy napiitia

Vo vSeobecnom pripade je spojité rozloZenie vnutornych sil v rovine rezu telesa

nerovnomerné, ¢o ma za nasledok aj nerovnomerné namahanie jeho jednotlivych casti.
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Aby sme mohli ur€it G¢inok vnutornych sil zavadzame pomer vnutornych sil na

jednotku prierezovej plochy a nazyvame ho napdtim.

Vyberme si vel'mi maly element AF z plochy @ na ktory pdsobi vnutorna sila AP (obr.
1.8a) a rozlozme tuto silu, ktora moze s normalou roviny zvierat’ vo vSeobecnosti uhol ¢, do

normalny a tangenty k ploche ®.

Podrla obr. 1.8 plati

2 AN = AP . cos@
— : 1.1)
AT = AP sing } (
- AN o
Limita pomeru vnutornych
sil AP, AN, AT ku ploche
AP

AF sa nazyva napitim. Smer
a zmysel napétia sa zhoduje
so smerom a zmyslom sily

(rovnice 1.2 a 1.3).

Obr. 1.8a

Zékladnou mernou jednotkou napiitia je 1 Pascal (Pa). Velkost a rozmer 1 Pa vyplyva

z definicie napétia:

[1 Pa] = [INm™]

Napiitia v dalSom texte budeme oznacovat’ pismenami p, o, T. Oznacenie p budeme
pouzivat’" pre napitie I'ubovolne sklonené k vySetrovanej ploske, pismenom o budeme
oznacovat’ normdlové napiitie, ktoré je kolmé k rovine rezu a pismenom t Smykové napiitie,
ktor¢ lezi v rovine rezu (obr. 1.8b).

S

Jednotlivé napétia st
definované vztahmi:

p AF—>0 AF dF .
p . AN dN
S o=lm—=—
z A0 AF dF
(1.3)
. AT dT
Obr. 1.8b T:AI}IEOE:E
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Normalovému napétiu prirad'ujeme na rozliSenie znamienko kladné vtedy, ked’ zmysel
sily AN smeruje von z plochy ® (ako na obr. 1.8a), a nazyvame ho ako napiitie ahové. Ak je
zmysel sily AN opacny, priradujeme mu znamienko minus, atakéto napétie nazyvame
tlakovym.

Na zmysle a smere Smykového napétia obvykle nezélezi; zalezi iba na jeho velkosti.

Iné napiitie, ako tahové, tlakové alebo Smykové existovat’ nemoéze - je

nemyslite’'né! Mozu sa vsak, ako uz vieme, vyskytovat samostatne alebo sti¢asne.
Ak do rovnice (1.3) dosadime (z rovnic 1.1) za AN a AT dostaneme

G =p.cCcosQ (1.4)

T=Dp.sinQ

Umocnenim a s¢itanim obidvoch rovnic dostaneme

p=vNo’+7’ (1.5)

1.5 Pomerné prediZenie

Ak namahame priamu ty¢ tahom (obr. 1.9a), m6Zeme pozorovat,, ze sa ty¢ predlzuje.

a) / // b) Uvazujme nekonecne

tenky valcek s hrabkou
- > dy vo vzdialenosti y.
Zatazenim silou S sa
- . L L valéek predizi o dizku
. Ady (obr. 1.9D).
. 2
} S Obr. 1.9
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Ad
Pomer €= _dyL (1.6)

sa nazyva pomernym predlZenim.

Ak je pomerné prediZenie vo vietkych bodoch prierezu a vo vietkych prie¢nych rezoch

rovnaké, mozeme celkové predlZenie tyce vyjadrit’ vzt'ahom:

l

8dy:5Idy:€l
0

[

Al = [Ady = (1.7)

S

z toho
Al (1.8)

Ako vidiet’ z rovnic 1.6 a 1.8 je pomern¢ predlzenie velicinou bezrozmernou.

1.6 Uhlové pretvorenie

Uvazujme &asticu ABCD srozmermi dx, dy, dz (obr. 1.10). Castica sa vplyvom

$mykovych napéti pretvori. Ak je pretvorenie malé, moézeme zmenu dizky dy zanedbat.

Posunutie v mézeme potom vyjadrit’ vztahom

\J
T ’
Ar——‘l——.- B v:tgy_dy

N I A Ak budeme uvazovat dy' = dy a
—2'A /B R
. f/ ,f{( vezmeme do uvahy, Ze uhol y je
] >
ff ’/’ © velmi maly, mozno uvedeny vztah
DV cl/ napisat’ takto:
I iy
| dx V= 7/' y
Obr. 1.10
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Uhol y =2 (1.9)
dy
nazyvame uhlovym pretvorenim (skosenim). Tak, ako pomemé prediZenie, je aj uhlové

pretvorenie velicina bezrozmernd.

1.7 Hookov zakon

Pdosobenim vonkajSich sil sa teleso deformuje. Deforméacia ma za nésledok vznik
vnutornych sil a im odpovedajuce napdtia. Napdtie je preto zavislé od deformdcie. Na tento
vzdjomny vztah maji vplyv mechanické vlastnosti materialu. Poznatky o mechanickych
vlastnostiach materiadlov sa ziskavaji pri mechanickych skuskach (experimentoch). Jednou

z takychto skusok je trhacia skuska tahom.

Pri trhacej skuske tahom sa upnuta ty¢ normalizovanych rozmerov postupne a plynulo
zatazuje. Polas skusky sa automaticky zaznamendva velkost zataZenia a prediZenie
skisobnej ty¢e. Pri znamych rozmeroch tyée (jej ploche F apdvodnej dizke 1) mozno

meranim skuto¢ného predlZenia Al vypocitat’ pomerné predlzenie € od prisluSného napitia.

Na obr. 1.11a je diagram napitia a prediZenia mikkej konstrukénej ocele.
Cast’ diagramu aZ po bod U ma
\ O =S/ FU . , . Yx
priamkovy  priebeh, Cize
S napitie  je  priamoumerné

K | N prediZzeniu.

Je
dp

l

P K // 1 Napitie prislachajice bodu U
I sanazyva napdtim na medzi
l

Tu
Q
-

/ umernosti (o).
/ | Napitie na medzi pruznosti o,
t

e=Al/l je mnapitie, po ktoré sk

Olew . predlZzenia v podstate pruzné
Epl pr

&) (elastické, vratné).

Obr. 1.11a
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Napitie ok sa nazyva napiatim na medzi klzu. SkiSobna ty¢ s napétost'ou viac¢sou ako ok
sa zacina nahle predlzovat’ bez zvdc¢Sovania napitia. Tento jav sa nazyva klzom (tecenim)
materialu. Za tzv. dolnou medzou klzu v bode K’ pracovny diagram znova stipa az po bod M
Najvicsie napédtie v bode M sa nazyva napitim na medzi pevnosti a oznacujeme ho 6y, Pri

pokracujucej skuske a napiti o, sa ty¢ roztrhne.

Skusky dokazuju, Ze pri postupnom zniZovani napétia sa ty¢ skracuje, priCom toto
skracovanie vystihuje priamka 22’ rovnobezna s priamkovym priebehom diagramu 01 po

napétie na medzi umernosti 6, (OTJ ).

Tato priamka pretina os diagramu s hodnotami ¢ v bode 2". To dovoluje definovat’

celkové pomerné predizenie ty&e pri skiiske na tah, ako

E=&,+¢&,, (1.10)
v ktorom &, znaci plastickii, resp. &, pruzni cast pomerného predlzenia.

Ak sa ned4d medza klzu presnejSie zistit, mozno tzv. konvenént (dohovorent) medzu
klzu 6, 0,2 definovat’ ako napitie, pri ktorom plastické (trvalé, nevratné) pomerné prediZenie
dosahuje max. 0,2%.

4

Na obr. 1.11b je diagram tahovej
skusky liatiny. Liatina patri medzi
latky, ktoré maju vel'mi nizku

medzu imernosti a nejasne

o

vyhranentt medzu klzu v tahu.

Obr. 1.11b
Ako vidno na obr. 1.11a napitie ma az po medzu umernosti ¢, u mnohych latok

(pozor, ale nie vSetky latky maju tak zreteI'né rozhrania medzi napétia ako konstrukéna mikka

ocel’) priebeh diagramu pri skiske na tah (tlak) priamkovy.
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Plati teda:
o v
tga = — =konst...(E) (1.11)
&

Touto kons$tantou je Youngov modul pruZnosti v tahu ... E,

Cize c=¢.FE (1.12)

Tento zdkladny zdkon pruZnosti a pevnosti sa nazyva Hookov zdakon. Konstanta E sa
nazyva tiez prvou materidlovou konstantou. Pomerné predlzenie zavisi (ako vidno z rovnice
1.12) len na druhu materialu, preto mozeme urobit’ dolezity zaver — neexistuju dva rozne

materidly, ktoré by mali rovnaky modul pruznosti!

Pretoze pomerné predlzenie ¢ je bezrozmerné ¢islo, ma modul pruznosti v tahu rovnaky

rozmer ako napdtie, teda
E = [N.m”] alebo [N mm™

Z rovnice (1.12) tiez vyplyva velkost' napétia, resp. vyznam modulu pruznosti.
Youngov modul pruznosti je také (myslené) napitie, ktoré by sposobilo predizenie skiisobnej

tyée o jej cela povodni dizku (e = 1).
Hodnota modulu pruznosti E pre ocel’ je 2,1 . 10° MN m?=2,1.10° N mm™.

Ak namahame nejaku latku prostym Smykom mozeme skuskami ur€it’ tiez vztah medzi

Smykovym napitim T a pomernym skosenim y (obr. 1.12).

T
K Diagram sa podoba diagramu skusky v tahu
s medzami umernosti 1, (bod U), resp. klzu

U v Smyku (bod K).

Z diagramu vidiet, ze zavislost medzi Smykovym

1<

napitim a uhlovym pretvorenim (skosenim) y je az do

0 Obr. 1.12 bodu U linearna.

25



Po tito medzu teda plati

alebo (1.13)

Kde G je materialova konStanta a nazyva sa modulom pruznosti v Smyku. Pretoze v je

(ods. 1.6) bezrozmerna veli¢ina, ma i tento modul (tak ako E) rozmer [N. m™], resp.[N mm™].

Na porovnanie uved'me hodnotu tohto modulu pre ocel’

G=8.10"MNm?=8.10* N mm™

Zistujeme, ze hodnota modulu pruznosti ocele (Eg) je priblizne 2,6-krat vicsia ako

modul pruznosti v Smyku ocele (Gy).

Ak je modul pruznosti urcitej latky vo vSetkych smeroch rovnaky (ocel, sklo ...),

hovorime, ze ldtka je izotropna. Opakom su latky anizotropné (drevo).

Materidly pouzivané v technickej praxi povazujeme (az na vynimky) spravidla za
izotropné a homogénne (rovnorodé), t. j. také, ze maju vo vSetkych smeroch rovnaké

vlastnosti.

Na ilustraciu hodnot ok a o, niektorych oceli tried 11 az 16 podla prislusnych STN

a hodnot modulu pruznosti niektorych materidlov su tieto hodnoty uvedené v nasledujucich
tabul’kach.
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Hodnoty ok, 6m Tab. 1.1
Oznacenie Najmensia Medza Oznacenie NajmensSia Medza
ocele podPa | medza klzu pevnosti ocele podla | medza klzu pevnosti

STN * ok [MPa] om [MPa] STN ox [MPa] om [MPa]
11300 70-80% 6 280-400 11 600 300-330 600-720
11343 180-210 390-420 12 080 1500 1800-2000
11373 210-240 390-450 13270 1230 min. 1450
11423 230-260 420-520 14 220 600 min. 800
11523 340-360 520-640 16 250 550-600 750-900
* Slovenské technické normy (STN)
Hodnoty modulov pruznosti Tab. 1.2
Material | 10°E [MPa] | Material | 10°E [MPa] | Material | 10°E [MPa]
Nikel 2,1 Cin 0,43 Pieskovec 0,18
Ocel’ 2,1 Olovo 0,21 Betén 0,15-0,25
Med 1,15 Sklo 0,7 Drevo || 0,1-0,12*
Zinok 0,91 Liatina 6,7-1,2 1 0,005-0,01%*
Zlato 0,78 Bronz 1,1 Bakelit 0,02-0,03
Striebro 0,75 Zula 0,49 Polyetylen 2,3.20°
Hlinik 0,72 Mramor 0,56 Tehlové 2.7. 107
murivo

* Drevo ako organicky anizotropny materidl ma rozdielne mechanické vlastnosti so zretel'om
g y pny

na svoju prirodzenu $trukturu ...pozdiz (||) a kolmo (L) na vlakna.

Pozn.: Ako bolo spomenuté¢ Hookov zdakon neplati pre vsetky technické materialy
(napr.: liatina, guma, prirodné kamene, plst’, koza a pod.). V tychto pripadoch sa

pouziva tzv. mocninovy zakon. Podl'a Bacha je

(1.14)

Kde E, je materidlova konstanta a exponent n je u plsti, gumy, koze a pod. mensi ako 1

(n < 1), u liatiny, kamenov a pod. jen > 1.
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1.8 Vplyv zmeny teploty

Ty¢ na obr. 1.13 vystavena po celej dizke konstantnej zmene teploty o At [°C] zmeni
svoju dizku o

Al=a, .At.] (1.15)

Kde o je sucinitel teplotnej dizkovej roztaznosti. Rozmerom stéinitel'a a; je Celziov

stupeti [°C']. :

af Ak je zmena teploty At kladna,
[= By
1|_ J ide o ohrev, pri zapornej zmene
l+4l . ide o ochladenie
Obr. 1.13

Ak je ty¢ na oboch koncoch pevne votknuta (staticky neurcity pripad, obr. 1.14), jej

diZka sa vplyvom teploty nemoZe zmenit' a vznikne v nej napétie o;.

1. Gt:at.AtE (116)
7 A

7.

L

Obr. 1.14

V tabulke 1.3 st uvedené sucinitele o, pre niektoré kovy:

Tab. 1.3
Materidl o [°C]. 107 Material a [°CT]. 107
Hlinik 2,25 Ocel 1,2
Bronz 1,75 Zinok 3,54
Med’ 1,65 Liatina 1,04
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1.9 PrieCne zuzenie. Poissonova konStanta

Stcasne s predlzenim tyCe v smere osi x objavuje sa skrdtenie priecnych rozmerov.
Toto skratenie je, ako skusky ukézali -ak plati Hookov zdkon a u izotropnych materialov -

umerné napétiu ¢ a tym 1 osovému pomernému predlzeniu &.

Ked vyberieme zo skiSobnej tyCe mysleny elementarny (velmi maly) hranoléek

(obr. 1.15) budu jeho priecne zuZenia v smere 0si y, z

) P - (1.17)

&

Sucinitel’ m sa nazyva Poissonova konStanta.

x . oy o 1

Casto je vyhodnejsie pouzivat’ hodnotu p=— ,
m

ktorti nazyvame Poissonovym ¢islom.
Pre ocel ma Poissonova kon$tanta hodnotu

_10

m .
3

Obr. 1.15

Podobne, ako v pripade modulu pruznosti E, ani v pripade Poissonovej konStanty
neexistuju dva roézne materialy, ktoré¢ by mali rovnakt hodnotu m (p). Preto sa Poissonova

konstanta nazyva druhou materialovou konstantou.
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1.10 Priklady

1.10.1 Z akého materidlu je ty¢, na ktort1 posobi osamela sila S (obr. 1.16), ak je dané:

dizka ty¢e 1 = 1,0m; napitie o = 42 MPa a prediZenie ty¢e Al = 0,2mm.

o RiesSenie:

%_ ) : S____ Posobenim sily Ssa ty¢ dizky 1,0m

/ predizila 00,2mm avzniklo v nej
L napiétie o vel'kosti 42 MPa.

Obr. 1.16

Podra (1.8) je pomerné prediZenie:

_A_l_ 0,2mm
[ 1.10°mm

Po dosadeni do (1.12) o =¢.E:

=0,2.107

42MPa =0,2.10".E = E =2,1.10° MPa

Z tabul’ky 1.2 zistime, Ze uvedena ty¢ je z ocele.

1.10.2 Vypoditajte, o kol’ko sa predizi hlinikova ty¢ dizky 1 = 2,0m (obr. 1.17) pri zmene
teploty At=10 °C.
at

r—

L

l l+Al

Obr. 1.17

Riesenie:

Suginitel’ teplotnej dizkovej roztaznosti o, pre hlinikovy material je:
@, =2,25.10°°C" (tab. 1.3)

Podra (1.15) sa ty¢ predizi o Al (obr. 1.17b):

Al =a,Atl= Al=2,25.10°C".10°C.2.10° mm = 0,45mm

Ty¢ sa pri zmene teploty o 10°C prediZi o 0,45mm.
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Pozn.: Vypocitané prediZenie je vo&i povodnej dizke ty¢e velmi malé. Mohlo by sa
zdat, ze takato zmena rozmeru nemad prakticky vyznam. Neskor si vSak
ukaZeme, Ze itakato mala zmena dizky tyée (vzpery) méze vyvolat velka

zmenu napétia v ostatnych prvkoch konstrukcie, ktorej je sucast'ou.

1.10.3 Vypocitajte pomerné priecne zizenie u ocelovej ty€e zat'azenej dvojicou sil S, ktora

vyvolala v ty¢i napitie ¢ = 40 MPa (obr. 1.18).

i S

Obr. 1.18

Vysledok: &, =¢, =-5,71.107

1.10.4 Z akého materialu je ty¢ dizky 1 = 3,0m (obr. 1.19), ktora sa pri zmene teploty
At =10 °C predizi o Al = 0,36mm?

at

PR

Obr. 1.19

it S |

1+ Al

Vysledok: ty€ je z ocele.
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2. VYPOCET A KONTROLA PRUTOV NAMAHANYCH NA TAH
(TLAK)

2.1 Predpoklady vypoctu

Ako vyplyva z definicie (ods. 1.3.1) namdhania na prosty tah (tlak), v myslenom
prie¢nom reze pdsobi len normalova sila P v osi pruta. Takymto spdsobom su naméhané praty

v pritovych sustavach, centricky tlacené stipy, podpery, lané na tah a pod.

Vnutornu osovu silu P mozno vo zvolenom priereze uréit’ metddou mysleného rezu.
Zakon rozloZenia vyslednej vnatornej sily tahaného prata po priereze formuloval na zaklade
experimentalneho skiimania deformécie Navier. Podl'a nim zddévodnenej hypotézy (obr. 2.1)
zostane os pruta po prediZeni priama, a dva susedné, rovnobezné prierezy kolmé na os, ostant

aj po deformacii rovinné a navzajom rovnobezné.

Z hypotézy vyplyvaju dva dolezité zavery:
- vdosledku zachovania priamosti pruta nie je mozné vzajomné prieCne posunutie
(skosenie) prierezov, t. j. nevznikaji Smykové napitia,
- pretoze sa vsetky vidkna (spojnice bodov rovnako vzdialenych od osi prata) medzi
uvazovanymi blizkymi prierezmi deformuji rovnako, budi vnatorné sily po celej ploche

prierezu rozlozené rovnomerne.

Ab/2 TmT Ab/2 =
- Qi m—— ] K
S = : : : : R - S = H-
B | — _ L]
Al/2 L AL/2 b N
3

Obr. 2.1

Podl’'a toho normalové napitie pri prostom tahu (tlaku) sa vypocita z rovnice

(2.1a)

S
o=—
F
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Kedze pdsobiaca vyslednica vonkajSej tahovej (tlakovej) sily P vytvara v stave

rovnovahy s vnatornou silou N silovll rovnovaznu dvojicu, plati

. N
o=+ (2.1b)

Kde je o ... normalne napdtie v tahu (+), resp. v tlaku (-), [Pa]
N ... vnutorna normalova sila, [N]

F ... plocha prierezu prata (b . h), [m?].

Pozn.: Z definicie rovnovaznej dvojice sil (axioma statiky!) vyplyva, zZe rovnovaha
s vonkajSou silou S vznikne iba vtedy, ked’ zat'aZujlca sila a vnitorna osova sila

maju opacny zmysel, rovnaku velkost’ a spolo¢nu nositel’ku.

2.2 Vypocet pruta na prosty tah (tlak)

Uvazujme priamy prat konstantného prierezu (obr. 2.2a) zat'aZeny osovou silou S. Na
obrazku 2.2b je prat uvolneny. Odstranenie votknutia na hornom konci je nahradené
vézbovou reakciou R. Reakciu vypocitame z rovnovahy vonkajsich sil, ktoré na prit posobia
(vo zvislom smere).

- zatazujuca sila S

- vlastna tiaz prata Q=v.F.1

- reakcia R
: R Ly
!
//// GI'I'IEX
;‘f
F ]
|
2) S b) 0 ;”I o | N o | 'J ti a
S 1 Q, g
|
N Q, Q
| \
IS 'S S/F 'S 'S

Obr. 2.2
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V pripade priameho prizmatického pruta z podmienky rovnovahy dostaneme rovnicu
R-S—yF.l=0, (2.2a)

v ktorej vyo— merna $pecifickd tiaz [Nm™]
F — plocha prie¢neho rezu [m?]

I — dizka prata [m].

Metodou mysleného rezu (obr. 2.2d) urc¢ime vyslednicu vnutornych sil, ktoré pdsobia
v prieCnom reze mn pruta. Na dolnu ¢ast’ prata posobia vonkajSie sily S, Qy =7y . F .y
a vyslednica vnutornych sil N. Podl'a podmienky rovnovéhy je potrebné, aby nositel’kou sily

N bola os pruta y. Podl’a obr. 2.2d vyjadrime rovnovahu v reze mn rovnicou
N-S-yp, . F.y=0 (2.2b)

z ktorej

N=S+y,.F.y (2.2¢)

Kedze pri naméhani tahom podsobia vnltorné sily rovnomerne v prie€nom priereze

prata (Navierova hypotéza), moézeme napdtie (podl'a rovnice 2.1b) urcit’ rovnicou

+ 7oy (2.2d)

N
o=—
F

s
F

Tato linearna zavislost’ napétia 6 od y je znazornend na obr. 2.2¢. Napitie s najviacSou

hodnotou pdsobi v priereze, ktorého poloha je urcend suradnicou y = /.

Jeho hodnotu vypocitame s pouzitim rovnice 2.2d:

S
mm=;+ml (2.2¢)

Celkové predizenie elementarnej dizky prata (obr. 2.3) podl'a rovnice 1.6
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Ady=¢edy, (2.32)

§\;

resp. podl'a rovnice (1.8) celkové

| |
2) —*Ir dl | b) predizenie vsetkych elementov po
I N . celej dizke prata
i
l
B % I T Al:jg}”dy (2.3b)
10 : '
I I - Pouzitim Hookovho zékona (rovnica
I ' I H 1.12) mézeme rovnicu 2.3b napisat’
a4 | | ;
T T S 7/ y
- | | Al=|(—+"2)d 23
= ‘ 4 Gy @
1S
z ktorej po integracii bude pomerné
predizenie
Obr. 2.3 Si oyl
Al=—"—+2— (2.3d)
EF 2E

Prvy ¢len rovnice predstavuje vplyv vonkajsej sily na predizeni ty¢e (Al) a druhy

vplyv jej vlastnej tiaZe (Al ).

Vysledné prediZzenie Al ziskame sé¢itanim jednotlivych vplyvov

Al=Alg + Al (2.3¢)

Postupnému vypoctu jednotlivych vplyvov a nakoniec ich séitaniu, ako vSeobecne
zauzivanému postupu, sa pri reSpektovani urcitych predpokladov v pruznosti a pevnosti

hovori — zakon superpozicie (jednotlivych) vplyvov.

Pozn.: Sucin E.F vrovnici 2.3d sa nazyva tuhost’ pruta v *ahu (tlaku). Tuhost vo
vyzname ako miera odporu prvku (konStrukcie) deformovat sa (menit
v dosledku vonkajSieho namahania tvar a rozmery) patri medzi zakladné pojmy

V pruznosti a pevnosti.
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Pomernd zmena prieCneho rezu, zOzenie pri namahani tyCe na tah sa vypocita
s pouzitim rovnice 1.17

u,S
£, :—E(F+7O.y) (2.4a)

V pripade kruhovej prierezovej plochy obr. 2.3b je

Ad =d,.¢ (2.4b)

a po dosadeni pravej strany rovnice do rovnice 2.4a za g, dostaneme
ud, S
Ad =———(—=+y,. 2.4c
E ( F VoY) ( )

Pri vypoctoch pratov premenného spojitého prierezu (2.4a), alebo zloZzeného prierezu

(2.4b) sa postupuje podla rovnakych zasad, ako na prizmatickom prute.

Vlastny vypocet je v tychto pripadoch vSak o nieco komplikovanejsi. Pri¢inou byva

vplyv spojite premennej alebo nahlej zmeny plochy, Co treba vo vypocte zohl'adnit’.

W ' / /A W// // 7 Pozn.: V pripade spojite premenne;j

a) b) zmeny prierezu patri medzi

- . Casté praktické lohy o. i. tiez

vypocet prata s rovnakou

pevnostou.

1 S 1 S Obr. 2.4

Staticky neur¢itymi pripadmi pratov namahanych na prosty tah (tlak) — vid’. zmienka

o nich na obr. 1.14 — sa zaoberat’ nebudeme.
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2.3 Pevnostna kontrola a dimenzovanie prutov namahanych na tah (tlak)

Otazka ako ur€it’ rozmery pruta (= nadimenzovat’ jeho tvar), alebo, ak takyto prat
existuje (jeho rozmery si zname) skontrolovat’ (posudit) ¢i predpokladanej velkosti sily
vyhovie, su dve stranky tej istej ulohy v pruznosti a pevnosti. Vyznamné a aktualna #loha
ekonomického vyuZitia materialu musi byt rieSend tak, aby konStrukcia, ktorej

posudzovany prut je sucastou, bola spol’ahliva (bezpecna) i pocas dlhodobej prevadzky.

V zavislosti na Grovni dosiahnutého poznania sa postupne vyvinuli i metddy riesenia
tychto problémov:
e metoda dovolenych napéti
e metdda dovolenych zatazeni

¢ metdda medznych stavov

2.3.1 Metoda dovolenych napiiti

Najstarsia (klasicka) metdda dovolenych napéti vychadza zo skuto¢nosti, Ze rozmery

prvku konstrukcie musia byt navrhnuté tak, aby v nich najvécsie napdtia vyvolané vonkajSim

zatazenim (vid. ods. 2.2), neprevysovali hodnotu dovoleného (pripustného) napdtia.

Oy = alebo O oy = (2.5)

kde st: - ok, 6, medze napétia ziskané trhacimi skiiSkami (ods. 1.7, tab. 1.1),

- UK, Um miery bezpecnosti.

Unosnost’ sti¢iastky pri statickom naméhani na tah (tlak) je zabezpedend, ked’ skutoéné

maximalne napitie vyhovuje podmienke pevnosti vyjadrenej vzt'ahom

Omax < GOdov (2 6)
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Z uvedeného je zrejmé, zZe miera bezpelnosti ug, resp. i, musi byt vicsia ako 1!
Z praktického hl'adiska trvalé¢ deformacie nevznikaji, ked’ napitie ¢ je pod medzou imernosti

oy. Preto sa hodnota miery bezpec¢nosti voli tak, aby bola splnena podmienka 640y < Gy,

Hodnoty miery bezpec¢nosti boli zdvidzne urcené v technickych normach so zretelom na

druh zataZenia, materidl a st¢iastky v konkrétnej konstrukeii, jej ticelu atd’.
Vyhodou tejto metddy v inzinierskej praxi bola jej jednoduchost’. Nevyhody vSak najma
vzhladom na univerzalnost’ miery bezpecnosti a vyhrady voci jej objektivnosti, prevazili.

Preto sa uz v sucasnosti tato metdda nepouziva.

Orienta¢né hodnoty dovolenych napéti niektorych materidlov st uvedené v tab. 2.1.

Tab. 2.1
Gaov [MPa] Gaov [MPa]
Material tah tlak Material t'ah tlak

Konstrukéna ocel | 140-160 | 140-160 | Borovica || 7-10 10-20
Med 30-120 30-120 1 - 1,5-2
Hlinik 30-80 30-80 |[Dub || 9-13 13-15
Dural 80-150 80-150 1 - 2-3,5
Bakelit 40-50 40-50 | Beton 0,1-0,7 1-9

2.3.2 Metoda dovolenych zat’aZeni

Na rozdiel od predchadzajucej metdody sa Unosnost’ prvku ¢i konStrukcie vyjadruje
medznymi hodnotami vnutornych sil. Metdéda dovolenych zatazeni bola unas zavedend
prvykrat na vypocet beténovych a zelezobetonovych konstrukcii - dva rézne druhy materialu

v posudzovanom priereze - pod nazvom metoda posudenia podla stupiia bezpecnosti.

Podl’a tejto metddy sa povazuje za vyhovujtci taky konstrukény prvok, v ktorom pomer

vyslednice vnutornych sil v priereze na medzi unosnosti prierezu k vyslednici vonkajsich sil
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je maximalne rovny istému cislu, predpisanému pre jednotlivé typy konStrukénych prvkov

a rozne druhy predpisanej velkosti naméhania technickymi normami.

Zmienené pomery (t. j. sucinitele bezpeCnosti) sa nazyvaju stupriami bezpecnosti K

(odtial’ 1 nazov metddy).

Pevnostna podmienka pre limitujice zat'azenie Syax [N] ma tvar:

x|

(2.7)

max dov —

kde: - S4ov, Sx je dovolené, resp. normové zat'azenie [N],

-K stupne bezpecnosti, vzdy vicsie ako 1 (k> 1).

2.3.3 Metoda medznych stavov

Jedinou hodnotou miery bezpecnosti, alebo niekolkymi stupfiami  bezpe€nosti
(v pripade metddy podl'a dovolenych zat'azeni zvlast’ pre betdn a nosnu ocel’'ovu vystuz) nie je
mozné zohladnit’ pocetné faktory, ktoré sa v kombinacidch a v roznych konstrukciach mézu

objavit’ sucasne.

Metoda medznych stavov, podla ktorej sa v suCasnosti konstrukcie navrhuju a
kontrolujt, zachovéava podstatu metddy podla stupna bezpecnosti (Smax < Sqov), ale lisi sa od
nej vo dvoch znakoch:

- zavadza posudenie (kontrolu) konstrukcii vzhladom na dva medzné
stavy,

- uvaZuje s tromi sticinite’mi bezpecnosti.
Prvy medzny stav — medzny stav unosnosti — je ten, pri ktorom sa konsStrukcia stane

nepouzitelnou vycerpanim uUnosnosti - napdtia, stability (polohy a tvaru), plasticity

a krehkého a tinavového lomu.
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Druhy medzny stav — medza stavu pouZitel’nosti konStrukcie. Sem patria nadmerné
deformadcie (pri splnenom prvom medznom stave — zachovania unosnosti 1 stability!) a prili§

vel’kéd dynamicka odozva (napr. vibracie) konstrukcie.

Konstrukcia sa podla metody medznych stavov povazuje za vyhovujucu, ked sa
vypoctom dokdze, ze v priebehu jej celej Zivotnosti (pocas jej zriadenia av prevadzke)

nenastane ani jeden z medznych stavov.

Moznost’ vzniku niektorého alebo obidvoch medznych stavov stCasne zavisi na

niekol’kych Cinitel'och, ktoré sa vo vypocte vyjadruja tromi parcidlnymi sucinite'mi (k, n, m).

- kvalita materialu — s éinitel’ rovnorodosti, k < 1,
- zataZenie a ostatné vonkajsie vplyvy — sucinitel’ zat’aZenia, n > 1,
- prostredie a podmienky, v ktorych konstrukcia plni svoj tcel a podmienky, v ktorych

bola vyrobena — sucinitel’ podmienok pésobenia, m < 1.

Hodnota stcinitelov k, n, m je v technickych normach (STN) uréend na zaklade
Statistického vyhodnotenia vysledkov mnohych skuSok a pozorovani. Treba eSte poznamenat,
ze kazdy zo sucinitePov méze zavisiet’ na viacerych d’alSich okolnostiach, t. j. d’alSich
sucinitel’och toho istého druhu. To umoziiuje lepSie, na Urovni dosiahnutého poznania

i skisenosti a stale objektivnejSie posudzovanie bezpecnosti a stavu konstrukcii.

¢ Bezpecnost proti dosiahnutiu medzného stavu unosnosti sa posudzuje podl'a tohto

vSeobecného vzt'ahu:

2.8
n.N, < ®d(m, kR, F) (2.8)

kde okrem uz vysvetlenych symbolov (n, m, k), znamena:

- Ny ... vnutornd sila od normového zatazenia [N],

- R, ... najmenSie vypoc€tové normové naméahanie [N],

-F ... geometrickd charakteristika posudzovaného prierezu,

-n. N, skuto¢né zatazenie konstrukcie od normového zatazenia, resp. vypocitana
hodnota vnutornej sily,

-kR,  vypocitané namahanie.
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Konstrukény prvok sa teda povazuje za vyhovujici na unosnost’ vtedy, ked” vypocitana
hodnota vyslednice uvedenych sil v posudzovanom priereze neprekro¢i hodnotu urcent

funkciou @ na pravej strane rovnice.

¢ Bezpecnost’ konStrukcie proti dosiahnutiu medzného stavu pouZitel’nosti sa

posudzuje podl'a vzt'ahu

kde A je vypocitana (skuto¢na) deformécia a f deformécia dovolena.

Pri posudzovani konstrukcii podl'a metody medznych stavov plati:

Vypocet (pri dimenzovani alebo kontrole) konStrukcii podla prvého medzného

stavu je zakladny — musi sa vykonat’ vzdy!
Vypocet podla druhého medzného stavu sa vykonava len vtedy, ked s ohladom na

moznost’ vzniku nadmernych deformacii alebo kmitania to vyzaduju prislusné technicke

normy (STN).
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2.4 Priklady

2.4.1 Vypocitajte plochu F priecneho rezu prata (obr. 2.5a), zatazeného vlastnou tiazou
asilou S tak, aby celkové prediZenie pruta bolo nulové. Dalej vypoéitajte a nakreslite
priebeh normalového napitia po celej dizke prata. Dané je: sila S = 100 N;
modul pruznosti v tahu E = 2,1.10° MPa; dizka prata 1 = 1,0 m; hustota materialu

p = 7850 kg.m™; gravitaéné zrychlenie g = 9,81 m.s™

ook o 38547 Pa
A
SRR
PR3 N
a) | T b) ©)
~ Q
B | |
38 461 Pa
S S
Obr. 2.5
Riesenie:

Podrla (2.2b) napiSeme rovnicu rovnovahy pre (obr. 2.5b):
N+S-Q0=0;pricom Q=g.p.F.y > N+S—-g.pF.y=0
Pre vypocet normalového napétia plati (2.1b):
N S
oc=—= N=0.F;podosadeni c=g.p.y——
r p g-p-y r

PrediZenie diferencialneho tGseku prata je (2.3a):

1 ! / !
, ver o g.py.F-S§
Ady = £.dy ; anasledne po pouziti (2.3b): Al=|Ady=|ecdy=|—dy=|>"———4dy;
ly =¢edy pop (2.3b) j;ylylEylE.F
2
odkial’ po uprave: AI:M—S—'1=O:>F: 25 _ = 2.100(N) >
2E EF g.pl  9,81(m.s).7850(kg.m™).1,0(m)

Plocha prie¢neho rezu prita pri nulovom prediZeni je F = 0,0026 m>.
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Dalej vypocitame krajné hodnoty napitia v bodoch A, B:
100

S
Aly=0:0,=g.pl-==9,81.7850.1,0— =38547Pa,
(y=D:0,=gp 7 0.0026 a

S 100
B(y=0):0,=g.p0——==— =-38461Pa.
(y=0):0,=gp 7 0.0026

Priebeh napitia po celej diZke pruta je zobrazeny na obr. 2.5c¢.

2.4.2 Vypolitajte a nakreslite priebeh vnitornych silovych veli¢in a hodnoty predizenia
v bodoch A, B a C u osovo zat'azené¢ho odstupiiovaného pruta (obr. 2.6a), ak je dané:
S; = 6000 N; S; = 9000 N; S3 = 4000 N; F; = 100 mm?; F, = 200 mm?*; 1 = 0,5 m;
E=2.10’MPa

Riesenie:

Podrla (2.2b) napiseme rovnice rovnovahy pre kazdu Cast’ pruta:

prvé gast’ (obr. 2.6b): DS, =0= —N,+S,=0= N, =6000N ,

i=1

druha ¢ast’ (obr. 2.6¢): > S, =0 = —N,-S,+8,=0= N, =-3000N,
i=1

tretia Cast’ (obr. 2.6d): ZSI. =0=>-N,+5,-5,+§5,=0=N,=1000N.

i=l1

Dalej vypogitame pomocou (2.1b) jednotlivé normalové napitia:

N,  6000(N)

0, =—=——"——>-=60MPa,
F 100 (mm”)

o, :ﬂz —3000 =-30MPa ,
F 100

ogzﬁzm:SMPa.
F, 200

Nasledne vyjadrime prediienia (2.3d) v danych bodoch A,B a C:

i N, N 6000(N).500(mm) _, =3000.500  1000.500
IEF EF EF EF 2.105(MPa).100(mm2) 2.10.100  2.10°.200

AA=0,0875mm
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3 J—
ABZY N, _ Nyl Nid _-3000.500 1000.500

= = . + . =—0,0625mm
- E.F. EF EF, 210.100 2.10°.200

3
AC—y N _ N 1000500 0,

S E.F EF, 2.10°200

N, S, b)
=l e
Nz - bz S1.__ C)
6000 N
1000 N Syf|[1]{]c S, o)
0 0
Sl
-3000 N
60 MPa
[T
0 Q 0
-30 MPa 0,0875 mm
0,0125 mm g)
e an AN
@, ;
Obr. 2.6
-0,0625 mm

45



2.4.3 Bremeno o tiazi Q = 100 kN je zavesené¢ pomocou dvoch prutov (obr. 2.7a). Material

pratov je rovnaky s hodnotou dovoleného napitia G4y = 150 MPa. Urcite potrebné

plochy priecnych prierezov prutov.

B
W 30°
NAB NAE
X
A=0

Obr. 2.7
Riesenie:

Zo statickych podmienok rovnovahy pre myslenymi rezmi rozdelené praty (2.2b) urcime
normalové sily (obr. 2.7b):

'8, =0= N,.sin30°- N ,.sin45°=0,
- N, =0,5180; N,.=0,732.0

'8, =0=-0+N,..c0830°+ N ;.cos45°=0.

i=1

Napitia v pratoch (2.1b) st:

N, 05180 N, 07320
T =g T Gae T T
AB AB AC AC

Potrebné plochy prierezov prutov si vypocitame z pevnostnej podmienky (2.6):

O3 <04, O4u =04,

potom:
3
p 505180 _0SISI0010(WN) o0 o
o, 150(MPa)
3
F, 07320 073210010 (V) _ ygg>

O o 150 (MPa)
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2.4.4 Vypocitajte plochu prie¢neho prierezu pruta F, zatazeného silou S (obr. 2.8) tak, aby
celkové prediienie prata Al = 2mm. Dané je: S = 90kN; 1=0,7m; E = 2,1.105 MPa.
/
2l
A 13
R .
l | Al
Obr. 2.8

Vysledok: F =150 mm?’

2.4.5 Urcite priebeh osovej sily, normalového napétia a premiestnenia prierezov 1,2,3 tyce

S =100 kN; F =400 mmz; 1=1,0m; E= 2,1.105 MPa.

/

premenné¢ho prierezu zatazZenej silou S (obr. 2.9a). Vlastnl tiaZ zanedbame. Dané je:

100 kN N/F = 250 MPa
' 0 0 0
e _
2 NL
, SO= o =
g
3 \ N.L
a) S b) N ¢) d) 2EF
N/2F = 125 MPa
Obr. 2.9
Vysledky:

N =100 kN, priebeh obr. 2.9b;

G122 =250 MPa, 0,3 = 125 MPa, priebeh obr. 2.9c¢;

Aly; =1,25mm, Al = 0,625mm, priebeh obr. 2.9d.
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3. NAPATOST, DEFORMACIA A ICH VZAJOMNE SUVISLOSTI

3.1 Napitost’ a druhy napitosti

Napitost’ je vnutorny mechanicky stav telesa sposobeny napatim. Napdtostou v urcitom
bode telesa nazyvame suhrn vsetkych napdti urcenych prostrednictvom rovin, ktoré danym

bodom mozno prelozit.

Z praktickej pric¢iny, ako si d’alej ukdzeme, urcujeme napétost v bode v rovinach

elementarneho hranola.

Napitost’ vo vSeobecnosti moze byt’:
- priestorova (trojosa),
- rovinna (dvojosa),

- priamkova (jednoosa).

Na urcenie druhu napitosti vbode vyberieme ztelesa elementarny hranolcek

s rozmermi dx, dy, dz. Na obr. 3.1a je znazorneny vSeobecny pripad priestorovej napétosti.

Py

i Utinok odstrafiovanych &asti

telesa nahradime vnutornymi

/ Pz p silami. Vnutorné sily
///f//r" ! pripadajice  na  jednotku
dy _» N | plochy, teda napdtia p., py, p-
P4 //0’. X prechddzaju taziskami troch
P, ? S dvojic rovnobeznych plosiek.
y 4 / dx Indexom pri  oznacovani
napitia je urCend plocha na

py Obr. 3.1a ktorej napitie posobi.

Napr. x je normdla na plochu dy, dz, na ktorej posobi napdtie px.

49



Dé sa dokazat, Ze v uvazovanom mieste telesa je vZdy mozné vybrat elementarny

hranolc¢ek tak, aby napitia posobili len kolmo na jeho steny (obr. 3.1b).
|0,
Tieto normalové napitia nazyvame

yi hlavné napiitia a oznalujeme ich

/ Gla 029 63'
»

~ Ked pociatok sturadnicovej sustavy

0 s G, (spolo¢ny bod troch rovin) lezi

0; / 0 - o
| nazyvaju centralnymi.

2" Obr. 3.1b

v tazisku telesa, vtedy sa hlavné

<

napidtia (a roviny v ktorych lezia)

0,

Ako sme uz uviedli na obrazku 3.1a,b je znazorneny pripad priestorovej (trojosej)
napétosti. Priestorovd napdtost vznikne vtedy, ked’ vSetky vyznacené napitia py, py, p, st
nenulové.

Ked’ ur¢ime polohu elementarneho hranola tak, Ze vo dvoch protil'ahlych stenach buda
napdtia (napr. p,) rovné nule (obr. 3.2) a v ostatnych st napétia nenulové, ide o napdtost

rovinnu.

Ak moézeme dat’ elementdrnemu hranolu v telese taku polohu, ked’ napr. py a p, budu

nulové (obr. 3.3), potom ide o priamkovii napdtost - px = ox (1) .
Z uvedeného vyplyva, zZe rovinna a priamkova napétost’ si len zvlastne (Specialne)

pripady priestorovej napitosti. To plati tiez pre vztah medzi rovinnou a priamkovou

napétostou.
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|

©
l
\

(=]
B
b
R
Y=

| d,
s /.
z d/ py - ¥
P Obr. 3.2

Pozn.: V indexe napitia 1, je oznaCenie vykonané sohladom na skuto€nost, Ze

v danom pripade posobia vsetky Smykové napétia kolmo na os z.

Yi

a,=P, | a=p,

dy

| X<

0 dx o Obr. 3.3

Pre spravne ohodnotenie nebezpecia, ohrozujuceho pevnost’ (bezpecnost’) suciastky,
treba poznat’ napétost’ nielen v stendch elementarneho hranolceka, ale aj napdtia v lubovolne

sklonenom reze (obr. 3.4).

Yi

Obr. 3.4
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3.1.1 Priamkova napiitost’

Mame urcit napitost v Ilubovolnom bode A prata, zataZeného osovou silou S

(obr. 3.5).

Podl’a rovnice (2.1a) je o, =

(3.1)

V d’alSom uvazujme Sikmy rez, ktory prechadza bodom A (obr. 3.6). Normala na plochu
rezu zviera s osou pruta uhol ¢. Zndmym spdsobom fiktivneho rezu nahradime U¢inok

odstranenej Casti pruta vyslednicou vnutornych sil P. Pre rovnovahu plati P = S. (3.2)

Obe sily maju spolo¢nu nositel’ku — os pruta.

n
a) Fn . . ,
. Zlozky N, T sily P = S podla
S N obr. 3.6a st
= . ; P X
/ A Vi N=S.cos¢p (3.3)

T=S.sing (3.4)

Pri namdhani na  tah su
napdtia v priereze rozlozené

rovnomerne. Ich  velkost

vypocitame z rovnic (1.3)

v tvare o-:ﬁ (3.5
Fn

(3.6)

Posobenie napiti v bode A (a aj v celom priereze) je znazornené na obr. 3.6b.
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Vziajomna zavislost medzi plochami Sikmého a priecneho (kolmého) rezu podla

obr. 3.6a je
F = al (3.7)
Cos @
Riesenim rovnice (3.3, 3.5, 3.7, a 3.1) dostaneme (cx = G1)
c=0,.co8’ ¢ (3.8)
a rieSenim rovnic (3.1, 3.4, 3.6a 3.7)
T=0,sIn@.cosg (3.9
Ked" podla znamych goniometrickych vzorcov dvojnasobného uhla
c0os2¢ = cos’p — sin’@ a sin2¢ = 2sin@cos@
a uprave do tvaru
cos’ @ _1, cos2p a sin pcos =i 2? 2¢
2 2
ich dosadime do rovnic (3.8 a 3.9) budt napétia uréené vztahmi
1 1
a=50'1+501 cos2¢ (3.10)
1 .
1250'1 sin 2¢ (3.11)

Ked’ze vrovniciach 3.10 a3.11 sa nevyskytuje plocha F aani ziadna materidlova
konstanta, napitie ¢ a T zavisi len na napiti 6, a uhle ¢. Dalej z rovnic vidiet, Ze normalova
zlozka napétia ¢ je najvacsia v rovine kolmej na os prata (¢ = 0 — cos0 = 1) a ma velkost’ o,

vtedy ale Smykové napétie (sin0° = 0) je T = 0.
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Naproti tomu Smykové napdtie je maximdlne v rovine urcenej uhlom 45° (resp. 135°)
vtedy ked’ sin2 . 45° =sin90° = 1, a ma hodnotu T:%O'l. Pritom vSak normalne napitie ¢

( z rovnice 3.10) aj ked’ druhy ¢len rovnice je nulovy (cos2 . 45° = c0s90° = 0), nulové nie je.

: W 14 r .. * . G
Najmensia hodnota normalového napitia je o =71 !

Ked upravené rovnice (3.10 a 3.11)

o, O,
o —=—c052
2 2 14

o, .
r=—1sin2¢p
2
vyrieS§ime (umocnenim a s¢itanim), dostaneme
o o o, .
(o —71)2 +7’ = (71 cos2¢)’ + (?1 sin 2¢)’

a dalej po Uprave pravej Casti rovnice a dosadenim za cos’ 2¢+sin’ 2¢ =1 (trigonometricka

jednotka) ju zjednodusime na tvar:

O1v2, 2_O1y2
(0'—7) +7 —(2) (3.12)

Ak tato rovnicu porovndvame zo vSeobecnym tvarom rovnice KruZnice

[(x — m)* + (y —n)* = r*] v stradnicovom systéme o, T (obr. 3.7) dostaneme kruZnicu napitia.
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T y 1 n
u=Alo,T |
g
i <
| g
= lt_\'Je ——_— @
i T m g
0 SN, L | o 0 X
\\\‘Ek :
\\T'T
G /2 ,-) SF=g,/2.sin2¢p
ag
Obr. 3.7

Rovnica (3.12) sa nazyva Mohrovou kruZnicou napiitia, a mozno ju vyjadrit’ slovne

takto:

KaZzdému rezu elementirneho hranoléeka zodpoveda bod na Mohrovej kruZnici,
ktorého stiradnice udavaju vel’kost’ normalového a Smykového napitia v znazornenom

reze. Napitia ¢ a T v reze roviny p su urcené suradnicami bodu A = 1 na Mohrovej kruZnici.

Postup zostrojenia Mohrovej kruznice je zrejmy z jej zdovodnenia. Dolezité pritom je,
aby sa rameno smerového uhlu 2¢ vynieslo vrovnakom zmysle ako v elementdrnom

hranol¢eku, od osi y k odklonenej rovine rezu p.

Pre tlakové napitie 6; je Mohrova kruznica napédtosti znadzornend na obr. 3.8a,b,c. So
zretelom na znamienkovl konvenciu oznacovania tlaku zapornym znamienkom (c; < 0) lezi

kruznica vl'avo od pociatku suradnicového systému o, T.
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0,/2.sin2¢

—a|

=

Obr. 3.8

3.1.2 Rovinna napitost’

Ako bolo uz uvedené, elementarny hranoléek je v stave rovinnej napitosti, ked’ napitia

vo dvoch protilahlych rovnobeznych rovinach su rovné nule.

Uvazujme elementarny hranolcek, na ktory posobia napitia py a py (p, = 0).

Vysledné napitia py,, py, poOsobiace vSeobecnymi smermi rozlozme do smerov
stradnicovych osi (obr. 3.9). Prvy index u Smykovych napiti, napr. 1y, znamena, Ze ide

o Smykové napiitie v stene kolmej na os x. Druhy index znaci, Ze napitie je rovnobezné

s osou y.
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g
Vi | Z momentovej podmienky
I rovnovahy sil k bodu S dostaneme:
.
y - Mg = 0:
T p 2V
g, J_ Ty T dydz@+r dydzﬁ—
=) B ’ T ) - | Y 2 Y 2
_____ Ty 'S X dy dy
| -7, dxdz——7  dxdz—=0
P, 0 T X ’ 2 2
A e ). = -
I odkial
l Ty =T 3.13
g y= (3.13)
Py dx
Obr. 3.9

Ked’ze elementarny hranolcek je mysleny ako bod telesa, mozno vo vSeobecnosti
konStatovat, Ze vrezoch vzdjomne kolmych su Smykové napdtia rovnaké asmeruji
k prieseCnici tychto rovin, alebo od nej. Takéto Smykové napitia sa nazyvaji Smykové

napiitia zdruZené.

Tejto vlastnosti si vS§imol ako prvy Cauchy (1789-1857). ZdruZené Smykové napitia
potom v Cauchyho zjednoduSenom oznaceni mozno vyjadrit' podla toho, ku ktorej osi

(priesecnici s iou rovnobeznej) smeruju.

V nasom pripade Ty=Tyx =T (3.14)

Z dokazu vlastnosti zdruzenych Smykovych napiti (obr. 3.9 a rovnica 3.13) je zrejmé,

ze pre roviny, ktoré nie su na seba kolmé, vztah 3.13 neplati!
Z definicie rovinnej napitosti a vlastnosti zdruzenych Smykovych napiti tiez plynie, Ze
rovinna napitost’ v bode telesa je vo vS§eobecnom pripade jednozna¢ne urcena dvoma

normalovymi a jednou Smykovou zloZkou.

Napitie vo vSeobecnom reze roviny |, podobne ako u priamkovej napdtosti, mozno

urcit’ z rovnovéahy vnutornych sil trojbokého hranoléeka.
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So zretel'om na urcenie tychto skript pre Studijné odbory Specidlneho inzinierstva st
v dalSom texte uvedené a struéne komentované len vysledky analyzy tejto rovnovahy.

Rovnice napitia pre rovinnd napétost maju tvar:

c,+to, o, +t0

o= +——2cos2¢p+7_sin2 N
5 5 prT, @
S (3.15)
o .+to, .
r:Tynggo — 7.¢082¢

J

Z rovnic 3.15 vidiet, Ze napédtia ¢ at v rovine p sklonenej od zvislej osi a uhol @, st
(tak ako pri priamkovej napitosti) nezavislé na velkosti plochy rezu F a materialovych

konStantach.

Z porovnania rovnic (3.15) s rovnicami pre priamkovu napdtost’ (3.10 a 3.11) moZno
zistit' podobnost’ 1 oakavanu rozdielnost’ medzi priamkovou a rovinnou napitostou. Tiez
podl'a ocakévania, ako pre priamkovu napitost’, mozno zdovodnit’ spdsob zostrojenia a vyuzit

vlastnosti Mohrovej kruznice pre rovinna napétost’.

Dalej sohladom na informativny charakter tejto Gasti textu o rovinnej napitosti,

uved’'me len vysledky, ktoré by sme ziskali z rieSenia extrémov rovnic (3.15) pre {Z:_U} ,

P=Po
kde o je uhol skosenia roviny p, v ktorom maju normalne napitia extrémnu hodnotu. Mozno

dokazat, ze:

27, 2z,
\/(ax —Gy)2 +4r, \/Z

sin2¢, =

> (3.16)

o.,—0,

Cos2¢p, = —

V4 /
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Pre uhol roviny rezu, v ktorej je normalne napétie tahové, platia znamienka zaporné.

Po dosadeni do prvej z rovnic 3.15 by sme z kvadratickej rovnice ziskali
Jm:miﬂ (3.17)
a po dosadeni do druhej rovnice 3.15
7 =i%\/2 (3.18)

Zo vzt'ahov pre rovinnu napitost’ vyplyva, ze v kolmych rovinach, w, wy, kde posobia

extrémne napdtia o, je Smykové napdtie t nulove.

Tieto roviny nazyvame hlavnymi rovinami a napitia (6; a 63) v nich poésobiace,

hlavnymi napdtiami.

e Invarianta napitia

Vykonajme sucet hlavnych napéti zistenych

podla rovnice 3.16

_ 7,>0 : :
Tz“o 7 \1 o, +0,= U‘YZG” +%\/Z+ 7% L4

2 2

teda

(3.19)

0,+0,=0,+0, =konst.

Obr. 3.10

Dokazali sme, ze stfet normalovych napéti v hociktorych dvoch na seba kolmych

rovindch je invariantny (nemenny) a rovny su¢tu hlavnych napiti.
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3.1.3 Priestorova napatost’

Ked’ napitia p na obr. 3.1a nahradime zlozkami normélovych a Smykovych napéti, bude
vSeobecny pripad priestorovej (trojosej) napétosti ureny tromi normalovymi napitiami oy, Gy,
o, a Siestimi Smykovymi napétiami (obr. 3.11a), resp. v Cauchyho uprave tromi zdruzenymi

Smykovymi napétiami (obr. 3.11b).

| O, y
a) I 40 b)

T X l LL
A

xy

Z i
o (T (ple [ -
T [™= T
; 7
0 Obr. 3.11 2
a,

y
Vsetky uvedené napétia su kladné.
Ak usporiadame zlozky napidtia do riadkov a stipcov nasledujicim sposobom,

dostaneme tzv. tenzor napitia.

Ox Txy Txz Ox Tz Ty
resp. 3.20
Te= | Tyx Oy Tyz - TesP To=|Tz Oy Tx (3.20)
Tx Tzy (o Ty Tx Gy

Tenzor napidtia s tromi normalovymi a Siestimi, resp. troma zdruzenymi Smykovymi

znamymi zloZkami napitia jednoznacne charakterizuje stav napiitosti v bode telesa.

Tak, ako pri rovinnej napitosti, aj tu v bode telesa existuji roviny, v ktorych s len

napétia normalové. Tieto roviny a im prislichajuce napitia su hlavné.
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V tomto pripade, podl'a toho, ¢o uz vieme o rovinnej napdtosti, musi mat’ tenzor napitia

tvar
(o)] 0 0
To'lz = 0 02 O (321)
0 0 O3

Aj v pripade priestorovej napitosti mozno odvodit’ parcidlne rovnice pre o, T, v roznych
rovindch odklonenych vo zvolenom pravouhlom systéme o uhly a, B, y. Podobne tak mozno
analyzu priestorovej napitosti riesit’ graficky, zostrojenim prislusnej Mohrovej kruznice pre

priestorovu napatost’.

Transformacia tenzoru napitia vzhl'adom na odklonenie roviny rezu o uhly a, B, y sa

vykonava podl'a znamych zasad maticového vypoctu (rieSenia ststav rovnic).

So zretelom na ur€enie tychto skript pre odbory Specidlneho inZinierstva, ktorych
absolventi by pri rieSeni problémov priestorovej napétosti iste konzultovali svoj nazor so
Specialistom (,,statikom®), uved'me uz len stru¢ne spominant transformaciu tenzora napétia
symbolicky.

Postup rieSenia priestorovej napiitosti:

- v rovine S normalou n = [cos a,cos f,cos 7]T (3.22a)

bude vSeobecné napétie ; dané vektorom, ktory obdrzime nasledovne
p=T. .n (3.22b)
- normalovu zloZzku o vektora ; dostaneme z rovnice
oc=n"T. n (3.22¢)

- a zo vzt'ahu ‘;‘ =g’ 41’ (3.224d)

dostaneme Smykovu zlozku napétia T,
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3.2

- hlavné napitia 61, 0,, 63 ziskame rieSenim rovnice

(ox—0) T, Ty
T, (oy—0) Ty =0 (3.22f)
T, T, (0,—0)

- Riesenim rovnice (3.22f) ziskame jeden, dva alebo tri redlne nenulové korene, v pocte

odpovedajucom jedno, dvoj alebo trojosej napétosti telesa.

- Max. Smykové napitie je dané vztahom:

— max min , (322g)

kde Gmax @ Omin SU Najvacsie a najmensie hlavné napitia.

Suvislost’ medzi deformaciami a napitost’ou v bode telesa

3.2.1 Rovnice elasticity

Zavislost’ medzi napitost'ou telesa v bode a jeho pretvorenim (deforméciou) vyjadruju

tzv. rovnice elasticity pre priamkovt, rovinnu a (v§eobecntl) priestorovu napatost’.

3.2.1.1 Rovnice elasticity pre priamkovu napitost’

Tieto rovnice uz pozname (1.17). Vyjadruju zavislost’ medzi napitim oy a pretvorenim

€x v smere osi X (obr. 3.12) priamo z Hookovho zakona (1.7).
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Adx o,
gx ==

dx E
Prie¢ne zuzenia (pretvorenia) su dané

rovnicami (1.17)

_Ady_gx __ 0O,

&
Yoody m mE

. _Adz_s_x__ax
odz om mE

Z toho o.. vyplyva, ze priamkova

napdtost vyvola priestorové

pretvorenie.

Pozn.: Ak su zname hodnoty &, m a E mozno rovnicu vyuzit’ tiez na vypocet napéitia cy.

3.2.1.2 Rovnice plasticity pre rovinnu napétost’
Nech na elementarny hranolcek na obr. 3.13a posobia napétia v medziach Hookovho

zakona oy a oy stcasne.
b)

Obr. 3.13

Uvazujme najskor iba napitie o, (obr. 3.12), ktoré vyvola v smere osi x prediZenie
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r . , . O,
a'v smere osi y a z pomerné skritenia &, =——>-; &, =—

Podobne potom 6, vyvold v smere osi y pomerné prediZenie (obr. 3.13b) a v smere osi x

a z pomerné skratenia

" Gy J
(C,‘y=? ’ & =——=——’ E =F——= ——— |

Celkové pomerné predlzenie &, €y, € je potom dané superpoziciou (algebraickym
suctom) jednoosich predlZeni €'y, €', €'y, €'y, €', a €",. Rovnice elasticity pre rovinni napatost’

maju teda tvar:

o, 1 o

g =g te=Z 0 o (5 22 )

E mE FE m

o, o 1 o
e, =¢ +el="F-—=—(c, —— (3.23)
Y E mE E( ! m) >

oc. O, o.+0
g, =gl +el=———L=— :

mE  mE m.E ~

Z rovnic (3.23) je vidiet, Ze pri rovinnom napiiti je pretvorenie priestorove.

3.2.1.3 Rovnice plasticity pre priestorovu napiitost’

Tak, ako v predchadzajlicom pripade, aj pri urceni priestorovej deformécie budeme
postupovat’ metédou superpozicie jednotlivych vplyvov napétia. Na elementarny hranolcek

(obr. 3.14) pri trojosej napdtosti pdsobia napdtia &y, €y, €, a Tx, Ty, Tz
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B I R g .
0, U | X

!

z ‘05

Obr. 3.14

Vysledné pretvorenie v smere siradnicovych osi je

g =8’+8"+8"=&—i—i=L(6 —ﬂ) )
o, o o 1 o, +o
£, =€, +e teE = -—t——2=—(0, ~——7F) > (3.24)
mE mE E m
c. o O 1 o .+o,
- -—=—(o.- I

e, =gl +el+el = 7 z T E
m m

Ked’ pozname deformaciu, tak vo vsetkych troch pripadoch napétosti mozno rovnice

elasticity vyuzit’ pre vypocet napitia.

Pozn.: - k rovniciam pre priamkovu napétost’ (1.17), rovinnu (3.23) a priestorovu (3.24)

napétost’ mozno pripisat’ tiez rovnice pre uhlové pretvorenie yy, vy, v, (1.13),

- odvodené rovnice elasticity platia tiez pre hlavné napitia.
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3.2.2 Zmena objemu. Hodnota Poissonovej konStanty

Na uréenie zmeny objemu uvazujme opit’ elementarny hranoléek s hranami dx, dy, dz

(obr. 3.15a).

YA Pretvorenie elementarneho
hranol¢eka je vo vSeobecnosti dané
pomernymi prediZeniami
(skrateniami) &, €y, €, a uhlovymi
pretvoreniami Yy, Yy, Yz

X
0 -
d” D4 Pokial' je pretvorenie malé, mozno
7 d zmenu dizky hran vplyvom kolmosti
" sposobene;j Smykovym napdtim
Obr. 3.15a (obr. 3.15b) zanedbat.
y L
A
-\/7 Moézeme teda pisat’
o [ / dy= dy’
'z f’( !,f Povodny objem elementarneho
/ / X hranol¢eka pred pretvorenim je
O o | dV = dx dy dz
Obr. 3.15b

Objem pretvoreného hranolceka v stave napitosti bude

dV'=(dx + Adx) (dy + Ady) (dz + Adz),

kde Adx = gdx ..., takze po Uprave

dV' = dx(1 + &) dy (1+&y) dz (1+s,).
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Po vynasobeni a zanedbani malych veli¢in vysSieho radu (vSetky

dostaneme
dV'=dV + dxdydz (ex + & + &,)
Zmena objemu potom je
AdV =dV'—dV =dV (gx+ g *¢,)
a pomerna zmena objemu

AdV
= =&, t&,te,

e z
dv ’

Po dosadeni za &, €y, €, z rovnic elasticity (3.24) bude

1 o +0 o +0o o +0
e=—(oc,———+o0,———F=+0. ——)
E m ’ m : m
a po uprave
m—2
e= (0'x+ay+oz)

m.

V pripade vSestranného t'ahu, alebo tlaku je

takze

suiny &, &y, €,)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Pre nestlacitelné (dokonale tuh¢) telesd je pomernd zmena objemu e = 0. Z toho

vyplyva
0=m-2
¢ize
m=2

Dokazali sme teda, ze Poissonova konstatna m musi byt’ vidy vicsia ako dve, resp.

Poissonovo ¢islo p mensie ako 0,5.
V opa¢nom pripade by totiz, ako to vyplyva zrovnice (3.27) pri vSestrannom tahu

pomernd zmena objemu e bola zdpornd (objem by sa musel zmensovat’), ¢o ako vieme,

odporuje skutocnosti.

3.3 Priklady

3.3.1 Urcite vypoctom a graficky napitost v bode A pruta, zatazené¢ho dvojicou sil

S (obr. 3.16), ak je dané: S = 10 kN, F = 100 mmz, ¢ =30°.

Fa
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Vypoctové riesenie:
S _1010°0Y)

Z predchadzajucich kapitol vieme, Ze napétie o, = F100(mm)
mm

=100 MPa .
Podrla (3.3 a 3.4) vyjadrime zlozky sily P:

N=S.cosp a T=Ssing.

Nasledovne pomocou (3.5, 3.6) vyjadrime prislu§né napitia v bode A:

F F

n n
pricom vieme, ze zavislost’ medzi plochami Sikmého a priecneho rezu je (3.7):

F

F,= ;
cos @

po dosadeni:

S.cosg ) S.sing .
O y=—F =01.008° ¢, 7,=—F—=0.00spsing.
cos @ cos @

A d’alej po pouziti goniometrickych vzorcov dvojnasobného uhla a ich uprave dostaneme:

1 1 1 1
o,=—.0,+—.0,.c082¢0 = o, =—.100+—.100.cos60°,
A 2 1 2 1 (” A 2 2
o,=15MPa .

T, =l.al.sin2(p =7, =%.100.sin60°,

7,=43,3MPa.

Grafické riesenie (obr. 3.17):
1) Zvolime vhodnu mierku napéti, napr. lcm=10MPa
2) Zostrojime stradnicovu sustavu (rovinu) napiti ¢, t

3
3) Vypocitame napitie: o, = S _10.10°(N)

= —=100MPa
F  100(mm"~)

4) Na osi napitia c vynesieme v mierke o, =100 MPa (' bod B)
5) N4ajdeme stred S usecky 0,B (% =50MPa)

6) Nakreslime kruznicu napitia o polomere » = % =50 MPa
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7) Zo stredu S vynesieme rameno smerového uhlu 2¢ = 60°

8) V priesecniku ramena a kruznice nam vznikne bod A

9) Odmeranim suradnic ¢ a t zistime vel'kost’ napéti v bode A:
o, =10(MPa).7,5(cm) =T5MPa

7,=10(MPa).4,3(cm) =43 MPa

Porovnanim s vypoc¢tovym rieSenim sme zistili, ze vysledky v oboch pripadoch st zhodné.

T~ M=A[75,43]
\

T, =43 MPa
W

|
|
\ W !
|
|
|
|
|

0 S L B
| /2= 50 MPa |

\ 0y=15 MPa

1cm=10MPa
L |

Obr. 3.17
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3.3.2 Pre element telesa urCite normalové a Smykové napitie v ploske odklonenej o uhol

¢ =30°, ak oy = 100 MPa (obr. 3.18). Zostrojte Mohrovu kruznicu pre zvédzok rovin

rovnobeznych s osou z.

0,
T,
—_—
g, g,
————
Tz--_
ag. Obr. 3.18

y
Riesenie:

Podl’a (3.20) napiSeme tenzor napétia:

100 0 0
T,=| 0 0 0f,
0 0 0

po dosadeni do (3.22b) vyjadrime vektor napitia:
100 0 O cos30° 86,6
p=T,n=| 0 0 0| cos60°={ 0
000 c0s90° 0

Pomocou (3.22¢) dostaneme normalovu zlozku napétia G:

cos30° 86,6
o,=n".p=1 cos60° p.{ 0 p=75MPa,
c0s90° 0

a d’alej, podla (3.22d), vypocitame Smykovu zlozku napétia:

—2
[P =0, +7, =7, =\/(86,6)+ 07 +0%)~ 75" = 43,3 MPa.
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Graficke riesenie (obr. 3.19):
1) Zvolime vhodnt mierku napéti, napr. lcm=10MPa
2) Zostrojime siradnicovu ststavu (rovinu) napiti G, t

3) Urcime suradnice bodov A,B: A[o,,7.]; Blo,,7.] = A[100,0]; B[0,0]

4) Na osiach napitia o,t vynesieme v mierke body A a B

5) Néjdeme stred S tisecky 4, B ( ‘;

=50MPa)

O-X

6) Nakreslime kruznicu o polomere » =— =50 MPa

7) Zo stredu S vynesieme rameno smerového uhlu 2¢ = 60°
8) V priesecniku ramena a kruznice vznikne bod M
9) Odmeranim suradnic ¢ a t zistime vel'kost’ napiti v bode M:

o, =10(MPa).7,5(cm)=T75MPa
7, =10(MPa).4,3(cm) =43 MPa

Porovnanim s vypoc¢tovym rieSenim sme podla ocakéavania zistili, ze vysledky v oboch

pripadoch st zhodné.

T

T~ MI?5,43]

N
\ \
%
\\?o
\w
\

\

43 MPa

Ty

B:O\

\

S
g, /2= 50 MPa

0,=75 MPa

1cm=10MPa
[

Obr. 3.19
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3.3.3 Vypocitajte a graficky urcite napétost v bode A prata, zatazeného dvojicou sil

S (obr. 3.20), ak je dané: S =2 kN, F = 80 mm?, ¢ =20°.

yll n
F
\r T ag S
S (o2 \!A\ N S g,
- N — |

| T d o;

#—_

0 X

Obr. 3.20

Vysledok: oA =22,1 MPa
TA — 8 MPa

3.3.4 Urcite vypoctom a graficky normalové a Smykové napitie pre element na (obr. 3.21),

v ploske odklonenej o uhol ¢ = 20°, ak 6y, =40 MPa.

g,
T
———
G, 0,
——
T, ——— ";(
0, 0,

Obr. 3.21

Vysledok: o4 =4,68 MPa
To= 12,86 MPa
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4. PROSTE NAMAHANIE NA SMYK (STRIH)

Pripad prostého namahania na Smyk (strih) sa vyskytne vtedy, ked’ zo vSetkych Siestich
zloZiek vnutornych sil a momentov v rovine rezu je rézna od nuly len prie¢na (postiivajuca,

tangencialna) silaT prechadzajlca jeho taziskom (obr. 4.1).

Obr. 4.1

Vieme uzZ (ods. 1.4, rovnice 1.3), Ze napétie sa pri prosom Smyku vypocita z rovnice

ot :d_T
dF

Podra starSgj (zjednodusujucej) hypotézy si Smykové napétia rovnobezné so silou T vo
vSetkych bodoch (plé3kach dF) prierezu rovnaké, teda:

4.1 Podmienky pevnosti a dovolené namahanie v sSmyku

Podmienku bezpecnosti pri prostom Smyku mozno vyjadrit’ rovnicou

t £t (4.1)

max dov
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Ak uvazujeme pri namahani v tahu (tlaku) rovnakd mieru bezpec¢nosti (¢o je d’alSim

zjednoduSenim skuto¢nosti), potom dovolené naméhanie v Smyku t . moZno urcit’ ako ¢ast’

dov

dovoleného naméhania v t'ahu.

Podra réznych hypotéz (experimentdlnej ateoretickej povahy, roznych druhov
akombinacii pbsobenia zataZenia anapétia) vychadzaju odporicané medze dovolenych
Smykovych napéti rozne (vid’. napr. lit. 6,7,8).

PretozZe tebria pevnosti patri skor do teoretickej pruznosti a pevnosti, aaj sohladom na
podanie skript pre &udijné odbory $pecidneho inZinierstva, nebudeme sa touto

problematikou podrobnejSie zaoberat’.

Postati, ked” budeme v d’alSom vychédzat’ z toho, Ze v praktickych vypocétoch prislusna
pevnostnl hypotézu a hodnoty dovoleného napétia urcéuju zavazne technické normy (STN).

Hodnoty Smykového napétia, odvodené podl'a rdznych hypotéz sa pohybuju v intervale

t ,, =40,5107s (4.2)

V praktickych vypoétoch sa bert do Uvahy skér niZSie hodnoty tgov.

4.2 Navrhovanie a posudzovanie na prosty Smyk
Prosty pripad namahania v Smyku sa ngjcastejSie vyskytuje pri navrhovani, alebo

kontrole spojovacich prostriedkov: k