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PREDSLOV

Skriptd Statika pre Specidlne inZinierstvo su urené Studentom Fakulty Specidlneho
inzinierstva ZU. Vznikli na podnet detasovaného pracoviska FSI ZU v Kosiciach, na
zabezpecenie literatury najmd pre externi idennu formu Stidia v odboroch Specialneho

a bezpecnostného manazmentu.

Ulohou predmetu statika, spolofne s d’alSimi predmetmi tohto zamerania
v Specialnom inZinierstve je, aby analyza pri¢in a opatrenia prijimané na rieSenie

krizovych situacii boli efektivne a vZdy v sulade s ich fyzikalnou podstatou.

Obsiahnuta latka zo statiky je rozdelena do 6 kapitol, v ktorych okrem nutnej teérie st
na ilustraciu a ziskanie potrebnej zru¢nosti aj vypocitané priklady. Vacsia Cast’ skript, pocnuic
tretou kapitolou, je venovana metdodam a aplikaciam zakladnych vedomosti zo statiky (kap. 1
a 2) na rieSenie podmienok rovnovahy a ekvivalencie silovych sustav na skuto¢nych telesach

V rovine.

Stadium a osvojenie si vedomosti zo statiky predpoklada znalosti matematiky a fyziky,

v rozsahu tychto predmetov prednaganych na FSI ZU.

Pri spracovani skript sme vychadzali z osnovy predmetov v oboch odboroch §tidia na
FSI ZU a ustalenej metodiky vyucovania statiky na technickych vysokych $kolach. Vodidlom
nam boli najmi skripta VTA v Brne. Snazili sme sa o pragmaticky pristup - oco
najjednoduchsie atisporné objasnenie tedrie, o doraz na jej aplikacie v prikladoch,

a o vyuzitie 1 vlastnych sktisenosti z praktickej vyucby.

Dakujeme Prof. Ing. Norbertovi Szuttorovi, DrSc. a doc. Ing. Josefovi Reit$pisovi, PhD.

za ich starostliva recenziu a pripomienky.

Autori






1. UVOD DO MECHANIKY A STATIKY

1.1 Uvod do mechaniky, zdkladné pojmy a definicie

Mechaniku mozno definovat’ ako vedu o pohybe a o vzdjomnom pdsobeni hmotnych

objektov.

Podla druhu hmotnych objektov sa mechanika deli na mechaniku tuhych telies,

mechaniku deformovanych telies a mechaniku kvapalin a plynov.

Z viacerych dalSich moznych deleni uvedme najcastejSie Kklasické rozdelenie

mechaniky (Lagrange, 1736- 1813) na statiku, kinematiku a dynamiku.

o Statika vySetruje telesd a ich vzajomné pdsobenie (prevazne) v pokoji.

¢ Kinematika vySetruje pohyb telies v priestore a v Case, priCom neuvazuje s ich
hmotnost'ou a vzijomnym u¢inkom.

¢ Dynamika vySetruje pohyb telies so zretelom na ich hmotnost’ a vzajomné

silové pdsobenie.

V beznej technickej praxi sa ulohy v mechanike rieSia v medziach platnosti tzv.

klasickej mechaniky, ktorej zakladom st tri Newtonove (1642 - 1727) zakony:

e Zakon zotrvacnosti hmotny bod zotrvdva v pokoji, alebo vrovnomernom
pohybe, ak nie je okolitymi telesami nliteny zmenit’ svoj
povodny stav.

e Zakon pohybovy zmena pohybu (zrychlenie) je priamo Umerna sile, ktora
na teleso pdsobi a ma smer posobiacej sily (Pozn.: tiez
zvany ako ,,zékon sily*).

e Zakon akcie a reakcie ak pdsobi teleso 1 na druhé silou F;, (akciou), posobi
teleso 2 na prvé rovnako velkou silou F,; opacného

zmyslu (reakciou).



Hmota existuje v priestore a v ¢ase. Polohu akéhokol’vek objektu v priestore mozno
urcit’ len ako relativnu, t. j. vZdy iba vzhPadom na pociatok dajakého suradnicového
systému. (Terminom ,,priestor sa v klasickej mechanike rozumie euklidovsky trojrozmerny

priestor).

Neoddelite’'nou vlastnost’ou hmoty je pohyb, t. j. Casovd zmena polohy hmotného
objektu v danej stradnicovej sustave (priestore). Neexistuje hmotny objekt, ktory by nebol

v pohybe asponl v jednej sturadnicovej sustave!

Aby bolo mozné popisat, t. j. poCetne vyjadrit’ (kvantifikovat’) ulohy v mechanike je

teda potrebné najskor zaviest’ vhodnu suradnicovu sustavu.

Pri rieSeni uloh v priestore sa pouzivaju: pravouhla (ortogondlna) trojosa suradnicova

sustava, d’alej valcova (cylindrickd) a gul'ova (sférickd) stiradnicova sustava.

V tlohach rieSenych v rovine sa najcastejSie pouziva pravouhla (ortogonalna)

dvojosa suradnicova ststava a ked’ je to vyhodnejsie polarna suradnicova sustava (obr. 1.1).

Y Y
A
r‘A
y
g A
0 0
X, X X, X
pravouhla stiradnicova sustava poléarna stiradnicové sustava
Obr. 1.1

Predpokladom na pouzitie zakonov klasickej mechaniky je inercialnost’ suradnicovej
sustavy. Ako intercidlna (nepohybliva, stala) siradnicova sistava sa v beznych technickych
problémoch povazuje suistava spojend so Zemou (pole zrychlenia spdsobené rotaciou Zeme je
zanedbatel'né).

Zikladné veli¢iny mechaniky st: ¢ hmotnost’

o dizka



V sustave SI (Systéme International d'Unites) sa uvazuje s nasledujucimi hodnotami
zéakladnych veli¢in:
e Jednotkou hmotnosti je 1 kg (kilogram). Tato jednotka je dana (dohovorenou)
hmotnostou medzinarodného prototypu kilogramu.
e Jednotkou diZky (vzdialenosti) je 1 m (meter). Jeho velkost’ je dani narodnym
standardom dizkovej miery.
e Jednotkou ¢asu je 1 s (sekunda). Cas sa povaZzuje za rovnomerne a nezivisle

plyntcu veli¢inu.

Ostatné veli¢iny aich jednotky, ktoré sa pouzivaju v mechanike si odvodené zo

zakladnych. K najvyznamnejSim odvodenym veli¢indm patri

Sila

Sila je vektor (F). Aby bol vektor sily jednoznacne urceny (obr. 1.2) musi byt u sily
znama jej:
e velkost
e miesto pdsobenia
e smer
e zmysel.
F... vektor sily
/F/ =F... velkost sily
y | er... smer a zmysel (,,8ipka*) sily
F /ep/ =1 (jednotkovy vektor)
a | e... nositel’ka sily
| A... posobisko sily
ee/ y ly, ra... polohovy vektor pdsobiska
|1 sily

0... pociatok stradnicovej sustavy
a, B... smerové uhly vektoru sily
Obr. 1.2 Fy, Fy... stiradnice vektoru sily
Xa, Ya... stradnice polohového
vektoru (posobiska sily)
X, y... 0si suradnicovej ststavy

Priamka, na ktorej lezi vektor sily, sa nazyva nositel'kou sily.



Jednotkou velkosti sily je 1 N (Newton)

Sila s velkostou 1 N udeli hmotnému bodu s hmotnostou 1 kg zrychlenie a = 1ms™

v smere a zmysle sily (2. Newtonov zdkon: m.a = F), t.j.: | IN = [1kg.ms™]

V technickej praxi sa ¢asto vyuZivaju jej nasobky, napr.: 1kN = 10° N, 1 MN = 10° N,
resp. ImN =10 N, 1uN = 10° N.

Rozdelenie sil
Sily sa rozdelujii podla réznych kritérii tak, aby to zodpovedalo potrebam rieSenych
uloh v mechanike. V stlade s tym sa sily delia na (obr. 1.3):

1. Vonkajsie (vyvolané vonkajSimi u¢inkami na teleso) a vnlitorné (sily vo vnutri telesa).

2. Prvotné (primarne, akcie) a druhotné (sekundarne, reakcie), ktoré sa prejavia vo vézbach

medzi telesami.

3. Povrchové (kontaktné, dotykové) aobjemové (vlastnd tiaz telesa, odstredivé sily,

magnetické sily).
Vonkajsie sily moézeme d’alej rozdelit’ na:
e Osamelé, ak sa ucinok vonkajSej sily sustreduje na velmi mali plosku v pomere

k celkovym rozmerom telesa. (Pri vypoctoch uvazujeme, ze takéto sila pdsobi v bode).

Osamelé¢ sily meriame v [N], [kN] ... .

e Spojité, ked’ vonkajSie zat'azenie je rozlozené na urcitej Ciare alebo ploche (napr. vlastna
C v e, 5 v . v , v . -1 . ,
tiaz telesa). Spojité zat'azenie, rozlozené po Ciare meriame v [Nm' | a rozloZené po ploche

v jednotkach [Nm™].
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Zatazenia mozno delit’ d’alej na trvalé (napr. vlastnad tiaz) a doasné (prechadzajuce

vozidlo na moste, u¢inok vetra a pod.), alebo na statické a dynamické (posobiace v kratkej

casovej periode), stale a cyklické atd’.

F

|

Yo i AN

osamela sila

ittt
L N
~ i A'H = Hﬁé as 2

stale spojité
trojuholnikové
zatazenie

EE e Q (nahradna sila)
|
7T
[ q | ] | 1— p
o~ > M ,HI.HJJLLHLI%: 7=y ~ Rdy
ststava osamelych stale spojité pohyblivé spojité
bremien zat’azenie ¢iastoCné zat'azenie
Q, i+

F3
T

kombinované zat'azenie zat'azenie silami
(zlozené) vonkaj$imi rézneho smeru
zat'azenie momentmi

Obr. 1.3

Vyznamnou objemovou silou je sila tiaZe. Je priamoumerna gravitatnému zrychleniu a

v blizkosti zemského povrchu ma velkost' g = 9,806 ms™. Sila tiaZe pdsobiaca na teleso

s hmotnostou m je G = g.m [N].

Pre stidium a vSeobecny popis vlastnosti mechanickych stavov a javov skuto¢nych

telies vznikol rad uzitocnych fyzikalnych abstrakcii, akymi st:

e Hmotny bod ...

¢ Hmotné teleso

teliesko, ktoré ma zanedbatelné rozmery, konecnu hmotnost

(m # 0) a nulovy moment zotrvacnosti.

... subor vzijomne viazanych hmotnych bodov, ktorych celkova

hmotnost’ sa rovna hmotnosti telesa. Ak sa vzdialenosti medzi
viazanymi hmotnymi bodmi méZzu menit” hovorime o poddajnosti
telesa (sustave hmotnych bodov). Vtedy, ked tieto vzdialenosti
povazujeme za nepremenné (stale) hovorime o dokonale tuhom
telese. Dokonale tuhé teleso mé tri zotrvacné charakteristiky:
celkovii hmotnost’ [kg], tazisko (hmotny stred) a momenty

zotrvaénosti, charakterizujuce rozloZenie hmoty v telese [kgm?] .
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Fyzikalne abstrakcie umoznuju vytvarat’ primerane zjednodusené fyzikalne modely

skuto¢nych telies.

Z fyzikalneho modelu sa odvodzuje model matematicky (vypoctovy), ktory vedie

k sustave rovnic, ktorych rieSenie je rieSenim problému.

Z uvedeného vyplyva, Ze ak mame ziskat' rieSenim modelu spravne vysledky, musi
model vystihovat’ s dostato¢nou presnost'ou zakladné vlastnosti skuto¢ného objektu. Tvorba

modelu a jeho riesenie vyzaduje skiisenosti a znalosti, o. i. prave zo zakladov mechaniky.

So silami sa v statike pracuje ako s vektormi. Prednost’ sa pritom dava vypoctovym
metodam, pricom grafické metddy sa pouzivaju tam, kde umoziuji I'ahkt orientaciu v ulohe

a podporuju fyzikalne predstavy.

1.2 Zakladné pojmy, axiomy a ulohy statiky

Statika je Castou mechaniky, ktora sa zaobera rovnovahou telies, t. j. silovymi
ucinkami, ktoré nevyvolavaji zmenu pohybového stavu telies. Statika je najstarSia Cast’
mechaniky a jej niektoré principy boli vyuzité uz pri stavbe egyptskych pyramid. Archimedes
(287 - 212 pred n.l.) poznal rovnovédhu na pake. Stevin (1548 - 1620) urcil princip
rovnobeZnika sil. Na rozvoji celej mechaniky sa d’alej podiel'ali Galileo Galilei (1564 - 1642),
Christian Huygens (1629 - 1695) a d’alsi. NajvyznamnejSimi sa stali objavy Isaaca Newtona
(1642 - 1727). V dalSom obdobi sa statika rozvijala najmd v oblasti metod rieSenia
a v praktickych aplikéaciach. V sucasnosti, v ére vypoctovej techniky, sa prechadza viac od

predtym vel'mi rozSirenych grafickych metod k metddam vypoctovym.

Silové ucinky uvazované vo fyzikdlnom modeli sa nazyvaju silovou sustavou.

V suvislosti s rieSenim rovnovahy silovych sustav statika riesi tiez otazku statickej

ekvivalencie.

12



Vyznam statickej ekvivalencie pri rieSeni silovych sustav je tak vyznamny, Ze sa ¢asto
povazuje za druht ulohu statiky. Podl'a takéhoto ndhl'adu riesi statika dve ulohy:
e Statickd rovnovahu ... silova ststava je v statickej rovnovahe ak nemeni pohybovy stav

telesa (vacsinou stav telesa v pokoji).
e Staticki ekvivalenciu ... dve rozne silové sustavy su staticky ekvivalentné vtedy, ked
spésobuju rovnaklt zmenu pohybového stavu telesa (maji na

teleso rovnaky uc¢inok).

Zékladnu tlohu statiky mozno sformulovat’ takto:

Zakladnou ulohou statiky je urcenie statickej rovnovahy a ekvivalencie silovych

sustav a ich aplikacie na rieSenie staticky urcitych uloh v technickej praxi.

Prvé kontakty s oboma tllohami prindsaji uz zakladné axiomy statiky.

Axiémou sa rozumie (zdkladnd) pravda, poucka ¢i tvrdenie, ktoré netreba dokazovat’,

pretoze jej spravnost’ bola overena skusenost'ou.
Statika je vybudovana na dvoch axiomach: na axiome o rovnobezniku sil
a o rovnovahe dvoch sil. Dolezitym dosledkom druhej axidmy je veta o pridani (odiati)

rovnovaznych sil, ktora sa niekedy uvazuje samostatne, ako tretia axioma.

1.2.1 Axioma o rovnobezZniku sil

Dve roznobezné sily F; a F,, ktoré posobia v spoloénom bode A tuhého telesa maju
rovnaky ucinok ako sila R pésobiaca v tom istom bode, pricom jej vel’kost’, smer
a zmysel sa rovna orientovanej uhlopriecke rovnobeznika zostrojeného nad oboma

silami.

13




Sila R sa nazyva vyslednica (rezultanta) a je staticky ekvivalentnad silam F;, F,. Pri
nahradeni sil F; a F, ich vyslednicou hovorime o redukeii (zjednoduseni) silovej sustavy.

Sily Fi, F, v rovnobeZzniku sil sa nazyvaju zlozkami vyslednice.

vslednica
zlozky s

a) b) silovy rovnobeznik c) silovy trojuholnik

Obr. 1.4

Z obr. 1.4c je zrejmé, ze vyslednicu R mozno ziskat’ tiez vektorovym stuctom sil F; a F»,

R:F1+F2:F2+F1 (11)

Uvedeny stcet sa sklada zo silovych trojuholnikov a ma charakter komutativnosti

sCitania vektorov (nezalezi na poradi s¢itania sil!).

e Vypoctové (analytické) rieSenie vychadza zo skalarneho prepisu vektorovej rovnice
(1.1). Z obr. 1.5, z kosinusovej a sinusovej vety (o vSeobecnom trojuholniku) a skuto¢nosti, ze

cosa = - cos(m - a) plati:

R=F>+F,’+2FF,cosx (1.2)

. F2 .
sina; = —=sina
R

(1.3)

F .
Obr. 1.5 sina, = —-sina

Preuhol a=0budeR=F; +F,

(X:TL'blldCR:Fz-Fl

o=

bude R = /F,” +F,’

NN
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o Grafické rieSenie na obr. 1.6 vychadza z rovnice 1.1

a)

Obr. 1.6

Pre dané velkosti a smery nositeliek e;, e, a zmysly sil F;, F, zvolime vhodnti mierku
sil mp (N/mm) a vypoéitame velkost dizky tsediek [mm)] El,l?z na nakreslenie rovnice

§=E1+E2.

— F
Fo=h F,= 12 (1.4)
Me

Pozor! Vyslednica R (v obr. 1.6b) smeruje vzdy proti zmyslu obehu zlozZiek El a

F, (vyznaené Ciarkovane).

Na obrazku 1.6b odmeriame v silovom trojuholniku hodnotu R [mm] a vypocitame

velkost’ vyslednice R

R=Rm. [N] (1.5)

Priklad 1.1: Urc¢ite vysledné zatazenie konzolového nosnika so zavesenymi bremenami

Qi1 =250N, Q, = 350N podrla obr. 1.7.
2

Tcm = 100N
L |

Obr. 1.7

15



e Vypoctové rieSenie

Podrla obr. 1.7b je vysledné zatazenie konzoly z rovnice 1.2

R= \/lesz +2Q,Qcosar = v250° +350° +2.250.350c0s120° = 4/97500 = 312,24 N

uhol o; obdrzime z rovnice 1.3

sin o - % sin o = sin 120° = 0,9707 o =767

2

auhol ap =0 -a; =120°-76°7" =43°53".

e Grafické rieSenie
Podl'a rovnice 1.4 zvolime najskér vhodnu mierku sil, napr. mg = 10 N/mm

a vypocitame vel'kosti tseciek oboch zloziek sil

m. 10 me

Zo silového trojuholnika R= 61 +C_221 (obr. 1.7¢) odmeriame dizku tGsecky vyslednice

a jej vyndsobenim zvolenou hodnotou mierky sil ziskame jej vel'kost’:

R=R.mp=31,5.10=315N  ajej uhol a=76°

R=315mm
Obr.1.7c¢c

\ / 1em = 100N
Sl L]

Obratenou, rovnako ddleZitou tilohou je rozklad danej sily na dve zlozky. Uloha ale
nie je jednoznacnd, pretoze danu silu mozno rozlozit’ na dve 'ubovol'né zlozky (obr. 1.8),

pricom plati:

16



R=F+F,=F/"+F,"... (1.6)

Obr. 1.8 Uloha sa stane jednoznacnou iba vtedy,
ked’ su zadané smery nositeliek sil e;, e; oboch zloziek F; a F,. Ako vyplyva z nasledujuceho
obr. 1.9a je pri pocetnom rieSeni

sina, sina,

F]Z

- .R a Fz = —
Smao Smao

.R, kde a =a; + ay (1.7)

Pri grafickom rieSeni zvolime mierku sil mg [N/mm] a vypocitame R= R [mm)].

(1.8)

Obr. 1.9

Z nakresleného silového trojuholnika (obr. 1.9b) podl'a rovnice 1.6 odmeriame dizku

usediek Fi ,Ez [mm] a vypocitame vel'kosti oboch zloziek:

Fi=Fi.mp , F,=F,.mp [N] (1.9)

Vel'mi Castou ulohou je rozkladanie sily do dvoch navzajom kolmych zloZiek -
zvycajne do smerov suradnicovych osi x, y v pravouhlej ststave (obr. 1.10).
Ak je dana sila F auhol a, potom

zlozky sily F v smeroch stradnicovych

osi su:

Obr. 1.10
Fx=F.cos a (1.10)
Fy=F.sina

17



Priklad 1.2: Konzola je zat'azena bremenom Q = 2 kN. Ur¢ite namahanie pratov 1 a 2 (obr.

1.11).
s a)
7
Ef: % 1
2 7
7D A
2 F
7 2
g 7 ;
7 2
2" B I
7 N Q
C 1m = 1em N
Ey 2,0m | | NV
Obr. 1.11
e Vypoctové rieSenie podla rovnice (1.3) zo silového rovnobeznika (obr. 1.11b)
uréime F, = 51'na2 .Q, F,= 51.11051 .Q,
sin sina

z obr. 1.11a uré¢ime sino,; = % a sinop = E—é, kde AB = \jﬁz +AD? =2,5m,

AC = CD +AD? = 2,828 m, takZe sino; = % = 0,8; sinap =

3 >

= (0,707 z ¢oho

a; =53,131°%, ap =45°, a=a; + a, = 98,131°, sina = 0,989

Podrla toho hl'adané sily v pratoch maju velkost”:

= 0797 51408k, Fm 0o 2 L6I6KN,
0,989 0,989

1

e Grafické rieSenie

Podl'a rovnice 1.4 zvolime vhodni mierku sil, napr. mg = 0,05 kN/mm, potom

Q 2

—— =—— =40 mm.
m. 0,05

Q=

Zo zlozkového trojuholnika (obr. 1.11¢) odmeriame El =29 mm, F,= 33,5 mm.
Hrladané sily v pratoch su:
Fi=F .mp=29.0,05=145kN

F,= F, .mp=33,5.0,05=1,675kN.
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1.2.2 Axioma o rovnovahe dvoch sil

Dve sily na tuhom telese si v rovnovahe vtedy, ak st kolinearne (maju spolo¢ni

nositel’ku), rovnako vel’ké a maji opacny zmysel (obr. 1.12).

Tato axidma tuzko stvisi s Newtonovym zakonom akcie a reakcie.

F2:-F1
kolinearit
F, A, A, E, F1+F2=0} oAt )
=
Obr. 1.12

Podmienku rovnovahy silovej stistavy F; F,na tuhom telese moZno teda stru¢ne napisat’

takto:

Fi.F,=0 (1.12)

V nasledujucich pripadoch (obr. 1.13) je zrejmy prakticky vyznam aplikacie uvedene;j
podmienky rovnovahy dvoch sil pri uréeni vypoctového modelu viazaného telesa, v ktorom

ucinky vézieb st nahradené druhotnymi (sekundarnymi) silami - reakciami na uvolnenom
telese (N2, T, A).

N, L / j

1 Z / F
e v |
G

Prvotné (akéné, primarne) sily G, F st kolinedrne so silami druhotnymi N », T, A.
Obr. 1.13
Okrem vézieb uvedenych v obr. 1.13 m6zu na telesa posobit’ aj iné druhy véazieb (teleso,
na ktoré nepoOsobia vizby sa nazyva volnym telesom). Ak za¢nli na vol'né teleso pdsobit
vonkajSie sily zaCne sa teleso pohybovat. Pohybom telies v zavislosti na ich zotrvaénych

charakteristikach a silach, ktoré na ne posobia sa vSak zaobera (vid’ ods. 1.1) dynamika.
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V technickej praxi sa vel'mi Casto vyskytuji priame tycCe ¢i nosniky - viazané telesa,

ktoré majt jeden rozmer (dizku) viési, ako d’alsie dva rozmery (3irku a vysku).

Vizby tychto telies méZeme rozdelit’ na tieto 4 hlavné druhy:
r . , I~
1. Klbové uloZenie pevné | \

2. Kibové ulozenie posuvné /r‘\

/

3. Dokonalé votknuté ulozenie / /-%“\
, . . , ~ T~

4. Votknuté uloZenie posuvné £ % \

Teleso ma v rovine 3 stupne vol'nosti (2 posunutia v smere osi X, y a 1 otacanie).

Aby sme zabranili jeho pohybu, musime ho uloZit' tak, aby sme mu odobrali vSetky
stupne vol'nosti, ¢o mozno dosiahnut’ roznym spoésobom usporiadania vdzieb. Na to je treba

ale vediet’, kol’ko stupniov vol'nosti odoberaju jednotlivé vizby.

- Kibové uloZenie pevné odobera 2 stupne voPnosti (vodorovny a zvisly posun -
vyznafené plnou ciarou). Teleso ma v tomto pripade teda iba 1 stupent volnosti (otaCanie
v kibe ... vyznagené ¢iarkovane).

- Kibové uloZenie posuvné odoberi 1 stupeii volnosti (zvisly posun). Telesu v tomto
pripade ostavaju 2 stupne volnosti (vodorovny posun a otacanie).

- Dokonalé votknuté uloZenie odobera 3 stupne vol'nosti (teleso sa nemoZze posuvat’

horizontélne, vertikdlne a ani sa otac¢at’, ak nema dojst’ k jeho poruseniu).

Ked’ je tuhé teleso uloZené tak, Ze mu odoberame prave tri stupne vol’nosti - nie je
mozny ani nekonecne maly posun a ani pootocenie (teleso je v pokoji) - hovorime, Ze je

podopreté staticky urcito.

Kritérium statickej urCitosti sa vypocita zo vzorca
k=v-m, kde k ... je kritérium statickej urcitosti (1.13)
v... je pocet moznych stupniov volnosti volnych telies
(3°V)

m ... je pocet stupiiov vol'nosti odobranymi vdzbami
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Akjek =0,

k <
k >

je teleso podopreté staticky urcito

1, jeteleso podopreté staticky neurcito

1, jeteleso podopreté preurcito (nadbytocne).

Na obr. 1.14 si ukazme na niektorych pripadoch sposoby uloZenia nosnikov.

k =3°-(2°+1°) = 0°V

k=0°V

k=-1°V

A

7

k=3°3°+1°+1°)+1°=-1°V

%_

Obr. 1.14

JAY VA
7

2 b

Vlozenim tzv. kibu (a) - d’alsieho druhu vizby, sme vniesli (pridali) 1 mozny pohyb

telesa (otacanie). V tabulke 1.1 st uvedené druhy idedlnych rovinnych vézieb a ich vlastnosti.

Tab. 1.1
) STATIKA
DRUH VAZBY KINEMATIKA STYKU STYKU
(TRIEDA)
P.c. Nazov Schéma moZny nezavisly | pocet | pocet stuprnov
posun k°V voP’nosti
1. |vSeobecna i ’“f? 1 posun 2 1
1 otaCanie
2. |otacava Iy 1 otdcanie 1 2
3. |posuvna ‘% 1 posun 1 2
4, |valiva n~ 1 otacanie (P) 1 2
AL
5. |pevna ‘%3 Ziadny 0 3
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1.2.3 Axioma o pridani (odobrati) rovnovaznej sustavy sil

Pridanim (odiiatim) rovnovaznej ststavy sil sa pohybovy stav dokonale tuhého
telesa nezmeni. Dve silové sistavy, ktoré sa liSia iba o rovnovaZznu sistavu su
ekvivalentné.

Z poslednych dvoch axiém vyplyva veta o posunuti sily po jej nositel’ke.

Silu posobiacu na dokonale tuhom telese moZno po jej nosite’ke l'ubovolne
posutvat’, pricom jej u¢inok na teleso sa nezmeni.

Dokaz je zrejmy z obr. 1.15, kde sila pdsobiaca v bode A telesa je podl'a uvedenej
axiomy staticky ekvivalentnd so ststavou sil F v bode A asil F” F'(F'+ F'= 0) v bode B. Ak
je alesila F" =-F"=F, potom tiez F + F’=0 a po jej odnati zostava na telese ibasila F'=F
v bode B. Potom teda

F=A=F=B

a silu po jej nositel’ke moéZeme posunovat’ 'ubovolne.

Obr. 1.15

Poznamka: Veta o posunuti sily po jej nositel'ke plati len u dokonale tuhého telesa. Na
skuto¢nom telese by premiestnenie sily malo za ndsledok zmenu deforméacie telesa.

Axiému mozno pouzit priamo, napr. na uréenie vyslednice dvoch réznobeznych sil,
ktorych priesecnik (spolo¢ny pociatok) nelezi na nakresne (priklad 1.3).

Priklad 1.3: Ak posobia na teleso v bodoch A; a A; sily F;, F,, ako je tomu na obr. 1.16,
potom vyslednicu R ; = F; + F, ur¢ime takto:

Na spojnici A/A, priddme v bodoch Aj, A, sily F a -F (rovnovaznu silovi dvojicu
s nulovym vektorom); zlozenim sil v bodoch A;, A, obdrzime ciastkové vyslednice R; a R,
s u¢inkom ekvivalentnym ako sily F; a F».

Velkost’ sil F a -F volime tak, aby sa nositel’ky sil stretli v spolocnom pociatku C na
nakresne. Tymto bodom prechadza vyslednica R a je rovna:

R=R;+R;=[F, +F]+[F2+(-F)]:F1+F2:R1,2

R, =F +FaR2=F2+(-F)
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Obr. 1.16

Poznamka: Je zrejmé, ze tak by bolo mozné najst’ aj vyslednicu dvoch rovnobeznych sil (so
spolo¢nym priese¢nikom, bodom C = ).

V tomto stru¢nom uvode do statiky sme sa zoznamili s va¢Sinou zakladnych pojmov,
axiomami a vetami zo statiky. Pozndme miesto statiky v mechanike a jej vyznam pri rieSeni

praktickych uloh.

V dalSich kapitolach rozoberieme postupne jednotlivé silové sustavy v rovine
z hl'adiska ekvivalencie a rovnovahy, s viacerymi technickymi aplikaciami.
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2. ROVINNA SUSTAVA SIL

Rovinnu sustavu sil tvoria sily, ktorych nositel’ky lezia v jednej rovine. V pripade

viazaného telesa musia vizby dovol'ovat’ vznik reakcii v tej istej rovine pdsobiacich sil.

2.1 Rovinny zvizok sil

Sily tvoria rovinny zvizok sil, alebo tieZ tzv. centralny silovy systém, ked’ nositel’ky

sil leZia v jednej rovine a maju spolo¢ny priesec¢nik (obr. 2.1).

Vzhl'adom na vetu o posunuti sily po jej nositel’ke (ods. 1.3.3, obr. 1.15) je zrejmé, ze

zat'azenie telesa silami F, na obr. 2.1b je staticky ekvivalentné so zataZzenim na obrazku 2.1a .

b)
Obr. 2.1

Prvou zakladnou ulohou statickej ekvivalencie je redukcia sil.

Vyslednicou zvizku sil je vzdy jedina sila na nositel’ke, ktora prechddza spolo¢nym

priesecnikom (dosledok axiomy o rovnobezniku sil - ods. 1.3.1).

Druhou zikladnou tlohou je urcenie podmienok rovnovahy silovej sustavy. Tento

stav nastane zrejme vtedy, ked’ vyslednica bude nulova (vektor nulovej velkosti).

Obe tlohy je mozno riesit’ analyticky alebo graficky.
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2.1.1 Redukcia rovinného zvizku sil

2.1.1.1 Analytické rieSenie

Na analytické rieSenie zvolime najskor suradnicovy systém Oxy s pociatkom

v spolo¢nom priese¢niku nositeliek sil.

Fix = Ficosa

Fiy = Fisina

R, = ZF

Obr. 2.2

&:Za

Vyslednica R mé velkost’
R =R} +R;
a jej smer je ur¢eny uhlom og, pre ktory plati

R

y

tgor = —
gOR R,

Ak vyjadrime zlozky vyslednice pomocou uhla og, bude

R.=R.cos ar a Ry = R.sina

26

Ich vyslednice v oboch osiach st

St dané F; a a; (obr. 2.2) kazdej zo sil.
Sily F; (kde i = 1,2, ..,n) nahradime

zlozkami v osiach x a y o vel'kostiach

2.1

2.2)

(2.3)

(2.4)

2.5)



¢o umoznuje d’alej napisat’, napr.

R.cos agr = Z F, cosa; (2.6)

i=1

Uvedeny vzt'ah vyjadruje vetu o priemete vyslednice:

Priemet vyslednice rovinného zvizku sil do Pubovol’ného smeru sa rovna

algebraickému suctu priemetov jej zlozZiek do toho istého smeru.

Dopliime, Ze pre o; = o lezia vSetky sily nutne na spolo¢nej nositel’ke aich

vyslednica je

n
R= Z F a OR =0
i
2.1.1.2 Grafické rieSenie
Na grafické rieSenie su dané velkosti sil F; aich nositel’ky ei. Na rieSenie zvolime

najskor vhodni mierku mr [N/mm] avypocitame velkosti zobrazovacich useciek

jednotlivych sil.

— F

F=— [mm] (2.7)
m

Vieme uz, ze skladanie (redukciu) sil rovinného zvdzku mozno vykonat bud’
postupnym uplatnenim axiomy o rovnobezniku sil, alebo (zrejme moznym) rozSirenim

vektorového sCitania na viac nez dve sily:

R=F+F+F+.. F, (2.8)
H_}
R,
Ri23 atd’.

To mozno stru¢ne zapisat’ ako

R=> F (vektorovy stcet F)) (2.9)
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V nasledujtcej ulohe na obr. 2.3 je rieSenie vykonané pre tri sily, kde:

R:F1+F2+F3

zvolime mr = ...

zlozkovy (silovy) obrazec

Obr. 2.3

Po nakresleni zlozkového obrazca odmeriame R [mm] a vypocitame velkost

vyslednice @~ R = R .mp [N].

Pozor! Vyslednica posobi v spolo¢nom priesecniku sil a jej zmysel v zlozZkovom

obrazci je vZdy proti zmyslu obehu jej zloZiek (vyznacené Ciarkovane).

Komutativnost’ s¢itania vektorov dokumentuju €asti obr. 2.4b,c

2=3

Obr. 2.4

Priklad 2.1: Urcite analyticky aj graficky velkost, smer azmysel vyslednice rovinného
zvazku sil F; = 150 kN, F,=250 kN, F3=350kN, F,=400kN Fs =450 kN,
s uhlami oy = 0°, oy = 60°, a3 = 150°, oy = 210°, as = 300°. Uhly st merané

(obr. 2.5) od kladnej osi x proti zmyslu pohybu hodinovych ruciciek.
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Obr. 2.5 b) 1c|m_10(])kN

Pri analytickom rieSeni sa zvycajne usporiadaju zadané i postupne rieSené vysledky do

tabulky.
Tab. 2.1
i F; [KN] o COSQ; sinao; F; cosa,; F; sinog;
[KN] [kN]
1 150 0 1,000 0,000 150,0 0,0
2 250 60 0,500 0,866 125,0 216,5
3 350 150 -0,866 0,500 -303,1 175,0
4 400 210 -0,866 -0,500 -346,4 -200,0
5 450 300 0,500 -0,866 225,0 -389,7
5 Ry=-149,5 | Ry=-198,2
i=1

Poznamka: Usporiadanie vypoctu napr. do takejto tabul’ky umoznuje pri ,,ruénom spdsobe
zrychlit' vypocet, znizit' riziko chyb a pohotovejsie reagovat’ neskor na pripadné zmeny v

zadani v rovinnom zvazku pdsobiacich sil.

Vyslednica R m4, s vyuzitim ¢iastkovych vysledkov v tabul’ke vel'kost

R = /(~149,5% +(~198,2)> = 248,26 kN

a zviera s kladnou osobu uhol or
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Uhol or merany od osi X je potom

or = 180° +52,97°=232,97°

e Grafické rieSenie je vykonané v obr. 2.5b v mierke my = 10 kN.mm™'. Odmeranim
obdrzime R =25 mm, z Soho potom hl'adana vyslednica ma vel'kost' R = R.mp=25.10=

=250 kN a odmerany uhol od osi x je agr =230°.

Je zrejmé, Ze grafické rieSenie zavisi na starostlivosti, s akou je nakresleny zlozkovy
obrazec. Ak vSak vezmeme do uvahy, s akou nepresnostou byvaju casto zadané jednotlivé

sily vo zvdzku, mozno graficky postup akceptovat’ vo vacsine rieSenych praktickych tloh.

Grafické rieSenie sa preto Casto uprednostiiuje pre svoju rychlost’ a nazornost'.

2.1.2 Rovnovaha rovinného zvazku sil

Rovinny zvizok sil je v rovnovahe, ked’ jeho silovy ti¢inok na tuhé teleso je nulovy.

Takyto stav nastane vtedy, ak jeho vyslednica je nulova (nulovy vektor), t. j.

R=0 (2.10)

e Pocetné rieSenie
Z rovnice (2.3) pre velkost' vyslednice R = /R’ + Rf , kde Ry = ZFiX aRy =

= z F, vyplyva, Ze pri rovnovéhe musia byt splnené rovnice

YF, =0 , > F, =0

(2.11)

Rovnice 2.11 vyjadruji podmienky rovnovahy rovinného zvizku sil a je ich mozno

formulovat’ slovne takto:

Pri rovnovahe rovinného zvizku sil je algebraicky sucet priemetov vSetkych sil do

smerov suradnicovych osi rovny nule.
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Poznamka: Pretoze smery osi siradnic mézeme volit’ 'ubovolne a su na smeroch nositeliek
v sustave sil nezavislé, mozno pre podmienky rovnovahy pouzit Tubovolné dve

nerovnobezné osi. Zvycajne sa vSak pouZzivaju pravouhlé osi x, y.

Z uvedeného vyplyva, Ze sily rovnakého smeru (so spolo¢nou nositelkou) budu

v rovnovahe, ked’

lei =0 (2.12)

e Grafické rieSenie
Na obr. 2.6 je nakresleny zvézok sil F; + F, + F3, ktoré posobia v bodoch Aj, Ay, As
(ich nositel’ky e, e, es sa pretinaji v spolo¢nom bode A). Vyslednica zvézku sil R leZi na

nositel’ke e,.

Zvolime vhodnt mierku sil mg a nakreslime ich zlozkovy obrazec:

orientacia postupného sc¢itania sil

\/-"'_'_‘"-n..
7

~

smer (opacny) ich vyslednice

2) 3 Obr.26

Rovnovahe porozumieme vtedy, ked’ si uvedomime, ze keby sme pridali k tejto

sustave (d’al$iu!) silu F4, leziacu na nositel’ke vyslednice e, pre ktort by platilo

-F,=R (2.13)
by bolo moZzno napisat’
R+F4=F1+F2+F3+F4=R+(-R)=0 (214)
-
R
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a splnit’ tak podmienku rovnovahy rovinného zvézku sil (Z F;=0).
1

V zlozkovom obrazci (obr. 2.6b) sa to prejavi v jednom zmysle uzavretym obrazcom

sil. Podmienku rovnovahy rovinného zvézku sil pri grafickom rieSeni mozno vyslovit’ takto:

Pri rovinnom zvizku sil musi byt’ zloZkovy obrazec uzatvoreny a vSetky jeho

zloZky su orientované v tom istom zmysle.

Priklad 2.2  Nitovany styk (obr. 2.7a) je zatazeny silami F, = 3000 N a F3 = 8000 N. Urcite

velkost’ sil F; a Fy, ked’ je styk v rovnovahe.

+y
| . r
T JFh o« F, F,
i }_[ F
N | “
\ J) \ a=40°
| ¢ S
b "
|
a) b)
1cm=1000N 3
L.

Obr. 2.7
e Analytické rieSenie

Vsetky osové sily v prutoch tvoria rovinny zvdzok sil (maju spolo¢ny priesecnik A),

pre ktory pri rovnovéhe (2.11) plati Y F, =0, > F, =0.

Po dosadeni dostavame rovnice: F;-F,+F;5.cosaa=0

F4 - Fzsina=0
(stistavu 2 rovnic o dvoch neznamych F,- F»)

Po dosadeni hodndt ~ F; = 3000 - 8000 cos40° =-3128 N
F, = 8000 sin40° = 5142 N.
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Hrladané sily su F; =-3,128 kN a F4 = 5,142 kN, pri¢om si treba v§imnut,, zZe sila F; ma

opacny zmysel, nez sme povodne (v obr. 2.7a !) predpokladali.

Na obr. 2.7b je vykonané grafické riesenie rovnovahy v mierke mg = 1 kN/cm™ v stilade

srovnicou 2.14, F; + F, + F3 + F4, = 0.

Odmeranim priamo v obr. 2.7b zistime (s presnostou zrejme najviac na dve desatinné

miesta!), ze F, =-3,12 kN a F4 = 5,15 kN

2.1.3 Staticka urcitost’ uloh

Uloha rovinného zvizku sil je staticky uréita vtedy, ked’ neobsahuje viac

neznamych nez dve a ak nie je vynimo¢nym pripadom.

Staticku ekvivalenciu alebo rovnovahu dvoch silovych sustav F;, F; mozno teda napisat’

e vektorovo 2Fi+ 2K =0 , kdei=1,2..,n
j=12,..,m (2.15)
) ZFiX + Zij =0
e alebo analytick
yHeRY 2 Fiy £ > Fjy=0
(2.16)

Znamienko © plati pre staticku ekvivalenciu, @ pre statickii rovnovéhu rovinného

zvazku.

Rovnice pre analytické rieSenie st dve, z ¢oho teda vyplyva aj uvedena podmienka

statickej urcitosti.
Pri va¢Som pocte nezndmych (obr. 2.8a) je uloha staticky neurcita (nevieme s istotou -

urcite vypocitat’, aké sily budua pripadat’ pri rovnovéahe od jednej sily Q na tri! smery v pratoch

1,2,3). Pri nevhodnom usporiadani sil vznikne vynimo¢ny pripad (obr. 2.8b, 2.8c).
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s

b) nemoéze byt XFiy=Q # 0 ¢) chyba jedna rovnica
2F;y= 0 (tloha je trividlna)

N

Obr. 2.8

Priklad 2.3: Na bod A posobia zname sily F;, F,, F3, ktoré maju byt nahradené zvizkom sil
v tomto bode P’, P” a Q v danych smeroch. Sily P” a P” maj rovnaku velkost'.

Na rieSenie statickej ekvivalencie ststav

Fi, Fy, F3 a P’, P”, Q su vyuzité rovnice

(2.16)

YFix-YFx=0

YFiy->Fy=0,kdeP"=P"=P

Po dosadeni hodnot dostavame

zobrazku 2.9 rovnice pre nezname

hodnoty P a Q.

Obr. 2.9

Ficosa; - Facosay + Fssinas + P (1 + cosP) =0

Fisina; + Fasinay, - Facosaz + Q - P . sinfB =0

odtial’ potom

P= ; (Focosay - Ficosa,; - Fssinaz) =P =P~
l1+cosf

Q =-F; .sina; - Fysina, + Fscosas + P.sinf
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2.1.4 Rovnovaha troch sil v rovine

Tri sily v rovine na tuhom telese st v rovnovahe vtedy, ked’ tvoria rovinny zvizok

sil a spiiiaju podmienky rovnovihy zvizku.

Dokaz je zrejmy z obr. 2.10. Sily F;, F;
maju vyslednicu R;,, ktora prechadza
ich prieseénikom@ . Tretia sila F3 musi
byt pri rovnovahe s vyslednicou R;;
kolinearna (1.11) a teda nositel’ky sil Fj,
F,, F; sa pretinaja v spolo¢nom bodd(K) .

Obr. 2.10

Dalej musia byt splnené rovnice 2.12 a 2.11

YFi=10 - pri grafickom rieseni
YFix=0

} - pri analytickom rieSeni
2Fjy=0

Priklad 2.4: Urcite analyticky a graficky reakcie na nosniku (obr. 2.11a) ulozenom prosto na

podperach A, B. Nosnik je zat'azeny Sikmou silou F =2 kN.

© "
E _30°
A A ’ B { 0=K
/ﬂ B +X /B
a=2m ‘ b=4m 7/?7’; A FB A
I=6m 1kN=Tem
[
a) b) c)
Obr. 2.11
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Nosnik AB je vrovnovéhe pri Gcinku troch sil F, A, B, pre ktoré plati F+ A+ B =0

~®.

Nositel’ky troch sil sa musia pretinat’ v spolo¢nom prieseéniku@a tym je uréeny aj

smer tretej sily A. (Smer nositel’ky reakcie B je dany vlastnost’ou posuvnej véazby).

¢ Na analytické rieSenie treba urcit’ uhol a. Z obr. 2.11a plynie

_ bigp =4.tg30°
(a+b) (2+4

=0,3849 => a=21,1°.

Podrla rovnic o rovnovahe zvézku sil (obr. 2.11b) plati:

YFix =0: -F.cosP + A.cosa. =0
2F;y = 0: -F.sinf+ A.sina+ B =0

A po tprave a dosadeni ur¢ime

A=F cosﬂ:2 cos 30

. =1,855 kN
cosa cos21°

B = F.sinf - Asina = 2.sin30° - 1,855.sin21° = 0,335 kN

e Z grafického rieSenia (obr. 2.11¢) vo zvolenej mierke mg = 1 kN/5 mm odmeriame

Aa Ba vypocitame

A=A .mp=37.05=186kN
B=B .mp=0,65.0,5=0,33 kN
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2.2 VSeobecna rovinna sustava sil

VSeobecni rovinnu sustavu (systém) sil tvoria sily, ktorych nositel’ky lezia v jednej

rovine a maju v nej vSeobecni polohu (nepretinaju sa v§etky v spolo¢nom priese¢niku).

Treba doplnit, ze medzi silovymi U¢inkami v rovine sa mdzu vyskytovat nielen
osamelé sily, ale tieZ spojité zat’aZenia a zat'aZemie momentmi. Spojité zataZenia na
dokonale tuhom telese nahradzujeme vo vypoc¢toch osamelymi silovymi u¢inkami. Moment

spolo¢ne s osamelou silou st dva zékladné druhy silového pdsobenia na teleso.

Preto, skor nez pristupime k rieSeniu vSeobecnej sustavy sil, je treba sa zoznamit’
s nasledujiicimi pojmami:

e Staticky moment sily k bodu roviny,

e Silova dvojica a jej staticky moment,

e Prelozenie sily na telese a skladanie sily a momentovej silovej dvojice.

2.2.1 Staticky moment sily
Ak posobi sila F v bode A telesa, ktoré sa moze otacat’ okolo bodu 0, bude ako vieme
otacavy ucinok tym vacsi, ¢im vécsia bude sila F a ¢im vicsia bude jej vzdialenost’ p od

bodu 0.

Otacavy ucinok sily vyjadruje staticky moment sily F k bodu 0 a oznacuje sa pismenom M.

[Nm]  (2.17)

p ... rameno sily (najkratSia, kolmé vzdialenost’
nositel’ky sily e; od bodu ota¢ania 0)

0 ... momentovy bod

Obr. 2.12
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Mozno vyslovit’ tieto vety:

e Mierou toc¢ivého ucinku sily F okolo bodu 0 je staticky moment sily F k tomuto
bodu.

e Staticky moment sily je rovny sucinu sily F a jej vzdialenosti od momentového bodu
0 (ramena sily) p.

e Momentu sily je mozno priradit’ vektor M na nositel’ke er a jeho smer je kolmy na

rovinu momentu.

Obr. 2.13

Znamienko momentu sa podl'a dohovoru oznacuje podl'a zmyslu to€ivého ucinku takto:

¥ (=Y

(proti chodu hodinovych v smere hodinovych
ruciciek) ruciciek)

Technickym (praktickym) aplikdcidm prospeje, ked’ si uvedomime, Ze z definicie
statického momentu sily priamo vyplyva, Ze jeho velkost' (obr. 2.13b) je vlastne dana

dvojnasobnym obsahom trojuholnika (0ff").

b)
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Ako tiez priamo z definicie vyplyva, sila F ma na teleso nulovy otacavy uc¢inok vtedy,
ked prechéadza jej nositel’ka momentovym bodom.

V tomto pripade je p =0 a teda sa¢in M =F.p=0.

Naopak, maximalny moment sily F
vznikd vtedy, ked sila je kolma na
spojnicu OA , ked jej rameno je

najvicsie (obr. 2.14).

Mmax =F . OA =F . pinax
Obr. 2.14

Ked na teleso pdsobi viac sil (obr. 2.15) je vysledny (celkovy) otdcavy ucinok okolo

bodu 0 dany algebraickym suctom veli¢in M;.

M= F].pl - Fz.pg +...+ Fn.pn
= > Fp =DM, (2.18)
1 1

Podmienka  rovnovdhy = momentov
poOsobiacich na oto¢ne ulozené teleso je

F, potom

M=>M, =>Fp (2.19)

Obr. 2.15

Dosial, v snahe vysvetlit' to¢ivy ucinok sily, sme pre staticky moment M mali vzdy

zadanu velkost’ i rameno sily F.

V technickej praxi vSak byva uloha ¢asto zadana vSeobecnejSie, napr. si zname len F;,

Qj, Ai(Xi, Yi), kdei= 1,2, T 1
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y Z obr. 2.16 plynie, ze rameno sily F;

je pi = Xisinai - y;coso;

F, F ateda
M; = Fipi = Fi(xisino; - yicos a;) =
xiFisinai - yiFCOS o= XiFiy - YiFix

(2.20)

Xi

90°

Obr. 2.16

Ak dosadime do vyrazu pre M; hodnoty stradnic i zloziek sil s ohl'adom na znamienka

(+, -) , dostaneme vysledné znamienko (zmysel) momentu v sulade s prijatou dohodou

A WA

Vysledny moment vSetkych sil k tomu istému bodu otd€ania na dokonale tuhom telese

je
M= ZMi :Z(XiFiy+yiFix) (2.21)

Uvedena rovnica (2.21)sa uvadza ako Varignonova (1654 - 1722) momentova veta:

Staticky moment vyslednice kl'ubovolnému bodu roviny sil sa rovna
algebraickému suctu statickych momentov vSetkych jej zloziek k tomu istému bodu
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Priklad 2.5: Urcite moment sily F kbodu A. St dané F = 225N arozmery uvedené

v obr. 2.17.
y MA: Fp = XB.Fy - YBFx:
eF
Y 90° 0,5(-Fcosa) - (-0,4) . Fsina =
7 P 0,5m
_’2 = ad \\ . . F(-0,5cosa + 0,4sina) =
ax N 22
e ™ — 2B (05.15+048)=
7 R | J15% 482
<
% ‘ 0.4M 56,91 Nm (v zmysle /).
15
= F
* 8
Obr. 2.17

Priklad 2.6: Urcite reakcie B v mieste podopretia (vo vizbe) B nosnika dizky 1, ktory je
oto¢ne ulozeny na podpere v bode a. Nosnik je zatazeny silou F a bremenom

tiaze Q podla obr. 2.18.

F .
Pre nosnik oto¢ne ulozeny v (klbe)
| i bode A mozeme napisat’ momentovu

5 Z5
| /2 " —1— podmienku  rovnovdhy  k tomuto
%g 0 IB bodu.
I I
Ma=-F. - -Q (=+a) +B.1=0
A 5 Q( > )
Obr. 2.18

Odkial reakcia B ma vel'kost’
B= %[F +Q(1+?)}

Reakcia B rusi otacavy ucinok sil F a Q k bodu A, resp. keby sme nahradili podperu
nosnika B silou B so silami F a Q ako su nakreslené na obrazku, nosnik by zostal v pokoji -

(neotadal by sa v kibe okolo bodu A).
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2.2.2 Silova dvojica

Dve rovnobezné nekolinearne sily (nelezia na tej istej nositel’ke), rovnako velké

a opacného zmyslu tvoria silova dvojicu.

Obr. 2.19

Moment silovej dvojice je teda

Na obr. 2.19 je nakreslena silovd dvojica
tvorena silami F; a F,, pre ktoré plati

F, = -F, takze

YFi=F +F,=F +(F)=0 (2.22)

Z uvedeného plynie, Ze silova dvojica ma
vyslednicu vZdy rovni nule (nema teda
ziadny posuvny ucinok na teleso).

Staticky momentovy (to€ivy) Uc¢inok
silovej dvojice k 'ubovolnému bodu 0 je
M=>M;=>F;.pi=-Fi.p1 + Fo.po =F(p> +
p)=F.p

(2.23)

kde rameno p dvojice je vzdialenost’ nositeliek sil o velkosti F. Pre rovnovahu

k l'ubovol'nému bodu mdézZeme potom tiez napisat’

ZMKZO

Co mozno slovne vyjadrit’ takto:

(2.24)

Sustava silovych dvojic je v rovnovahe, ked’ algebraicky sticet momentov dvojic sa

rovna nule.
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Priklad 2.7: Je treba nahradit’ dvojicu sil F;, - F; inou dvojicou v bodoch ¢, d, v ktorej maju

mat sily zvisly smer. (obr. 2.20)

F, 'Fz
b 30° . Dané F; =65 N
/ Moment danej dvojice je
( i - — = — 4 0,4m M1:F1.p1:F1 . AB cos30°
30° j_ 1,2m 1,2m d =65. 0,8.005 30°= 45,03 Nm
F, F,
Obr. 2.20

Ina ekvivalentna dvojica s (rovnakym!) momentovym uc¢inkom o do velkosti a zmyslu,
pdsobiaca v bodoch ¢, d je

M, = F,.p2 = My, z ¢oho vyplyva velkost sily F,

M
p o My 4503

p, 1,2

=37,52N

Priklad 2.8: Urcite reakcie A a B nosnika zat'azené¢ho silami F a -F podl’a obr. 2.21

Zatazujuce sily tvoria silova dvojicu
F 0 momente

b M; = -F(EH‘b)

>
—_—t0 A‘———

w
U 4=

Reakcie A, B musia pri rovnovahe

-F o e v .. .
B tvorit’ tiez silova dvojicu, a teda ak je

znamy smer reakcie B musi byt
A B
Obr. 2.21

Podl'a rovnice 2.24 potom moZzno napisat’

F(a+b)

YMj=-F(a+b)+A.l=0aodtial A=B = I

Predpokladany smer reakcii bol zvoleny spravne, pretoze hodnoty A, B st kladné.
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Zo vztahu pre M vyplyva, Ze moment dvojice nezavisi na polohe momentového
bodu a teda je ku vSetkym bodom roviny rovnaky. Treba eSte raz zdoraznit, ze silova
dvojica ma na teleso len kritiaci Gcinok - rovnaky okolo kazdého bodu roviny - vyjadreny

veli¢inou M - momentom dvojice.

Vrovine dokonale tuhého telesa
mdzeme uCinok dvojice zndzornit
napr. tak, ako ukazuje obr. 2.22, t. j.
orientovanym oblucikom a veli¢inou
M [Nm].

Obr. 2.22

Ak na teleso posobia viaceré silové dvojice, je vysledny to¢ivy u¢inok dany momentom

M = > M;=} Fipi (2.25)

Z charakteru silovej dvojice ako bola uz popisand vyplyvaji nasledujuce vety, ktoré

suvisia s rieSenim statickej ekvivalencie a rovnovahy silovych dvojic:

- Silovu dvojicu mozno v rovine 'ubovol'ne posunut’ a natocit’.

- Danu dvojicu (F\f];i) mozno nahradit’ 'ubovolnou inou dvojicou (F\?Bj), ked je splnena
rovnica Fip;= Fp; a zmysel to€ivého uc¢inku ma rovnaky.

- Dvojica sa ned4 nahradit’ jedinou silou, teda sila a dvojica nemdzu byt ekvivalentné
(momenty sily k réznym bodom roviny st vSeobecne rozne, zatial' ¢o momenty dvojic
su rovnake).

)

- Dvojica mo6ze byt v rovnovahe s inou dvojicou len vtedy, ked’ jej to¢ivy ucinok (M)

~
mozno zrusit’ to¢ivym ucinkom inej dvojice opacného zmyslu (-M).

Z poslednych dvoch viet vyplyvaji i podmienky statickej ekvivalencie a rovnovahy. Pre

sustavy Mja M; (1= 1,2,...,n; j = 1,2,...,m) musi byt splnend rovnica

zMiiZsz 0

, pricom znamienka (2.26)

v rovnici zna¢ia (- ) ... ekvivalenciu

(+)...rovnovahu .
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Priklad 2.9: Urcite osové sily v prutoch nesucich dosku zatazenii momentom M, ked’ vlastnu

tiaz dosky mozno zanedbat’.

a) 5’ Pri zatazeni telesa momentom M
3 i . . ,
a Z musia hladané osové sily v prutoch
o 1, .
%f S, 1 tvorit’ silova dvojicu.
/

b) Napr. S; a S; maju vyslednicu
/Rl,z m Ly |S2 Rip=8;+ Sy,

ktora so silou S; vytvara dvojicu.

2 S,
b 5
T
Obr. 2.23
potom S;.a-M=0
M
S;=Rpp=—
a

zo znamej sily R, ur¢ime zlozky S; a S, (obr. 2.23b),

Si=Rjz2.cosa , So = Rjy,. sina

Poznamka: RieSenie srovnakym vysledkom moézeme vykonat samozrejme aj pre inu

kombinaciu sil.

2.2.3 PrelozZenie sily na telese a skladanie sily a dvojice sil

Silu na dokonale tuhom telese moZno prelozit’ do Pubovol’ného bodu telesa, ak
v rovine danej nositel’kou sily a tymto bodom pridame silova dvojicu, ktorej moment sa

rovna statickému momentu sily v povodnej polohe k bodu prekladu.

Dokaz tejto dolezitej vety pre rieSenie uloh v technickej praxi je zrejmy z nasledujuceho

obr. 2.24.

Obr. 2.24
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Podl'a axiémy o pridani rovnovaznej sustavy sil (ods. 1.2.3) F, -F —B ( —...oznaenie
miesta sily) v obr. 2.24b je sustava ekvivalentna ( =...oznacenie pre ekvivalenciu) so ststavou

na obrazku 2.24a i sustavou na obrazku 2.24c.

Takze
F—-A=F —B, M=Fp
(2.27)

Co je vlastne vyjadrenie skor vyslovenej vety o preloZeni sily.

VSimnut si treba tiez, Ze ak postupujeme v obr. 2.24a,b,c obratene, silu F a moment
M mozno nahradit’ inou silou F posunutou o vzdialenost’
M
p= =k

s tym, ze zmysel ota¢avého ucinku oboch sustav (obr. ¢, a) musi byt rovnaky.

Priklad 2.10: Nahrad'te silu F = 360 N posobiacu v bode B silou a momentom v bode A (obr.

2.25).
4 F ? ; Ekvivalentna stistava v bode A je sila
7 == 0,3m F=360 NamomentM=F .03 =
i VAR N |
7 =360.0,3=108 Nm.
1 0,5m
Obr. 2.25

2.2.4 Redukcia vSeobecnej rovinnej silovej stistavy

Podl'a poznatkov uvedenych v predoslej kapitole mézeme nakreslit’ nasledujiucu schému

redukcie silovej stistavy a momentov (obr. 2.26)
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U U to mozno napisat’ || U

F,— A Fi— A R=)F; R=)F;
M; M; M; = Fi.pi M=>M;+MV; h= M
R
Obr. 2.26

2.2.4.1 Analytické (vypoctové) rieSenie

Postupujme tak, ako je rieSena redukcia v poradi po sebe iducich obrazkoch v schéme
2.26.
V technickych vypoctoch byva zvycajne dané F;, Ai(xi, yi), ou, Mj (1 = 1,2,...,n; j =

1,2,...,m) v ortogonalnej suradnicovej sustave. Inokedy moézu byt’ zadané smery sil pomocou

stradnic bodov Ei na sile Fj, ako tomu je na obr. 2.27

Pri zadani sil pomocou A B, je zrejmé, ze

Xz — X . -
CosQ; = (Xg —Xa) , sing; = Vs —¥a) (2.28)
AB, AB,
y B = B, (Xgi> ¥gi )
:/: F. | -
m | AB,; :\/(XB_XA)i2+(yB_yA)i2
i o,
Fy A o] Poznamka: Aby bol obrazok
—— / i Fix
7T\ 7/ prehladny, je zo vSetkych sil
v M, / Y s
/ . a momentov sustavy v fiom
X | X nakreslena iba jedina sila F; ajeden
‘ 1
N /'A‘Mi moment M;.
Obr. 2.27

Postup rieSenia usporiadajme do Styroch krokov odpovedajticich obrazku 2.26.
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1. Sily F; prelozime do bodu 0. Vznikne zvézok sil F; v bode 0 a sustava momentov

Mi =X. Fiy - y-Fix (22921)

2. Vykonajme redukciu sil a ur¢ime ich vel’kost’

R R
z coho R = 1/RX2 +Ryz,tgaR =R—y:> OLRZarcth—y (2.29b)

X X

3. Po redukcii momentov silovych rovnic je vysledny moment

M=3M+3M, = Y(xF,-yF) +3M,.  (2294)
1 1 1 1

4. Vzniknuta ststavu R, M nahradime vyslednou silou posunutou o vzdialenost’ h, ako
ukazuje obr. 2.28.

Posunutie h= %

(2.29%)

va) Va)
Pozor! Zmysly momentov M a R . h musia byt zhodn¢ = M, R.h.

y
Pretoze M = Y (xFy - yFy) + M;,
mozeme napisat’

R.h=YxF,-yF)+M,  (2.30)

Rovnica (2.30) vyjadruje Varignonovi momentovi vetu pre vSeobecni rovinnu

sustavu sil. Mozno ju slovne vyjadrit’ takto:
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Moment vyslednice v§eobecnej rovinnej sustavy sil k Pubovol’nému bodu roviny je
rovny algebraickému siuctu momentov (od sil asilovych dvojic) k tomu istému bodu

roviny.

Z uvedenej vety mozno o. i. urcit’ tiez stradnice miesta vyslednice vSeobecnej rovinnej

siistavy pomocou jej zloZiek Ry a R,.
Podrla rovnice (2.30) a obr. 2.28 pre ktorykol'vek bod na nositel’ke e, plati

M=R.h= XRRy—yRRX (231)

odkial’ pre 'ubovol'ne zvolenu suradnicu xg mozno urcit’

Xg-R, =M
YRE (2.36)

X
Pri vlastnom vypoéte dizky tisekov stiradnic uvazujeme bud’ yr alebo xg v pociatku,
teda yr = 0, alebo xg = 0. Po ich dosadeni do rovnice ziskame hl'adané stradnice bodov,

v ktorych vyslednica tieto osi pretina (obr. 2.28).
M
p=— q=— (2.37)
Ry

Z obr. 2.26 je zrejmé, ze vo vSeobecnom pripade moZno rovinnu sustavu sil

a momentov (redukovat’) nahradit’ jedinou silou R, pricom mézu nastat’ tieto Styri pripady:

I.R#£0;M#0 — ststava sa redukuje na jedini silu R, ktord neprechidza

zvolenym pociatkom stradnicovej sustavy.

2.R#0; M=0 — pociatok stradnicovej sustavy bol zvoleny na nositel’ke

vyslednice R,

3.R=0;M#0 — sutstava sa redukovala len na vysledny moment (dvojicu).

4. R=0;M=0 — sustavaje v rovnovahe.
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NajcastejSie sa vo vypoctoch v statike vyuziva 4. pripad, ktory vyjadruje rovnovazny

stav vSeobecnej rovinnej sustavy (podrobnejsie d’alej, ods. 2.2.5).

Priklad 2.11: Urcite vypoctom vyslednicu sil F; = 1200 N, F, = 1500 N, F3 = 800 N,
F, = 2000 N, ktoré zvieraju s kladnou osou x uhly o; = 45° o, = 120° ,
az = 250° , o4 = 330° a maju suradnice posobisk A; (2; 3) m, Ay (-3; 2) m,
Az (-4; -1) m, A4(3; -4) m, (obr. 2.29).

Poznamka: Zadané hodnoty je vhodné, ako sme

uz uviedli pri rucnom spdsobe vypoctu,

F.
i Eai usporiadat’ do tabul’ky. Takto
Xi
T R usporiadany vypocet ajeho postupne

0 }Yi Or ziskavané diel¢ie vysledky umoziiuje
Jq \ 20° X pOsobenie sil v ststave analyzovat’, resp.
_{7 : lahko vysledok redukcie prepocitat’, ak
by vsilove] sustave nastali neskor
zmeny.
Obr. 2.29
Tab. 2.3
Stradnice Priemety sil do | Momenty
. . pOsobisk sil | suradnicovych osi zloziek
1 |F; o cosa; | sino; -
k pociatku
[N] [O] Xi Vi Fix: Fi COSQy Fiy: Fi sin(xi ‘Fix- Vi Fiy. Xi
[m] | [m] [N] [N] [Nm] | [Nm]
1| 1200 | 45 | 0,707 | 0,707 2 3 849 849 -2547 | 1698
2 | 1500 | 120 | -0,500 | 0,866 | -3 2 -750 1299 1500 | -3897
3| 800 |250|-0,342 | -0,940 | -4 -1 -274 =752 -274 | 3008
412000 | 330 | 0,866 |-0,500| 3 -4 1732 -1000 6928 | -3000
i R,=1557 R,=396 5607 | -2191
i=1 M(o):3416
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- Velkost vyslednice R: R= \/sz +R; = V15577 +396> = 1607 N

- Smer vyslednice, resp. jej uhol og

ar = arctg %: 14°16°

- Nositel’ka vyslednice pretina osi x, y v isekoch

M -M
=_9 =—3416 =8,62m aq= © :—3416 =-2,19m
Ry 396 RX 1557
- Vzdialenost’ nositel’ky vyslednice od pociatku suradnicovej sustavy
M
~ Lo 30, sm,
R 1607

Priklad 2.12: Na stoziar trolejového vedenia (obr. 2.30) posobia sily S, G a Q. Urcite

vyslednicu R a jej priesecnik (q) s osou stoziaru.

y

a
i Ry = - Ssina
S/ | 1 Ry=-Scosa - G- Q
€ i
/ Q R = /(-Ssina)’ +(-Scosa -G —Q)’
(0
y
' —(Scosa-G-Q)
l ‘% oRr = arct
! / G N s —S.singa
R/‘ / Mao=S.h.sino-Ge-Q.a
g _
Z momentovej vety (2.37) urcime
V/P\\ ™) o
y stradnicu
S
2 /T 0=A X M, Shsina_Ge_Oa
®) q=-—t = .
R, S.sina
Obr. 2.30

2.2.4.2 Grafické rieSenie

Vieme uz, Ze v§eobecnu rovinnu sustavu osamelych sil spojitého zat'azenia a momentov
mozno na dokonale tuhom telese nahradit’ sistavou len osamelych sil (momenty ako silové
dvojice a spojité zatazenia ndhradnymi bremenami). Preto grafické rieSenie vykoname pre

sustavu osamelych sil.
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Majme ststavu osamelych sil Fj (i = 1,2,...,n) na obr. 2.31a. Vyslednicou R tejto ststavy

je R = z Fi . Pri grafickom rieSeni rovinného zvézku sil (2.1.1.2) je vyslednica dana
1

uzatvaracou stranou R v silovom mnohouholniku a smeruje proti zmyslu obehu jej zloziek

(obr. 2.31b). Po odmerani dizky strany Rv [mm] v obr. 2.31b vypocitame vyslednicu zo

vztahuR = R . mp [N], v ktorom mg = [N.mm'] je mierka sil. P et

Obr. 2.31

Polohu vyslednice rovinnej sustavy (v rovinnom zvézku sil sme polohu vyslednice uz
popredu poznali - priamo z axiomy o rovnobezniku sil totiz vyplyva, Ze musi prechadzat
spolocnym priesecnikom!) uréime takto:

- zvolime vhodne tzv. pdl 0 a v silovom (zloZkovom) obrazku 2.31b nakreslime polové

luce 0,1,...,n,

- z 'ubovol'ného bodu I na nositel’ke sily F; (2.31a) vedieme rovnobezky 0, 1’s [u¢mi
0,1. Rovnobezku 0'vedieme az k priese¢niku II so silou F,. Z bodu II pokracujeme
rovnobezkou 2"az k bodu III na sile F; atd’. (Lomena ¢iara 0°, 1, 2’,...n" sa nazyva
vlaknovy mnohouholnik, pripadne vyslednicova €iara), v literatire sa uvadza aj
nazov pélovy obrazec. Vsetky pomocné sily prechadzaju v silovom obrazci cez
spolo¢ny pol — pol 0 a vytvaraji pélovy obrazec,

- priese¢nikom r prvého (0°) a posledného (n”) vldkna (musi !) prechadza vyslednica R

celej ststavy.
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Staticka podstata rieSenia je v tom, ze v zlozkovom obrazci (obr. 2.31b) je kazda sila
fiktivne nahradena dvoma zlozkami F;"a Fi" , a to tak, ze plati

Fi"=-F 4

a jej zlozky Fi” a F',4; lezia na telese na spoloc¢nej nositel’ke (i°), pritom ich u¢inok je ale na

teleso nulovy (nulovy vektor).

7 rovnice R=YF=>(F ' +F")=F'aF/"+ . . Fy+F,+F,=F+F"
vyplyva, Ze vyslednica R je dana tiez suctom vektorov F’; a F”},, ktora lezi na nositel’kach 0" a

n” a prechadza teda ich priese¢nikom r (obr. 2.31a).

Staticki podstatu mozno zdovodnit’ tiez aj ako priamy dosledok Varignonovej vety
(2.30) — Momenty sil v zlozkovom obrazci st v rovnovahe s ich vyslednicou k I'ubovolne

zvolenému polu bodu 0.

Poznamka: Ind poloha pdlu by mala za nasledok nutne iny tvar zlozkového
i vlaknového mnohouholnika, ale vysledok - sila R (ako vyplyva z dokazu) by
bola vzdy rovnakd. V pripade inej vol'by bodu I na sile F; by napr. vznikol iny
(vacsi, alebo mensi) mnohouholnik, rovnobezny s tym, ktory je nakresleny na
obrazku 2.31a (pri nevhodnej polohe bodu I dokonca so stranami - vladknami

mimo nakresnu).

Priklad 2.13: Urcite graficky vyslednu silu R zat'azujucu votknuty ram. Je dané: F; = 2,4 kN,
F,=5,6 kN, F;=6,6 kN. Mierka sil je mp=0,2 kN.mm’l, mierka dizok

mg ==0,02 m.mm™.

ANNNNNN ANNNNNN

Obr. 2.32
Vyslednica prechadza bodomr a ma vel'kost' R = R.mr =60.02=12kNa pretina

ram vo vzdialenosti AC = 0,28 m.
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2.2.5 Rovnovaha vSeobecnej rovinnej sistavy sil

Rovnovaha vSeobecnej rovinnej sustavy nastane vtedy, ked” budu splnené podmienky

nulového ucinku sil celej sustavy

R=0 ; M=0 (2.39)

2.2.5.1 Analytické rieSenie rovnovahy

Pre analytické rieSenie prepiSeme uvedené podmienky rovnovahy (2.39) vo vektorovom

vyjadreni vo zvolenej siradnicovej sustave na rovnice skalarneho typu

@ ZFix = 0
SF. =0 (2.40)
1y
ZMi =0

Rovnice v takomto tvare predstavuji zakladny tvar podmienok rovnovahy vSeobecne;j

rovinnej sustavy sil. (Sily dvojic su zahrnuté v ostatnych silach).

Pri rovnovahe vSeobecnej rovinnej sustavy sil v rovine je algebraicky priemet vSetkych
sil vo dvoch smeroch (zvycajne navzajom kolmych) a algebraicky sucet momentov vsetkych

sil a dvojic k 'ubovol'nému bodu roviny rovny nule.

Okrem zékladné¢ho tvaru mozno pouzit i alternativne, d’alSie kombinacie rovnic

rovnovahy
@ ZMA =0 @ ZMA =0
Mg =0 Mg =0
2Ms (2.40a) LM (2.40b)
2F=0 2Mc=0 kde C ¢ AB

V tychto vyrazoch st zlozkové rovnice z Casti alebo uplne nahradené momentovymi .
Momentovi podmienku M;, ktora ako jedina obsahuje polohové parametre zo

zakladného tvaru nie je mozZné vypustit’!
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Pri ciselnom rieseni uloh je treba k jednotlivym formam pripojit' esSte kontrolnt
podmienku (rovnicu):
@—»ZMAZO , ®—>2Fiy=O , ®—>ZF1X=O

(Tymito rovnicami mozno overit’ spravnost’ vykonaného rieSenia).

Priklad 2.14: Na nosniku (obr. 2.33) zatazenom (L) osamelou silou F = 500 N urcite

reakcie A, B.
Na rieSenie vyuzime napr. dve
F=500N podmienky momentoveé a jednu
y zlozkovu (2.40b — @).
G B
4 X SMa=0 ; B.1-F.a=0
a=2m b=4m [
A I=6m B YMp=0; -A.1+F.b=0
ZFix = 0
Obr. 2.33

Odkial’ (vSimnime si, Ze pri tejto alternative pouzitych rovnic rovnovahy kazda z rovnic

obsahuje iba jednu ! neznamu) dostavame:

p= 2302 667
G
AzFT'b=¥ =3333N

> Fix = 0 ... podmienka je zjavne splnend! Na nosniku neposobia v smere osi x ziadne
(vodorovné) sily.

Na kontrolu spravnosti vysledkov pouzime v danom pripade rovnicu ) Fiy =0 ;

A+B-F=166,7+333,3 - 500 = 0 — rieSenie vyhovuje (je spravne)!
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Priklad 2.15: Na nosniku (obr. 2.34) zatazenym osamelou Sikmou silou F = 500 kN pod

uhlom o = 30° ur€ite reakcie Ay, Ay, B.

F=500N
Y 300 R ko ak iklade 2.7 1
A, 1A C B ) ovnako ako v priklade 2.7 1teraz
a=2m ! R - - vyuZijeme tu istu alternativu rovnic
i I=6m ¥ rovnovahy, takZe:
Obr. 2.34 (PO}
T. 2. ﬂ
J-—'x
2> Ma=0: B.1-Fsino.a=0 0=A
YMp=0:  -A,.l+ Fsina.b=0
YFx=0: Ay - Fcosa =0
odtial B- F.s1:1a.a _500.05.2 _ 83.33 N
A= F.sinab 500.054 _ 166,67 N

Y>Fix=0:Ax-Fcosa=0 — Ax =Fco0s30°=500.0,866 =433 N

a opat’ kontrola spravnosti ) Fiy=0: A, +B-F,=166,7+83,3-500.0,5=0

YFy=0: A, +B-F,=166,7+833=-500.05=0 —  vyhovuje!

Pozn.: - Sila A, vysla kladna, t. j. nas predpoklad o zmysle jej pdsobenia v obr. 2.34 bol
spravny (v opacnom pripade, keby vyslo znamienko zaporné - zmylili sme sa -
sila by mala opacny zmysel).

- Vieme, ze reakcia v podpere B s ohl'adom na jej triedu (tab. 1.1), mdze byt len

zvisla!
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Priklad 2.16: Na nosniku zat'azenom osamelymi silami F;, F,, momentom M a spojitymi

zat'azeniami urcite reakcie Ay, Ay, B (obr. 2.35).

F iF
q2

IFqI 1

l
4 i (zmysle asmere) sil

M
- = LTI T (e, w,
A 3 Jb b i B'__'a i i OL—P a momentov sa
Ay | B s zvyc€ajne uz nekresli.

Obr. 2.35

Pozn.: Dohovor o orientacii

Spojité zataZenia o intenzitdch q, q» [N/mm] nahradime ndhradnymi bremenami Fq
a Fq, (silami v tazisku obrazov trojuholnika a obdlznika).

Fqi = % qi-a ...pOsobi v jednej tretine dizky a zakladne trojuholnika
FQo=q2 (c+d) ...posobi uprostred dizky (c + d).

Na rieSenie pouzijeme dve podmienky momentové a jednu silovu:

c—-d)

ZMA=O:-Fq1.%+M-F1 (a+b)-Fq . (1 - )+ F, sina (1 + d) + Facosa . d + B . =

=0

ZMBZO:-Ay.1+Fq1(l-%)+M+F1 (b+c)+Fqy. =Y

+ Fycosau . d + Fasina .d=0

YFix=0:Ax+ Facosa=0

O spravnosti vypoctu sa mozno presvedCit na konkrétne zadanych hodnotach, napr.
Fi=2kN,F,=4kN,q =1kNm", ;=05kN.m’, M=2kNm, a=30°%a=3m,b=1m,
c=25m,d=1,5m.

Po dosadeni do rovnic rovnovahy dostaneme:

Ay =-3,464 kN, Ay =3,726 kN, B =-0,226 kN

Kontrolou spravnosti sa z podmienky rovnovahy XF;; = 0, Ay - Fq; - F; - Fqp + B +

+F,.sino =0 presvedCime, Ci je rieSenie spravne.
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Priklad 2.17: Urcite reakcie vo votknuti A rovinného rdmu. Rozmery i zatazenia su zrejmé

z obr. 2.36.
Y I¥,
|
[TTTHITITT) 9=10N/m Nahradené bremeno je Fq = q.4 =
+ — .'[
Tm 5 |I° m =40 kN, F = 20 kN, M = 30 kNm.
Sm S
( 4m Na urcenie reakcii Ay, Ay, aM,
(moment vo votknuti - okolo bodu A)
3m M,
A, |) A=0 pouzijeme zékladny tvar podmienok
¥ i
A, rovnovahy:
Obr. 2.36 YFix=0: A-F=0

YFy=0: Ay-F=0
YMa=0: -M-F,.2+F.4+M,=0

Po dosadeni hodndt zo zadania postupne obdrzime

A,=20kN, A, =40kN, M, =30 kNm

Z kontrolnej rovnice (3> Mg = 0 je) po dosadeni a vypocte zistime
My,-M-Ay.4+A,.6+F;2-F2=30-30-40.4+20.6+40.2-20.2=0—
Riesenie je spravne.

2.2.5.2 Grafické rieSenie rovnovahy
Ak ma byt ststava sil F; v rovnovahe, musi byt’ splnend podmienka

R=YF;=0. (2.41)
Vtedy zrejme i pre jednotlivé zlozky F; a F, platia rovnice

F +F,~ =0 (2.42)

Polové luce 0 an sa stotoznia (obr. 2.37b) a vldkna 0’a n” su kolinearne (obr. 2.37a).

Pren=4je0=4a0" =4 (obr.2.37).
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Obr. 2.37
Podmienku rovnovahy vSeobecnej rovinnej sustavy sil pri grafickom rieSeni mozno

slovne vyjadrit’ takto:

VSeobecna rovinna sustava sil pri grafickom rieSeni je v rovnovahe, ked’ silovy
obrazec (obr. 2.37b) opisany v jednom zmysle je uzavrety a aj jej vlaknovy (pélovy)

obrazec (obr. 2.37a) je medzi danymi silami uzatvoreny.

Poznamka: Keby sila F4 posobila v bode (A4), potom by sily F;’a F, tvorili silova dvojicu

o vel'kosti momentu M = F;". d (obr. 2.37a, vyznacené Ciarkovane).

Priklad 2.18: Urgite graficky reakcie v kiboch A a B uloZenia Zeriavu, zatazeného tiazou G
=50 kN a bremenom Q = 20 kN. Mierka dizok jem;=0,2 m.mm™' a mierka sil
mp =2 kN.mm™ (obr. 2.38).

| A

Q Q 1 : 0
7
/]
\
; 2 \§
& \
5m f G \
7
Z -
A B
B7
<.
Tem=2m 1cm=20kN
a) b)

Obr. 2.38
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V zlozkovom obrazci (2.38b) vynesieme vSetky sily 6 a G asmer nositel’ky sily B

(ma smer kyvného prita v mieste B). Dalej zvolime pol 0 a nakreslime pélové lude.

Vlédknovy mnohouholnik (obrazec) (obr. 2.38a) musime zacat’ kreslit’ tak, Ze ako prvé
nakreslime vldkno 0’, ktoré prechddza bodom A (jediny znamy bod reakcie A; inak by sme

vlaknovy obrazec medzi silami neuzavreli).

Po odmerani v obrazku vypocCitame A = A .mp=58.2=116kN
B=B .mp=47.2=94kN.

V tulohach o rovnovahe sil sa ¢asto vyskytuje iloha uviest’ do rovnovahy dana silu F

s troma neznamymi silami na nositel’kach, ktoré sa nepretinaju v spolocnom priesecniku.

Graficky sa uloha rie$i pomocou tzv. Culmannovej (1821 - 1888) priamky.

Na obr. 2.39a je nakreslena sila F a nositel’ky e, e, e; (zatial') neznamych sil na telese

Fi, Fy, F3.

Podl’a (2.41) pri rovnovahe musi byt’ splnena podmienka

F+F +F,+F;=0

Sily F a F; maju vyslednicu, ktora prechddza priese¢nikom ich nositeliek 1.

R, =F+F,

Podobne vyslednica sil F; a F3 prechadza bodom 1I

R,=F,+F;
Pri rovnovahe musia byt R; + R,=0 = kolineérne.
Spolo¢na nositel’ka oboch vyslednic je zjavne spojnica I,Il , zvand Culmannova

priamka. Tak ziskame smer vyslednic R, R, a rieSenie mézeme vykonat’ v silovom obrazci

(obr. 2.39b).
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I Il (ma vSak nevhodné umiestnenie).

maju sily F;, F,, F; opa¢ny zmysel.

Obr. 2.39

Uloha ma ako je zrejmé z obrazku alternativne rieSenia pomocou spojnice | Il atiez

Dodajme, Ze v pripade nahradenia sily F staticky ekvivalentnymi silami (opacné tloha)

Priklad 2.19: Teleso tiaze G = 500 N je zavesené na konzole z troch pritov. Urcite graficky

osové sily v prutoch (obr. 2.40).

0,4n

1em=0,1m

/
oS i/
/ ’
~ | <
; / - 0,25m
Z S, 7/ O\
Z £
7
Z 3 A0
As, 7
’/// /
71 0,2m 0,4m
G |
Obr. 2.40

Vysledok: S; =375N, S, =220N, S; = 590N
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2.2.6 Staticka urcitost’ aloh

Uloha vo vieobecnej rovinnej siistave sil je staticky uréita, ked’ neobsahuje viac

neznamych nez tri a je rieSitena, (ked’ nie je vynimo¢énym pripadom).

Staticka ekvivalenciu alebo rovnovdhu dvoch silovych ststav vrovine F; aF;

(v praktickych tlohach st F;j zvy€ajne druhotné sily - reakcie) moZzno zapisat’ rovnicami

H+

ZFix Zij = O
2Fy=0

ZMiA + ZMJA = 0

(2.43)

-+

ZFiy

Rovnice pre analytické rieSenia su tri, co zodpovedd uvedenej definicii statickej
urcitosti. Pri vicSom alebo menSom pocte nezndmych nie je uloha staticky urcitd a preto ju
rieSit’ metddami statiky nie je mozné.

Na obr. 2.41a je uloha staticky neurCitd ana dalSich obr. 2.41b,c,d su nevhodne

usporiadané vizby, tzv. vynimocné pripady usporiadania vazieb.

ANE AN 25 N 0 X
A, | B
a) uloha 1x staticky neurcita b) uloha 1x staticky neurcita,

(,,preurcend*) > Fix = 0 (,,triviadlna®)

| N 1 2 ;

//l _\1 1 s S = %

7 1™

7 \/ ' ‘

Z

? Y 7\

ZE R [E
¢) pohybliva ststava ¢) rovnovaha nastat’ nemdze,

ZF iy = G=0

Obr. 2.41
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Priklad 2.20: V rovine dosky pdsobia sily F;, F,, F3 a momenty M;, M, (obr 2.42). Ulohou
je nahradit’ u¢inok tejto stistavy ekvivalentnym t¢inkom inej stustavy - sily Fp

a momentu Mg v bode B.
& aa_ F Je dané: F; = 100 N F,=100 N
'3:/\ Fis s B, :Fy 2
a4 F;=150 N B, = 45°

ke F. Bs = 30° M, =30 Nm
ol L> M, = 60Nm Q=0,1m
! o

F, Z rovnic o statickej ekvivalencii oboch
X stustav vyplyva
Obr. 2.42 F] - Fz.SinBz = F3.Sil’lB3 + (FBCOSB) =0

Fa.cosPs - F3.cosPs + (Fpsing) = 0
Fa.sinf, . 2a + M, - M; - (-Fgcosag. a +

MB) =0
Po dosadeni a vypocte dostaneme Fg =74,78 N ; o= 2320,76' ; Mp=-20,43 Nm.
Pozn.: Uloha by mohla zniet' i opaéne - najst ina silova sustavu, ktord by bola so
zadanou silovou ststavou v rovnovahe. Je zrejmé, ze vysledkom rieSenia by boli
hodnoty Fp a Mg, rovnako vel'ké, ale opa¢ného zmyslu.
2.2.7 RieSenie stistavy rovnobeZnych sil
¢ Analytické rieSenie
Sustava rovnobeZnych sil Fi (obr. 2.43) patri, ako si eSte d’alej ukiaZeme medzi
velmi dolezité a Casté ulohy rieSenia sustav. Ststava rovnobeznych sil je zvlaStnym
pripadom vSeobecnej rovinnej sustavy sil. Vyslednica R je s danymi silami (zlozkami)
rovnobezna, a jej vel'kost’ je

R=2F; (2.44)

a jej poloha od zvoleného bodu sa ur¢i z momentovej vety (2.30), kde
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h LEp_M, (2.45)

Momentovl rovnicu mozno napisat’ i vo tvare

XrRy - yrRRy = Z(Xi Fy = YiF) (2.46)
z ktorej pri vol'be xg ur¢ime stradnicu yr bodu R vyslednice, a pre yr(xg) = 0 suradnice

p (q) priese¢nika nositel’ky vyslednice s osou x(y).
y

Ked priemety sil do osi stradnicovej
sustavy vyjadrime pocetne pomocou

uhlu o, bude

xgR.sina - y.R.cosa =
=Q.xF)sina - y,F)cosa (2.47)

RieSenim rovnice su samozrejme aj
suradnice bodu C (x¢, yc) vyslednice
podl’a rovnic

. XC'R:ZXiFi

Obr. 2.43 ye.R= Yy F

Z postupu a rovnic je zrejmé, Ze stradnice bodu C zavisia len na siradniciach posobisk
A; a velkostiach F; ststavy a Ze vobec nezdvisia na uhle (o) pootocenia sil. Tento bod sa

nazyva tzv. staticky stred C sistavy rovnobeZnych sil.

Suradnice statického stredu C su:

F F
K= ZZX'F' L ves ZZV'F' (2.48)

Pre sustavu rovnobeznych sil mozno vyslovit’ teda vetu

Ak sa sustava rovnobeZznych sil otia¢a okolo svojich pésobisk, otaca sa ich

vyslednica okolo jediného bodu - okolo statického stredu sustavy.
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Z uvedeného plynie tiez dolezity zaver, Ze polohu statického stredu rovnobeZnej
sustavy sil mozno urcit’ ako prieseCnik vyslednic pre dva smery pooto¢enej sustavy.

Zvycajne sa volia stredy na seba kolmé.

Riesenie mozno vykonat opdt bud analyticky alebo graficky pomocou zlozkovej

a vyslednicovej Ciary.

Priklad 2.21: Urcite graficky avypoctom velkost apolohu vyslednice R dvoch
rovnobeznych sil F; = 500 N, F, = -100 N, ktoré maju opa¢ny zmysel.
Vzdialenost sil p =4 m (obr. 2.44).

¢ P, €, p=4,0m L
b)
LN
\\
g
N
R AN
»0
/?
27
o
. #
1207 "
1cm=100N P
— 1%
Obr. 2.44
— F
Urcovacie tseky sil F, =—-= SOONfl =50 mm
" 10Nmm
— F
F,=—2-= 100N71 =10 mm
m.  10Nmm

e Grafické rieSenie

Vynesieme do silového obrazca (obr. 2.44b) v prislusnych zmysloch F (1_1'), F,
(f’). V niom ma vyslednica uréovaci usek 12/ (smeruje dole). Odmeranim zistime R =40

mm, t.j. R= R . mr = 40 mm. 10 N.mm™' = 400 N.
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Polohu vyslednice (staci zistit’ jediny bod r, pretoze vyslednica R rovnobeznych sil

je s nimi rovnobeznd) zistime z vlaknového obrazca 2.44a.

e Analytické rieSenie
Z momentovej rovnice (2.45)
R.0=F;.p;-Fap: +p)=500.p; - 100(p;-4,0)=0

odkial p; = @ =1,0 m.
400

Priklad 2.22: Rozlozit' dant silu R na dve rovnobezné sily, ktorych nositel’ky st dané (obr.

2.45) - uloha je opakom predchadzajticej ulohy v priklade 2.13.
1

b)

2 |
= |

1=2

_.r~5"|.|._|

Obr. 2.45

¢ Analytické rieSenie
Zvolime bod otacania na jednej z nezndmych sil (o zrychl'uje vypocet), napr. na

nositel’ky sily F, bod A,. Potom podl'a momentovej vety (2.45)

R. pzZFl(pl +p2) ipz .0

R.
odtial Fy = — P2
P, + P,
R.
resp. ak zvolime na sile F; bod otdCania A; dostaneme F,= Py
P, + P,
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e Grafické rieSenie
Na Tubovolnej priamke 12/ || F, || F, vynesieme zobrazovaci tusek sily R, t. j.

R=AB=12". Rovnobezky 0’a 1'vo vldknovom obrazci (2.45a) so silami 0, 1 v silovom

obrazci v l'ubovolnom bode R pretinaja nositel’ky sil e;, e; v bodoch I, II. Lomené ¢iara

0',1,r" je vyslednicovou ¢iarou. Preto Ciara r’ || 01" v silovom obrazci rozdeli tseCku 12" na

dva diely F, = 11 aF,= 12, ktoré prindlezia hl'adanym sildm F.

Priklad 2.23: Urcite polohu statického stredu ststavy rovnobeznych sil F; =200 N, F, =
=-100 N, F3=400 N so suradnicami pdsobisk A; (1; 2,5), A, (2,5; 1,5), Az (4;
-0,5) m (obr. 2.46).

21 F R e Analytické rieSenie
Z rovnic pre staticky stred (2.48), ked” dosadime
(F,) . :
—_— zadané¢ hodnoty so zretelom na ich znamienka
Ai( is i)
i | _@) dostaneme:
Ac(Xc, Yo) F x _
. xe = Z iXi _ 200.1+(=100).2,5+400.4 ~30lm
> F 200 + (—100) + 400
0 Xc ! X
_ 2RV 20025+ (<100).1,5+400.(-0,5) _
Obr. 2.46 e Z F 200+ (—100) + 400

=0,3 m.
Grafické rieSenie
Zvolime my = 0,1 m/mm, mg = 10N/mm. Silovy obrazec nakreslime len raz, pre
zvislé sily (obr. 2.47b), pre vodorovné sily vyuzijeme ten isty obrazec myslene pootoceny o

w2 [() Li]; 1) L1).
F,

1

+y

0 . .
1cm=1m 1|:m=100|]\l
t | | L

Obr. 2.47
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3. TAZISKA HMOTNYCH UTVAROV

Rovinné hmotné utvary su také telesa, ktorych treti rozmer je zanedbatel'ny, alebo maji
rovinu symetrie. Ich modelom je rovinna ¢iara (L), alebo plocha A, ktorych hmotnosti st pr.

[kgm™], resp. pa [kgm™], tzv. §pecifické (merné) hmotnosti Gtvarov - hustoty.

i X+ Na teleso, ktorého rozmery su

vporovnani s rozmermi Zeme

T zanedbatel'né¢, pOsobi v ojej
/ gravitathom poli sustava
= V- ) cenveh il Ktoré 1m0
y, elementarnych sil Gj, ktor¢ moZno
G Gi ~ L) ° L
m = povazovat (vzhladom na vel'mi
X . , o
vzdialeny stred gravitacie) ako
Obr. 3.1 sustavu rovnobeznych sil (obr. 3.1).

Staticky stred sil Gjdokonale tuhého telesa sa nazyva t'azisko T.

Z vlastnosti statického stredu vyplyva, Ze sila tiaze G = ) Q; prechadza

t'aziskom telesa nezavisle na polohe telesa.

Podl'a toho, ked’ zavesime homogénne teleso (obr. 3.2a) v ktoromkol'vek bode, napr.
1,2, ustali sa jeho poloha vtedy (obr. 3.2b), ked nositel’ka sil T bude kolinedrna (stotozni sa)

s nositel’kou sily tiaze Q, pdsobiacou v tazisku telesa (Q = -T).

- ®

22 //4,’6// 72244

Obr. 3.2
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Tazisko T rovinného hmotného ttvaru sa ur¢i z momentovej vety vztahmi

G, X G.v.
=—ZZC';_X' , yT=—ZZC';_V' (3.1)

Ked’ dosadime pre ¢iaru py. alebo pa, potom

XT

Gi=prL.li. g alebo Gi=pa.Ai.g
Pre homogénne teleso (p. = konst., pa = konst.) mozeme vyrazy na vypocet siradnic

taziska napisat’ v tvare

Xp = zlixi Xp = ZAiXi
> a
(3.2)
Ly AY;
yr= %I?/ YT:—%A?/

kde YIi, Y'A; je celkova dizka [m] a plocha [m®] homogénneho ttvaru.

Pomocou tychto rovnic rieSime i tvarovo komplikovanejsie telesa. Takéto telesa najskor
rozlozime na viac jednoduchych telies, v ktorych dizky (resp. plochy) a polohy tazisk vieme

riesit’ vypoctom alebo graficky pomocou zlozkovej a vyslednicove;j Ciary.

Pre taziskd homogénnych (rovnorodych) utvarov platia nasledujuce poucky:
- taziska utvarov so stredom stimernosti, maju t'aziskd v tomto strede,
- utvary, ktoré majli os simernosti, maju tazisko na tejto osi,
- utvary, ktoré maju rovinu simernosti, maju taziska v tejto rovine,
- ak su zname taziska dvoch Casti telesa, lezi tazisko celého telesa na

spojnici oboch tazisk.
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Priklady:

| a I b a |
| | |
~ Pt
\\ |~
\ = ‘ >Y/
~< IE-—"1h/2 T>]
/ =T -7 ~
(/2 /2 _|° bl « b_|

|
1
T" —
TAE g
T~ 7/ | ——l .
- X
| T=(TVT xT'T)

Obr. 3.3

xr=4/3nr
Pozn.: Tazisko mdze lezat’ aj mimo hmotny utvar (¢iaru, plochu) !

Priklad 3.1: Urcite tazisko tuhej lomenej ¢iary 1,2,3,4 leziacej v jednej rovine.

4 Ked rozdelime lomenu ¢iaru na tri

rovné Casti ﬁ, ﬁ,ﬁ, o dizkach

L=20m,,=50m,135=3,0m, st

suradnice tazisk jednotlivych Casti:
x1=0,x=1,5m,x3=3,0+1,5) =
4,5m

yi1 = 1,0m, y=2,0 m, y3=4,0 m.

Obr. 3.4

Tazisko T celej lomenej ¢iary mé suradnice

DX 0204155044530 21,0 _
> 2,0+5,0+3,0 10

2,1m

_ 2 1,0.20+42,050+4,03,0 240 _

= 2,4m
TS 10,0 10
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Priklad 3.2: Urcite stradnice taziska a silu tiaze zeriavu zostaveného z homogénnych prutov

rovnakého prierezu pp = 5,5 kg/m. Rozmery Zeriavu st na obr. 3.5.

o Grafické rieSenie
Pri grafickom rieSeni vynesieme do silového obrazca (obr. 3.5b), napr. len polovice
dizok pratov v mierke my = 0,1lm.mm™". V rovnakom smere (vodorovne a zvislo) pdsobiace
praty 3,4,5 mézeme nahradit’ ich vyslednicou v mierke mg. Na kreslenie vldknového obrazca
(obr. 3.5a) pre vodorovny smer pouzijeme otocené polové luce zvislého smeru o 90° (ako

v priklade 2.15).

y

2,5m

A=0

Obr. 3.5

Odmeranim ziskame suradnice t’aziska

xr=2,45m , yr=1,75m

Sila tiaze zeriavu je G = 2.15 .my. p1.g=913 N.

¢ Analytické rieSenie
Vyzaduje najskor (pracne) vypoéitat pomocou trigonometrickych funkcii dizky
pratov I; =4,609 m, I, =4,949 m, I3 =14, = 2,692 m, Is= 2 m. Taziska pratov mozno urcit’

priamo z obrazku 3.2a Xy = 3,25 m, Y1 = 3,00 m, Xy, = 3,75 m, Yr, = 1,75 m, X1, = 1 m,

Yr, = 125m,y; =0m.
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Tiaz zeriavu je G=pr . g . dY1i=5,5.9,81. 16,942 = 914,1 N. Suradnice taziska (z rovnic
3.2) st

I x.
X1 = 2% _ 40922 =2415m
Dl 16942
ly.
yr = 2y 29217 1,724 m
Dl 16942

Poznamka: Na rieSeni sa mozno presvedcit, ze grafické rieSenie je rychlejsie, ako vypoctové

rieSenie.

Priklad 3.3: Aby ,nadrozmerné* teleso podla obr. 3.6 sa mohlo ulozit' na prevoz do osi

Specidlneho vozidla (bezpecnost jazdy), treba vypocitat’ suradnice jeho

taziska.
v 6,0m 4,0m 3,0m Prierez (v rovine sumernosti)
rozdelime na S$tyri Casti: 2
N / ,Um i .
\ / obdlzniky, 1 trojuholnik a1l
N W I\ /| kruh, ktorého plocha je
8,0m X LIN /] o :
7. | \ /T 8 6 0 »hegativna (treba ju
AR /N2 ’ o Qe At o
3 O 5 | 13,64m | )1\ odpocitat’!). Saradnice tazisk
AN AN NS jednotlivich dasti x, vi ( =
01.3.0m 1,2,3,4) st uvedené aj s diel¢imi
Tcm=2m
6,13m | e L .
vypoCtami  vo  vypoctovej
Obr. 3.6 tabul’ke. Tab. 3.1
i X [m] yi [m] A [m?] ViA; XiAj
0 1 2 3 4=02x3) 5=(1x3)
1 3,00 4,00 48,00 192,00 144,0
2 8,00 3,00 24,00 72,00 192,0
3 11,00 2,00 9,00 18,00 99,0
4 3,00 3,00 -19,63 -58,89 -58,89
>
T 61,37 223,11 376,11
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Podrl’a rovnic (3.2) su stradnice taziska prepravovaného telesa

_ 376,11
6137

22311
~6,13m = 25
YT 6137

XT =3,64 m.

Poznamka: Nazvom nadrozmerné telesa sa oznacuju také telesa, ktoré maju vacsie rozmery,
ako su technickymi normami (STN) stanovené priecne prechodové prierezy komunikacii.
Nadrozmerné telesa zvyCajne prekracuji aj dovolené zatazenie umelych stavieb na

komunikaciach (mosty), na o je pri vybere a priprave trasy treba brat’ zretel’.

Vtedy, ked’ ¢iaru alebo plochu moZzno vyjadrit’ analyticky, vyuziva sa na urCovanie

taziska integralny vypocet. Stradnice tazisk st potom dané vzt'ahmi:

des J. xdA J’
xp= 3 xp= A ,kde [ds =s[m] (3.3)
[ds [[dA .
s ’ [[dA = A ()
s J;.f ydA A
yr= J.S E yr = W

Priklad 3.4: Urcite suradnice taziska oblika o polomere R, vymedzeného uhlom a.

y
ds =Rdo Os y je osou symetrie obluka a teda
W_ xr = 0. Druht suradnicu yr uréime
z rovnice (3.3)
L y=Rcos® q
R Y1 .[y S j Rcosp.Rde
yr = - i -
10 . [ds j Rdg

Obr. 3.7
_R’2sina _ Rsina

2.R«a a

Poznamka: Velkosti ploch a stradnice tazisk mnohych ¢iar a itvarov mozno najst’ napr.

v statickych, stavebnych alebo strojnickych tabul'kach.
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4. PRIAME NOSNIKY A RAMY

Priame alomené nosniky (rdmy) tvoria zakladné nosné cCasti réznych konStrukcii
astrojov. Ich zatazenie aulozenie je rieSené tak, Ze sustava prvotnych (akénych)

a druhotnych sil (reakcii) tvori rovinnti sustavu.

Okrem vypoctu reakcii v staticky urcitych ulohach je mozné v statike vyrieSit' tiez

analyzu vnutornych sil v ktoromkol'vek bode nosnika.

V rovinnych nosnikoch a ramoch su to tieto vnitorné sily:
- osova (normalna) sila N,
- prie¢na (postvajuca, tangencialna) sila Q,

- ohybovy moment Mo.

Riesit’ vnttorné veli€iny pri roznom uloZeni a zat'azeni nosnikov patri medzi zékladné
vedomosti potrebné (neskdr v predmete pruznost’ a pevnost’) na navrhovanie (dimenzovanie)

a posudzovanie skuto¢nych nosnikov (telies).

Na obr. 4.1a je nakresleny prizmaticky nosnik zataZeny a uloZeny na podperach
v rovine symetrie. Na obr. 4.1.b je jeho vypoctovy model, predstavovany osou nosnika (tzv.
strednicou), ktora prechadza taziskami T priecnych rezov.

Prierez nosnika ( L na strednicu)
a) T - fazisko prierezu

Rovina siimernosti
/¥
q Hl l ”” 'H“ F, /| |In
= s - 7 Os nosnika (strednica, rim ma strednicu lomend).

-MPoznémka: Sposob  nakreslenia

) podpier (viizieb nosnika
777/_,7;2 v miestach) A, B v tomto obrazku

zodpovedd sposobu zakreslenia

i pevnej a posuvnej podpery na obr.
) o Ak 1.14 a ich funkcii v tab. 1.1.
a 9 WlL“ \F, n VSimnime si, ze aj normalne sily
% . J n)}m B momenty kreslime pre nazornost
T, M=F_.h/2 m=nh2 sy kolmo na strednicu, aj ked
Obr. 4.1 v skutocnosti pdsobia v jej smere.
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Na obr. 4.1b vidiet, Ze vSetky zatazenia vyznacujeme na osi nosnika. V danom
pripade to su osamelé sily F, F», F; a spojité zat'azenia q, n. Pri preneseni na os nosnika bude
zatazend v miestach 1, 2, 3 silami F;, F,, F3 [N], spojitymi bremenami q, n [N.mm'l],
momentom M [Nm] a spojitym momentom m [N.mm™'], ktoré vzniknu pri prekladani sily F;

a zataZenia n.
. . v 4 r 4 r 4 . V
Pri statickom vySetrovani nosnikov a rdmov nezélezi na tvare prierezu (napr. % , @

L , E , E , atd’.) a ani na druhu materidlu nosnikov. Rozhoduje len tvar strednice, a preto

flou vo vypoctovych modeloch nahradzujeme skutocné telesa.

4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov - uloZenie a vonkajSie zat’aZenie

Nosnikom sa rozumie teleso, ktorého jeden rozmer (dlzka) je ovela vacsi, ako dalSie

dva rozmery (vyska a Sirka) a je ulozeny tak, Ze sa pri zatazeni ohyba.

Na obr. 4.2 st nakreslené vypoctové schémy niektorych typov nosnikov a ramov pri

rozliénom uloZeni a zat’aZeni.

a) o prosty nosnik
L
[ | ' ] } I ] { ] 1 (s previsnutym,
paN
A . 777 © precnievajicim koncom)
q, n
) —
b) - votknuty (konzolovy)
é M nosnik
n
I ,
c) > A =B D = C nosnik s vlozenym klbom
- Z Z
q,
¥
“T\Ww
d) _) q, ram (lomeny nosnik)
7z B prosto ulozeny
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e) Wm 9. votknuty rdm
q.

Obr. 4.2

Na nosnikoch a rdmoch na obr. 4.2 st nakreslené nasledujuce druhy zatazenia (obr.

4.3). F,
/\a
a) zatazenie osamelou silou
M;
b) zat'azenie osamelym momentom o IF =l
PAEELEEPIEET Y O ons
¢) spojité zat’azenie priecne o)) rovnomerné /2
|

F, =12ql|
q
) nerovnomerné
o 2/3l
(napr. linearne) I
F, =nl
d) spojité zatazenie osové o)) rovnomerné
n kon3t
(normalne)
|
) nerovnomerné E, =1/2.nl
n
|
M =m.l
e , o
¢) spojité zat'azenie o) rovnomerné %ﬂ}h«)}} .
momentové oy
|
, M = (m,+m,)/2 .1
) nerovnomerné
m,

Obr. 4.3
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Mozno si vSimnut, Ze zatazenia rozdeluju strednicu nosnikov aramov na useky,
v ktorych je q, n, m rovné nule, alebo r6zne od nuly, a to bud’ konstantné alebo premenné
[qe)» M), M) Dalej vidno, Ze na strednici st miesta, kde posobia osamelé sily F; alebo
momenty M;. Ekvivalentné ndhradné silové U¢inky F,, F,, My sa pouZivaju pri vypocte

sekundarnych sil (reakeiti).
V praktickych tlohach sa vyskytuju najCastejSie zat'azenia uvedené na obr. 4.3a,b,c

a preto sa najméd nimi d’alej budeme zaoberat’.

4.2 Vypocet reakcii

Staticky vypocet nosnikov a ramov zacina vZdy vypoctom sekundarnych sil -
reakcii. UrCovaniu reakcii u staticky urcite uloZenych telies sme sa venovali v prikladoch (2.7

- 2.10) - v rovinnej sustave sil.

Preto len zopakujme, ze podmienky rovnovdhy mézu mat’ spolo¢ne s kontrolnymi

rovnicami niektory z nasledujacich tvarov:

YFix=0 YMa=0 YMa=0
YFiy=0 YMp =0 >Mp=0
YMa=0 YFix=0 YMc=0
kde C ¢ 4B
>Mp=0 YFiy=0 YFix=0
— kontr. rovnice
a) b) c)

Na rieSenie prosto ulozenych nosnikov sa naj¢astejSie pouziva tvar rovnic b.

V d’alSom si ukdZeme zostavovanie rovnic rovnovahy pre najcastejSie pripady a druhy

zatazenia (obr. 4.3a-c).
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Priklad 4.1: Prosty nosnik (obr. 4.4)

y F

IF, = g.a Dané: F,q,M, o, a, b, c

M
% é\ Nahradné bremeno F;=q . a

=

A, HAiuuiHHm

] | 5 Rovnice rovnovéahy podl’a tvaru (4.1) b su:
Obr. 4.4

b | b7 % |/ X Hraddme: A, A, B

YM, = 0: -Fq.g-Fsina(a+b)+B.l+M=0 ... odtial —(B)
a . .

YMs = 0: -Ay.1+Fq(1-E)+Fsmoc.b+M—0 ...0dt1a1—>

YFix=0: Ax-Fcosa=0 ...0dtia1’—>@

Po urceni nezndmych zloziek reakcii vykondme kontrolu

YFiy=0: Ay-Fg-Fsino+B=0.

Poznamka: Pri pouziti rovnic v tvare b) k bodom podopretia A, B je v kazdej rovnici iba

jedna neznama, ¢o vel'mi urychl'uje vypocet.

Priklad 4.2: Votknuty ram

Fa | |qu Dané: F, qi, 2, M,a, b, c,d
714
* { "':' g Nahradné bremena su: Fqi=q; . b
q, ¥ 'B .
Fpo=— (qo- b
MC 3 ¥ q2 2 (q2 ql)
d Hl'addme Ay, Ay, a moment vo votknuti
. y Obr. 4.5
é Mv MV
L,Z%A X Rovnice rovnovahy podl'a zakladného
A, tvaru su:
dYFix=0: Ax+F=0 je zrejmé, Ze sme v obrazku

,»Chybne*
predpokladali zmysel sily A

YFy=0: Ay-Fq-Fp=0

b 2
SMa=0: M-Fy. o -Fg. Sb-F.c+M=0 —(M))

Kontrolna rovnica: Y Mg = 0: M, + A, .(cta) - Ay . b-M + Fg g +Fqp . §+F.a =0
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Priklad 4.3: Nosnik s vloZenym kibom

Staticka neurCitost’ nosnika uloZeného na troch podperich A, B, C je odstranena
vlozenym kibom D. Nosnik sa vlastne sklada z dvoch telies, spojenych v kibe D. Dané: F,, Fa,
M, a, a, b, ¢ (obr. 4.6).

Nahradné bremeno je Fg=q . a

Hladame Ay, Ay, B, C

y F

IE, = ga ‘
q CE’l M
AT i

Rovnice rovnovéahy podla (4.1b) su:
> Fix =0: Ax - Ficosa; + F, =0— @
SFiy=0: Ay-Fq+ B - Fising +C=0— @A)

YMia = 0: -F, . % +Ba-Fisinoy (I +¢)+ CLi+20)+M=0  —(B)

Rovnice su len tri, zatial’ ¢o nezndme zlozky reakcii su Styri, a teda jedna rovnica chyba.

Spojenie telies v kibe D ale umoziiuje napisat’ napr. pre prava &ast’ od kibu D podmienku

ZM; =0 —>©

Na zaklade zname;j vel'kosti reakcie C moZeme potom urcit’ zostavajice reakcie B a A,.

4.3 Vnutorné sily
Sily Fi, F>, momenty M,, M, a spojité zataZenie q spolo¢ne s reakciami Ay, Ay, B st
primarne vonkajsie sily zatazujice teleso (lomeny nosnik - rdm, obr. 4.7a). VSetky tieto

vonkajsie zatazenia vyvolavaju v telese vnutorné sily.

Na nosnikoch a rdmoch sa vnutorné sily zistuji v prierezoch kolmych na os (strednicu)

nosnika alebo rdmu (napr. mm,nn, [l atd’.).
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Obr. 4.7

Na vySetrenie vnutornych sil pouzime napr. lava Cast’ @ telesa, oddelenu myslene
(fiktivne) rezom mm od pravej éasti@ . Lava cast’ telesa lomeného nosnika je zatazena,
rovnovaznou sustavou:

- vonkajsich sil Fi,Fy, Ay, Ay, M,

- vnutornych sil F , t. j. silami, ktorymi posobi v priereze mm prava Cast

telesa na lava.

Vnutorné sily F!* tvoria vieobecnu ststavu sil vrovine rezu mm. Aj ked zatial

nepozname ich polohu v tomto priereze, méZeme ich v d’alSom rieSeni nahradit’ ekvivalentnou

silovou sustavou, a to silou F*~ a momentom M'" vo vypo&tovom modeli 2.8c.

ZFyF 20 Ked” vykondme naznacenu redukciu
PL
/‘/ o vnutornych sil F™ do taziska prierezu
g ] . .
V Tm\ TRPE T v pouzitej stradnicovej sustave X, y

Y
M=% My
Obr. 4.7¢

mozeme napisat F/* =YF/* FI* =YF M =yM/’.
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Podl'a posobenia v priereze ozna¢ujeme a nazyvame vnutorné silové ucinky takto:

YF" =N  ..osova (normalna) sila
Vv priereze 4.1)
YF;" =Q .. prietnasila (vo vnutri)

mm (obr. 4.7¢)
YM!F =My _ohybovy moment

4.3.1 Vypocet vnutornych sil N, Q, Mo

Sposob a velkost’ vnuatornych silovych u¢inkov N, Q, Mo vyplyva zpodmienok
rovnovahy sil na Casti @, pre ktoru plati (obr. 4.7d)
YFL+N =0
YF,+Q =0 (4.2)

ZM[LT +MQ =0

Je zrejmé, ze rovnaké rovnice by sme mohli napisat’ aj pre rieSenie na pravej Casti telesa

©)

Nakol’ko vonkajsie (primarne a sekundarne) sily tvoria rovnovaznu sustavu, su velkosti

veli¢in N, Q, Mo v rovine I'ubovol'ného fiktivneho rezu:

N=/YF: /=/3F!/
Q=/YF. /=/YF!/ (4.3)

Mo=/YMEL /=/YM" /

Zo spdsobu, ako boli zadefinované vnutorné sily mozno vyslovit' vetu na urcenie ich

velkosti struéne takto:

Velkost’ vnutornych sil N, Q, a momentu Mg v Pubovol’nom priereze sa rovna
ich algebraickému sictu po jednej strane vySetrovaného prierezu.

Pri algebraickom scitani po jednej strane prierezu sa berie zretel’ na zmysel pdsobenia
vnutornych sil podl'a nasledujiceho dohovoru:

é ® L@ T

<

T2 T2 L




Obr. 4.8

Poznamka: Pdsobenie vnutornych sil a momentov v opacnom zmysle ako je vyznaceny

na obr. 4.8 po oboch stranach prierezu mm oznacujeme znamienkom(-) .

Mozno si v§imnut’, Zze znamienkovy dohovor zavisi na orientacii telesa, t. j. na urceni
jeho Tavého apravého konca, resp. v pripade momentu na hornych a dolnych vldknach
prie¢neho rezu. Pri inej nez vodorovnej polohe nosnika, alebo napr. na zvislici ramu, nemusi

byt takto jednoducho popisany znamienkovy dohovor jednoznacny.

Vo zvolenom priereze mm (obr. 4.7d) po oznadeni jednotlivych Gsekov strednice v obr.
4.9 vo vypoctovom modeli rovinného ramu, bude (s oh'adom na znamienkovi konvenciu)

velkost’ jednotlivych vnatornych sil nasledujuca:

@ y | F =qx N=A,-F
| m
q i
| =A,-
2 X < m Q=Ay-qx
F, .}Mﬁ,
b d X
M, Mmm=-AX(c+b+a)-Ay.x+F1.a+qx.E -M;
c Pozn.: Vieme uz, Ze ak po¢itame vnutorné sily
Z pravej alebo z lavej strany
A, .

A=0 o - vysetrovaného prierezu vysledok musi
A, byt rovnaky. Preto pri praktickych
vypoctoch davame prednost’ tej strane
Obr. 4.9 prierezu, kde je menej vonkajsich sil

a vypocet je jednoduchsi (rychlejsi).
Sposobom, ako je uvedeny na obr. 4.9 moZno vypocitat hodnoty N. Q Mo
v l'ubovol'nom mieste nosnika alebo ramu.

4.3.2 Priebeh vnutornych sil N, Q, Mo
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Pri vysetrovani namahania telies je treba poznat nielen velkost' vnutornych sil
v niektorom nahodne zvolenom reze, ale poznat’ aj ich priebeh po celej strednici. Len tak
mozno urCit’ miesto a hodnotu maximalneho namahania - v pripade nosnikov a rimov miesto

a vePkost’ maximalneho momentu Mgnax.

Na vyrieSenie tychto uloh nestac¢i teda vyrieSit’ len lokalne hodnoty N. Q, Mo, ale je
treba poznat' aj zakonitosti ich priebehu N(x), Q(x), Mo(x), v zavislosti na charaktere

zat’aZenia (obr. 4.3) na vySetrovanej Casti telesa.

Teleso (ram), ktoré konkrétne vySetrujeme (obr. 4.7a) sa da rozdelit’ na jednotlivé Casti,

zat'azené takto:

AE,EG,DC - g =0
GH,HB — g = konst.

V miestach A, B, C, E, H na strednicu posobia osamelé sily a momenty. Vypocet

Vv priereze mm, teda GH (q = konst.) ukazuje, Ze v zavislosti na mieste rezu X je v tomto

intervale
N=A;-F — konStantna (na x nezavisla)
Q=Ay-qx — linearna funkeia x (x')
2
Mo=Ax(b+tc+a)aAyx-Fa- q.% + M, — kvadraticka funkcia x (x°)

Nakolko sa nosniky arovinné rdmy vel'mi Casto vySetrujii s priecnym zataZenim (),
odvodime vzt'ahy, ktoré umoznia bliz§ie analyzovat’ charakter prierezu Q) a M) pre tento

spdsob zat'azenia.

Schwedlerova (1823 - 1894) - Zuravského (1821 - 1891) veta
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Ak vyjmeme z telesa (obr. 4.10) fiktivny
o ac) (mm=0) elementarny prvok o dizke dx, potom
m rovnice rovnovahy prvku, napr. k bodu
- M,+dM ,
M,,C_d__._._._.ﬁj (x + dx) su:
X

m = SFy=0: Q- (Q+dQ) - gu.dx =0
! Q+dQ

> M= 0: -Mp - Q.dx + q(x).dX % +

Obr. 4.10
+ (MO + dMo) =0

2
, . . e x .
Po tprave (so zanedbanim malej hodnoty momentového ucinku q) - ES od vlastnej

tiaze) dostavame:

dQ _

Ir dx)

am, 0 (4.4)
dx

Z tychto diferencialnych rovnic 1. rddu mozno pri znamom prie€nom zat’aZeni qx)

urcit’ v danom intervale telesa charakter priebehu (tvar krivky) veli¢in Q a Mo (obr. 4.11).

q=0

a)q=0 — Q... konStantna

— Mp ... linearny

[

Q - konStantné

i

s M, - linedrny

b) q = konst. — Q ... linearna
! , e
— Mp ... kvadraticky q - kon3tantné

H]g]]?]m‘wmm]]
NS

M, - kvadraticka

parabola
¢)q..linearne — Q ... kvadraticka
o iy eI
q - linearne
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Obr. 4.11

Z vlastnosti derivacie funkcie vyplyva, Ze v poradi veli¢in q, Q, Mo sa jedna vzdy
o krivku radovo vys$iu a sticasne, ze poradnice q(x), Q) predstavuju smernice doty¢nic ku

krivkam Q) a Mo v danom priereze (extrémy funkcie).

To dovoluje, pomocou priebehu Q) kontrolovat’ spravnost’ priebehu Moy

a naopak (!).

Okrem priebehu Q a Mg treba urcit’ tiez polohu (xp,) a vel’kost’ (Momax) najvécsieho

ohybového momentu.

Vtedy, ked’ mé ohybovy moment Mg priamkovy priebeh, je miesto a vel'kost Momax
z vypoctu zrejma. Ak vSak lezi Momax V intervale, kde Mo(x) je krivka, treba jeho polohu

a velkost’ urcit’.

Maximum v tomto intervale sa uré¢i z podmienky extrému funkcie jednej premenne;j.
Z podmienky

dM ,
dx

-0 (4.5)

ur¢ime miesto X, a potom

MOmax = MQ(X) (46)

X = Xm

PretoZe podla Schwedlerovej - Zuravského vety plati 9

= Q, je extrém

ohybového momentu tam, kde je prie¢na sila rovna nule (kde meni svoje znamienko)!

Poznamka: Z uvedeného tiez vyplyva, Ze v miestach, kde pdsobia osamelé sily Fj, su

v diagramoch N a Q skoky a v diagramoch Mg zlomy (nédhle zmeny hodndt Mo).
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Ak st vo vySetrovanom intervale nosnika spojité zat’azenia n(x), pripadne m(x), potom
maju predchadzajtice vztahy tvar

6;—];] =n(x) , i{—ﬁj =Q-m(x) (4.7)

s rovnakym vyznamom pouZitia ako pre qy).

V nasledujucich prikladoch na vysetrovanie priebehu N. Q, M budi pouzité uz

vyrieSené¢ hodnoty reakcii (ich vypoc¢tu sme sa podrobne venovali v predchadzajicom ods.
4.2).

Pri kresleni diagramu na priamych nosnikoch budeme kladné hodnoty N a Q vynasSat’
nad osou, hodnoty momentov Mo na stranu tahanych vlakien (pod osou). Na ramoch N a Q

I'ubovolne a Mg opit’ na strane tahanych vldkien.

Priklad 4.4: Urcite vypoctom priebehy N, Q, Mo na prostom nosniku od osamelej sily F.

yj @ 2m F 4m ®
a . b Dané: F = 500 N arozmery podla
X Tc _Zl_ X ,
l obrazku 4.12
A [=6m B
Reakcie: A =333,3 N, B=166,7 N (vid'.
priklad 2.14)
333,3N
- Vnutorné sily Q:
@ c e vpriereze C, v intervale I je
ON
% Qi=A=3333N
166, 1N e vpriereze C, v intervale II je
@ oN Qu=A-F=3333-500=-166,7 N
- Vnutorné sily N:
ON.m
@ YFix=N=0
Tcm=1m B ) .
@ | | - Ohybovy moment Mo (v mieste sily,
1cm=20 kde meni prie¢na sila znamienko)
% 1cm=200 Mo =333,3.2=666,6 Nm
\\’gee,s N.m =
Obr. 4.12
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. ’ ver . -1 -1 -1
Na zobrazenie su pouzité mierky mp = 0,1 m.mm™, mg =20 N.omm™, my; = 20Nm.mm ",

(0]

pricom v oboch intervaloch aN -n =0 = Q konst., = Q = konst. = Mo ma linedrny

dx

priebeh.

Priklad 4:5: Urcite graficky velkost a priebehy vnatornych sil N, Q, Mo na prostom nosniku

od osamelej sily F
Dané: F = 500 N arozmery podla
obrazku 4.13

2.0m F=500N 4.0m
a T b Zvolime mierky m; = 0,1 m.mm"
> ¢ S q
mr= 10 N.mm
A 1=6,0m _IB |
" my =20 N.mm’
. f 1a
- 1' P -
: ;mﬂm I Wﬂﬂm\ “ -
a L . b @ 9 ~
A 1L _ A
~
-~
= F
-~ .
T \ 0.~ y b=a
A - = oW - — - —
% = tzv. vyslednicova Ciara Y g
©
0 : ,
1b
Obr. 4.13

Odmeranim A =335 N, B=165N

Mmax =ye - £=1,10.600 = 660 Nm

kde (y. v mierke diZok a f v mierke sil).

Zddvodnenie stcinu My, =y, . f vid’ odst. 2.21, obr. 2.13.

Pozn.: V obrazci @ je velkost’ sil A, B a F polovi¢na voci mierke sil.
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Priklad 4.6: Urcite vypoctom priebehy N, Q,
(obr. 4.14)

o
Ay a C‘ % b
a I b 8
S :
167,7N
(
@ F=250N .
g 83,3N
433 |
® [l ;
0
®
E 323,4N.m
Obr. 4.14

Mo na prostom nosniku od Sikmej sily F

Dané: F=500N,a=2,0m,b=4,0m,
1=6,0 m, o = 30°

Reakcie: Ay =166,7 N, A, =433 N,
B =83,3 N (vid. priklad 2.15),
F, =250 N

- Vnutorné sily Q
e v priereze C, v intervale | je
Qi=A,=166,7N
e v priereze C, v intervale II je
Qu=Ay-Fy=A, - F.sin30°
=166,7 - 500.0,5=-83,3N

- Vnitorné sily N:
e v priereze C, v intervale I je
YFix=Ax=433 N
e v priereze C, v intervale II je

zFiszx'sz()N

Pozn.: Na zobrazenie zvolime m; = 0,1 m.mm'l, mp= 10 N.mm'l, my = 20 Nm.mm™.

- Ohybovy moment M(x=c)
Mo =A,.a=166,7.2,0=323,4 Nm

Pozn: Rameno sily Ay voci bodu C, ktory tiez leZi na strednici je nulové, preto aj

momentovy u¢inok tejto sily k bodu C je nulovy!
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Priklad 4.7: Urcite vypoctom a graficky velkost' a priebehy vnutornych sil na prostom

nosniku od spojitého rovnomerného zat'azenia (obr. 4.15).

e Grafické riesenie

Zatazenie q[N.m'l] nahradime
|Fq /q osamelym ndhradnym bremenom Fy =
LRI e @l Vo zvolenych mierkach vzdialenosti
/2 Ii ¢ T asil nakreslime zlozkovy obrazec
@ 3Y| | |Ij % a priebeh vnutornych sil a momentov.
1 /1? 3 (5 L = ryc 2 1 ~
T = ‘H-.g__, /,‘ -~ 0
= =EE o et W “ ~
| | Fo]b=a H—>0
-~
—_— ~
® o | AT
A T
F 2
1 b |1
_F |
B
Obr. 4.15
¢ Analytické rieSenie
Reakcie A=B = r =q. !
2 2

Zmena znamienka prie¢nych sil musi nastat’ vzdy ked bude platit A -q.x=0.
[

Odtiar x = 4 = 4* =>.

gl 1

9 24

V tejto vzdialenosti plati, ze q.1 = F, ateda aj, ze v smere nosnika, v bode C bude
Loagx L_1 0

Mec = Moy = A——2%.
¢ oma 2 24 g

Poznamka: e V prikladoch 4.5 a 4.7 na grafickom rieSeni si mozno vSimnut’, Ze pri
vynasSani priebehu N a Q sa vlastne kresli rovnovazny zlozkovy obrazec
vonkajsich sil roztiahnuty na cela dizku nosnika.

e Vpriklade 4.7 je pouzity bezny sposob zostrojenia kvadratickej
paraboly, ktorym pri pozornom kresleni mozno ziskat' dostatocne

presné poradnice priebehu momentov.
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Priklad 4.8: Urcite vypoctom priebehy N, Q, Mo na nosniku s osamelymi silami (obr. 4.16).

Fl®y ®Fz® F31 ‘®F4
A=0 e

B\ ‘o x Rozmery st v obrazku.
' pAN
Tys IS 2,0 S e o)

Dané: F; = 2 kN, F, = 3 kN, F3 =2 kN,
Fs=3 kN, oy = 60°, =45°, = 60°.

Reakcie: Y Ma= 0 — B = 4,74 kN

kontrola ) Fy =0
Mp=0 —A;=4,0kN
%l 1,5kN YFx=0 — Ac=-1,09 kN

O Vnitorné sily Q

| Napr. v priereze C, v intervale I11
2,6kN
l

1kN

N = -Ficosa; - Ay = -2c0s60° +
1,09 = 0,09 kN

{1

( @ Q = -Fysinoy+Ay - F, = -25in60°+
@ o +40-3=-073N

Mo = -Fisinoy (1,5 + x) + Ay.X -
= 0,73kN (:_)

+F,(x-1,5)=1,9-0,73 x

1,73kN

2,14kN | 3 okNm
A

AN\ N a Q st konStantné.
2,6kNm { \ Mp je linearna funkcia x.

To zodpovedd g =n=0.

=) 0,7kNm Q)

Pouzité mierky

0 mg=0,1 m.mm’’
_ -1
W mg = 0,1 kN.m

Obr. 4.16

my = 0,1 KNm.mm™'

Podobne aj v ostatnych intervaloch.
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Priklad 4.9: Urcite priebehy N, Q, Mg na pravouhlom rovinnom rame (obr. 4.17).

a)

Fy

[T T Ea T

2m

Vniutorné sily

2m

F,

Dané: F; =2 kN, F, =3 kN, q=1 kNm™

Rozmery dizok v mp = 0,1 mmm™.

1

Reakcie: Y Ma=0 — B =1,5kN
dMp=0 — A;=0,5kN
YFx=0 — Ax=-1kN

Obr. 4.17

Obrazce N, Q, Mo sa kreslia zvy€ajne do troch samostatnych diagramov (obr. 4.17

b,c,d). Ohybové momenty kreslime na stranu tahanych vlékien prierezu.

6,0kNm

A

—_—

/f S
@ 4,0kNm @ e
— — 7] N\
0 ‘ #) s 3,0kNm L
1,0kN EH ' \
— / \
— { |
— //
9 O 6,0kNm
— N
== \7
= b) /
0,5kN 1,5kN /
/ 0,5kNm
d)
0,5kN @
T 3,06N Mozno si vSimnut, Ze v pravouhlych
/ ramoch pri prechode zjednej Casti na
q druhti prechadzaji osové sily v priecne
1,5kN

1,0kN
92

a naopak.

3,0k , ., .
(%hybove momenty maju v mieste

prechodu na oboch castiach rovnaku

hodnotu.



5. ROVINNE SUSTAVY TELIES

Rovinna sustava telies je tvorena telesami, ktoré si navzajom spojené pohyblivo.
Spojenie je prevedené tak, Ze vzdjomny pohyb telies je mozny iba v rovinach rovnobeznych
s jednou zakladnou rovinou. Rovnako aj vonkajsie (primarne) silové ucinky i vizbové reakcie

tvoria rovinnu sustavu sil.

Sustavy telies moézu byt nepohyblivé alebo pohyblivé (mechanizmy). Medzi

nepohyblivé sustavy zarad’'ujeme tieZ tzv. prutové sustavy.

5.1 Rovinné prutové sustavy

Prutova sustava je najjednoduchsi vypocétovy model priehradovej konstrukcie, ktory
je tvoreny nehmotnymi $tihlymi telesami - pritmi, spojenych navzijom kibmi. Ak

zat'azenie 1 uloZenie sustavy posobi v jednej rovine, je takato pritova sistava rovinna.

Telesa priehradovej konstrukcie (zvislice, diagonaly - priecky, pasy ...) su najcastejsie
z valcovanych ocelovych profilov rézneho tvaru (obr. 5.1) ausporiadania. Ich nézvy,

najcastejSie odvodené od geometrického tvaru konstrukcii uréujii zavézné technické normy.

el RIS

Obr. 5.1

Telesa st spojené v tzv. styCnikoch. Konstrukéné prevedenie sty¢nikov byva

najcCastejSie podl'a niektorého zo spdsobov, ktoré uvadza obr. 5.2:

n sty¢nikovy

plech

kibové nitované alebo skrutkované zvarované
Obr. 5.2
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Na nasledujucich obrazkoch 5.3 a5.4 st nakreslené priklady trojuholnikovych

priehradovych konstrukeii a ich vypoctové modely.

Fyzikalna schéma
otoéného Zeriavu

1NN

i

\_ zata¥enie od vozovky

Fyzikalna schéma mostného
priehradového nosnika

Obr. 5.3

zat’aZenie prevedené

V do uzlov F,

111

II

5
I, II, L, IV - uzly (kiby,...)

vypoctovy model -
7 prutova sistava
1l 4 v
2 7 8
6 9 VI

lFl

III

\

V
F; IF4

zat’aZenie od vozovky

Vypoctovy model pritovej sistavy

Obr. 5.4

Vypoctovy model priehradovej konstrukcie - pratova sustava - je vytvoreny na zaklade

tychto predpokladov:

- Jednotlivé telesa su Stihle a mozno ich povazovat’ ako jednorozmerné - tzv. prity.

- Pruty sa pretinaji v jednom bode - sty€niku a (st natol’ko Stihle, Ze) ich ohybovi

tuhost’ nemusime brat’ do Givahy. Spojenie pratov v uzle potom pdsobi ako kibové

spojenie.

- Zatazenie konStrukcie sa uvazuje len vuzloch. Kedze osi prutov prechadzajua

taziskami telies, pruty prenasaju len osové (normalne) sily - ah alebo tlak.
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5.1.1 Zakladna uloha, staticka a tvarova urcitost’

Z predchadzajucich tivah vyplyva, Ze kazdy prat moze byt naméhany len osovou silou.
Kazdy uzol, pokial’ zataZenie i uloZenie je v sty¢nikoch, predstavuje rovinny zvizok sil. Ked’
je prutova sustava ako celok v pokoji, musi byt v pokoji aj kazda jej Cast’, apreto sily

v kazdom uzle musia byt v rovnovahe a spliiat’ zndme dve podmienky rovnovahy

zFix =0
2Fiy=0

Zakladnou ulohou rieSenia prutovej ststavy je urcenie neznamych osovych sil

v prutoch.

Prutova ststava je v rovnovahe vtedy, ak je v rovnovahe kazdy jej uzol, preto pri pocte

uzlov u musi byt’ v rovinnej pratovej sustave splnenych 2.u rovnic typu

ZFix = 0 }
YFiy=0J) (pre kazdy uzol)

V tychto rovniciach su zahrnuté tiez tri podmienky rovnovahy vonkajSich sil
posobiacich na pratovu sustavu. Poéet vol’'nych rovnic, ktoré su k dispozicii je teda len

2u - 3.

Ak ma byt prutova sustava s poctom p prutov tvarovo a staticky urcita, musia byt’

splnené vztahy:

p=2u-3

pre volnu prutovu sustavu

(5.1)

2u=p+2p+pi pre  viazani  (nepohyblivi)

prutovu ststavu

kde p je pocet prutov, u pocet uzlov, p, pocet vizieb, ktoré odoberaju pritovej sustave

2°V a p; pocet vizieb odnimajucich 1°V.
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Zikladni Wlohu - wurcit nezname sily v pratoch od vonkajSich (primarnych
a sekundarnych) sil pdsobiacich na prutovu sustavu v jej uzloch vieme metédami statiky

vyrieSit’ len vtedy, ked’ prutova siistava je staticky a sticasne aj tvarovo urcita!

5.1.2 Rozdelenie staticky urcitych prutovych sistav

Osové sily v prutoch mézeme urcovat’ analyticky alebo graficky réznymi metddami.

Vol'ba metody riesenia staticky a tvarovo urcitej prutovej sustavy zavisi na jej type.

Rovinné staticky urcité pratové sustavy sa podla typu delia na jednoduché, zlozené
a zlozité.

5.1.2.1 Jednoducha prutova sustava (obr. 5.5)

Jednoduché prutova sustava vznikne vtedy, ked k zakladnému trojuholniku je kazdy
dal$i sty¢nik pripojeny najviac dvoma prutmi a sustava ma aspon jeden dvojny uzol (len dve

nezname sily v uzle = poc¢tu podmienok, resp. po¢tu rovnic rovnovahy v iom).

F, F;
S - i u=>5 podla (3.1)
1 3 5 7 p:7 25=7+21+11=
A, 1 p ; v K p2=1 podmienka rieSitel'nosti

A 11l B pr=1 statickymi metodami

i . % je splnena!

A, F, B je splnena

Obr. 5.5

Metddou rieSenia je postupna uzlova metéda. RieSenie zakladnej tlohy zacina vzdy vo
dvojnom sty¢niku.

Pri grafickom rieSeni mozno pouZit’ aj Cremonovu (1830 - 1903) metédu.



5.1.2.2 ZloZena prutova sustava (obr. 5.6)

Zlozena prutova sustava vznikne spojenim dvoch jednoduchych sustav pomocou troch

pratov, ktoré sa nepretinajii v jednom uzle, pricom sustava nema dvojny sty¢nik.

F F,
I 21 m VI B__IKX 10
u =
3 6 8 H "
| y 9 vII 7 p=17  podla(3.1)2.10=17+2+1=
* | 15 _ )
I 5 10 2l g - p2=1 | splnené!
7 A v ) VIII B pi=1
A m 4
Obr. 5.6

Takato sustavu mozno rieSit' tzv. priesenou metodou, ato bud® analytickou

Ritterovou (*1826), alebo Culmannovou grafickou metédou.

5.1.2.3 Zlozita prutova sustava (obr. 5.7)

Zlozitd prutova ststava neobsahuje dvojny stycnik (uzol) a jedinym rezom (m,m) cez

tri praty, vedenym podobne ako v predchadzajicej zloZenej ststave, sa neda rozdelit’ na dve

Casti.

u = podla(3.1) 2.6=9+21+1.1 =
p = splnené!

p2=1

pi=1

Vhodnymi metdédami rieSenia su tzv. Hennebergova (* 1850) metoda nahradného

prita (n) a metéda neurcitej mierky.

Poznamka: V dalSom sa budeme podrobnejSie zaoberat len metédami a rieSenim

jednoduchych pratovych sastav. U ostatnych metdd budu vysvetlené iba principy.
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5.2 Metody riesenia statickych urcitych rovinnych prutovych sistav

5.2.1 Metody rieSenia jednoduchych prutovych sistav

Ako bolo uz uvedené (ods. 5.1.2.1) mozno jednoduché pratové sustavy riesit pomocou
uzlovej a Cremonove] metédy. UkaZzeme si, Ze Cremonova metdda vychddza zuzlovej

metddy a ze v urcitych pripadoch zrychl'uje a objektivizuje jej postup.

5.2.1.1 Postupna uzlova metoda

Pri postupnej uzlove] metéde (ma niekol’ko variantov) sa v jednoduchej pritovej
stustave riesi rovnovaha v kazdom uzle ako rovnovaha rovinného zvézku sil. RieSenie zac¢ina
vypoctom reakcii, t. j. vonkajSich sekundéarnych sil, ktoré spolo¢ne s akénymi (vonkajSimi
primarnymi) silami predstavujii vonkajSiu vSeobecnu sustavu sil, pdsobiacu na pratova

sustavu ako celok.

Vlastny vypocet osovych sil v prutoch zacina vidy vo dvojnom uzle (uzol len
s dvoma neznamymi silami) a potom pokracuje postupne v d’alSom novovzniknutom
dvojnom uzle.

Tomu zodpoveda aj postupné ocislovanie uzlov, napr. v poradi I, II, ... .

Pri analytickom rieSeni sa predpoklada, Ze vSetky nezname sily st tahové (+). Vo
vysledkoch potom ziskame bud’ tah (+), ked’ sa znamienko potvrdi, alebo tlak (-), ak sa
povodny predpoklad ukaze ako nespravny.

Pri grafickom sposobe rieSenia kreslime zmysly osovych sil v uzloch.

Tah (+) alebo tlak (-) v kazdom prute sa zvy&ajne oznaéuje vo vychodzom vypoétovom

modeli (obr. 5.8a).
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Priklad 5.1 V danej pratovej stustave (obr. 5.8) urcite pocetne a graficky vSetky osové sily

v prutoch.
lF1 ZS |F3 Dané: Fy = F, = F3= F; =F = 20 kN
I -4 v
< i > o = 45° sin 45° = cos45° = 0,707
1 o ;o
3 t 5 ?
A1 (12 : 6 o v Fa 2u=p+2pr+p
7A20 . 2,0 m 20 . 2,08 z 25=7+2.1+1 — splnené!
Ay F; 1=8,0m B
Obr. 5.8
a) Pocetny sposob
. . 20.12
- Vypocet reakcii: Y Mg =0: - A;.8 + F (6 +4 + 2) — Ay = < =30 kN
YFc=0:-Ax+F4=0 — Ax=20kN
YFy=0:Ay-3F+B=0 — B=30kN

- Vlastny vypocet osovych sil v prutoch (tzv. zjednoduSena varianta uzlovej postupnej

metody).

Uvol'nime v uzloch nezname osové sily ako tahy (obr. 5.8a):

Obr. 5.8a
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V sustave st dva dvojne uzly (I, V) rieSenie zacneme napr. v uzle @

Uzol @

¥ $q
Ay 5:\(1
'A

AY

Obr. 5.8a/1

YFy,=0: Ay + Sisina=0— S, = A __ 30 _
o ' Tsina 0,707

]

=-42,43 kN

YFx=0:-Ax+ S, + Sjcosa =0 — S, = A - Sjcosa =
=20,0 - (-42,43.0,707) =20+ 30=50 kN

Pozname uz velkosti a druh sil v pratoch S;, S,. Prislusné znamienka sil vyznacime do
obr. 5.8 ako tlak (-) vpraute S;, resp. tah (+) vprate S, (znamienko + sa nezvykne

vyznacovat).

Poznamka: Niekedy, pre vacSiu nazornost sa znamienkami plus (fah) a minus (tlak)
oznacen¢é sily v prutovej ststave (obr. 5.8) dopliaju este aj graficky zmyslami

(Sipkami) ich posobenia (zistenymi, skuto¢nymi).

Moébzeme teda postapit’ do novovzniknutého dvojného uzla @, lebo v tomto uzle su
teraz uz iba dve nezname osové sily Ss, Ss (uzol III tito podmienku nespiiia, pretoZe st v fiom

zatial’ nezname az tri sily -S3, Ss a Sg).

Uzol @

y
F

> Fy,=0:-Ss.sina - Sy.sina. - F1 =0

1
F
o AN Sy = -(F, + Sysine) —— = (S, + — 1) =
1 sina sina
a\/5\3 \/ ¥ 20
-(-42,43 + )= 14,14 kN
0,707
Obr. 5.8/2 Predtym vypocitanu silu pri d’alSom uzle dosadzujeme aj so
znamienkom.

F,=0: S4 + Sscosa - Sjcosa =0

S4=(S; - S3) cosa = (- 42,43 - 14,14) . 0,707 = -40 kN
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Po vyznaceni sil S ako tlak (-), resp. S; ako tah (+) znamienkami, pripadne aj graficky
zmyslami ich posobenia v obr. 5.8 mo6zeme postupovat’ d’alej, konkrétne: v naSom pripade by
sme mohli pokracovat’ v ktoromkol'vek z uzlov III, IV 1 V, pretoze v kazdom z nich st uz len

dve nezname sily. Postipme do d’alSieho uzla, napr. @ .

Uzol @

¥
i} S5 | ss ) >F,=0: Ss.sina + S;. sina - F, =0
s ) F
- 3 B Se= 2 g = 20 j414-1404kN
sino 0,707
F,
Obr. 5.8a/3 > Fx=0: -S; - Sscosa + Sscosa + Sg =0
Se=S,+ (S3 - Ss) cosa = 50 + (14,14 - 14,14) .
0,707 = 50 kN

Postupujeme d’alej, napr. do uzla @

Uzol@

Y Fy=0: - Ss.sina - F3 - S7sina = 0

F
S7=-(Sssina. + F3) —— =-(Ss+ ——) =
sin sin
=- (14,14 + 20 )=-4243 kN
0,707
Obr. 5.8/4 > Fx =0: -S4 - Sscosa + Sycosa =0

S4=(S7-Ss) cosa = (-42,43 - 14,14) 0,707 =
-40 kN (o je ta istd hodnota - podla
ocakavania(!) -ako v uzle @ ).

Opit vyznaCime znamienkami, pripadne aj graficky zmyslami zistené osové sily S; a S4
do obr. 5.8.
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Riesenie ukon¢ime v poslednom uzle @

Uzol @
> Fy=0:B + Sssina =0
30+ (-42,43.0,707)=0 — splnené!

YFx=0:-S¢-Sscosa+Fs=0
Obr. 5.8/5 -50-(-42,43.0,707)+20=0
-50+30+20=0 — splnené!

Poznamka: Rovnovaha v posednom uzle je sticasne kontrolou spravnosti celého vypoctu!
b) Graficky sposob

Graficky (nazornejs$i) sposob rieSenia je zrejmy z nasledujucich obrazcov rovnovahy
v kazdom uzle prutovej sustavy - dve silové podmienky v analytickom spdsobe mozno

nahradit’ pri grafickom rieSeni jedinou podmienkou - uzavretim silového obrazca!

Tak, ako pri analytickom sposobe i teraz vypocet zacina urc¢enim reakecii!

Priklad 5.2:
mierka sil 10 kN.cm
dizok 0,01 m.mm’"
S —> F F;
N%
&/ i 4 v
&

Obr. 5.9 5.9a
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Cremonovu metddu mozno charakterizovat’ ako ,,prienik® postupne (pre kazdy uzol
zvlast) uzavretych silovych obrazcov ziskanych pri postupnej uzlovej metode v jediny
obrazec, v ktorom sa useky osovych sil v pritoch vyskytuju iba jedenkrat. Spominany prienik
sa pritom dosiahne jednoducho (porovnajme navzajom obr. 5.9.b a obr. 5.9.¢!) ,,stotoznenim*

usekov tych istych sil (podrobnejsie este vid’ v d’alSom ods. 5.2.1.2).
5.2.1.2 Cremonova graficka metoda

Cremonovu graficki metédu mozno pouzit’ len na rieSenie jednoduchych prutovych
ststav. Pri Cremonovej metdde (nemd analyticky spdsob, resp. je zhodny s analytickym
spdsobom uzlove] metédy) su osové sily nakreslené v silovom obrazci iba jedenkrat,
neopakuji  sa (!). Uzavrety Cremonov obrazec je sucasne kontrolou spravnosti i presnosti

grafického rieSenia.

Pri Cremonovej metdde je treba dodrzat’ nasledujuci postup:
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- Rovnovaznu ststavu vonkajsich sil (prvotnych i reakcii) kreslime v poradi, v akom

poOsobia po obvode prutovej ststavy, napr.:

Fy

F,

- Rovnovazny zlozkovy obrazec sil v kazdom uzle vyndSame v poradi ich posobenia

a v rovnakom zmysle ako vonkajsie sily

Sn

S

S n1

- Ked’ sa niektoré prity krizia (zriedkavy pripad), uvazujeme v mieste krizenia mysleny

kib, ktory rozdeli praty na dve &asti, pricom s kazdou pracujeme zv1ast.

Priklad 5.3: Urc¢ite Cremonovou metddou osové sily v jednoduchej pritovej sustave na obr.

5.10. Dané: F = 5 kN, tvar a rozmery prutovej sustavy podl'a obrazku.

- Vypocet osovych sil

(mg, =0,05 kN.mm™)

Obr. 5.10a
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>
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Obr. 5.10

Velkosti reakeii A =m . A

resp. B=m_ .B

Velkosti osovych sil

Si=m .S ,i=12,.7)



Poznamka: - Grafické rieSenie zacina vzdy (po vypocte reakcii!) vo dvojnom uzle. Vo
zvolenom smere obehu, najskér zlozenim uz znamych sil a potom ich

rozkladom do dvoch nezndmych prutov.

- Niekedy je treba zmenit’ mierku sil pri vypocte reakcii a osovych sil, pretoze

ich zobrazovacie useky st podstatne mensie.

- Na zaciatku, pri zoznamovani sa s Cremonovou metédou je vhodné si
oznacovat (obr. 5.10a) dohovorenym znamienkom (napr. — ) tie sily,
s ktorymi za¢iname kreslit’ rovnovahu v novom (d’alSom) uzle. V novom uzle
musi mat’ ale tato sila vzdy opa¢ny zmysel.
Priklad 5.4: Urcite velkost osovych sil v c¢astych priamopasovych trojuholnikovych
prichradovych sustavach so stipajicimi (obr. 5.11) a klesajacimi (obr. 5.12)
diagonalami. Obe prutové sustavy su symetrické ku stredu rozpitia

geometricky i zataZzenim v hornych sty¢nikoch.

Postup a vysledok rieSenia osovych sil v Cremonovom silovom obrazci je zrejmy z

obr.5.11a a 5.12a.

‘0&0 %

&/ | F F F F F F/2
65& 2 -6 =10
| -3 5 -7 9 -1 13 Lm
L 8 12
7, A J bz, 772
A Lm | Lm , Lm : Lm . Lm ' Lm B
0 24m |
Obr. 5.11 S,=0 S, F/2
S3
F
S A -
6 A=1
Obr. 5.11a
F
S, Sg
S‘ln
_1 $v,/|8 F/2
mg = 0,2 m.mm
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2l
F/2

F F F F F
-6 -10
-13
-5 . -9 f Lm
IN 8 12
A /A B z
A Lm . Lm Lm . Lm . Lm ] Lm IB
24m ]
_ S
Obr. 5.12 S,
S, F
S A u
& A=-1
Obr.s.i2a s, :
i S
? S10
S
S n F/2
B Si Sg

skuto¢né velkosti osovych sil mozno vypocitat zo vztahu S; = mg.S;, kde mp =

zodpoveda vhodne zvolenej diZke useku A=1.

Pozn.: V obr. 5.11a a 5.12a je uz vynechané pomocné oznaCovanie zmyslu sil, ¢o vSak

predpokladé uz ur€it poctarsku zrucnost’.

Zo symetrie tiez vyplyva, ze polohou symetrické pruty k stredu rozpitia v pravej Casti

sustavy budi namdhané rovnakymi osovymi silami, ako v l'avej rieSenej Casti (urychenie

vypoctu).
Ked si v zodpovedajucich uzloch predstavime (ako v analytickom spdsobe rieSenia

uzlovou metddou) pociatok stradnicovej ststavy, je zrejmé, Ze v prutoch S, Si3 v obr. 5.11,
resp. S4 v obr. 5.12 musia byt osové sily nulové.
Za povSimnutie stoji, ze stupajuce diagonaly (ku stredu rozpitia) s namahané na tlak,

klesajuce na t'ah, horné pasy su tlacené a dolné naopak t'ahané.
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5.2.2 Metody rieSenia zloZenych pritovych sustav

Na rieSenie zlozenych pratovych ststav mozno pouzit' priesecni metodu. Metoda je
znama vo dvoch podobach:

- grafickd Culmannova metdda

- analyticka Ritterova metoda.

V nasledujucich tlohach uvidime, Ze oboma metédami mozno riesit’ tiez sily vo vnutri
jednoduchych pratovych sustav.

5.2.2.1 Culmannova graficka metoda

Priklad 5.5: Urcite osové sily v danej sustave (obr. 5.13).
Dané: F; =3 kN, F,= 6 kN

® ® Reakcie:

Fy F, IR, SMp=0—B=1,715kN
| m
- L2 YMp=0— A, = 7,285 kN
e e g 1 1 a)
1 I 9 17
L |7 - 15-H_““ — _| Culm.pr.  Primarne sily su len zvislé, A, = 0.
5 b o —— = 2 4 .
ZA om f ; 3m 0 % omB A Osové sily:
|

- " m .B Dana ststava je zloZzena, nema

dvojny uzol. Rezom m-m

rozdelime sustavu fiktivne na @

b)
a @ Gast. Vlastné rieSenie

vykoname napr. pre lavu Cast’, na
ktora posobia sily Fy, Fa, Ay a S,
Obr. 5.13 So, Sip0 pomocou Culamnnovej
priamky (obr. 5.13b), pricom pre
rovnovahu ststavy ako celku plati:

F1+F2+A:RL:—B

Vyslednica Ry lezi na nositel’ke reakcie B, takze R =Ss+So+S;0=0, R = A -F; -
+F,=1,715 kN.
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Po vyrieseni rovnice graficky pomocou Culmannovej priamky, odmeranim useku sil

v mierke mr obdrzime hl'adané sily = Sg-4,5 kN, So= 0,5 kN, S;o= 3,53 kN.

Po urceni sil v tychto troch pritoch mozno pokracovat’ v rieSeni osovych sil v ststave

dalej, napr. postupnou uzlovou metédou.

Fiktivny rez vedeny cez tri pruty (nie viac, mame k dispozicii len 3 podmienky

rovnovahy!), ktorym rozdelujeme zloZzeni slstavu na dve casti nemusi byt priamy

(obr. 5.14 a,b).

b)
Obr. 5.14

Pozn.: Pokial’ sa uspokojime s ur¢enim len jednej osovej sily, mdézeme prerezat’ i viac
ako 3 praty (obr. 5.14b), ale osi vSetkych ostatnych ostatnych okrem toho,
v ktorom osovu silu uréujeme, musia tvorit’ zvdzok sil (smerovat’ do jedné¢ho

bodu). Ciara rezu nemusi byt’ dokonca ani spojita (obr. 5.14c).
5.2.2.2 Ritterova analyticka metoda

Priklad 5.6: Pre analytické rieSenie ststavy na obr. 5.13a je vhodnejsie zvolit’ prava Cast’ @,

nakol’ko z vonkajsich sil na nej posobi len jedind - reakcia B. Nezndme osové
sily Sg, S9,S10 (obr. 5.15) zvolime ako tahy a potrebné uhly pratov 8, 9, 10 (a,
B, v), ur¢ime pomocou goniometrickych funkcii z rozmerov danej pritovej
sustavy. Podstatou Ritterovej metédy je, ze kazdd momentova rovnica
k priesecnikom vzdy dvoch (z troch neznadmych) sil - k momentovym stredom
I, II, III, obsahuje len jednu neznamu silu:

M=0 — Sg

Mp=0 — S (5.2)

XMi=0 — Sy
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T @ > Obr. 5.15
Py / &
8/ P1o] S S \\
/1 LT~

Nevyhodou metddy je pracne hl'adanie ramien sil (p;, p2, p3) jednotlivych momentov,
aj ked’ pri suiCasnom grafickom a analytickom rieSeni, mozno ramend odmerat’ s dostato¢nou

presnostou priamo v pozorne nakreslenom obrazku.

Naopak, vyhodu metody je, ze ak nepotrebujeme poznat’ vSetky osové sily v ststave,

mozno vypocitat’ len tie sily v pratoch, ktoré nas zaujimaju.

Vypocet zlozenej ststavy by sa dal popisanou Ritterovou metédou rozsirit’ na vsetky
praty, ale podobne, ako v predchddzajucej Culmannovej metdde, je vyhodnejsie, ked po
vypocitani troch nezndmych pratov sa vo vypocte pokracuje uz postupnou uzlovou (alebo

Cremonovou) metddou.
5.2.3 Meto6dy rieSenia zlozitych prutovych sistav
5.2.3.1 Hannebergova metéda nahradného pritu (n)

Metdda ndhradného pritu sa pouziva na rieSenie zlozitych sustav, ktoré nemaju dvojny
uzol a neumoziiuji pouzitie prieseCnikovej metddy, alebo na rieSenie sustav s vonkajSou
statickou neurcitostou. (VonkajSia statickd neurcitost’ ako vieme zods. 1.3.2, obr. 1.13

neodvoluje vypocitat’ reakcie, takze nie je mozné ani vyrieSit osové sily). Princip

Hannebergovej metddy je zndzorneny na obr. 5.16.
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Obr. 5.16

Povodna zlozita stistava (obr. 5.16a) je nahradena dvoma jednoduchymi ststavami (obr.

5.16b,c), ktoré vznikli odiatim pratu, napr. 8 a zavedenim ndhradného pritu na jednotkove;j

sile Ss = 1 (na zachovanie tvarovej urcitosti oboch nadhradnych sustav).

V oboch nahradnych jednoduchych sustavach vypocitame (napr. Cremonovou metodou)
osove sily v prutoch od vonkajSieho zatazenia (obr. 5.16a) S;’, S, a od jednotkovej sily (obr.

5.16a) S, S,".

Nova sustava zatazena povodnou vonkajSou silou F, reakciami A, B asilou Sg
v miestach odobratého pruta bude staticky ekvivalentna povodnej sustave vtedy, ked osova

sila v ndhradnom prute n bude nulova.

Vysledné hodnoty osovych sil ziskame superpoziciou (s¢itanim) sil v zodpovedajtcich
prutoch v ndhradnych sustavach:
Si=S;"+S".Sg (5.3)

a v nahradnom prte Su=S. +S,".Ss

Z podmienky nulovej sily v ndhradnom prute S, = 0(!) je
Sh=Sn"+S,".Sg=0
S,
a z toho Sg = Y (5.4)

n
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Priklad 5.7: Vysledky riesenia oboch nahradnych sustav, ako aj sil v celej prutovej sustave
(obr. 5.16) mozno usporiadat’ do tabul’ky.

Najskor vSak treba ako vzdy vypocitat reakcie. V danom pripade urcime

reakcie z rovnovahy sil F, A, B (pretinajucich sa v spolo¢nom priese¢niku

@ ). Z rovinného zvizku vonkajsich sil vyjde potom velkost reakcii pre napr.

zadanu silu F=6 kN — A =72 kN, B=4,0 kN.

Tab. 5.1
Prut 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n
(i)
Si" |+2,00 |[+2,1 [+295 |-3,25 |-3,10 |645 1,55 |0 -2,10 |24
S 1-0,47 (-0,52 |-0,71 |-0.25 |[-0,24 |-0,74 0,38 |1 0,50 |-0,54

Si1".Sg [-2,08 |-2,30 |-3,15 |-1,11 |-1,06 |-3,28 |1,68 (4,44 222

Si |-0,08 |-0,2 -0,2 -4,36 |-4,16 (3,17 (3,23 4,44 0,12

2,4

2

Z rovnice (5.4) je Sg = - 4 =4,44 kN

5.2.3.2 Metéda neurcitej mierky

Metodu neurcitej mierky je vhodné pouzit’ pri rieSeni zlozitej pratovej sustavy, ktora je
zatazend jednou alebo najviac dvomi silami, pretoZe rieSenie osovych sil v sustave treba

opakovat’ postupne pre kazdu zat’aZujlicu vonkajSiu silu zvIast’.

Princip rieSenia spocCiva v tom, ze silovy obrazec vnutornych (osovych) sil a reakcii,
ktory sa neda zostrojit' pre dant (jedind!) silu, za¢iname Kkreslit’ od niektorej zvolenej
osovej sily v prite. Tento priat je treba zvolit' vhodne tak, aby bolo mozno vyriesit’

postupne vsetky osové sily v pratoch i reakcie v podperach.

Priklad 5.8: V danej zlozitej prutovej ststave urcite osové sily metddou neurcitej mierky.
Dané: F = 15 kN a rozmery sustavy podl'a obr. 5.17a.
Mierka dizok m; = 0,1 m.mm"
Reakcie mozno urcit napr. graficky

rieSenim rovnice F+ A+ B =0 — @
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Obr. 5.17

Osové sily: RieSenie je vykonané
Cremonovou metodou (vyznam pouzitej

symboliky - vid’ priklad 5.10) od useku

zvolenej sily § v dizke S, =35 mm.
Po wvyrieSeni ostatnych osovych sil

v pratoch pri po¢iatoénej dizke useku

S, = 35 mm odmeriame po uzavreti

obrazca F = 58 mm.

F=58mm 7 diiky useku zistime mierku sil mp =

AF

F_15 0,259 kN.mm
58

Ostatné dizky osovych sil (S_i) a( ﬁ) odc¢itame tiez z obrazku a ur¢ime ich velkost uz

v znamom meritku S; = S_I .mg,1=1,2,..n, resp. R=m. R_j, kde j = A, B.

5.2.4 Niektoré dolezité poznamky o rieSeni pritovych sustav

O moznom zjednoduseni a zrychleni rieSenia zakladnej ulohy prutovych sustav

vyplyvajlicom z tvarovej symetrie a zatazenia sme sa presvedcCili uz v prikladoch 5.11 a 5.12.

Vsimnime si eSte niekolkych dalSich zvlaStne usporiadanych prutov a zatazenia

v uzloch, v ktorych je velkost’ osovych sil zrejma bez riesenia (obr. 5.18):
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Obr. 5.18

Pozn.: Zrejmost' tychto pripadov (velmi urychlujacich vypocet sil), si Tlahko

zapamdtame, ked’ si v kazdom uzle predstavime siradnicovu ststavu.

Priklad 5.9: Majme vyrieSit' napr. tzv. francuzsku jednoduchu trojuholnikovu sustavu

(obr. 519) S3:S5 :S7281528172819:0
F
1.1 X 5 S1=Se, S16 = S20, S2 = S4 = Sg
6 i 1 S14=S15= Sy
7 g 13 15 Praty 3, 5, 7, 15, 17, 19 st
1 5
3 J 19 § nezatazené, brania iba vyboceniu
Z=0 b 8 14 18 2 » zatazenych pratov.
A F3 B
Obr. 5.19

Podl’a toho treba urcit’ iba osové sily v (21 - 12) = 9-tich nosnych prutoch!

Na zaver uz struéne iba uved’'me, Ze 'ubovolnu staticky ur€itii rovinna pratovu sustavu
mozeme vyriesit’ zostavenim 2.u line4rnych rovnic typu Y Fix = 0, Y Fiy = 0 pre kazdy uzol (u),
ktoré v maticovom vyjadreni maju tvar:

A.P+Q=0 (5.5)
v ktorom A ... je Stvorcova matica koeficientov n nezndmych osovych sil a reakeii typu 2.u
P ... je stipcova matica neznamych sil pratov a vonkajsich vizbovych reakcii
Q ... je stipcova matica vonkajsich zatazovacich u¢inkov v uzloch

0 ... je nulova stipcova matica.

Ked’ je matica sustavy A regularna (det. /A/ # 0) je rieSenie dané vztahom
P=-A".Q ¢o vmaticovom tvare je tzv. vSeobecna wuzlova

metoda. (5.6)

Poradie uvolnenia uzlov pri zostavani rovnic je l'ubovolné a vsetky nezname sa
vypocitaju naraz. Pouzitie tejto metddy na rieSenie skuto¢nych priehradovych konstrukcii si

vyzaduje vypoctovu techniku.
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6. PASIVNE ODPORY

Pri rieSeni rovnovahy skuto¢nych telies, okrem druhotnych sil v idedlnych vizbéach
(dokonale tuh¢ aidedlne hladké), treba brat’ do uvahy aj dalSie pdsobiace veliCiny, a to:

$mykové trenie a valivy odpor.

Pasivne odpory sa mézu prejavit’ len vtedy, ked’ ulozenie telesa alebo ststavy je také, ze

sa pri danom zat'aZeni a idealnych vdzbach modze teleso zacat’ pohybovat.

Pasivne odpory brania vzijomnému pohybu dotykajucich sa telies a posobia vzdy

proti ich moZnému alebo relativnemu pohybu.

Moznym alebo relativnym pohybom je teda aj smer a zmysel pasivnych odporov uplne

urceny.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ aj tzv. Capovym trenim, valivym odporom a trenim

vlakien (pasov).

6.1 Smykové trenie, sacinitel’ trenia, sicinitel’ adhézie

V doésledku drsnosti povrchu dotykajucich sa telies (obr. 6.1a) pdsobi na kazdu
elementarnu plosku dA telesa 2 vSeobecne orientovana elementdrna sila dR;, proti zmyslu
relativneho pohybu telesa 2. Ked rozlozime tuto silu na zlozky dN;, a dT;, do normaly
a roviny styku, obdrzime dve sustavy elementarnych rovnobeznych sil, ktoré mozno nahradit’
vyslednymi G¢inkami.

Np = jd N a T), = jd To, 6.1)
A A

kde Nj; =p.dA

(p ... tlak medzi telesami v Nm™)

(va1) n

b)

Obr. 6.1
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Na hranici pokoja apohybu alebo pri pohybe telesa 2 je mozno uvazovat

s jednoduchym vypoctovym modelom, ur¢enym vztahom

dlemax = dF12= Q N12 (62)

kde p je tzv. stcinitel’ Smykového trenia.
dT;, = dFi, je elementéarna trecia sila medzi oboma telesami.

Ak bude p na celej stykovej ploche konstantné, je

F12: '[d F12:].l J.dN :].lle (63)
A

Rovnica (64) F12 =U N12 (64)

je najjednoduch$im vypoctovym modelom pasivnych odporov dvoch dotykajucich sa
telies pri ich vzdjomnom pohybe alebo na medzi pokoja a pohybu - tzv . Coulombov vzt’ah
(1736 - 1806). Geometrickym modelom je rovna stykova plocha (obr. 6.1b), kde v mieste
S pdsobia sily Nj,, T, a ich vyslednica
R =Fpp+ Npp (6.5)

Vysledna reakcia je odklonena proti zmyslu relativneho pohybu a uhol ¢, pre ktory plati

tgp = B - i (6.6)
N12

Uhol ¢ je tzv. treci uhol, ktorého tangenta je rovna sucinitelom trenia stykajucich sa

ploch.

Podra toho, ¢i ide o pripad na medzi pokoja a pohybu alebo uz pri pohybe, su hodnoty

trecej sily

Fs=us. N ... trecia sila z pokoja - statické trenie
Fr=pm . N ... trecia sila pri pohybe - kinetické trenie
kde  ps=tgos je sucinitel statického trenia
Mk = tgok je sucinitel kinetického trenia
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Zo skusenosti vieme, ze s> L, (Qs > Q). (6.7)

V nasledujucej tabul’ke 6.1 st na porovnanie uvedené niektoré hodnoty stcinitelov pri

suchom treni.

Tab 6.1
Sucinitel’ Smykového trenia
Materialy telies s (z pokoja) Uk (pri pohybe)

Ocel na oceli 0,15 0,03 - 0,09
Ocel na bronze 0,11 0,105
Ocel na l'ade 0,027 0,014
Dub na dube |v smere vlakien 0,62 0,48

napriec 0,7

vldknami

Pri rovinnych tlohéch vymedzuje uhol ¢ tzv. treci trojuholnik. Pri moznom pohybe vo

vSetkych smeroch vznikne tzv. treci kuzel.

Podrla toho, ked uhol a odklonenia vyslednice R;, od normaly (n) Smykovej plochy
(obr. 6.1b) bude mat’ hodnotu:
o < Qs bude teleso v pokoji pri 'ubovolne vel’kej reakcii R

o < Qs teleso sa za¢ne pohybovat’

Priklad 6.1: Medzi typické a v praxi casté ulohy patri rovnomerny pohyb telesa tiaze G, na
ktoré posobi sila F; na naklonenej rovine (obr. 6.2). Dané: G, a, B, a, b, L, L.
Mame urcit’ velkost’ sily F potrebnej na zdvihanie a sptstanie telesa (v smere

osi X, obr. 6.2.a,b) po naklonenej rovine.

F=?

Obr. 6.2
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1. Zdvihanie telesa (transla¢ny posun smerom nahor)

0 Na uvolnené teleso posobi vSeobecna
e
—~

rovinnd sustava sil s nezndmymi F, F,,

F,, c (obr. 6.2a).

Pre sustavu sil mozZzeme okrem troch
rovnic rovnovahy napisat’ aj rovnicu pre
treciu silu

Ft= Mk - Fn

E) Obr. 6.2a

Zo sustavy rovnic

> Fix = Fcosp- Gsina - F;=0

> Fiy = FsinB- Geosna + F,= 0
YMir=F.b-Fnc=0

po uprave dostaneme (po dosadeni za Fi, F,, z rovnice pre treciu silu)

F=G. sina+yk.c?sa (6.8)
cos B+u,.sin

Treba vSak skontrolovat, ¢i neddjde skor k preklopeniu telesa okolo hrany A. Sila F
vytvara destabilizujuci (sklapajici) a sila G stabilizujici moment (stabilizujuci ucinok).
Ak nema teda dojst’ k nezelatelnému sklopeniu telesa okolo hrany A, musi platit”:

F (asinf + bcosP) < G(bsina + acosa) (6.9)

a po dosadeni za F z rovnice (6.8) dostaneme

sina + pcosa < bsina +acosa
cos B+ usin B asin f+bcos S

odkial

(1= 1) (6.10)

=
IA
o|o

pokial’ bude s )% , teleso sa okolo hrany preklopi.
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2. Spustanie telesa

Qo‘ﬁ“/ g Pri spastani telesa (obr. 6.2b) sa
g

X .. r r
b _~ vrovniciach rovnovahy zmeni

\ .

znamienko trecej sily F.

Sila F na spustanie telesa ma vel'kost’

F=G sina — u, cosa 6.11)

cos f— u, sin

f') Obr. 6.2b

Ked’ vyjde hodnota F zaporna, je treba pri pohybe nadol teleso tlacit’.

Pre o = @i je hodnota sina - pxcosa = sina - tgacosa = sina - sino. = 0, a teda tiez sila F

= 0. Teleso sa v takomto pripade bude pohybovat’ po naklonenej rovine rovnomerne smerom

dole bez pdsobenia vonkajsej sily F.

Z tejto tivahy vyplyva experimentilne urcovanie sicinitel’a trenia. Ked’ uvedieme

teleso naklonenim roviny do rovnomerného pohybu, potom musi zrejme platit’ o = @, a teda

sucCinitel’ trenia je

L = arctg ¢ = arctga

Priklad 6.2: Treba vypocitat’ vel'kost’ sily F, potrebnej na posunutie homogénnej tyce s

hmotnostou m = 40 kg, dizkou 1 = 3,6 m opretej o stenu vysok 1,8 m.

Stcinitele trenia su v miestach A, B rovnaké p = 0,60 (obr. 6.3).

/ Tri podmienky rovnovéahy su:

y YFix = 0: Fa - F - Fgcosa + N sino = 0
. > Fiy=0: Na - G+ Ngcosa - Fgsino. = 0

Vd -
{1 ZMA=O:G.lcosa-NB.BA=O
18m 2
I | a doplitujice vdzobné rovnice Fo = uNy,
i : Fp = uNg
RGBT 3
2,4
m IN,
Obr. 6.3
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Po dosadeni hodnot BA = 1,87 +2,4*> =3 m; G=m.g=40.9,81=3924Na

2

o = arctg =36,87° dostaneme po vyrieSeni rovnic rovnovahy Ng = 188 N,

Fs=112,8 N, Nj=309,7N,Fs = 185,8 N a hl'adant silu potrebnll na posunutie tyce
F =388,8 N.

6.2 Capové trenie

Pasivne odpory pdsobiace na ¢apy rotujlcich telies sa rozdel'uju na dva zékladné druhy:
- radidlne  (obr. 6.4a)

- axialne (obr. 6.4b)
Q

Q % ~
48 [F
i

7

{—=—

r b)

K 4
K2

Pasivne odpory posobia proti otacaniu pohybu ¢apu tzv. momentom ¢apového trenia.

Moment ¢apového trenia je vyjadreny vztahom
Me=Q.r. (6.12)
kde Q ... jesila zatazujica cap [N]
r... polomer ¢apu [m]
W ... su€initel’ ¢apového trenia, zavisly na druhu materidlu Capu a rozlozeni

merného tlaku p [N.m™] v stykovej ploche.

Kritérium rozdelenia na capy radidlne a axidlne zavisi, ako je to zrejmé z obr. 6.4, na

smere pdsobiacej sily Q voci osi rotacie Capu.

120



V nasledujucej tabulke 6.2 st na ilustraciu uvedené sucinitele Capového trenia pre

niektoré druhy ¢apov a rovnomerné i premenlivé rozlozenie merného tlaku pri suchom treni

v stykovej ploche Capu.

Tab. 6.2
RADIALNE A AXIALNE SUCINITEL, CAPOVEHO TRENIA PRE MERNE TLAKY
CAPY PODLA TVARU p . r/ cosp = konst
STYKOVEJ PLOCHY p = konst p.r = konst
Radialny cap o a p . r/ cosg = konst
He=H sin 2« a
=157 4sin —
=T U= 1, %8 He= [ —
a+smo

a=m Ww=127p

Axialny ¢ap plny
Q
=
= z M l
lvlc 3 “ MC 2 l’l
7 7
Axidlny Cap prstencovy
/r“\w]Q 1y
b= 2 p— 1+
/ S 3y N
%//2/ 7 o AL
2% 7
r
Axiélny ¢ap gulovy
1 2a-sina sin’ «
Me= K ——F c=20————
2 sin’a e vsin’a
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Priklad 6.3: Panva is obsahom tekutého kovu méa hmotnost’ 8 000 kg. Urcite silu F vo
zvislom lane pri vylievani na zaCiatku naklanania panvy. Stcinitel’ Smykového

trenia medzi ¢apom a zavesnymi hakmi je p = 0,3. Rozmery st na obr. 6.5.

F Vzhladom na to, Ze zatazenie panvy

AN NN NN

ST

(tiaz, lano, zavesy v mieste A) su

usporiadané symetricky vo  zvislej
Obr. 6.5 . . e .,
rovine, mozno ulohu riesit’ ako rovinnu.
Pre sily na uvol'nenej panve mozno napisat’ rovnice rovnovahy

YFx=0: Ax=0

Y Fiy=0: -G+A,+F=0

dMia=0:F.0,8-M:=0,

vktorom Mg=ps.Ay.1a
ak budeme uvazovat’ (tab. 6.2) uz = 1,57 p.

a dosadime ¢iselné hodnoty, dostavame
-8000.9,81 +Ay+F=0

F.0,8-1,57.0,30 0’215

Ay=0

odkial’ Ay=75163,4 N F=3316,6 N

Na vyklopenie panvy treba na zaciatku vyklapania vyvinat’ v lane silu F =3316,6 N.

6.3 Valivy odpor

Pasivny ucinok, ktory vznikd pri valeni telies sa nazyva valivy odpor. Vznika

v dosledku toho, Ze skuto¢né telesa nie su dokonale tuhé a preto sa t€inkom sil sa deformuju.
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V rieSeni valivého odporu predpokladdme, Ze v mieste dotyku telies nedochadza ku

Smyku.

Po zatazeni valca tiaze Q silou F vsmere pohybu dochddza k deformacii valca

i podlozky (obr. 6.6).

b) : S
70 T TR

Obr. 6.6

Moment valivého odporu M, = N . & (6.13) posobi vzdy proti smeru valenia valca.
Veli¢ina & tzv. rameno valivého odporu (sucinitel valivého trenia) sa zistuje

experimentalne.

Z uvedenych predpokladov je zrejmé, ze musi platit’ podmienka

T<N.p (6.14)

Pri rovhomernom pohybe valca musia sily spifiat’ podmienky rovnovahy
YFix=0: F-T=0

YFy=0: N-Q=0

dMic=0: N.&-F.a-T.R=0

Odkial’ sila F je

F=T=Q.afR (6.15)

a pri splnenej podmienke valenia T<N.u=Q . u je

a> % R (6.16)
Y7
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Prea < e R bude sa valec kizat. Prea=0,t.j. R > e nastane valenie.
H H
Experimentalne zisten¢ hodnoty Tab. 6.3
sucinitel'ov valivého odporu MATERIAL TELIES & [mm]
niektorych materidlov su uvedené — —
liatina na liatine 0,5
v tabul’ke 6.3. ocel’ na oceli 0,5
drevo na kameni 1,5

Priklad 6.4: Urcite sucinitel’ valivého odporu materialu valca a podlozky, ked’ bremeno Q

klesa stalou rychlost’ou (obr. 6.7).

Valec sa pohybuje rovnomerne po
naklonenej rovine uc¢inkom rovnovaznej
sustavy sil, pre ktora plati

YFix=0: Q-Gsina-T=0

2 Fiy=0: N-Gcosa=0

dM=0: M,-T.R=0

Odtial T=Q - Gsina, N=G. cosa
M, =(Q - Gsina) R

pretoze M,=N.&=Q .cosa.¢& je (Q- Gsina)) R = Geosa . &

Q —Gsina
Gceoso

a odtial’ st¢initel’ valivého odporu je &= R

6.4 Trenie vlakien (pasov)
Pri Smykani vlékien (ocel'ovych pésov, lan, remenov, retazi a pod.) po povrchu telies

s valcovou alebo vSeobecne zakrivenou plochou, vznika Specialny pripad Smykového trenia,

ktoré nazyvame trenim vlakien (pasov).
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Pri vypocte vldknového trenia sa predpokladd, ze vlakno je dokonale ohybné,
nenat'ahovacie a nehmotné. Vldkno vo vypoctovom modeli (obr. 6.8a) je vedené okolo

zakrivenej vypuklej plochy telesa (napr. hnacieho kolesa) a namahané silami F; , F».

) pohyb vlakna Ak st povrchy vldkna i telesa dokonale
a —_— T e

hladké, potom zrejme plati

Fi=F,
a v prierezoch @ a @ vymedzenych
uhlom opasania a su tangencialne sily
T,=T,.
Pri dotyku skuto¢nych telies a vlakien
(L # 0) narastd vo vyznacenom smere
pohybu zatazenie od miesta @
k miestu @ v dosledku trenia, takze
T,>T;.
Sily, posobiace na vybraty element
o dizke dl (obr. 6.8b) tvoria zvizok sil,

ktorého rovnice rovnovahy su:

Obr. 6.8

SF, =0:(T +dT).cosd7‘”—T.cosdT'/’—dF =0, (6.17)

SF, = 0: (T +dT).sind7"”—T.sindT'/’+dN - 0.

Pre dF = pdN a cosd—l/l =1, sindTl// = dTl// apo zanedbani diferencidlov vyssich radov
nadobudnu rovnice (6.17) tvar
dT = p.dN
T.dy =dN
e dT
Ich rieSenim dostaneme T = pn.dy
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Po integracii, pri konStantnych hodnotach p, a dostaneme tzv. Eulerov vzorec
T,=T;.e" (6.18)
Z uvedeného vzorca na vypocet prenosu sily vldknom je zrejmé, ze pomer sil T, / T
nezavisi na tvare zakrivenia plochy telesa, ale iba na velkosti suc¢inu uhla opésania

a sufinitel’a trenia.

Ak vlakno kiZe po valci o polomere r (obr. 6.9), mé prenagany moment trenia velkost’

My = [dT.r=[purdN =[urTdy = y.r.TTl e dy =T,r.(e" —1),
0

odkial’ s vyuzitim rovnice (6.18) dostaneme

Mr=r. (T, —T)) (6.19)

pohyb vlakna

Obr. 6.9

Poznamka: Pasivne odpory sa vyskytuju tiez pri navrhovani skrutiek (samosvornost’), rieSeni

ohybnosti (tuhosti) lan a trak¢nych odporov.
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PREHIAD POUZITYCH SYMBOLOV A JEDNOTIEK

Symbol Nazov Jednotka
a bod, vzdialenost’ [x,y], [m]
b bod, vzdialenost’ [x,y], [m]
c bod [x,y]
d bod, priemer [x,y], [m]
e nositel’ka sily *, vzdialenost’ [1], [m]
f bod [x,y]
g gravitacné zrychlenie [m.s~]
h posunutie, vyska [m], [m]
k kritérium statickej urcitosti [°V]
[ dizka [m]
mierka, rez *, hmotnost,, poc¢et odobranych
" stupiiov vol'nosti [pomer), {1}, [kel, fks]
n rez *, spojité zatazenie [1], [N.m]
spojité zataZenie pohyblivé, rameno sily, | [N.m™'], [m], [m], [ks], [ks],
p vzdialenost’, pocet pritov, pocet vizieb, merny | [Pa]
tlak
q spojité zatazenie stale, vzdialenost’ [N.m'], [m]
r polomer [m]
S vzdialenost’, osova sila v pratoch [m], [N]
u pocet uzlov [ks]
\ pocet stupnov vol'nosti [°V]
X os *, rameno [1], [m]
y 0s *, rameno [1], [m]
A plocha, bod, reakcia [m?], [x,y], [N]
B bod, reakcia [x,y], [N]
C bod [X,¥]
D bod, vlozeny kib * [x,y], [1]
F sila [N]
G tiazova sila [N]
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Q nahradna sila, tiaz, priecna sila [N], [kg], [N]

K priesecnik (bod) [x,y]

M moment [N.m]

N normalova sila [N]

P sila [N]

R vyslednica [N]

S osova sila [N]

T tazisko, trecia sila, nositel’ka sil * [x,y], [N]

o, uhol, uhol opésania [°T.I°]

B uhol [°]
sucinitel’ Smykového trenia *, sucinitel’

" capového trenia * L L

& rameno valivého odporu [m]

T Ludolfovo cislo* (3,14) [1]

¢ treci uhol [°]

- * bezrozmerné Cislo,

- [x,y] stiradnice bodu
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