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Predhovor

Skriptum Mechanika telies pre bezpecnostné inZinierstvo : Statika je urCené hlavne pre Studentov
Fakulty bezpetnostného inZinierstva Zilinskej univerzity v Ziline (FBI ZU), ale je vhodné aj pre studentov
inych, technicky orientovanych, fakalt. Povinny predmet ,, Zdklady mechaniky pevnych telies*, vyuéovany
v rémei denného i externého bakalarskeho §tidia na FBI ZU v Ziline, je v $tudijnych planoch zaradeny za
ucelom objasnenia najvyznamnejSich oblasti mechaniky telies, so zameranim na jej zakladné discipliny —
statiku konstrukcii a pevmost a pruznost’ ich prvkov. Obsahova prestavba $tidia na FBI ZU v Ziline
vytvorila nova situdciu tym, Ze obvykle samostatne prezentované discipliny mechaniky boli vélenené do
jedného predmetu. Na objasnenie takej rozsiahlej a vzdjomne previazanej problematiky je nutné volit
efektivnej§ie formy vzdelédvania s cielom pochopenia podstaty primérnych pri¢in straty unosnosti, stability,
nadmemej deformacie, vzniku medzného stavu, resp. pricin zlyhania technického systému ako celku.

Ucelom skript je poskytnit’ §tudentom prehl'adnii, zrozumitel'nt a efektivnu $tudijni podporu pri §tudiu
vybranych kapitol z mechaniky tuhych telies, so zameranim na aplikdcie statiky pri analyze silovych
pomerov na hmotnych objektoch a moZnych nasledkov nerovnovahy pésobiacich silovych aéinkov.

Hlavnym ciel'om skript je objasnenie zédkladnych principov mechaniky pevného telesa, resp. ststavy
telies, nabadanie $tudentov logicky a tvorivym spdsobom mysliet’ a rozvijat' ich schopnosti analyzovat’
a rie§it’ problémy rovnovahy a stability hmotnych objektov. Zvoleny obsah a pristup by mal §tudentom
pomdct’ pochopit’ prezentovanu latku tak, aby dokazali fyzikdlne a mechanické javy v technickych
systémoch kvalitativne, ale aj kvantitativne opisat’ a vysvetlit’ ich s vyuzitim zakladnych axidém a zakonov
technickej mechaniky. Snahou autora bolo, aby $tudenti pochopili podstatu hlavnych mechanickych dejov
prebiehajucich v technickych systémoch, vedeli ich analyzovat' a aby ziskané znalosti z mechaniky telies
dokazali uplatnit’ aj pri rieSeni menej komplikovanych praktickych problémov.

Po obsahovej stranke skriptum vychadza z prednasok a cviceni predmetu ,, Zdaklady mechaniky pevnych
relies ', ktory je pontkany pre vSetky bakalarske Studijné programy akreditované na FBI ZU v Ziline. Népli
skript tvoria zakladné teoretické poznatky nutné pre zvladnutie statickej analyzy dokonale tuhych hmotnych
objektov a vzorové priklady z oblasti statiky, ktoré dopliiaji a dotvéraju pragmaticky pohlad na hlavné
technické aplikacie v oblasti bezpecnostného inzinierstva. Priklady st koncipované tak, aby §tudent pri ich
rie§eni pochopil zakladné zakonitosti a principy statiky telies a zaroveti ovladal spdsoby a pravidla rieSenia
jednoduchsich problémov v ramci statickej analyzy konstrukcii.

Prianim autora je, aby skriptum prispelo k interdisciplindrnemu chapaniu vsetkych ¢asti mechaniky a to
nielen vo vztahu k vyrobnym technol6giam, materidlovym veddm, priemyslovému inZinierstvu a pod., ale aj
ku vztahu k otdzkam bezpecnosti ako takej, spdosobom prevencie vzniku neZiaducich negativnych javov
a znich vyplyvajicich negativnych udalosti, najmi v oblastiach tzv. technickej bezpe¢nosti. Verim, ze
skriptum bude vhodnou $tudijnou pomdckou pri Stadiu a svojim obsahom a spdsobom podania poznatkov
pomdZe Studentom k lepSiemu pochopeniu podstaty rieSenia tloh a problémov v statike nosnych konstrukeii
uz podas semestra, ale aj v ¢ase pripravy na semestralnu skusku.

PovaZujem za mila povinnost’ podakovat prof. Ing. Milanovi Zmindakovi, CSec., prof. Ing. Alexcjovi
Chovancovi, PhD. a doc. Ing. Viliamovi Lezdikovi, PhD. za zodpovedné recenzné postdenie skript a ich
cenné pripomienky, ako aj odbornému redaktorovi prof. Ing. Zdenkovi Dvotdkovi, PhD. Za moralnu
podporu poéas prace na u¢ebnom texte a trpezlivost’ patri pod’akovanie najmé mojej rodine a kolegom.

Autor
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6 Zoznam pouzitych symbolov a skratiek
Z0OZNAM POUZITYCH SYMBOLOYV A SKRATIEK
SYMBOLY SYMBOLY ]
Ozn. Pomenovanie Jednotky Ozn. Pomenovanie Jednotky
A plocha [m’] R, R, | zlozky vyslednice R [N]
A, B vizbova .reakma v bodoch 4 a B [N}2 RS’ f{ Zobrazovaci tsek sily R a F, [m]
a zrychlenie [m.s]
B, b | hmotné body objekmu nR | polomer : [m]
staticky stred sistavy ra po]ohovyvvektor sily
& rovnobenych sil e polomer Eapu : [m
e rameno valivého odporu [m] S po't'rch f,lmotného' f’bJEktu. . [m]
F sila [N] T vnitorna tanvgenmaln’a (priccna, N]
Fiomm | normova hodnota zat'azenia [N] lzovs_uvajuca, sm'ykorva) sila
F vypottova (dovolend) hodnota [N Z EaZISkD hmotného dtvaru
v | zatazenia ] ! S i : [51
nahradné bremeno za spojité 2 obj el hmotného objektu [m]
F, priecne zatazenie g [N] °V stupefi vol'nosti pohybu
néhradné bremeno za spojité 7 Cel?yéeyovo kritér‘ium statickej [°V]
F, A [N] uréitosti stistav telies
osové zat'aZenie n
F,, F, | zlozky sily F v rovine [N] X Mimor‘iadn? zafaZenie [N]
fre nositel’ka sily F X Vs 2 su.llradn}cove 0s1
f, o v —_ Xp suradm.ca neb.ezpeéného prierezu [m]
f) sudinitel kinematického trenia o suradnice taziska rovinného
T — > 7 YT | hmotného objekt L]
f; stdinitel’ ¢apového lrenia sl —
G gravitatnd sila, stalc zataZenie N] g smerovy uhol, resp. uhol opdsania | [°]
g gravitaéné zrychlenie [m.s™] Or SINETOVY }lh'(’lv vyslednice R [°] :
H vektor hybnosti hmotného bodu Y objemovd tiaZ [N.Zm"]
%, parametre polohy vyslednice [l i gf%"”t'&c?a korﬁtant.a — [N.m"kg"]
s P vieobecnej rovinnej ststavy sil Ay sucinitel’ neurditosti zat'azenia
i dizka [m] p objemova hmotnost’, hustota [kg.m™]
M staticky moment sily, staticky [N.m] [ treci uhol [°]
moment silovej dvojice ) sin sinus uhla
M nahradné bremeno za spojité [N.m] cos kosinus uhla
" momentové zat'aZenie m ) tg tangens uhla
M, vnitorny ohybovy moment [N.m] arctg | arcustangens uhla
m spojité momentove zataZenie Nm.m’
m hmotnost’ [kg]
M, moment valivého odporu [N.m] SKRATKY ]
M; moment ¢apového odporu [N.m]
mp mierka sil pri graf. rieSeni [N.mm™] HB hmotny bod
my mierka dlzok pri graf. riegeni [m.mm'] HO hmotny objekt
N vnutornd normalova (osova) sila [N] DTT dokonale tuhé teleso
n pocet °V viazaného objektu [°V] PDT poddajné teleso
n, poéet °V vol'ného objektu [°V] PU posuvny Gdinok
, pocet °V odobratych vizbami [°V] ouU otaCavy udinok
n spojité osové zat'aZenie [N.m'] PS pritova siistava
P vyslednica vnutornych sil [N] RZS rovinny zviizok sil
P rameno sily [m] VRSS vieobecnd rovinnd sustava sil
p merny tlak medzi telesami [N.m~] SSSN stistava sil so spolotnou nositelkou
Q nahodné zataZenie [N] SRS stistava rovnobeZnych sil
q spojité priecne zataZenie [N.m] SS silova sistava
q" spojité zataZenie liniové [N.m] PUM postupna uzlova metdda
q> spojité zatazenie plo§né [N.m™] VUM vieobecnd uzlova metdda
i spojité zatazenie objemové [N.m”] MR metdda rezu
R vyslednica dvoch alebo viac sil [N]




Uvod 7

r

UvOD

Mechanika telies je prirodnd veda, ktora sa vy¢lenila z fyziky. Je to nduka o analyze stavu pokoja a
pohybu hmotnych objektov v priestore a €ase. Pracuje so zdkladnymi veli¢inami a jednotkami ststavy SI ako
dizka [m], ¢as [s], hmotnost’ [kg] a niektorymi odvodenymi veli¢inami, ako sila [N], moment sily / silovej
dvojice [Nm], mechanické napitie [Pa] alebo energia [U] a d’al3ie.

Mechanika je vednd disciplina skumajiica zavislosti pohybu a vzdjomného pésobenia hmotnych
objektov v priestore a Case.

Mechaniku méZeme Clenit’ podla viacerych kritérii. Jednym z hlavnych &leneni je rozdelenie mechaniky
podl'a uvazovanej rychlosti, resp. velkosti skimanych objektov na:

o klasickii (Newtonovu) mechaniku (v<<c) - objasiiuje a skima mechanické javy makroskopickych telies,
pohybujucich sa vyrazne nizsou rychlost'ou (v) v porovnani s rychlost'ou svetla (c),

o relativistickii (Einsteinovu) mechaniku (v =c) — skima a objasiiuje mechanické prejavy astic, prip.
hmotnych objektov, pohybujicich sa rychlost'ou nezanedbatel'nou v porovnani s rychlostou svetla,

o [kvantovii (Planckovu) mechaniku — vysvetl'uje a skiima zékonitosti spravania sa mikrocastic, molekul,
atémov a atémovych jadier, t.j. objektov s rozmermi 107 az 107 m.

Zaklady vSeobecnejSej tzv. relativistickej mechaniky, zktorej vyplyvaji aj principy klasickej
Newtonovej mechaniky ako jej zvlaStny pripad, definoval v roku 1905 fyzik Albert Einstein. V beznych
technickych aplikdcidch st v8ak maximélne rychlosti (v) v porovnani s rychlost'ou svetla (¢) vel'mi malé
a preto su vietky tzv. relativistické efekty (kontrakcia dizok, dilatacie ¢asu, prip. prirastok hmotnosti a pod.)
Uplne zanedbatelné. Z uvedeného dovodu tvori ,klasickd (Newtonovskd) mechanika* teoreticky zaklad
mechaniky telies a pri rieSeni beznych inzinierskych aplikacii v mechanike telies je aj obvykle uplatiiovana.
Podl'a druhu a povahy hmotnych objektov klasicki mechaniku najcastej$ie ¢lenime na :

e mechaniku pevnych telies

o mechanika tuhych (nedeformovatel’nych) telies;

o mechanika poddajnych (pruznych, deformovatel’nych) telies a
e mechaniku kvapalin a plynov.

Zaklad ucebného textu bude tvoreny vybranymi oblastami mechaniky pevnych telies a preto z d’alsich
moznych ¢leneni mechaniky, uvedieme uz iba obvykle uvadzané ¢lenenie podl'a Lagrangea, na zaklade
ktorého mechaniku tuhych telies najcastejsie rozdel'ujeme na:

e statiku — vySetruje podmienky rovnovédhy hmotnych objektov a ich vzdjomné silové pdsobenie (t.j.
hmotny objekt je v stave pokoja),

o kinematiku - vySetruje pohyb nehmotnych objektov bez ohl'adu na pricinu ich pohybu (pdsobenie sily),
(tj. vySetruje pohyb telies v priestore a v ¢ase, pricom neuvazuje s ich hmotnostou a vzajomnym udinkom),

e dynamiku - vySetruje pohyb hmotnych objektov ako pri¢inny nasledok pdsobenia sil, t.j. vySetruje pohyb
telies so zretel'om na ich hmotnost’ a vzajomné silové pdsobenie.

Pojmom technickd mechanika oznatujeme mechaniku tuhych telies, v ramci ktorej st vietky hmotné
objekty povazované za tzv. dokonale tuhé, tzn. neuvazujeme s ich pretvorenim vplyvom zat'aZenia.

V ramei mechaniky telies za zakladné veli¢iny §tandardne povaZujeme tieto fyzikdlne veli¢iny: dizka
(znacka / z angl. length), €as (znacka ¢ z angl. time) a hmotnost’ (znacka m z angl. mass).
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Dalsie veli¢iny vyuzivané v mechanike telies, ako napr. ploiny obsah A4, povrch S, objem ¥, objemové
hmotnost’ - hustota p, objemova tiaz y, sila F, moment sily M, resp. moment silovej dvojice M, merny tlak p,
mechanické napitie o; 7, energia U a d’alSie a ich jednotky st iba z vy$8ie uvedenych zikladnych veli¢in
odvodené. Medzi vyznamnejsie odvodené veli¢iny, pouzivané v mechanike tuhych telies, patri najmi sila
(znacka F z angl. force) a moment sily resp. moment silovej dvojice (znacka M z angl. moment). V oblasti
mechaniky poddajnych telies medzi najvyznamnejsie odvodené veli¢iny radime tzv. mechanické napiitie
(znacka o v angl. stress, strain), ako vyjadrenie miery vnitorného tlaku vznikajiceho v objeme materidlu
vplyvom deformacie telesa alebo potenciilnu (deformaéni) energiu (znacka U v angl. potencial energy),
ako energiu zmarent vplyvom pretvorenia poddajného telesa, vystaveného pdsobeniu zat'azenia.

Z fyziky je zname, Ze teleso — hmotny objekt, na ktoré nepdsobia Ziadne sily nazyvame volné teleso.
Ak vSak zaénu na volné teleso posobit’ vonkajsie sily — teleso sa zatne pohybovat. Skimanim pohybu
vol'nych telies a jeho charakteristik sa zaoberaji d’alie ¢asti mechaniky telies a to kinematika a dynamika,
avSak nimi sa v tomto uéebnom texte nebudeme zaoberat. Vo vSeobecnosti vSak plati, Ze kazdy, akykol'vek
vieobecne realizovany, pohyb méZeme rozlozit' na konetny pocet posuvnych (translaénych) pohybov a
otdcavych (rotacnych) pohybov. To samozrejme analogicky plati aj pre pohyb hmotnych objektov.

e Transla¢ny pohyb koné tuhy hmotny objekt vtedy, ked’ l'ubovolna priamka pevne spojena s objektom si
v priestore zachovava stile svoj smer. VSetky body telesa pri posuvnom pohybe opisuji rovnaké krivky
amajui vtom istom okamihu rovnaké rychlosti i zrychlenia, ¢o do smeru i velkosti. Pohyb telesa je
uréeny pohybom jeho 'ubovolného bodu (Obr.0.1). Najcastejsie je takymto bodom hmotny stred objektu

— tzv, tazisko telesa.
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g Obr.0.1

e Rotacny pohyb kona tuhy hmotny objekt vtedy, ked” sa T'ubovolna priamka, pevne spojena s telesom,

v priestore ota¢a okolo osi alebo uréitého bodu na objekte. Pri skiimani rota¢ného pohybu je preto nutné
zvazit, ¢i teleso rotuje okolo pevnej osi alebo okolo pevného bodu.

Pri otacani telesa okolo pevného bodu (tzv. bod otdcania), kazdy bod telesa v istom okamihu rotuje okolo
tzv. okamZitej osi rotdcie, prechadzajicej tymto bodom. Znamena to, ze kazdy hmotny bod telesa opisuje
krivku na gulovej ploche so stredom v bode otdcania. Rotécia telesa okolo bodu je zobrazena na obr. 0.2.

1 Obr.0.2

Pri ota¢ani okolo pevnej osi s body, leziace na tzv. osi rotdcie, potas pohybu v pokoji. Ostatné body
telesa s v pohybe. Kazdy bod neleZiaci na pevnej osi, opisuje kruZnicu, ktord lezi v rovine preloZenej
uvazovanym bodom kolmo na os rotacie.



Uvod 9

V u¢ebnom texte sa budeme zaoberat' prvou a zékladnou oblast'ou mechaniky tuhych telies — statikou,
ktord sa zaobera analyzou Specifického pripadu pohybu telies — stavom pokoja (v=0).

Statika sa primédme zaobera analyzou arieSenim podmienok rovnovahy vzajomného silového
pdsobenia hmotnych objektov alebo ekvivalenciou ich G¢inku. To je viak moZné iba v pripadoch, ked’ sa
hmotné objekty nachadzaji v stave pokoja — objekty su statické, nepohybuji sa. Znamena to, Ze statika sa od
dalSich disciplin technickej mechaniky odliSuje tym, ze neuvaiuje s pohybom skimanych hmotnych
objektov v priestore a case. Pri rieSeni Gloh v ramci statiky vychddzame z predpokladu, ze vietky prvky
(telesa) skutoénych sustav telies (konStrukcif) uvazujeme ako tzv. dokonale tuhé (nedeformovatePné)
hmotné objekty, tj. neuvazujeme s ich moZnym pretvorenim vplyvom zat'aZenia objektu silovymi ¢inkami.
Uvedeny predpoklad vyrazne zjednodusuje analyzu a praktické vypocty rovnovahy telies a sustav telies.

Zakladnou ulohou statiky je analyza a rieSenie rovnovahy silovych sustav posobiacich na hmotny
objekt apreto je statika zikladom vSetkych ostatnych ¢asti mechaniky telies. Staticka analyza slazi
k prvotnému odhadu velkosti a charakteru silovych ucinkov od zat'azenia na jednotlivé prvky konstrukcie. V
mechanike tuhych telies na statiku bezprostredne nadvizuje dynamika. V mechanike poddajnych telies je
statika potrebnd pre pochopenie principov pevnosti, pruznosti a plasticity prvkov technickych systémov, ale
aj podstaty vzniku a rozvoja nebezpeénym medznych stavov. Uvedené discipliny dalej poznatky zo statiky
rozvijaji a prehlbuji. Statika naopak nadvézuje na poznatky vieobecnych disciplin, hlavne matematiku a
fyziku. Pred Studiom tejto ¢asti mechaniky telies je preto potrebné si zopakovat’ najmi zdklady vektorovej
algebry, rieSenie linearnych rovnic, zdklady integrdineho poctu, Newtonove pohybové zdkony a pod.

Z fyziky vieme, Ze vSetky redlne hmotné objekty na seba navzdjom pdsobia a ich vzajomné posobenie
vyjadrujeme veli€inou nazyvanou sila. Ak na hmotny objekt — t.j. bod, teleso alebo sustavu telies — pdsobi
stuc¢asne viac sil, hovorime o sastave sil,

V ramci prvej kapitoly ucebného textu su objasnené zdkladné pojmy, principy a siwvislosti uvasované v
mechanike tuhych telies, so zameranim na pojmy ako sila, silovéd dvojica, moment sily, moment silovej
dvojice, vonkajsie (akéné a reakéné sily) a vnitorné sily, vhodné fyzikalne abstrakcie, mechanické modely
konstrukcii a vdzby medzi telesami, statickd urcitost’ a d’alsie.

V druhej kapitole st prezentované zdkladné dlohy a principy statiky aich prakticky vyznam pre
moznosti realizdcie statickej analyzy konstrukcii. Tretia kapitola obsahuje charakteristiku a rozdelenie ststav
sil, ako aj objasnenie analytického, resp. vo vybranych pripadoch aj grafického rieSenia statickej
rovnovahy a ekvivalencie silovych siistav. Vyznamnou ¢ast'ou kapitoly je aj definovanie pojmu staticky
stred sustavy rovnobeznych sil azneho vyplyvajicej podstaty ahlavnych principov urcovania tazisk
hmotnych objektov. Obsah Stvrtej kapitoly tvori objasnenie statického rieSenia priamych alomenych
nosnikovych prvkov nosnych konstrukcii so zameranim na uréovanie velkosti a zmyslu vizbovych reakeii,
vnutornych sil v fubovol'nom priereze nosnika a zakreslenie ich priebehov po celej dizke nosnika.

Piata kapitola je zamerana na oblast’ statickej analyzy sistav telies v rovine, so Specifickym zameranim
na priehradové nosniky a statické rieSenie ich mechanického modelu - pratovej siistavy. Zameranie Siestej
kapitoly je smerované na objasnenie podstaty a moZnosti vyjadrenia pridruzenych javov prebiehajucich v
mechanickych ststavach, sihrmne nazyvanych pasivne odpory. Takéto odporové inky sa v mechanickych
sustavach tieZ vyjadruju vo forme sil alebo silovych dvojic, pdsobiacich v mieste interakcie telies (tj. vo
vizbach medzi telesami). Objasnené budu principy $mykového trenia, ¢apového trenia, valivého odporu a
trenia vlakien, ako aj ich charakteristické parametre.

Na zaver ivodného slova si dovolime uviest niekol’ko ,,mudrosti* a ilustragnych obrazkov zo zivota:
o [. Ak je to zelené alebo sa to hybe, patri to do bioldgie. 2. Ak to smrdi, patri to do chémie. 3. Ak to
nefunguje, patri to do mechaniky.
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oV krizovych situdacidch, ked treba rozhodmit medzi rovnocennymi stratégiami, vicSina ludi zvoli
najhorsiu moznu z nich (Rudinov zakon).
o Ak sa méze naraz pokazit niekolko veci, je isté, Ze sa pokazi prdve ta, ktora spésobi najviac Skody.

Majme preto vzdy na pamdéti jednu zo zasad rizikového manazmentu: Ak je to moZné, neriskujte,
nehybte vecami - kazd4 zmena technického systému v priestore a fase prinisa ,,urcita® mieru rizika.

Ak sa za¢nu telesa hybat’, vtedy ked’ to nechceme, mdze to dopadnat’ aj takto:

s N i

Zostava preto iba dufat’, ze skriptum bude vhodnou $tudijnou podporou pre pochopenie zasadnych
principov a poznatkov zo statiky konStrukeif a jej aplikdcii a bude i¢elnou pomdckou pre Studentov nielen
pri priprave na semestralnu skasku, ale aj pre zefektivnenie priebezného $tudia uz v priebehu semestra.
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1. UVOD DO MECHANIKY TUHYCH TELIES

Z ivodu ucebného textn, venovanému vieobecnému uvedeniu do mechaniky telies uz vieme, ze podla
Lagrangeovho ¢lenenia mechaniku tuhych telies rozdelujeme na statiku, kinematiku a dynamiku.

Statika je charakteristicka tym, Ze skiima rovnovahu hmotnych objektov (bodov, telies, sistav telies)
v pokoji, t,j. neuvaZuje so ziadnym pohybom objektov v priestore a &ase. Ulohou je hlavne rie¥enie statickej
rovnovahy a statickej ekvivalencie (rovnocennosti, ndhrady) vzajomného uc¢inku hmotnych objektov.

Kinematika aj dynamika st naopak zaloZené na skimani mechanického pohybu telies.

Kinematika skima zmenu vzdjomnych poléh nehmotnych objektov v priestore a ¢ase. Neprihliada na
pric¢iny pohybu, t.j. neskiima silové pdsobenie, ale iba jeho ddsledky. Uvazuje s pohybom tzv. nehmotnych
bodov, definovanych vyhradne ich geometrickymi vlastnost'ami, tj. neberieme do tvahy ich hmotnost
a z nej vyplyvajuce zotrvaéné Géinky.

Dynamika sa zaoberd analyzou arie§enim pohybu hmotnych objektov v priestore a Case, tj. aj
s uvazovanim vplyvu ich zotrvacnych vlastnosti. Tym, Ze dynamika rie§i vplyv pésobenia sil na hmotné
telesa sa odliSuje od kinematiky, resp. uvaZovanim pohybu telies sa odliSuje od rieSenia rovnovahy silovych
ucinkov pdsobiacich na telesa v ramei statiky.

1.1. Zakladné zdkony a principy mechaniky tuhych telies

V technickej praxi rie§ime tlohy v rdmei mechaniky telies obvykle v medziach platnosti tzv. klasickej
mechaniky, zikladom ktorej st tzv. Newtonove pohybové zakony:

1. Zakon zotrvafnosti: Hmotny bod sa pohybuje rovnomerne priamociaro alebo zostava v pokoji, ak nie
je nuteny vonkajSou silou tento pohybovy stav zmenit'.
F=0 = v=/lonst. (1.1)

Inak povedané, hmotny bod zotrvdva v pokoji alebo v rovnomernom pohybe, ak nie je okolitymi
telesami nuteny svo] povodny pohybovy stav zmenit. Analogicky moZeme tiez tvrdit', Ze ak je teleso v
pokoji alebo sa pohybuje rovnomerne priamociaro, bud’ nai nepdsobi Ziadna sila alebo vyslednica vetkych
sil na teleso pdsobiacich, je nulova. Z uvedeného zdkona vychadzaju aj zdkladné predpoklady a principy
statického rieSenia rovnovahy sil pdsobiacich na dokonale tuhé teleso.

2. Zakon sily: Casova zmena vektora hybnosti je rovna vyslednici pdsobiacich sil.
dH d(mv
= Ghy) =F , (1.2)

dt dt
kde H =m.v je vektor hybnosti hmotného bodu, v je vektor okamzitej rychlosti, m je hmotnost’ telesa a

F je vektor vyslednice vSetkych sil pésobiacich na hmotny bod.

V pripade, Ze hmotnost” hmotného objektu je konstantna (¢o je v disciplinach klasickej mechaniky telies
splnené vzdy) mdzeme uvedeny vztah zjednodusit’ na tvar
dv
m— =
dt
kde a predstavuje vektor zrychlenia hmotného bodu.

ma=F, (1.3)
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Rovnica (1.3) predstavuje vieobecne znamejsi tvar 2. Newtonovho pohybového zdkona - zdkona sily,
ktorého prakticky dosledok mézeme slovne vyjadrit' nasledovne: Zmena pohybu telesa (zrychlenie) je
priamo umernd sile, ktord na teleso pésobi a md vidy smer pdsobiacej sily.

3. Zakon akcie a reakcie: Sily ktorymi na seba vzdjomne pésobia dva hmotné objekty st rovnako velké,
ale opacne orientované a teda plati

F, =-F,;. (1.4)

Znamena to, Ze ak pdsobi Teleso I na Teleso 2 silou Fy, (tzv. akcia, primarna sila), pdsobi Teleso 2 na
Teleso I rovnako velkou silou F3; opaéného zmyslu (tzv. reakcia, sekundarna sila).

Pre uplnost’ uvedieme aj posledny Newtonov pohybovy zakon, tzv. gravitaény zdikon.

4. Gravitany zdakon: Dva hmotné body o hmotnostiach m; a m, vo vzéjomnej vzdialenosti R st navzdjom
pritahované gravitatnou silou G, ktorej velkost’ je priamo tmernd sticinu ich hmotnosti a nepriamo
umema druhej mocnine ich vzdialenosti

m,.m
G= x.# , (153
kde m; a m; si hmotnosti telies medzi ktorymi silu pritazlivosti urujeme [kg], R je vz4jomna vzdialenost

telies [m] a « je tzv. gravita&na konstanta, & = 6,672.10 ' [N.m% kg?].

Znamena to, Zze gravitaény zédkon vyjadruje velkost’ pritazlivej sily medzi dvomi hmotnymi bodmi s
hmotnostami m, a m, s ich vzidjomnou polohou ur¢enou bud’ formou polohového vektora r alebo Castejiie
v skalarnom tvare ich vzajomnou vzdialenostou R.

Uvazujme vztah (1.5) pre pripad vzdjomného silového pdsobenia (pritahovania sa) telies, ktorych

rozmery sl odli¥né rddovo - napr. teleso (m) a planéta Zem (mz). Dosadenim za m, = m je hmotnost’ telesa,

m, =m, = 6.10" kg je hmotnost Zeme a R=R, =6378 km ako polomer Zeme, dostaneme z fyziky

znamy vzt'ah pre silu pritazlivosti Zeme, pdsobiacu na teleso s hmotnost'ou m, definovany v tvare

G=m. K;Z =mg (1.6)

Z

v ktorom uvedeny zlomok predstavuje z fyziky zndme gravitaéné zrychlenie g [m.s”*]. Iba pre zaujimavost
uvadzame, Ze gravitacné zrychlenie pri povrchu Zeme v naSich zemepisnych $irkach ma hodnotu priblizne
2=9,81 m.s” (presne 9,80665 m.s*). Okrem iného viak zavisi aj od nadmorskej vysky, ale najmi od zemskej
§irky a preto je napr. na rovniku hodnota g mengia ako na péle (rovnik - g = 9,78 m.s”, pély - g = 9,83 m.s7).
Rozdiely st spdsobené najmi vzdialenost'ou do stredu Zeme, ako aj vplyvom odstredivej sily, vyvolanej
rotaciou Zeme okolo svojej osi.

Vsetky vySSie uvedené Newtonove principy si vSak platné iba za predpokladu existencie tzv.
absolitneho priestoru, rovnomerne plynuceho absolitneho Casu a hmotnej povahy telies. Z filozofie, ale
aj fyziky je zndme, Ze himota mo6ze existovat’ iba v ur¢itom priestore a ¢ase a ze neoddelitel'nou vlastnost'ou
hmoty je pohyb, tj. ¢asovd zmena polohy hmotncho objektu v priestore. Na Zemi viak neexistuje Ziadny
hmotny objekt, ktory nie je v pohybe asponi k jednému, tzv. vzf'ainému suradnicovému systému!

Polohu akéhokol'vek objektu v priestore preto mozeme vzdy urcit’ iba ako relativnu, t.j. iba vzhl'adom
na urCity bod vrimei zvoleného systému stradnic. Zuvedeného je zrejmé, Ze pre popis a analyzu
prebiehajiicich dejov a procesov v mechanickych ststaviach, musime vopred definovat’ ich jednozna&né
umiestnenie v priestore, t.j. zaviest’ vhodny s#radnicovy systém (suradnicovh sustavu). Umiestnenie telesa
v priestore potom méZeme uréit’ vzhl'adom k takémuto, vhodne zvolenému, systému suradnic.
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1.2. Zakladné veli¢iny v mechanike tuhych telies

Podla medzinarodnej ststavy jednotiek SI sa jednotky rozdeluji na dve zikladné skupiny ato na
hlavné jednotky avedlajSie jednotky. V ramci mechaniky tuhych telies budeme z hlavnych fyzikdlnych
a technickych veli¢in vyuzivat' nasledovné fyzikéalne veli¢iny:

DLZKA - HMOTNOST - CAS

Na zaklade ustanoveni medzindrodne kodifikovaného systému jednotiek fyzikdlnych a technickych
veli¢in (sustava SI) je moZné uviest' ich definicie a zakladné jednotky nasledovne:

1. DLZKA - fyzikalna veli¢ina vyjadrujica zakladné geometrické vlastnosti materidlneho sveta a rozloZenie
konkrétnych i abstraktnych materialnych objektov.

Dizka (znacka / z angl. length). Vzdialenost medzi dvoma bodmi je dizka priamej Ciary (usecky) vedenej
medzi danymi bodmi. Rozmer / dimenzia je jedna z hodnét, ktorou sa uddva miera niec¢oho v rovine /
priestore. Rozmer je jednou z vlastnosti priestoru. Zakladnou jednotkou dizky v sustave jednotiek SI je meter
[m], ktory je definovany ako dizka drahy, ktort prejde svetlo vo vikuu za 1/299 792 458 s. Pre technické
Gigely je jeho vel’kost uréend tzv. narodnym $tandardom dizkovej miery.

2. HMOTNOST - fyzikédlna veli¢ina vyjadrujica zotrvaéné vlastnosti hmotnych objektov a
charakterizujica ich schopnost’ gravita¢ne silovo pdsobit’ na iné objekty.

Hmotnost’ (znatka m zangl. mass). Hmotnost’ je vlastnost’ resp. miera vlastnosti v3etkych hmotnych
objektov latkovej povahy. Prejavuje sa jednak tym, Ze objekty kladu odpor vo&i zmenam svojho pohybového
stavu (zotrvacnost’) a tiez tak, Ze objekty na seba vzajomne pdsobia (graviticia). V technickych aplikciach
uvaZzujeme zotrvaéni a gravitatni hmotnost’ za presne rovnaké (m = G / g). Zakladnou memou jednotkou
hmotnosti je kilogram [kg], ktory je definovany hmotnost'ou medzinarodne uznaného prototypu kilogramu.

3. CAS - fyzikalna veli¢ina vyjadrujica interval medzi dvoma udalostami alebo dobu trvania uritého deja.
Cas je rovnomerne a nezavisle plyntica veligina.

Cas (znatka t zangl. time). Cas je definovany ako jedna z tzv. fundamentalnych kvantit (nemozno ich
definovat’ pomocou inych kvantit, pretoZze zatial’ nepozname ni¢ zakladnejsie). Podobne, ako v pripade inych
fundamentilnych kvantit - priestor a hmota - je Cas taktiez definovany meranim. V sGlasnosti je ako
zakladny Casovy interval uvazovana tzv. konvendénd sekunda [s], definovani ako 9 192 631 770 oscilacii
§pecifikovaného prechodu v atome Cs-133.

Dalsie fyzikalne veliiny, vyuzivané v mechanike telies, ako napr. plosny obsah A, objem V, povrch S,
mechanicka praca W, vykon P, hustota p, sila F, tiazova sila G, moment sily a silovej dvojice M, tlak p,
mechanické napétie p, 7, pretvorenie u, potencidlna energia P alebo deformacnd energia U atd’. aich
jednotky st zuvedenych zakladnych veli¢in a vztahov medzi nimi iba odvodené, Medzi najdélezitejsie
odvodené veli¢iny v mechanike tuhych telies zarad'ujeme veli¢iny: sila (F) a moment sily prip. moment
silovej dvojice M).

4. SILA (znacka F z angl. force). Sila je fyzikalna veli¢ina, ktord je svojim 0¢inkom definovana ako &asova
zmena hybnosti telesa a podl'a Newtonovho zékona sily (1.3) plati

d(m.v dv
F=~(—J:m.—=m.a. (1.7)
dt dt
Pojem sily vznikol abstrakciou a generalizdciou subjektivneho pocitu stla¢ania alebo natahovania pri
vyvodzovani silového ucinku ¢loveka na telesd. Je délezité si uvedomit’, Zze z fyzikalneho hladiska silu

chapeme ako vektorovi velicinu (ozn. F, resp. F), vyjadrujucu mieru vzajomného pdsobenia medzi
hmotnymi objektmi alebo vzdjomného posobenia hmotnych objektov a silovych poli.
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Jej vektorovy charakter vyplyva aj zo skutocnosti, ze k jednoznacnému uréeniu sily je potrebné zadat’
nielen jej velkost, ale aj pdsobisko a smer jej pdsobenia. Graficky znazorfiujeme silu ako orientovanu
usecku, leZiacu na urcitej priamke — tzv. nositel’ke sily f.

Zékladnou jednotkou velkosti sily je Newfon [N] a v zékladnych jednotkéch SI plati: 1 N =[1 kg.m.s].

Sila s vePkost'ou 1 N udeli hmotmému bodu s hmotnost'ou 1 kg zrychlenie 1 m.s v smere a zmysle
posobenia sily (2. Newtonov pohybovy zdkon: F = m.a).

V technickej praxi, najmé s ohl'adom na skuto¢nu velkost silovych u€inkov vyuZzivame nasobky, napr.
1 kN = 10" N, I MN = 10° N, prip. 1 mN = 10° N a pod. Iba pre zaujimavost: stariie Jjednotky pre
vyjadrenie velkosti sily boli napr. kp - kilopond (1 kp = 9,81 N) prip. dyn - dyn (1 dyn = 10" N).

5. STATICKY MOMENT SILY (znacka M z angl. moment). Moment je fyzikalna veli¢ina, vyjadrujuca
mieru otd¢avého ucinku od pdsobenia sily alebo silovej dvojice. Vo vSeobecnom pripade modze mat’ sila,
pOsobiaca na teleso, nielen posuvny, ale aj otdfavy Uinok. Velkost a zmysel otaavého ucinku od
posobenia sil uréujeme bud’ vzhl'adom k ur€enému bodu alebo priamke (obvykle osi telesa). Vztazny bod,
ku ktorému moment urujeme nazyvame momentovy bod (bod otdic¢ania). Priamku, vzhl'adom ku ktorej
uréujeme velkost' a zmysel otdcavého ucinku nazyvame os otdcania. Najkrat§ia — tj. kolmé - vzdialenost’
medzi nositel’kou fr sily F a bodom resp. osou ota¢ania je nazyvana rameno sily p.

Velkost' otdavého ucinku sily F vzhPadom k bodu — t.j. velkost momentu M - uréime ako siéin
velkosti sily F a dizky tzv. ramena sily p a plati

M=F.p. (1.8)

Je zrejmé, ze velkost’ otacavého ucinku od sily F je
zavisld iba na velkosti tejto sily a jej kolmej vzdialenosti p M L fF

od bodu / osi otacania. Prakticky to znamena, Ze ¢im je
rameno sily p vicsie, tym bude vicsi aj vysledny otacavy
ucinok M. Jednotkou momentu sily je 1 Newtonmeter
[Nm]. Staticky moment sily M je rovnako ako sila F
veli¢ina vektorova (Obr,1.1). Smer vektora momentu M je
na rovinu tvoreni silou F a polohovym vektorom r jej

I

I

1 o 3

| ?\
I

i

i

i

|

polohovy vektor -

L I

[
B

- p
rameno sily

nositelka

posobiska kolmy aurujeme ho pomocou tzv. pravidia sily F

pravej ruky, podla ktorého pre smer vektora M plati:

Ak zahnuté prsty pravej ruky ukazujii smer otdacavého ucinkn sily (smer otiania telesa), potom
vztyceny palec ukazuje smer vektora momentu sily.

Moment sily mdzeme uréovat’ vzhl'adom k I'ubovolnému bodu, a teda aj k bodu, nachadzajucemu sa
mimo analyzované teleso. V Casti textu venovanej rieSeniu ststav sil si objasnime a preukaZeme zésadny
rozdiel medzi otiCavym ufinkom od pdsobenia osamelej sily vzhladom k bodu, prip. osi a otd¢avym
u¢inkom od pdsobenia tzv. silovej dvojice.

1.3. Fyzikalne abstrakcie a modely telies v mechanike

Pre vieobecny popis a zjednodusenie analyzy mechanickych javov a vlastnosti redlnych telies bolo
potrebné zaviest’ niekol'ko zjednoduseni, ulah¢ujicich vyjadrenie skuto¢nej fyzikalnej podstaty rieSeného
problému. V mechanike tuhych telies, st ako zdkladné fyzikdlne abstrakcie — zjednodusenia ich chépania -
najlastejdie vyuzivané pojmy: hmotny bod, sistava hmotnych bodov, dokonale tuhé teleso, idedlna viizba,
dokonale hladké teleso a dalsie.
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1.3.1. Fyzikilne abstrakeie hmotnych objektov v mechanike telies

Podl'a vyZzadovanej Grovne idealizicie skutocnych telies v ramci technickej mechaniky uvaZujeme
niekol’ko fyzikalnych abstrakcif hmotnych objektov. Najéastejsie vyuzivame pojmy:

e Hmotny bod (HB) — je abstrakcia, pri ktorej uvazujeme hmotnost’ objektu a zanedbavame jeho rozmery.
Do hmotného bodu sistredujeme hmotnost’ tuhého telesa, ktora je konedna a z hl'adiska sil, ktoré na
teleso posobia nezanedbatelnd. NajcastejSie je HB prestavovany elementamym telieskom, umiestnenym
dV=dx.dy.dz v objeme telesa. Ma zanedbatelné rozmery, koneéni hmotnost’ (m # 0)

anulovy tzv. moment zotrvaénosti /, definovany k tzv. centrdlnej osi,
prechadzajucej hmotnym stredom objektu — taziskom.

Hmotny bod je teda ur¢itd ¢ast’ hmotného objektu s elementarnym objemom
dV [m’], elementirnym povrchom S [m'] a materidlom uréenou mernou

CCHMBRESTMSREI| (IR

dy
L, - — $pecifickou hmotnostou (hustotou) p [kg.m™], obsahujiici velké mnoZstvo
. dz elementarnych éasﬁg hmpty « atdmov. Geometrickou interpretaciou hmotného
dx bodu telesa je obvykle tzv. elementdrny hranol (Obr.1.2). Hmotné body
Obr.1.2 obvykle oznacujeme malymi alebo velkymi pismenami, napr.: a, b, 4, B, ...

o Siustava hmotnych bodov - hmotny objekt (HO) — je sibor vzajomne viazanych hmotnych bodov,
ktorych celkova hmotnost’ je rovnd prave hmotnosti telesa. Hmotné teleso je teda oblast’ s objemom ¥ a
povrchom §, spojito vyplnena hmotnymi bodmi. Pre vzdialenost’ dvoch l'ubovolnych hmotnych bodov
(napr. hmotné body A, B podl'a Obr.1.3).) v rdmci pevného telesa pred aj po jeho zat'aZeni moze platit:

- AB = konst. — teleso sa nedeformuje, tzv. dokonale tuhé teleso,

- AB # kondt. — zat'aZenim sa teleso deformuje, tzv. poddajné teleso..

Inak povedané, ak sa teleso G¢inkom zatazujucich sil nedeformuje —
nemeni tvar, rozmery ani objem — ide o idealizovany pripad. Obvykle viak
teleso pod zataZzenim svoje vlastnosti zmeni — deformuje sa. Ak sa

vzdialenosti hmotnych bodov v ramci objemu zatazeného telesa menia,
Obr.1.3 hovorime o tzv. poddajnosti telesa a musime teda uvazovat’ s pretvorenim.

e Dokonale tuh¢ teleso (DTT) — predstavuje zjednoduSeny fyzikalny model idedlneho telesa, ktoré pri
zatazeni nemeni svoj tvar. Pésobiace sily maji na hmotny objekt iba pohybovy t¢inok, nie deformaény.
Inak povedané, DTT je také teleso, v ktorom sa u¢inkom pdsobenia inych telies vzdialenost’ jeho dvoch
T'ubovolnych bodov nemeni, t.j. vzdjomna poloha dvoch jeho I'ubovolnych bodov zostdva pri pdsobeni
akéhokol'vek vonkajSieho zat'aZzenia nezmenend. Vo vypoctoch preto uvazujeme iba jeho hmotnost’, rozmery
a parametre geometrického rozlozenia v priestore. Nie je déleZité z akého je hmotny objekt materialu a preto
sa DTT vyuZiva najmi tam, kde nie si uéinky deformdcie rozhodujuce a mézeme si dovolit’ ich zanedbat'.

e Idealna vizba - predstavuje zjednodufenie skutoCnosti tym, Ze zanedbavame vplyv doplnkovych
(odporovych) sil vo vizbach medzi telesami, t.j. vplyv pasivnych odporov. Ide najmé o zanedbanie javov
trenia, ako si §mykové a ¢apové trenie, prip. ¢iastoéni poddajnost’ véizieb vplyvom ich zat'aZenia a d’alSie
faktory, ovplyviiujuce velkost a charakter veli¢in v mechanike. Takéto zjednoduSenie je pre vicSinu
vypoctov nosnych kon$trukcii pripustné, bez vyznamného vplyvu na relevantnost’ ziskanych vysledkov.

Je viak vel'mi déleZité rozlisit, kedy mézeme s takymito zjednodu$eniami uvazovat’ t.j. kedy moZzeme
skuto¢né telesd uvazovat' ako dokonale tuhé. Napriklad v statike, mdézeme hmotny objekt uvazovat’ ako
dokonale tuhy iba vtedy, ak jeho pretvorenie vplyvom pdsobenia relevantnych akénych sil nema na vysledni
vel'kost vznikajucich reakénych sil vyznamnejsi vplyv (napr. robustné velkorozmemné konstrukcie — mostné
konstrukcie, piliere, stoziare, nosné prvky stavebnych konstrukcii, nosné ramy a pod.).
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Naopak, v mechanike poddajného telesa by sme uvazovanim dokonalej tuhosti telies neboli schopni
kvantifikovat’ pretvorenie skuto¢nych telies a z nich vyplyvajuce, ¢asto vel'mi nebezpeéné, stavy extrémnej
napitosti, az po vznik tzv. medznych stavov. Do tvorivého procesu navrhu (dimenzovania) alebo kontroly
(posudzovania) prvkov konStrukcii by sme takymto zjednoduSenim zaviedli faktor, vyznamne ovplyvilujici
mieru ich spol'ahlivosti a bezpecnosti.

Skuto¢né telesd vSak vplyvom pdsobiacich silovych tu€inkov podliehaji zmenam tvaru a objemu
a hovorime o pretvoreni telies v dosledku ich poddajnosti. Z tohto dévodu je vhodné definovat’ aj pojem -
poddajné teleso — ktory budeme vyuzivat’ ako abstrakciu realneho telesa v mechanike poddajnych telies.

e Poddajné teleso (PDT) — je v konecnom dosledku tiez iba abstrakciou skutocného telesa. Hmotny objekt
ma definovany svoj tvar, rozmery a objem, ktoré sa vplyvom zatazujtcich sil, zmenou teploty okolia
a pod. mozu v zavislosti od vlastnosti pouzitého konstrukéného materialu menit. Takto definovany (aj
ked’ opit’ Ciastoéne zjednodudeny) model skutoéného telesa umoziiuje vySetrovat’ zmenu tvaru — tzv.
pretvorenie (deformacia) hmotného objektu a jemu prislichajici stav napdrosti v jeho P'ubovol'nom bode.

1.3.2. Mechanické modely skuto¢nych telies

Vietky uvedené fyzikalne abstrakcie umoZiluju vramci technickej mechaniky vytvéarat primerane
zjednoduSené mechanické (fyzikilne) a matematické modely skutoénych technickych systémov - ako
telies alebo sustav telies - ktoré v technickej mechanike oznaCujeme mechanické sustavy. Tvorba a analyza
adekvatnych - primerane presnych - modelov mechanickych stistav vyZaduje znalosti z jednotlivych disciplin
technicke] mechaniky, ale aj z oblasti ich praktického vyuZzitia. Zo skuto¢nej, v statike uvazovanej ako
nepohyblive], nosnej konstrukcie — napr. stoziar vysokého napitia (Obr.1.4), uchyteny v betonovom zaklade
a zatazeny vlastnou tiaZou, tiaZou nesenych vodi¢ov a (i¢inkom pradenia vzduchu — méZeme vytvorit jeho
zjednoduSeny mechanicky model, ktory nazyvame staticky systém, prip. statickd mechanickd sustava.

Skuto¢na konStrukcia Staticky systém
Vietor
Zat'aZenie
Y. A
g & Teleso stoziara y

Dokonale
tuhé teleso

Izolator

Qg L
i 7 Vizby

X7 ' x

Vodiée i > 4
lozenie v
;Jaiklade k
Wy ¥,
Obr.1.4

Fyzikdlny model mechanickej sustavy je iba abstraktnym vyjadrenim podstatnych vlastnosti redlnej
kondtrukcie, nachadzajicej sa v uréitom &ase v tzv. stave statickej rovnovihy a vzdy obsahuje prvky:

o vzt'aZny suradnicovy systém O(x, y, z), kde 1, j, k, su tzv. bazove jednotkové vektory,

o dokonale tuhé teleso, ako geometricky model objektu s plochou A4, prip. objemom ¥ a povrchom S,

e vizby, urené uchytenim telesa o zemsky povrch (tzv. vonkajsie vizby) alebo vzijomnym spojenim
prvkov v ramei konstrukeie, prip. uchytenim o nosny ram (tzv. vriitorné vizby),

o zat'aZenie, najcastejSie vo forme silovych tcinkov od interakcie s inymi telesami, vlastnej tiaZe telies,
vnutornych vizieb medzi telesami, vplyvu vyznamnych faktorov podmienok pouZivania apod.
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V rémci tloh mechaniky telies uvazovanych v priestore vyuZivame sturadnicové stistavy (obr.1.5):

1. Pravouhld (ortogondlna) 2. Valcova (cylindricka) 3. Gulovd (sféricka)
A a A
z z z
0
' Z : Zy >
A i
T or - T w < T g
1 # hS i ] ~ I
/ ’ 4 yA = : ﬁ—)}\ ~ 1
1 N ~
) A & Y i XN y @1y
X4 ¥y
pravouhld sustava valcova sustava sféricka sustava
(X4 Y4, 24) (ra, Qa 24) (ra, a 1)
Obr. 1.5

Pri rieSeni tloh mechaniky telies uvazovanych v rovine vyuZivame najéastejsie stistavy (obr.1.6):

1. pravouhld (ortogondlna) siradnicovd sustava 2. poldrna suradnicovd sistava
¥ N F 3
¥ Y
=
| rqy »
1 /
1 ’
: )z /,/ 04
0 I 0|
X X
pravouhld sustava poldrna sustava
(X4 y4) (r4, ©4)
Obr. 1.6

V ramci mechaniky telies uvazujeme najastejSie ako vztazny stradnicovy systém Euklidovsky
(pravouhly) trojrozmerny priestor, tj. snavzijom kolmymi suradnicovymi osami x, y az. Jednym
z najdélezitejSich predpokladov vyuZzitenosti zakonov klasickej mechaniky je uvaZovanie tzv. inercidlnosti
(nehybnosti) suradnicovej sustavy. Pri rieSeni beznych technickych tloh ako inercidlnu (nepohyblivi, stalu)
suradnicovl sustavu uvazujeme sistavu spojend so Zemou, pricom zrychlenia spdsobené roticiou Zeme
obvykle zanedbavame. Spojenie mechanickych sustav so Zemou je zvyCajne realizované formou ich
vhodného uchytenia so zemskym povrchom, prip. o iné telesd v rdmci mechanickej stistavy (napr. nosny
ram), ktoré sthrnne nazyvame vdzba (Casto aj ako uloZenie, uchytenie).

Primérnou tlohou vizieb je teda zabrénenie pohybu hmotného objektu, pripadne umoznenie iba vopred
pozadovaného pohybu (tzv. mechanizmy). Vizbu preto chapeme ako technické riedenie, prip. zariadenie,
ktor¢ pohyb objektu znemoZiiuje alebo iba obmedzuje (pohyb uréeny pozadovanou funkciou). Hmotné
objekty su navzdjom spojené vizbami, preto aby vzniklo funkéné technické diclo s poZadovanym
vlastnostami. Realizované vizby eliminuju (rusia) moZnost’ pohybu vol'ného telesa a vznik4 releso viazané.

Silové ucinky pdsobiace na hmotny objekt v mechanike telies rozdel'ujeme na sily vonkajsie a vnatorné.
Vhodnejsie je viak pouzivanie pojmu vonkajsie prip. vniitorné silové velifiny, ked’?e modZu byt nielen vo
forme sil, ale aj vo forme momentov (silova dvojica), ktorych rozmer je [Nm]. V statike si vonkajiie a
vnutorné silové uéinky v rovnovéhe a vytvaraji mnozinu uginkov, ktoré sihrnne nazyvame zat’aZenie.
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ZataZenie hmotného objektu je suhrn vonkajSich silovych ucinkov pésobiacich na teleso. V statike
musia byt’ silové iicinky v rovnovdhe, aby sme objektu zaistili nepohyblivost’ — rovnovihu (stav pokoja).

Naopak, zataZenie uvazované vramci mechaniky poddajnych telies je tvorené sihrnom vonkajsich
ucinkov a vnutornych javov prebiehajticich v telese, ktorych désledkom je vznik deformécie a napétosti v fiom.

Z fyzikalneho modelu nasledne odvodzujeme model analyticky (vypoc&tovy), ktory je spravidla uréeny
ststavou rovnic, ktorych vyrie§enie umoziiuje néjst’ nezndme parametre analyzovanej mechanickej ststavy.
Na zaver rieSenia je nutné vykonat' diskusiu vysledkov, resp. ziskané vysledky vhodne overit’ a spravne ich
formulovat’ v terminologii mechaniky. Je zrejmé, ze ak chceme ziskat’ spol'ahlivé vysledky, musi fyzikalny
(mechanicky), ale najmd matematicky model s dostatonou presnostou vystihovat vyznamné vlastnosti
objektu. Pri tvorbe modelov v mechanike musime preto vopred rozhodnut, napr. ktoré prvky moézeme
povazovat za DTT, aké vizby budi medzi telesami uvazované, ako vhodne vyjadrit charakter a velkost
vonkajSieho zataZenia, €1 je nutmé uvaZovat tzv. disipacné zmeny (ako je nevratna premena Casti celkovej
energie na in¢ druhy energie, napr. teplo), ¢i je nutné uvaZovat's vplyvom pasivmych sil vo vizbach a pod.

rwe

1.4. Silové ucinky a zat’aZenie v mechanike tuhych telies

Silové tuc¢inky, ako prostriedok pre vyjadrenie velkosti a charakteru vzajomného pdsobenia telies —
zat’afenia - mozeme Clenit podla rozli€nych kritérii. Niektoré vybrané ¢lenenia, odpovedajice zikladnym
ulohdm riefenym v ramci mechaniky tuhych telies, mdzu byt' nasledovné:

¢ Podl’a spésobu kontaktu pésobiacich telies:

1. priamym stykom -pdsobiace telesa sa vzajomne dotykaji alebo

2. silovym p ol o m - spolupdsobiace telesd sa vzdjomne nedotykaju, ale silové pdsobenie je
prenasané ucinkom silového pol'a.

e PodPa charakteru silovych uéinkov:
1. venkajsie -vyjadruja ti€inok okolitych telies a prostredia na vysetrované teleso:
- zatazyjiice - akéné silové G&inky
- vdzbové reakcie — reakéné silové U€inky, s zavislé od vel'kosti a charakteru akénych zat'aZeni.

2. vriéitorné -vyjadruju Géinok jednej ¢asti telesa na druhti. Vznikaji vo vnutri telesa ako odozva
na posobenie akénych silovych ¢inkov a predstavuji silové Gi¢inky pdsobiace medzi jednotlivymi
hmotnymi bodmi vo vnitri (v objeme) telesa. Ak vnitorné sily prekrocia isti hranicu, nastani bud’
vel'ké deformacie alebo ddjde k poruSeniu celistvosti telesa.

e Podla rozlozenia silovych a¢inkov:
1. siustredené-osameldsila F /N] a moment sily M [N.m]), su sustredené do bodu — pdsobiska,
2.spojito rozlozZené -vmechanike tuhych telies ich obvykle nahradzame silovym
ekvivalentom a uvazujeme iba ich stistredeny silovy ¢inok, tzv. nahradné bremeno F.

Niektoré d’alsie ¢lenenia silovych Géinkov, vyuzivané v mechanike telies, su napr.:

1. Primdrne (akéné sily) a sekunddrne (reakcné sily, ako sily vo vdzbach medzi telesami).

2. Osamelé (silovy ucinok je vzhl'adom k celkovym rozmerom telesa ststredeny na vel'mi malej ploske;
pbsobenie je uvaZované v bode; uinok sa vyjadruje v [N]), alebo spojité (vonkajsie zat'aZenie rozloZené na
urcitej iare [N.m"'], ploche [N.m™] alebo po celom objeme [N.m™], tzv. objemova tiaz y).

3. Povrchové (kontaktné, dotykové) a ebjemové (vlastna tiaz, odstredivé a magnetickeé sily).

4. Trvalé (napr. vlastna tiaZ) a doéasné (napr. pohyb vozidla na moste, uéinok vetra), atd’.

Pre pochopenie fyzikalnej podstaty vzniku a posobenia osamelych, ako aj spojitych silovych uginkov
a nasledné zvladnutie rieSenia praktickych uloh mechaniky telies je vhodné uviest’ aj d’alSie pojmy, ako su:
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* Objemova hmotnost’ - hustota p (st. ozn. merna $pecifickd hmotnost’) je fyzikalna veli¢ina, ktora je
uréena podielom hmotnosti a objemu telesa. Plati
m
P =5r (1.9
kde p je hustota latky telesa [kg.m>], m je celkova hmotnost' [kg] a ¥ je celkovy objem telesa [m3].
Znamené to: ¢im vy38iu hustotu teleso ma, tym vagsiu hmotnost’ mé v pomere k jeho objemu, resp. hustej¥ie

telesa (napr. Zelezo) budil mat” mensSi objem ako telesa rovnakej hmotnosti z menej hustej latky (napr. drevo).

e Objemova tiaz y je fyzikdlna veli¢ina, vyjadrujiica velkost’ tiaZovej sily pripadajicu na objemova
Jednotku latky. Vyjadruje celkovia tiaz pripadajucu na jednotku objemu materialu, vratane bezného
rozlozenia mikrodutin, medzier a porov. Pre jej velkost’ plati

G
y=? resp. y=p0.g . (1.10)

kde y je objemova tiaz materialu [N.m”], G = m.g je tiaZ telesa [N] , V je objem telesa [m’], resp. p je
objemova hmotnost latky [kg.m>] a g je tiazové zrychlenie [m.s?].

1.4.1. Zat’aZzenie kon$trukeii

Zat'aZenie je akykol'vek jav, ktory vyvolava zmenu stavu napitosti konstrukcie. V technickej praxi sa
v zasade stretdvame s nasledovnymi druhmi (Obr.1.7) zat'aZovacich javov:
o pdsobenie silovych ucinkov na konstrukciu
o zmena teploty konstrukcie alebo jej ¢asti

e vynulené pretvorenie casti konstrukcie.

lF=10 kN At = 20°C

4 . G 7

4 v 7 28 IS 7 s0mm
Pésabenie sil Zmena teploty Vymitené pretvorenie

Obr.1.7

Silové G¢inky a vyniitené pretvorenie podl'a charakteru odozvy hmotného objektu rozligujeme ako:
o statické zal’aZenie, ktoré nevyvolava vyznamné zrychlenia konstrukcie alebo
o dynamické zat'aZenie, ktoré vyznamné zrychlenia konstrukcie vyvoldva a preto je potrebné poéitat’ aj
s vplyvom zotrvaénych sil.

1.4.2. Klasifikacia a priklady zat'aZenia

Podl'a premenlivosti zatazujucich G¢inkov v ¢ase rozozndvame zat'aZenia:

stdle (G) - pdsobi pocas celej doby technického Zivota hmotného objektu a ich velkost', poloha ani
smer sa v ¢ase nemenia,

ndhodné (Q) - nepbsobia pocas celej doby technického Zivota konstrukeie a ich velkost, poloha, ako
aj smer pdsobenia sa obvykle v ¢ase menia,

e mimoriad n e (X) - vyskytuje sa iba v 3pecifickych pripadoch, najastejiic ako dosledok
mimoriadnych, obvykle negativnych, javov a udalosti.

Pre ilustraciu uvedieme priklady mozného zataZenia konstrukcii pozemnych stavieb. Stdle zaf'azenic je
obvykle definované vlastnou tiazou konstrukcie, zemnym a horninovym tlakom, predpitim a pod.
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Ndhodné zat' aZenie rozliSujeme wuzitkové (prevadzkou a vybavenim, strojmi a zariadenim, skladovanym
materialom, vozidlami, Zeriavmi a pod.), klimatické (snehom, vetrom, namrazou, klimatickymi teplotami),
vymutenym pretvorenim (od prevadzkovych teplot, zmr§tovanim a dotvarovanim beténu, poddolovanim
a poklesom podpier a pod.). Mimoriadne zat’aZenie (zemetrasenim, vybuchom, havarijnym pretvorenim
zakladov, havarijnym naruSenim technologického procesu a pod.)

Priklady zakladnych druhov zat'aZenia, vyuzivanych v mechanike telies a ich zndzornenie st na Obr.1.8.

F Fy F, F, 'Fq (ndhradna sila)
I
S —— L
. L = & ZASSPA 2
a) osameld sila b) sustava osamelych ¢) stale spojité d) pohyblivé spojité
stl (bremien) rovnomerné zatazenie  Ciastocné zataZenie
Fop ®
Fy (L B FF F,  F
l T T = | 2 3
/,-”’—‘ T M| MZ
111191 | Y il Ven
Py D A ey £ & ' k g P 7N
1w . q I3 . y_ : % .
e) stdle spojité troju- ) zloZené spojité g) zatazenie osamelymi ~ h) zataZenie osamelymi
holnikové zataZenie — zataZenie momentmi silami rézneho smeru
Obr. 1.8

1.4.3. Charakteristiky zat’azZenia z hl’adiska spol’ahlivosti

Uplny popis zafaZenia je definovany §tyrmi zakladnymi vlastnostami a to: vyskytom, intenzitou
(velkost'ou), dobou trvania a opakovanim zat’aZenia. VSetky uvedené vlastnosti su chépané ako nahodné
veli¢iny, ktoré moZeme popisat’ pravdepodobnostnymi charakteristikami. Znamend to, Ze redlne zataienie
konstrukcii mad jednoznacne stochasticky(ndhodny) a v ¢ase sa meniaci charakter.

Pri realizacii praktickych vypoctov v mechanike telies najéastejSie vyuzivame pristup vyuZitia tzv.
zatazovych stcinitel’ov. Uvedeny pristup ma deterministicky tvar a obsahuje nasledovné charakteristiky:
s normovd hodnota zat'aZenia (normové zat'azenie) Fy,m — hodnota zat'azenia, ktori mdZeme v priebehu
pouzivania mechanickej ststavy skuto¢ne ocakévat,
o suéinitel zat'aZenia Ay — vyjadruje ndhodné odchylky zat'aZenia od normovych hodnét,
e vypoctovd hodnota zataZenia (vypotové zataZenie) Fgy, — maximalna (dovolend) hodnota zataZenia,
ktora mdze byt prekro¢end iba s definovanou minimélnou pravdepodobnost'ou a je uréena vzt'ahom
Fow =4 F (1.11)

Pri vypoétoch nosnych konStrukeii vyuzivame obvykle hodnoty dovoleného (vipoctového) zataZenia.

Pre ilustraciu uvadzame najjednoduchsi

Fgov pripad nosnika (napr. lavka), zataZeného jednou

osobou (Obr.1.9). Zatazenie osobou je uréené

| , A A jeho hmotnostou, ktorda vo vSeobecnosti
_L—‘ "—'— = predstavuje ndhodni velicinu. Hmotnost' 100 kg
Naicrt Staticks velidwia berieme ako beZne sa vyskytujlice maximum,

determinujice  prdve  normovu  hodnotu
zatazenia, t.j. Fporm= 1 KN.
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V niektorych pripadoch sa vSak stretdvame aj s osobami vaziacimi cez 100 kg a takéto odchylky su

zahrnuté prave v su€initeli zat'azenia, napr. As=1,2. Vypoc¢tové zat'aZzenie ma potom hodnotu

Fa‘ov = }/F 'Emlm = 1’ 2‘1 — Fdov = 1= 2 kN '

m [kg]

Najvyznamnej$ou objemovou silou v mechanike telies je sila G od vlastnej
tiaZe telesa (Obr.1.10), ktord je priamoumernd hmotnosti telesa m [kg] a hodnote
tiazového zrychlenia g [m.s?]. Vysledné velkost tiazovej sily, pdsobiacej na hmotny T4
objekt je vSeobecne urena ako vyslednica gravitatnej sily a odstredivej sily,
sposobenej rotaciou Zeme. Sila vlastnej tiaZze smeruje vzdy do stredu Zeme a jej g
posobiskom je tazisko telesa. Plati: Na I kg hmotnosti telesa pésobi v gravitacnom
poli Zeme tiaZova sila G = 9,81 N. V mechanike telies spravidla G=10 N.

So zakladnymi druhmi silovych t¢inkov v mechanike sa detailnejSie zoznamime G
neskdr, najmid pri rieSeni praktickych tloh najcCastejSich aplikacii technickej Y
mechaniky v oblastiach bezpecnostného a stavebného, prip. strojného inZinierstva. Obr.1.10

1.5. Vizby medzi telesami, stupne voI'nosti pohybu

Silové udinky, vychadzajuce zo zat'azenia mechanickych ststav, uvaZzované v mechanickom modeli
analyzovane] konstrukcie nazyvame silovon sustavou. UCinky zataZenia, transformované do ststavy sil
a momentov, vzdy pdsobia na ur¢ity hmotny objekt — t.j. hmotny bod alebo sustavu hmotnych bodov.

Hmotny objekt modZe byt v zdvislosti od toho aka silova sustava na neho posobi, uvazovany v rovine
alebo v priestore a méze byt definovany bud’ ako veFny alebo ako viazany. O vol'nom hmotnom objekte
hovorime vtedy, ak nie je spojeny s inymi objektmi a ma teda neobmedzenti moznost’ pohybu. O viazanom
objekte hovorime vtedy, ak je viazany na nepohybliveé teleso (zékladny ram) alebo na iné hmotné objekty
a ma preto uréitym spésobom moznost pohybu obmedzenti.

1.5.1. Pohyblivost’ hmotného objektu, stupne vol’'nosti hmotného bodu a telesa

Pohyblivost” hmotného objektu vyjadruje pocet nezavislych moznych pohybov (posunuti alebo otoceni)
vol'ného objektu vrovine alebo v priestore. Pojem pohyblivost’ sicasne vyjadruje najmensi pocet
nezavislych parametrov, ktorymi je mozné jednoznacne ur€it' polohu hmotného objektu v rovine alebo v
priestore a v mechanike ho nazyvame pocet stupriov vol’nosti himotného objektu (°V).

Ak na hmotny objekt pésobi nenulova sila alebo viac sil, tvoriacich tzv. stistavu sil, ktora nie je v stave
statickej rovnovahy, objekt sa vo vieobecnosti pohybuje. Aby sa pohybovat’ nemohol, je nutné jeho pohybu
zabranit' — t.j. odobrat’ mu vsetky jeho tzv. stupne vol’nosti pohybu. Takéto obmedzenie pohybu obvykle
realizujeme zavedenim vhodnych spojeni — t.J. uchytenia telesa k inym telesim — ktorym v mechanike
hovorime véizba.

Uvazujme hmotny objekt umiestneny v rovine. Z fyziky je zndme, Ze pre urenie polohy jeho
T'ubovol'ného hmotného bodu sta¢i poznat’ dve veliiny — stradnice x, y bodu. Tri zvolené body na telese (t.].
aby sa teleso nemohlo pohybovat’) potom méZeme jednoznacne urc¢it’ pomocou $iestich stradnic, ¢im si ale
zéroven definované aj tri hodnoty vzdjomnej vzdialenosti medzi bodmi a su to konStantné veliciny.

Z uvedeného dévodu plati, Ze pocet nezavislych premennych, uréujicich pocet stupriov volnosti pre
vol'ny objekt uvazovany v rovine je 6 — 3 = 3°V. Analogicky, pre volny objekt v priestore je celkovy pocet
stupfiov vol'nosti pohybu 9 — 3 = 6°V. Z vySsie uvedenej uvahy vychédzaju aj nasledovné tvrdenia:
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e VoIny hmotny bod vrovine - ma 2°V pohybu, n,=2° (2 v 4
posunutia v smere stradnicovych osi x, y). Hmotny bod nema k ) Teleso v priestore
definovany tvar — je iba abstrakciou elementarnej Casti telesa, s
preto s jeho roticiou neuvaZujeme. Pre jednoznacné urcenie
polohy bodu postacujii jeho 2 suradnice.

e Vol'ny hmotny bod v priestore - ma 3°V pohybu, 7,=3° (3 2 4
posunutia v smere suradnicovych osi x, y, z; s rotaciou opit’ —r —\ -
neuvazujeme). Pre jednoznacné urcenie jeho polohy postacia 3 / / ;
suradnice. 3 4

6

® Volné teleso v rovine - ma celkom 3°V, n,=3° (2 posunutia Obr1.11
; . ; - ; ; z r.l.
v smere stradnicovych osi x, y a rotdcia v rovine xy, t.j. okolo

o0si z). Jeho poloha v rovine je jednoznacne urcena 3 parametrami.

e Vol'né teleso v priestore (Obr.1.11) - ma celkom 6°V, n,=6° (3 posunutia v smere stradnicovych osi x,
¥, z a3 rotacie okolo stradnicovych osi x, y, z. Jeho poloha je jednoznacne uréend 6 parametrami.

Hmotny objekt v rovine md celkom 3 stupne volnosti pohybu - 2 posunutia v smere stiradnicovych osi
X, y a 1 otdanie okolo osi z. Hmotny objekt v priestore md celkom 6 stupriov volnosti pohybu - 3 posunutia
v smere suradnicovych osi x, y, 7 a 3 otdCania okolo suradnicovych osix, y, z.

Predmetom statickej analyzy je iba Specificky pripad pohybu — a to stav pokeja. Takyto stav nastane iba
v pripade rovnovahy vSetkych silovych ucinkov podsobiacich na viazané teleso, ktorého pohyb bol
znemozneny / obmedzeny jeho spojenim s inymi telesami. Pri rieSeni iilloh v statike je preto nutné, aby sme
pohybu telesa zabrdnili. Znameni to, Ze teleso musime vhodne uloZit, tzn. uchytit’, naviazat’ na iné telesa
tak, aby malo odobrané vietky °V pohybu. To méZzeme dosiahnut’ rdznymi spdsobmi usporiadania telies,
vol'bou uloZenia a z neho vyplyvajicich vizieb medzi telesom a ostatnymi objektmi mechanickej ststavy.

1.5.2. Vizby medzi telesami, vizbové reakcie

Charakter silovych a momentovych u¢inkov, prenaSanych z hmotného objektu na podpory a naopak,
zavisi na konkrétnej podobe spojenia dvoch hmotnych objektov — t.j. na type pouZitej vizby. Inak povedané:

Viizba v mechanike telies predstavuje geometricky definovany dotyk objektov, prostrednictvom
ktorého sa realizuje silové pdsobenie jedného hmotného objektu na iny.

Vizba predstavuje spojenie dvoch telies, umoZiujice urity vzdjomny pohyb. Rozne typy vizieb maji
rozne vlastnosti z hl'adiska prenosu silovych u¢inkov, ako aj z hl'adiska obmedzovania pohybu viazanych
telies voci sebe navzajom. Tieto dve hl'adiskd spolu tizko siivisia a je zrejmé, Ze problematika vizieb je
oblast’, spajajlica znalosti statiky a kinematiky.

Vizba predstavuje modelové vyjadrenie technického rieSenia, prip. zariadenie, ktoré pohyb objektu bud’
Uplne znemoZriuje alebo pohyb objektu ebmedzuje (tzn. pohyb mechanizmov je vymedzeny ich
pozadovanou funkciou). Znamend to, Ze vizby zabranuji urCitym pohybom objektu, zniZuji jeho
pohyblivost’ a hovorime, Ze vézby rusia °V pohybu volného hmotného objektu a vznika tak objekt viazany.

Ak na viazané teleso za¢nu posobit’ vonkajsie sily, z ddvodu zaistenia rovnovahy sil na telese musia vo
viizbdch medzi telesami vzniknut' aj pridavné silové a momentové uéinky (F a M), ktorym v mechanike
hovorime viizbové reakcie. Z hll'adiska statickej analyzy nas bude hlavne zaujimat’, kol’kymi nezndmymi
parametrami - t.j. zloZkami vizbovych reakcii — moZeme konkrétnu vizbu nahradit’. Plati:

Viizbovd reakcia je sila alebo silovd dvojica, ktord je vizbou prendSand.
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Vizbové reakeie, ako silové Gcinky charakterizované svojou velkost'ou
a zmyslom, vznikaji vo vizbach ako reakcia na zataZenie viazaného
hmotného objektu. V zdkladnom statickom vypocte predstavuju hl'adané
nezname veliciny.

Vizby ktorymi viazeme mechanickd ststavu k nepohyblivému telesu,
napr. zemskému povrchu, nazyvame vonkajSie vizby a reakcie v nich
vonkajsie viizbové reakcie. Napriklad, podla Obr.1.12 st v bodoch 4, B vizby
vonkajSie (uchytenie stoZiara o betonovy zdklad), v bodoch C, D, E, F st

vizby vnutorné (C,D medzi pratmi priehradovej konstrukcie stoziara, E medzi
izolatorom a ramenom stoZiara, /' medzi vodi¢mi a izolatorom). Obr.ld2

Naopak, ak mechanicku ststavu tvori viac objektov, st medzi nimi definované aj tzv. vritorné vizby a
reakcie v nich st vuiitorné vizhové reakcie. Plati tvrdenie:

Teleso je v stave statickej rovnovdhy, ak vSetky vizbové reakcie tvoria s vonkajSimi zat'aZujiicimi
silami rovnovdainu stustavu sil, t.j. ak je vysledny pohybovy ucinok sustavy sil nulovy.

U vazieb vo vSeobecnosti rozliSujeme viizby idealizované, uktorych nepodéitame s procesom trenia
alebo viizby redlne, u ktorych sa trenie prejavuje a s jeho vplyvom na pomer a rozloZenie sil na telese
uvazujeme. Pri beZnych vypoéctoch v technickej praxi obvykle kvodli zjednoduSeniu rieSeného problému
uvazujeme s d’alSou fyzikalnou abstrakciou a pre zjednodudenie vypocétov predpokladdme medzi telesami
idedlne vizbové podmienky. Aj v ramci u¢ebného textu budeme uvaZovat' iba zjednodu$eny pripad, tj.
mechanické ststavy s idedlnymi viizbami, u ktorych budeme tzv. pasivme odpory, pdsobiace vo forme
procesov trenia, mechanického tepla, lokalneho pretvorenia vo vizbach a pod., jednoducho zanedbavat'.
Znamend to, Ze pri rozbore vlastnosti vizieb medzi telesami z pohl'adu statiky sa obmedzime vyhradne na
uvazovanie vizieb, pozostavajucich iba z dokonale hladkych ploch, bez trenia — idedlne vizby.

Vizby vo vSeobecnosti rozdelujeme na rovinné a priestorové. Rovinnd vidzba spija dve telesd,
konajuce rovinny pohyb v navzijom rovnobeznych rovinach. Rovinnych vizieb existuje celkom Sest’ typov a
v dalSom texte budi podrobnejsie popisané ich vlastnosti z hladiska statiky, ale aj kinematiky. Pri
priestorovom pohybe je viac moZnosti rznych pohybov, a aj podstatne viac kombindcii pohybov ktoré
priestorova vdzba umoziuje alebo naopak znemoziluje. Priestorovych vézieb pozname velké mnoZstvo a je
zbyto¢né sa snazit’ ich komplexne definovat’. V d’alom texte sa zameriame iba na viizby rovinné.

Hmotny objekt uvaZzovany v rovine mézeme vo vSeobecnom pripade naviazat' k jeho okoliu alebo inym
telesam celkom 5 zakladnymi druhmi idedlnych rovinnych viizieb (Tab.1.1) a to vizbou:
e vieobecnou (odobera 1°V - tzv. vyisia kinematicka dvojica),
e rotacnou, posuvnou, valivou (odoberaja 2 °V - tzv. niZfie kinematické dvojice) alebo
e pevnou (odobera vietky 3 °V).

Zakladné druhy idedlnych rovinnych véizieb Tabulka 1.1
P.&. | Druh vizby Pocet moznych °V pohybu (n,) Pocet odobranych °V pohybu (n,)
| vSeobecna n,=2"°V (1 posun, 1 ota€anie) n,=1°%
2 rotaéna n,=1°V (1 otacanie) n,=2°V
3. | posuvna n,=1°V (1 posun) n,=2°V
4 valiva n,=1°V (1 otitanie) n,=2°V
> pevna n,=0°V (Ziadny mozny pohyb) n,=3°

Vizbova reakcia, vznikajica v konkrétnom druhu rovinnej viizby (Tab.1.1), je vzdy uréena tolkymi
parametrami - poCet neznamych zloziek sil a momentov - kol’ke °V pohybu vizba odobera (neumoziiuje).
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Charakteristika zakladnych viizieb v rovine: 7
neprenasa

silu ani
moment

1. Vieobecna viizba (n,~=1°V) — je tvorena dvomi dotykajicimi sa
povrchmi. Vizba neumoziiuje iba posuv kolmo ku spoloénej doty¢nici
oboch povrchov, naopak umoZniuje rotaciu a posuv v smere spoloénej T
dotycnice. Znamena to (Obr.1.13), Ze prendga iba silu kolmt ku spolo¢nej
doty¢nici povrchov stykajucich sa telies; neprena$a moment ani silu v smere

spolo€ne] dotyEnice. Vizba sa realizuje obvykle jednoduchym opretim /

prenasa silu

poloZenim jedného telesa o / na teleso druhé. Obr.1.13

eprendsa moment wor e . . v o "
R 2. Rotacna viizba (n,=2°V), ¢asto nazyvana aj ako pevny

kib - umozZiluje vzajomné nataCanie telies voéi sebe;
neumoziuje vSak posuv v ziadnom smere. Znamena to
(Obr.1.14), Ze prendSa iba sily (obvykle vdvoch na seba
kolmych smeroch); neprendSa otacavy uc¢inok. Vizba je &asto

teleso teleso

prenasa 2 sily ”
Obr.1.14 realizovana prostrednictvom &apu, loZiska, pantov apod.

3. Posuvna vézba (n,=2°V) - umoziiuje iba 1 posuv v ur¢itom,
vézbou vymedzenom smere; neumoziuje posuv v smere kolmom na / neprenasa silu
smer pohybu a neumoziuje ani rotaciu. Znamena to (Obr.1.15), Ze
prena3a iba silu v smere kolmom na smer posuvu a prenasa otacavy

uc¢inok; neprendsa silu v smere posuvu. Posuvna vidzba moze byt _—
realizovana napr. vyfrézovanou drazkou (napr. sklenena tabula v Obr.1.15 4 moment

presklenej skrinke), prip. vymedzenim pohybu klznym vedenim.

Valenie bez preklzu

S 4. Valiva viizba (n,=2°V) - je tvorena dvomi povrchmi vo vzidjomnom
kontakte (Obr.1.16). Medzi povrchmi nedochadza k preklzovaniu, ale sa po sebe iba
odval'uju. Dotykovy bod valivej viizby je tzv. ,,okamzity kib*.

Zasadny rozdiel medzi valenim a rotaciou (ota¢anim) je v tom, ze okamyzity kib
Neprenasa moment , ; , " wrp % Qe i . T

sa pri valeni meni - v kazdom okamziku je to vzdy iny bod, naopak pri rotacii je
okamzity kib stéle ten isty. Zakladné statické vlastnosti rotacnej aj valivej vizby su
viak zhodné. Valiva vizba tieZ znemoziiuje dva posuvy a umoZiiuje iba otaéanie.
prenaa Valiva vézba teda prenasa 2 navzdjom kolmé sily, neprendsa Ziadny otdcavy idinok.
2 sily

Obr.1.16 . . .
kombinaciou rotacnej a posuvnej

5 v o rw - : . v uréenom
vizby. UmoZiluje otdcanie okolo klba ajeden posuv vo % lsmm

vymedzenom smere. Vizba typu ,,posuvny kib* (Obr.1.17) %

neprenasa

5. Posuvny kib (n,=1°V) — je

prendsa iba silu v smere kolmom k smeru posuvu. prenasa posuv v

kolmom smere

6. Pevna viizba - dokonalé votknutie (n,=3°V) - je pevné
spojenie dvoch telies. Neumoziuje Ziadny vzdjomny pohyb. Je
Specificka tym, Ze telesd, spojené navzdjom dokonalym
votknutim sa stdvaju jednym telesom. Znamena to (Obr.1.18),

Ze pevna vizba prenasa vietky sily vieobecného smeru, ako aj
otacavé ucinky. Vizba je najcastejie realizovana zvarenim,
Obr.1.18  prendsasily aj moment  ;lenenim, zoskrutkovanim, prip. inymi vhodnymi spdsobmi.
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Priklady najbeznejsich jednoduchych rovinnych vézieb a zloziek ich vézbovych reakeii st v Tab.1.2.

Jednoduché rovinné vézhy a ich charakteristika Tabulka 1.2
Nazov viizby Nasobnost’ viizby Znatka viizby a neznime zlozky
(pocet odobranych °V) viizbovej reakeie
Kyvny prut 1 a | ] A,
Posuvna vizba (tzv.posuvny 1 7
kib) A\ T Ay
Pevna vizba (tzv. neposuvny, a —_—
pevny kib) 2 AN T Ay A,
Posuvna vidzba (tzv. posuvné P
votknutie) 2 a ﬁg T Ay C Ma
Pevna vizba (tzv. dokonalé ey
votknutie) 2 ® EI T Ay Ay C M,

Ak porovname vlastnosti uvedenych vizieb z hl'adiska statiky (t.j. ktoré sily a momenty vézba prenasa
alebo neprenasa) a z hl'adiska kinematiky (t.j. ktoré pohyby umoziuje alebo znemoziuje) plati pravidlo:

KaZdd vizba prendsa také silové ucinky (sily a momenty), akym vzdjomnym pohybom zabrariuje.

1.5.3. Uvolnovanie telies v mechanike

Analytické rieSenie v mechanike telies je vo vSeobecnosti nutné zacat’ transformaciou mechanického
modelu hmotného objektu iba na ststavu silovych Géinkov (znamych i zatial’ neznamych), ktord musime
najskér uviest’ do rovnovahy. Rovnovéaha sil je potrebna na to, aby sme hmotny objekt dostali do stavu
pokoja - objekt nebude v pohybe, bude staticky.

Nahradenie vidzieb viazanych hmotnych objektov vidzbovymi reakciami nazyvame wuvolnenim
hmotného objektu, ktoré pozostava z nasledovnych krokov:

1. vyber analyzovaného hmotného objektu (= bod, teleso, sistava telies, prip. urcitd cast’ konstrukcie),

2. uvolnenie (oddelenie) hmotného objektu od okolitych telies, tzn. odstranenie vizieb, ktorymi je objekt
viazany (pripojeny, uchyteny) k svojmu okoliu,

3. nahradenie ,, odstranenych” vdizieb prishichajucimi silovymi ucinkami, ktoré vo vdzbdch zodpovedaji
tomu, aky pohyb uvolitované vdzby obmedzuju, resp. neumoZiju (izn. vtedy vznika vo vizbe silovy
ucinok, charakterizujiici odpor voci moznému pohybu viazanych hmotnych objektov),

4. zndzornenie vSetkych zatazujucich silovych ucinkov, ktoré na objekt pésobia, tj. dostaneme sustavu sil
a momentov (akénych a reakénych), ktoré na hmotny objekt pésobia.

Znamena to, Zze v mieste pdsobenia konkrétnej vizby, odoberajucej hmotnému objektu prislusnu
moznost’ pohybu #, (tj. posuv alebo natocenie), musime pri uvolneni objektu zaviest' prislichajici pocet
zloziek vézbovych reakcii (napr. v sulade s Tab.1.2) a plati:

Viizbové reakcie posobia vidy v smere vizhou odobranej - neumoznenej - moZnosti pohybu.

Prakticky to znamena, Ze ak vdzba neumoziuje vzajomny posuv telies v ur¢itom smere, hovorime, ze v
tomto smere vizba silu prenasa, resp. ak viizba neumoziuje vzajomnu rotaciu okolo uréitej osi, hovorime, Ze
prenasa moment k tejto osi. Naopak, ak vdzba urcity pohyb umoziuje, potom prislusni silu alebo moment
neprenada. Je teda zrejmé, Ze velkost’ a smer vizbovych reakcii (miesto ich pdsobenia je znime = miesto
uloZenia) zdvisi iba na druhu, velkosti, smere a mieste posobenia vonkajsiecho zat’aZenia.
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Priklady nahradenia vybranych zékladnych typov rovinnych vézieb st uvedené na Obr.1.19.

Kyvny prut Pevny kib Posuvny kib Votknutie
= y/\ L — A
A T /]
A A ?IF” _'?1‘74) M ‘
7 £ B J
Ay /]
L X APy
>~
~

Odoberi 1°V (n=1).
UmoZiuje posun a pootocenie.
Vyvodzuje zlozku

reakcie A, pdsobiacu v smere

jedina

osi kyvného priita.

Odober4 2°V (n, =2).
Umoziiyje iba pootocenie.
Vyvodzuje 2 zloZky reakcie
A (A, A)). Pevny kib mozno
nahradif’ 2 kyvonymi pritmi.

QOdobera 1°V (n, =1).
Umoziluje iba pootoenie a
posun. Vyvodzuje iba zloZku
reakcie B, vsmere kolmom
na smer moZneho posunu,

Odobera 3 °V (n, =3).
NeumoZiiuje Ziadny pohyb. Ide
o pevné spojenie dvoch telies.
Vyvodzuje 3 zlozky reakcii a to
zlozky: C,, Cy a moment M.,

Obr.1.19

Pre staticky uréito uloZené hmotné objekty mdZeme nezname vizbové reakcie jednoducho uréit
definovanim a vyrieSenim tzv. statickych podmienok (rovnic) rovnovdhy silovych ticinkov pésobiacich na
hmotny objekt.

Pri uvolfiovani hmotného objektu pre analytické rieSenie je nutné v mechanickom modeli znizornit' aj
nezname parametre, aby sa objavili aj v rovniciach rovnovahy. Nie je ddlezité, ¢i je hmotny objekt tvoreny
Jednym alebo viacerymi telesami, ani aky ma tvar. Vzdy v8ak musi byt splnend podmienka rovnovahy
vSetkych silovych uinkov na objekt pdsobiacich, inak bude objekt v pohybe, ato je pre staticki analyzu
nepripustné. Skuto¢nost’, ¢i bude moZné rovnovahu silovych u¢inkov metédami statiky vyriesit— tj. & sa
bude zataZzeny hmotny objekt pohybovat’ alebo bude v pokoji — zist'ujeme analyzou tzv. statickej uréitosti.

1.5.4. Staticka urcitost’ rieSenia rovnovahy hmotnych objektov

Pri rieSeni Uloh v statike nas hlavne zaujima, ¢i mame k dispozicii dostatoény pocet podmienok
rovnovahy pre urCenie vietkych nezndmych parametrov — tj. zloZiek vizbovych reakeii. Nutny podet
podmienok rovnovahy pritom zavisi od druhu silovej sustavy, ktord na dany hmotny objekt pdsobi. Neznime
silové G¢inky v miestach uloZenia - viizbové reakcie, mézeme urcit’ zo statickych podmienok rovnovahy sil
na teleso posobiacich. To je viak mozné iba vtedy, ak je hmotny objekt (teleso) uloZeny nepohyblivo.

V ramci statiky je preto nutnou podmienkou, aby u hmotného objektu bola vhodnymi vizbami zaistena
jeho nepohyblivost’. Napr. pre rovinny pripad uloZenia plati:

Ak je hmotny objekt v rovine ulofeny tak, Ze nie je moiny ani jeho nekonecne maly posun, ani
pootolenie (md odobrané prdve 3 stupne volnosti pohybu) — objekt je v pokoji a hovorime, e hmotny
objekt je uloZeny staticky urcito.

Skutoc¢nost’, &i je hmotny objekt viazany alebo nie, zistime rozborom poétu jeho stupiiov volnosti
a poftu neznamych zloZziek sil vo vizbach prostrednictvom tzv. Kkritéria statickej uréitosti, Zakladné
kritérium statickej urcitosti ulozenia hmotného objektu ma tvar

n=n,—n, (1.12)

kde n reprezentuje pocet stupiiov volnosti viazaného objektu, », je pocet stupfiov volnosti volného
hmotného objektu (v rovine - n,= 3°V, resp. v priestore - n,= 6°V) a n, je pocet stupiiov volnosti odobratych
pouzitymi viizbami. Vzt'ah (1.12) charakterizuje tzv. vizbovit zdvislost’ hmotného objektu.
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Vo vieobecnosti mozu nastat’ 3 pripady ulozenia hmotného objektu (telesa alebo sustavy telies):

Staticky uréité uloienie - teleso ma vizbami odobrané vsetky mozné stupne volnosti
pohybu, tzn. objekt sa nemdze pohybovat’.

n=40

Staticky neurlité uloienie, tzv. podurcené - teleso ma odobraty vic§i pocet stupfiov
n<( | volnosti pohybu ako ich v skutocnosti mé definovanych, tj. mame menej podmienok
rovnovahy ako neznamych zloziek vizbovych reakcii.

0>0 Staticky neurcité uloZenie, tzv. preurcené - teleso nema odobrané vsetky stupne volnosti,

tzn. teleso sa mdZe pohybovat' — a to je pre statické rieSenie nepripustné.

Charakteristika zakladnych pripadov statickej uréitosti (Obr.1.20):

Staticka urcitost’

n>0 . n=0 n<0
Staticky preurcend tiloha, Staticky uritd iloha, Staticky neurcitd, podurcend,
tvarovo neurcita — v statike tvarovo urditd — vietky tiloha, tvarovo preurfend —
nepripustny stav, teleso sa takéto tlohy su v statike nutné pridat’ podmienky
pohybuje riesitel'né vyplyvajuce z deformacie
Obr.1.20

o Staticky urcitd uloha, tvarovo urcitd (n=(0) - vazby zabezpecuju stabilné (nepohyblivé) upevnenie
telesa. Staticky urcita tloha je jednoznacne riesitelna (»,=n,), pretoZze mame k dispozicii prave tol'ko
podmienok rovnovahy, kolko méame nezndmych parametrov vizbovych reakcii. Staticky urcita
konStrukcia je viak obvykle tuhostne poddajnejsia (t.j. vykazuje vicSie mechanické deformacie).

o Staticky neurcitd - podurcend — nloha, tvarovo preurcend (n<() - k dispozicii mame menej podmienok
rovnovahy ako mdme neznamych parametrov vdzbovych reakcii (n,<nm,). Takéto ulohy metddami
statiky rieSit’ nedokdzeme. Podl'a stupiia statickej neurcitosti musime k podmienkam rovnovahy pridat’
aj tzv. deformacné podmienky, aby sme ziskali tol’ko rovnic, kol’ko mame neznamych parametrov
vdzbovych reakcii. Vypocet analytickymi metddami je preto ndrocnejsi a s podstatou definovania
deformaénych podmienok sa zozndmime aZz vramci mechaniky poddajného telesa, tj. v nduke
0 pevnosti a pruznosti.

o Staticky preurcend iloha, tvarovo neurcitd (n>() — k dispozicii mame viac podmienok rovnovahy ako
neznamych parametrov vizbovych reakcii (m,>#,). Teleso neméa vizbami odobrané vietky stupne
volnosti, tj. uloZenie umoziuje pohyb, o je z hladiska statickej analyzy telesa nepripustné !!!
V takomto pripade musime okrem vizbovych reakcii urCovat’ zo statickych podmienok rovnovahy aj
d’alsie parametre — tzv. pridavné silové ucinky (napr. velkost’ a polohu zat'azujucej sily, silovej dvojice
a pod.), aby bol skimany objekt v rovnovéhe.

Statickou analyzou hmotného objektu mdZeme okrem jeho rieitel'nosti — t.j. statickej ur¢itosti rieenia -
posudzovat’ aj jeho pohyblivost’ — t.j. vykonat’ kinematicky rozbor a z neho vyplyvajicu tvarovii urcitost.

e Ak plati n=0, vizbami odoberame objektu vietky moznosti pohybu, ¢iZe mu aj presne vymedzime jeho
tvar a hovorime, Ze tloha je vtedy aj tvarove urcitd.

e V pripade, ak n>0, vizbami odoberdme menej stupiiov vol'nosti pohybu ako vol'ny objekt v skutoénosti
md. Hmotny objekt mdze byt v danej, ale aj inej polohe a vtedy hovorime, Ze Gloha je tvarovo nenrditd.
Hmotny objekt je vtedy pohyblivy, ¢o je v rdmci statiky nepripustné a neriesitel'né.
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o Pripad »>0 nastane vtedy, ak hmotnému objektu vidzbami odoberieme viac stupiiov volnosti pohybu
ako by mal volny objekt. Hmotny objekt bude nepohyblivy, ale jeho poloha je uZ tzv. preuréena a
hovorime, Ze Gloha je tvarove preucend.

Vo vieobecnosti plati, Ze niektoré pouZité vizby alebo prvky moézu konstrukciu iba vystuzovat, ¢im
posobia priaznivo na jej unosnost’ a stabilitu.

Priklad 1.1: Pre zadané pripady uloZenia tzv. priamych nosnikov (Obr.1.21), ako zdkladnych prvkov
nosnych konstrukcii v technickej praxi, posudte ich rieSitelnost' v statike — t.j. urcite ich staticku urcitost.

RieSenie: nm=n —n, (vrovine - n,= 3°V, resp. v priestore - n,= 6°V)

n=3°%(2°+1°) =0°F n=3%3°=(Q°FV n=3%4°=-I°F
.. A 1 JAN
& oA T
n=3°%4°=-1° n=3°%6°= -3° n=3°(3°%+1°+1)+]° = -I°¥
X 4 v, 4 \/
Ay L O % Z ’ I AY A
“4 ¥/ A P a T bz

Obr. 1.21

Vo vieobecnosti mézeme preto vyslovit' tvrdenie:

Ak je hmotny objekt uloZeny staticky urcito (n=0), pre uplné urcenie silovych uiéinkov vznikajiicich vo
vizbdch postacuju iba podmienky statickej rovnovdahy vietkych silovych ucinkov na objekt posobiacich .

Pri staticky neuréitom (poduréenom) uloZeni je potrebné statické podmienky rovnovéhy sil na
hmotnom objekte — telese alebo sistave telies - doplnit’ o d’alSie rovnice, vyplyvajice z podmienok jeho
pretvorenia vplyvom zat'aZenia. Problém statickej neur€itosti obvykle eliminujeme aplikdciou vhodnych
metod (napr. Castiglianova veta) alebo numerickych postupov (napr. metoda koneénych prvkov — MKP).
Aktudlne dostupné softvéry, ako napr. Adina, Ansys, Fluent, Abaqus, Catia, Nastran a pod. umozfiuji ovela
efektivnej§i vypo€tovy proces, ako aj experimentovanie s parametrami virtudlnych modelov, ako aj
optimalizaciu $truktimych parametrov a d'al§ich $pecifickych vlastnosti mechanickych sistav.

1.5.5. Vynimkové pripady usporiadania vizieb

Je mozné sa stretnut’ aj z tzv. kritickymi (vonimkovymi) pripadmi ulofenia telesa v rovine. Pri takomto
pripade usporiadania vézieb, je podla rovnice (1.9) formalne pocet stupiiov volnosti viazaného objektu
nulovy (n=0), ale pouzZité vizby v skutoc¢nosti nezarucujui ani staticki, ani tvarovl uréitost hmotného
objektu pri akomkol'vek charaktere zatazenia.

Podl'a Obr.1.22a,b je tuloha staticky uréitd, tzn.
w2 mame tri nezname parametre vizbovych reakcii, ale na

teleso posobi tzv. centrdlna rovinna ststava sil, pre
ktori vieme zostavit' iba dve rovnice rovnovihy.
Uloha sa tak stava staticky neur¢itou.

Pri istom usporiadani akénych sil méze nastat

:  pohyb (Obr.1.22¢), pri inom mdze nastat’ pripad
c) statickej neurcitosti. Napr. ak by na teleso (Obr.1.23a)
Obn i 22 posobila iba sila Fy, doslo by k pohybu telesa.
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Ak vsak sicasne posobi aj sila F,, ide uz F,
o pripad statickej neurcitosti, pretoZze nezname
reakcie vo vidzbach su tri (A,B,C), ale zo

statickych podmienok rovnovahy, ich uréit F,
nedokdZeme. Formalne vak n =3 -3 =0 °F.
Rovnako na Obr.1.23b, kde vizba v bode £ -
C, zaistuje spojenie pratov AC a BC, umoziuje f T ?
tzv. virtudlny pohyb. Formalne v8ak opét’ plati = B =

n=2-2 =0 °V. Podla Obr.1.23b je posunutie a) b)
Obr.1.23

bodu C od pésobenia akénej sily F (parameter

u) Gplne nevyhnutné, aby bola splnend staticka podmienka rovnovahy sil v tvareZF;_ . =0. Pri vypotte

vizbovych reakcii sa takyto Specificky pripad prejavi tym, Ze sustava rovnic rovnovahy bude neriediteIna.

Demonstrujme si na jednoduchom priklade spdsob posudenia statickej urCitosti problému, uvolnenia
telesa a zakladny vypocet vizbovych reakeii staticky ur€ito ulozeného hmotného objektu.

Priklad 1.2: Teleso hmotnosti m je zavesené kibovou vizbou v bode A (Obr.1.24a). V bode B je teleso
podopreté vSeobecnou vizbou. Vzdialenost' viizieb A a B vo vodorovnom smere je b av zvislom smere h.
Vodorovnd vzdialenost faziska telesa T od klba A je c. Teleso uvolnite a uréite véiizbové reakcie v uloZeni,

Riesenie:
Analytické rieSenie mé 3 zakladné kroky:
1. uvol'nenie telesa (uvol'nenie vizieb),
2. posiidenie rieSitel’nosti (statickej urcitosti) nilohy,
3. definovanie rovnic rovnovdhy, ich rieSenie a
interpretdcia vysledkov.

1. Uvolnenie telesa: SpGsob nahrady vizby stvisi s
typom pouZzitych vizieb. Kibova vizba v bode 4
prenasa v smere osi x, y dve, navziajom kolmé,

reakcie Ay, A,. Nie je podmienkou, aby to bol iba

zvisly a vodorovny smer (niekedy moéze byt Obr.1.24

vhodnejsie zvolit’ si iné smery), obvykle viak volime jednu reakciu vodorovnu (v smere osi x), druhu zvisla
(v smere osi y). Vieobecna viizba v bode B prenasa iba reakciu B, pdsobiacu kolmo ku spolocnej dotycnici
dotykajucich sa povrchov pod uhlom £ vo¢i vodorovnému smeru. Smer usetky AB nezohrava Ziadnu ilohu.
Orientaciu reakcii (vpravo / vlavo, hore / dole) na zaciatku rieSenia iba odhadujeme. Kladny vysledok
vypo€tu potom znamend spravny odhad, zaporny vysledok signalizuje opa¢nu orientéaciu, ako bola zvolena.

2. Postidenie statickej urcitosti: plati n = n, —n,= 3 — 3 = 0°V - uloha je staticky urcita.
3. Vypocet vizbovych reakeii: Sily G, Ay, Ay a B tvoria ststavu sil v rovine s réznymi pdsobiskami. Ako

bude neskdr preukdzané rovnovahu takejto rovinnej ststavy sil vyjadrujeme tromi tzv. rovmicami
rovnovihy, ktoré v tomto pripade (Obr.1.24b) mézu mat’ napriklad tvar:

() ZFiXZO:Ar—Bx:O =>A ~B-cosff=0 (+—)
2) D.F,=0:4+B -G=0 =4 +B-sinf-G=0 1

(3) ZMA =0:-B.h—B -b+G-c=0 =>-B-cosfi-h-B-smf-b+G-c=0 (+ )
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Z uvedenych rovnic rovnovéhy sustavy sil pdsobiacej na teleso po Upravich dostaneme

G.
-zrovnice (3). B= €
h-cos B+b-sinf3
G
-zrovnice (1): 4 =B-cosf= c 005/5'?
g h-cos f+b-sinff

_zrovnice(2): AV:G—B-Sinﬂ:G.(l_ c.slnﬁ ]

h-cos B+b-sin g
Vysledna sila vo viizbe A - véizbovd reakcia A a jej tzv. smerovy uhol a, uréujici sklon reakcie A voéi

A
vodorovnému smeru x, majii podl'a Pythagorovej vety velkost' 4=/ AY2 + Af a a = arctan — .
' A

o

Ziverecné poznamky:

V oblasti posudzovania bezpecnosti a spolahlivosti redlnych technickych systémov je nutné neustéle
mat’ na zreteli, Ze ich prevadzkové namahanie predstavuje najmi z pohl'adu ich Unosnosti a pozadovanej
funk¢nosti vyznamny nepriaznivy faktor. Medzi najvyznamnejdie negativne faktory patri stochasticky
charakter zat'aZenia, nedokonalost’ konstrukénych materidlov, procesy prevadzkového opotrebenia, vplyv
vlastnosti pracovného prostredia — najmi extrémne vplyvy klimatickych podmienok, kordzia a d’alie
¢initele, vyplyvajice z ich realnych prevadzkovych podmienok.

Bez prehanania mézeme tvrdit’, Ze najddleZitejSou Cast'ou prace ,,statika“ v technickej praxi je spravne
definovanie a namodelovanie konstrukcie (tj. stanovenie jej skutoéného zataZenia a prevadzkového
posobenia, t.j. uréenie najvystiznejSej vypoctovej schémy) a spravne urenie charakteru zat'aZenia, nielen ¢o
do velkosti, ale aj ¢o do smeru a miesta psobenia.

V daldich kapitolach budi preto objasnené teoretické a praktické znalosti z oblasti statiky hmotnych
objektov abudu uvedené charakteristiky zakladnych druhov silovych sustav v rovine s cielom pochopit
principy rieSenia statickej rovnovéhy a ekvivalencie silovych u€inkov, vyuZitelné najmi v oblastiach
bezpe€nostného inZinierstva so zameranim na stabilitu a manazment technickych a technologickych rizik
rozli¢nych technickych konstrukeii a systémov v praxi.

Kontrolné otazky:

Objasnite lenenie mechaniky tuhych telies a charakterizujte jej jednotlivé discipliny.

Uved'te Newtonove pohybové zédkony a objasnite ch fyzikalnu podstatu.

Charakterizujte zdkladné druhy stradnicovych sustav, popiste nimi polohu zvoleného bodu v priestore a rovine.
Uved'te zékladné fyzikalne abstrakcie hmotnych objektov a objasnite ich, uved’te rozdiel medzi DTT a PDT.
Objasnite z Eoho pozostdva mechanicky model konstrukcie a ako s nim v mechanike pracujeme.

Charakterizujte zdkladné veli¢iny vyuzivané v mechanike, objasnite rozdiel medzi silou a momentom sily.
Objasnite pojem zat'aZenie, uved'te praktické priklady zataZenia konstrukeii, objasnite pojem spojité zat'aZenie.
Popiste vzt'ah medzi viizbou a vizbovou reakciou, uved'te zakladné druhy rovinnych vizieb a charakterizujte ich.

TRl ioy Eh o bl

Objasnite Gcel aspdsob uvolfiovania telies v mechanike, uvedte priklady nahradenia zdkladnych druhov
rovinnych vizieb a objasnite stivis medzi poftom zavedenych viizbovych reakeii a poétom rovnic rovnovihy,

10. Co predstavuje pojem statickd ur&itost ulozenia, objasnite kritérium statickej ur&itosti.

11. Definujte jednotlivé pripady vyhodnotenia kritéria statickej uritosti, uved’te sivis medzi statickou a tvarovou
ur¢itost'ou kondtrukcie.

12, Objasnite, o je to vynimkovy pripad usporiadania vizieb a uved'te priklad nevhodného usporiadania vizieb.
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2. ZAKLADNE ULOHY, PRINCIPY A AXIOMY STATIKY

Statika je vo vSeobecnom ponimani naukou o vypoétoch nosnych konstrukeii. V uz§om slova zmysle
definujeme statiku ako nauku, zaoberajicu sa podmienkami rovnovihy vonkajSich a vnitornych sil

posobiacich na rozli¢né nosné konstrukeie a ich prvky.

Pod pojmom konStrukcia v mechanike telies chdpeme hmotny objekt alebo technické zariadenie,

zloZené z viacerych nosnych a nenosnych €asti, tvoriacich funkény celok s uréenou funkciou a parametrami
(napr. stavebna kongtrukcia — most, budova, nosna stre$na konstrukcia, podporna skruz, prip. ¢asti strojnych

zariadeni — nosny ram, pracovné ustrojenstva zdvihacich a manipulaénych zariadenti, nosné prvky rozli¢nych
technologickych celkov a pod.). PoZadovana pevnost’, tuhost’ prip. stabilita nosnej konstrukcie je uréovana

nielen so zretelom na bezpe¢nost jej pouzivania, ale aj pozadovanu trovei jej prevadzkovej spolahlivosti,

Zivotnosti a hospodarnosti prevadzky.

Hlavné konsStrukéné prvky, takychto obvykle
velkorozmernych technickych systémov, maju
podla svojho tvaru alebo spdsobu prevadzkového
zat'aZenia v praxi zauzivané rézne pomenovania,
ako napr. prit, ty¢, nosnik, stip, hriadel’, pika,
doska, stena apod. Prvky nosnych konstrukcii
podla ich tvaru najcastejSie delime na:

o pratové prvky (prit, tram, nosnik, tyg, stip, paka,
hriaderl),

o plosné prvky (stena, doska, Skrupina),

o priestorové prvky - telesd (idealizacia objektu
prostrednictvom dokonale tuhého telesa).

Zobrazenie zakladnych typov nosnych prvkov
a nosnych konstrukeif a ich mechanické modely su
uvedené na Obr.2.1. Statickd analyza akéhokol'vek
hmotného objektu obsahuje vzdy rieSenie:
o statickej wurcitosti rieSené¢ho problému atzv.
uvol’'nenie objektu (telesa),
e rovnovahy vonkajSich  silovych  ucinkov
(akénych aj reakcnych),
o rovnovdahy vonkajsich a vautornych sil, urcenie

extrémov vautornych sil, nebezpeéné prieregy.

V technickej praxi sa najéastejSie vyskytuju
kon3trukcie, kde st zakladné nosné prvky tvorené
pratovymi prvkami s priamou alebo lomenou osou,
vel'mi ¢asto zatazené a uloZené v jednej rovine. St
primarne urcené na prenos silovych ucinkov v

Legenda: a — prit, b — doska, ¢ — stena, d — obliik, e -
lomend (ramovad) konStrukcia, [ - priehradovd
(priitova) konstrukcia, g — mechanizmus.

Obr.2.1

dosledku ich prieéneho zatazenia a nazyvame ich nosniky. Za nosnik povaZujeme obvykle taky hmotny
objekt, ktorého prie¢ne rozmery su oproti jeho dizke malé (prut, tyg).
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Lomené nosniky, tzv. rdmy sl konstrukcie, zloZené z priamych pritov medzi sebou tuho spojenych (t.j.
uhol medzi osami prutov vich spojeniach sa ani po zataZeni vyznamne nemeni). Spojnica tazisk ich
prienych prierezov tvori loment, neuzatvorent ¢iaru. V statike nosnik ako pratovy prvok zndzoriujeme iba

3w

prostrednictvom zobrazenia jeho tzv. strednice, predstavujiicej spojnicu t'azisk jeho prie¢nych prierezov.

2.1. ZAkladné dlohy a principy statiky

Statika je najstarSia cast’ mechaniky telies a niektoré z jej zdkladnych principov a poznatkov boli zname
a vyuzité uz pri stavbe egyptskych pyramid. UZ vieme, Ze pri statickej analyze navrhu zataZenia prip.
statickom posudzovani rovnovéihy sil vmechanike telies je objekt nahradeny mechanickym a neskér
matematickym modelom. V nich je potrebné zaviest' vSetky uvazované zataZenia, predstavujice silové
ucinky od okolitych telies a silovych poli na objekt a budeme ich nazyvat’ silova siistava, prip. siistava sil.

Zakladnou ulohou statiky je rieSenie statickej rovnovahy telies, t.j. rovnovahy silovych Uéinkov
posobiacich na telesd, ako hmotné objekty. V stvislosti s rie§enim rovnovéhy silovych sdstav je Casto
potrebné riesit’ aj otazky tzv. statickej ekvivalencie (rovnocennosti, nahrady) pdsobiacich silovych téinkov.
Vyznam statickej ekvivalencie pri rieSeni rovnovahy silovych ststav je natolko vyznamny, Ze je Casto
povazovany za d'al$iu zakladn alohu statiky. Podl'a toho definujeme dve zakladné ulohy statiky a to:

1. RieSenie statickej rovnovahy 2. Riesenie statickej ekvivalencie
Sustava sil je v stave statickej rovnovdahy, ak Dwe rozne sustavy sil su staticky ekvivalentné,
svojim pésobenim nemeni pohybovy stav ak vyvoldavajit rovnaki zmenu pohybového
hmotného objektu (v statike sa teleso nachddza stavu hmotného objektu (1.j. maju na teleso
v stave pokoja, nepohybuje sa). rovnaky pohybovy ucinok)

Inak povedané, ilohou statiky je rieSenie rovnovahy alebo nahradenia silovych G¢inkov pésobiacich na
prvky rozliénych technickych systémov. Statika sa vSak zaobera iba pripadmi, ked’ sa teleso nachadza
v stave pokoja alebo sa rovnomerne priamociaro pohybuje. Objektivnu realitu zjednodusujeme uvazovanim
tzv. dokonale tuhého telesa (DTT), ktoré je vSak iba zjednoduSenim (idealizdciou) vlastnosti skutoéného
telesa, ktoré je vzdy poddajné - deformovatel'né.

Statika je nduka o telesach v pokoji. Je to cast’ technickej mechaniky, zaoberajiica sa podmienkami
rovnovdhy a podmienkami nahradenia silovych ststay, pésobiacich na hmotné objekty.

Ulohou statiky je posudenie riesitelnosti mechanického modelu, definovanie adekvatnych podmienok
statickej rovnovahy a prvotné hrubé postdenie parametrov zat'aZenia, prip. inosnosti nosnych prvkov.

Statickym rie§enim obvykle rozumieme ur€enie vazbovych reakcii z prislichajiceho poétu podmienok
rovnovahy (napr. troch podmienok pre objekt v rovine, zataZeny vieobecne usporiadanou rovinnou ststavou
sil). Analyzou vonkaj§ich a vnitornych silovych ¢inkov na nosnikoch s priamou alebo lomenou osou, resp.
tzv. priechradovych nosnikov sa budeme detailnejSie zaoberat’ v kapitolach 4 a 5.

Pri rieSeni statickej rovnovahy a ekvivalencie silovych sustav vyuzivame dva zikladné principy a to:

1. Princip proporcionality

VePkosti sekunddrnych sil (vizbovych reakcii) su linedrne funkcie velkosti primdrnych (akénych)
zat'aujucich sil.

Napriklad, ak na teleso posobi sila Fy, potom v dotykovom mieste telesa s inym telesom vznika reakcia
(sekundarna sila) A, pre velkost' ktorej plati A = f{F,). Znamen4 to, Ze ak by sa velkost’ akénej sily F,
zmenila na F; =k F;, zmenila by sa aj vel'kost’ reakcie na A = f{k.F)).




Zakladné ulohy, principy a axidmy statiky 33

2. Princip superpozicie

Vizbové reakcie pri zat'aieni telesa viacerymi silami je moiné urlit' superpoziciou (tj. zloZenim
ucinkov) iastkovych reakcii pri zataZeni telesa jednotlivymi silami.

Predpokladajme napriklad, Ze pri pésobeni sily F; na teleso vo vizbdich telesa vzniknu reakcie A;, B, a
pri pdsobeni sily F; na teleso vo vizbach telesa vzniknu reakcie A, B,. Pri siéasnom pdsobeni sil F; a F; na
teleso vzniknu vo vézbach telesa reakcie A = A+A; a B =B,+B..

Pri rieSeni uloh v statike (rovnako ako aj v celej mechanike telies) mdZeme vo vieobecnosti vyuzit
metody analytické (vipoctové), grafické, kombinované (graficko-vypoctové) alebo v poslednej dobe
preferované a softvérovymi rieSeniami podporované metddy rumerické, V uebnom texte budeme hlavnu
pozornost’ sustredit’ najmé na principy a aplikaciu analytickych metdd. Postupy grafické alebo numerické
budl uvedené iba v minimalne nutnom rozsahu,

2.2. Sila a jej G&inky na hmotny objekt

Sila (angl. force) je mierou vzdjomného mechanického posobenia telies. Je to vektorova velitina, ktora
Je definovana svojou velkost'ou, smerom (zmyslom) a miestom pdsobenia. Obvykle ju oznadujeme velkymi

tuénymi pismenami: F, G, Q alebo oznaéenim v tvare F, G, Q, ....

2.2.1. Sila a jej charakteristika

Sila vznika vzdjomnym pdsobenim hmotnych objektov (telies). Je prejavom hmoty, pricinou zmeny
pohybového stavu, ¢o do jej velkosti a smeru, ale je aj primarnou pri¢inou pretvorenia telies. Velkost sily,
ako fyzikdlneho u€inku vyvolavajiceho pohyb telesa, je uréena uz znamym vztahom (1.3) v tvare

F=m.a [N =kg.m.s™]. (2.1
Podl'a uvedeného Newtonovho zékona sily plati, Ze teleso hmotnosti m sa posobenim sily F pohybuje

zrychlenim a. Vektorové veli¢iny - sila F [N] a zrychlenie a [m.s*] si rovnobezné (Obr.2.2) a leZia na
spolo¢nej vektorovej priamke £, tzv. nositel’ke sily. Hovorime, Ze obidva vektory st kolinearne.

Sila ako vektorova veli¢ina je viazana k svojej nositelke fr. Ako bude neskor preukazané, posobisko

sily mozeme v statike po jej nositel'ke ['ubovolne posunut’, pri¢om m
sa jej vysledny pohybovy u¢inok na hmotny objekt nezmeni. — n/
Typickym prikladom silového posobenia je napr. tiaz telesa G, _f- a P .F

tj. sila, ktorou je teleso pritahované k Zemi. Jej vel’kost’ je dand
sti¢inom hmotnosti telesa m a gravitacného zrychlenia g a plati

G=m.g [N]. (2.2) Obr.2.2

Velkost’ sily je veli¢ina skaldrna, tj. nie je zavisla na zmene vztazného stradnicového systému a je
rovna absolitnej hodnote vektora sily. Plati
F=|F|=m.|a|=m.a [N]. (2.3)
Ako sme uZ uviedli, zdkladnou jednotkou velkosti sily je Newton (/N = Ikg.m.s?). V praxi pre
vyjadrenie skutoénej velkosti sily ¢asto vyuzivame nasobné jednotky, napr. JkN = I0°N, I1MN = 10°N.

e Mechanicka praca W (angl. work) vykonana silou F je podl'a Obr.2.3 definovana vztahom v tvare

W=F._.s. [J=Nm] 2.4

Jednotkou mechanickej prace je I Joule [J]. Pracu o velkosti / J vykona sila s velkost'ou / N na drahe Im.
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o F e Vykon P (angl. power) od sily F je definovany ako
S e 7 mechanicka praca W vykonana silou F za ur¢ity Cas ¢
! ¢ PR g F
.N.TMNM i S kod o ufs Ev &t = P —_ W/I [W:J. S-I]‘ (2-5)
b ) v Jednotkou vykonu je I Wart [W] a predstavuje pracu o velkosti
Obr.2.3 1 Joule fJ] vykonanu za / sekundu [s].

2.2.2. Utinok sily na dokonale tuhé teleso

Silovy (pohybovy) t¢inok, vyvolany pdsobenim jednej alebo viacerych sil, mbze byt realizovany bud’
bez vzijomného styku telies alebo prostrednictvom vzajomného styku telies.

e Bez vzajomného styku telies (Obr.2.4) Stnko Fo; Fus Tom
Prikladom interaktivneho posobenia telies bez vzijomného — >
styku je napr. interakcia silového posobenia Siwka S (sila Fsz) Z
a Zeme Z (sila Fgg). Obr.2.4

Na zéklade zdkona akcie a reakcie su interakéné sily vyplyvajlice zo vzijomného pdsobenia rovnako
vel'ke a plati Fsz = -Fzs. Akcia leZi s reakciou na jednej nositel’ke, je rovnako vel’ka, ale opa¢ne orientovana.

e Vzijomnym stykom telies (bod / plocha) (Obr.2.5)
Fas Fpa

o
Teleso A Teleso B

Prikladom vzajomného pdsobenia telies na zéklade ich styku
je napr. interaktivne mechanické pdsobenie Telesa A (sila Fg)
a Telesa B (sila Fya). Miera mechanického pésobenia Telesa B na
Miera mechanického pésobenia  1€leso A Je vyjadrena silou Fga, analogicky miera mechanického

telesa B na teleso A pOsobenia Telesa A na Teleso B je vyjadrena vo forme sily Faup.
/ Aby boli obidve telesd v stave statickej rovnovahy musi platit’

Teleso 4 - | 9
rovnost’ v tvare Fgy = Fap.
Vo vieobecnosti moze byt acinok sily:
o staticky — sily sa navzijom rusia, nevznika pohyb, ale vznika
Fap pretvorenie telesa. Hovorime o deformacénom iiéinku sily,
Miera mechanického péso- DL e dynamicky - sily uvedli hmotny objekt do pohybu a ich u¢inok
benia telesa A na teleso B sa prejavi iba premiestnenim, t.j. pohybom objektu v priestore.
Obr.2.5 Hovorime o posuvnom alebo otdéavom tcinku sily.

Sila mo%e mat’ na hmotny objekt iba posuvny (translaény) ncinok (PU) alebo otdcavy (rotacny)
ucinok (0U).

e Posuvny ucinok sily je charakterizovany vel'kost'ou osamelej sily F, resp. vyslednice R stistavy sil a je ku
kazdému bodu telesa rovnaky. Vysledkom je posunutie telesa v smere pdsobiacej sily.
Znamienkova dohoda:
@ posuvny iicinok sily je uvazovany v smere kladnych poloosi vztainého siiradnicového systému;

© posuvny ucinok sily je v smere zapornych poloosi zvoleného siiradnicového systému.

o Otdcavy ucinok sily je charakterizovany bud’ momentom M od pdsobenia osamelej sily F vzhl'adom
k zvolenému bodu prip. osi alebo momentom M od vplyvu silovej dvojice F, -F a plati:

Velkost’ otdacavého ucinku od osamelej sily F je k réznym bodom telesa rozna, naopak velkost
oticavého ucinku od silovej dvojice je ku vietkym bodom telesa rovnakd.
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Znamienkova dohoda:

@ moment je LavotoCivy © (tj. + M = otacanie proti smeru pohybu ruciciek hodin),

@ moment fe pravotoCivy <~ (t.j. = M = otdcanie v smere pohybu ruciciek hodin).

Z uvedeného vyplyva, Ze sila ma vzhl'adom na vietky body jej nositelky iba posuvny uginok, ale

vzhladom ku ostatnym bodom v rovine jej pdsobenia (t.j. na hmotnom objekte, ako aj mimo neho) moze
mat’ nielen posuvny, ale aj otacavy uc¢inok.

2.2.3. Definovanie sily v rovine a v priestore

Sila je fyzikalna velic¢ina charakteru vektora. Je preto uplne zadana iba vtedy, ak s zname informéacie
nielen o jej velkosti, ale aj mieste (pdsobisko), smere (smerovy uhol), prip. zmysle jej pdsobenia (Obr.2.6).
e Velkost’ sily — mnozstvo (intenzita) posobiacich silovych

) i . . Nositelka urcuje smer sily
jednotiek; definovana ako skalarna veli¢ina.

F}ﬁ

N

Sipka zndzoriuge
orientdciu sily

e Smer sily — priamka, po ktorej sa moze sila pohybovat’;

obvykle uréeny tzv. smerovym uhlom. Velkost sily F

e Zmysel sily — orientacia sily na nositel’ke (znamienko, prip.
Sipka); zrejmy aj zo smerového uhla.

\

e Pdsobisko sily — miesto na hmotnom objekte, v ktorom sila

; et Vektor sil
bezprostredne na objekt pdsobi. \ 4
Silu, ako vektorova veli¢inu, mézeme uvazovat’ ako vektor Fasabuhp sily
umiestneny v rovine alebo v priestore. Obr.2.6

e Silu vrovine (Obr.2.7) rozkladime do dvoch vektorovych zloZiek F, a F, (najastej§ie v smere osi
zvoleného suradnicového systému) pri¢om plati:

y A F=E +F = i+F] (2.6)

kde F,, F, su vel'kosti priemetov sily F do smerov stiradnicovych osi x, y a

i, j s tzv. bazové jednotkové vektory.

Zlozky F, aF, volime najcastejiie navzdjom kolmé a mdéZu byt
orientované v smere kladnych, resp. zapornych poloosi x alebo y. Ich
velkost’ (mbze byt aj nulova!!) urime podl'a Obr.2.7 a plati

F =F.cosa

' # 2.7
Obr.2.7 F,=F.sina=F.cos f3 37

kde o je tzv. smerovy uhol, ktory zviera nositelka sily fr s kladnym smerom osi x, £ je uhol medzi
nositel’kou fra osou + y. Velkost' sily F méZeme ur¢it’ zo zloziek F, a F, napr. z Pythagorovej vety a plati

F=JF +F?. (2.8) M

e Silu v priestore (Obr.2.8) rozkladame do troch, obvykle navzijom
kolmych, vektorovych zloziek F,, F,, F, a analogicky s rovinnym
pripadom plati

F=F +F,+F, =F.i+F, j+F k (2.9)

kde F,, F\, F. st skaldrne zlozky, ako velkosti priemetov sily F do smeru
osi x, y, z a vektory i, j, Kk, st bazové jednotkové vektory.
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Pre vel'kost’ zloziek sily F uvaZovanej v priestore plati
F.=Fcosa ; F,=F.cosf ; F,=F.cosy , (2.10)
kde uhly @, S, y st smerové uhly nositel’ky sily fr vzhl'adom k prislusnym suradnicovym osiam x, y, z.
Velkost sily, analogicky s rovinnym pripadom, mézeme ur¢it’ prostrednictvom vztahu

F=,/ﬂz+ﬂ2+lfzz. (2.11)

Zo vzt'ahu 2.10 pre kosinusy smerovych uhlov plati

F E F
cosg=—=, cosfi=—2, cosy=-%, 2.12
5 B B g (2.12)

pri¢om pre uhly «, £, y musi vidy platit’ - tzv. goniometricka jednotka, definovana v tvare
cos’ a+cos’ f+cos’ y=1.

Je teda zrejmé, Ze smerové uhly o, B y nemdzu mat 'ubovol'ni velkost. Plati, Ze dvoma z nich je vzdy
urfeny uhol treti a pre sucet smerovych uhlov musi vzdy platit’ e+ S+ y= x.

V pripade, ak na teleso posobi dve a viac sil, zloZky ich ndhradnej sily — tzv. vyslednice (resultanty) R,
ziskame vektorovym suctom prislusnych zloziek vietkych sil. Napr. pre sustavu ,,n“ sil v rovine dostaneme
R=Rx+Ry =R, 1+R,.j (2.13)

1 n
a pre velkosti zlozZiek vyslednej sily Rplati R . => F,. R= ZEy , previetkyi=1,2,..,n (2.14)

i=1 i=1
Pre sustavu sil v priestore plati postup urcenia vyslednice analogicky (t.j. skladame 3 zloZzky sily R).
Pri grafickom vyjadreni - silu F ako vektorovu veli¢inu - znazormujeme vo forme orientovanej tsecky,
zakreslenej vo vhodne zvolenej mierke s ohl'adom na zadanu velkost sily. Takto zndzomenu silu nazyvame

zobrazovaci usek sily a oznacuje sa F. Objasneniu zékladnych operdcii so silami - ako je skladanie,
rozkladanie, preloZenie alebo nahradenie sily — budeme venovat pozornost’ neskor.

Priklad 2.1: Zakreslite sily Fy, F; a pomocou goniometrickych funkcii urcite velkost' ich zloziek F ,F,
poésobiacich v smere suradnicovych osi x, y. Zadané: F1(30,20;40%500 N), F5(0,;0;0; 5060705500 N).

i RieSenie:

Zlozky sily F:

F, =F.cosa=500.cos40°=500.0,766 = 383 N (= F.sin f)
F, = F.sina =500.5in40°=500.0,643=321,4 N (= F|.cos j3)

|  Vysledok: F.(30,20; 09383 N), 2

i F x F1,(30,20; 90%321,4 N)
Ix

Obr.2.9a

Zlozky sily F:

F,. =F,.cosa =500.cos50°=500.0,642 =321,4 N
by, = F,.cos §=500.c0s60° =500.0,5=250 N

FE,. =F,.cosy =500.cos70°=500.0,342 =171 N

Vysledok: F,.(0,0,0; 0%321,4 N), F,,(30,20; 90%250 N),
F>.(30,20; 0171 N)

¥, Obr.2.9 b
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2.2.4. Staticky moment sily

UZ vieme, Ze sila moZe vyvolat’ nielen posuvny Ginok, ale aj ii¢inok otadavy (rotaény). Otadavy uéinok
sily vznikd vzhl'adom na T'ubovoIny bod telesa vrovine / priestore iba vtedy, ak neleZi na nositelke f-
posobiacej sily F. Podl'a obr.2.10 pdsobi sila F na hmotny objekt vbode A, ktory sa méze okolo bodu 0
otacat. Bolo preukédzané, Ze vysledny otatavy cinok od pdsobenia sily F bude tym vagdi, ¢im vidsie buda
sila F, ako aj najkratsia — kolmad - vzdialenost’ p jej nositel’ky f+ od bodu 0.

o Velkost’ momentu sily

V mechanike pevnych telies vyjadrujeme ota¢avy ucinok sily F obvykle
vo forme tzv. statického momentu sily M. Ten mdZe byt definovany
vzhl'adom k bodu alebo k osi. Staticky moment sily M je vektorova veli¢ina
a mdZe mat’ kladny alebo zaporny zmysel (podl'a znamienkovej dohody).

Vysledny otacavy ncinok od sily F vzhl'adom k zvolenému bodu otacania

mdzeme vyjadrit’ vektorovym siéinom v tvare
M=rxF, (2.15)
kde r je tzv. polohovy vektor pdsobiska sily F vzhl'adom k bodu otacania (napr. bod 0 podl'a Obr.2.10).

Obr. 2.10

Velkost’ momentu M od sily F potom ziskame ako vysledok vektorového suéinu (2.15) a dostaneme
M=rxF=rFsna=F.p, (2.16)

kde o je uhol, ktory zvieraji nositelky vektorov r a F, vychadzajicich z jedného bodu a p je najkratsia,
kolma vzdialenost’ nositelky sily fr od ur€eného bodu otacania 0 - tzv. rameno sily. Zakladny vztah pre
urcenie vel'kosti statického momentu sily ma potom tvar

M=F.p [Nm] 2.17)

kde p predstavuje uz uvedené rameno sily a bod 0 reprezentuje tzv. momentovy bod (asto aj bod otdcania).
Zakladnou jednotkou momentu sily je I N.m (Newtonmeter). Plati N.m = kg.m’ s>,

Na zaklade doteraz uvedenych skutoénosti méZeme vyslovit nasledovné tvrdenia:

° Mierou oticavého ucinku sily ¥ okolo zvoleného bodu oticania 0 je staticky moment sily M, definovany
prdve k tomuto bodu.

o Statickp moment M od sily F je rovny sucinu velkosti posobiacej sily F a najkratSej (kolmej)
vzdialenosti p medzi momentovym bodom otdéania a nositePkou sily fr.

e Moment sily M vzhl'adom na bod je tzv. viazany vektor, o namend, Ze td istd sila md k roznym

bodom v rovine / priestore iny otdacavy uéinok.

o Zmysel momentu sily

Uz vieme, Ze aj moment sily M (rovnako ako sila F) je vektorova
veli¢ina, ktorej nositelka fj, je kolmé na rovinu tvorenu nositel’kou sily F
(fr) a polohovym vektorom r, pdsobiska sily (bod A). Podla Obr.2.11
mobzeme vyslovit' tvrdenie, ze statickému momentu M od sily F vzhPadom
k bodu 0 je moiné priradit’ vektor M’ pésobiaci v bode otdcania 0,
ktorého smer je kolmy na rovinu tvoreni nositelkou sily fr a polohovym
vektorom r4 posobiska sily (bod A).

Podl'a pravidla pravej ruky plati: zmysel momentu M povaZujeme za
kladny, ak polohovy vektor r, a sila F tvoria l'avotoivy systém (t.j. proti

pohybu hodinovych ru¢iciek), inak je zmysel momentu M zaporny.
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Grafické vyjadrenie dohody pre zmysel momentov:

MY+ )\ M/ N

(proti smeru chodu hodin) (v smere chodu hodin)

Neskér preukdzeme (Priklad 2.4), Ze otacavy ucinok od osamelej sily F k lubovolnému bodu,
leziacemu na jej nositelke (tam leZi aj pdsobisko sily), je nulovy. Vtedy sila nema na teleso Ziadny otacavy
uéinok, ale vzhI'adom k bodu na nositel’ke sily ma iba posuvny G¢inok, zavisly iba od vel’kosti a smeru sily.

Z doteraz uvedenych poznatkov a definicie statického momentu sily vyplyvaji nasledovné tvrdenia:
e Sila F ma na teleso nulovy otacavy uCinok prave vtedy, ked jej nositelka fr prechadza zvolenym
momentovym bodom (obr.2.12). V tomto pripade: p =0 = M__=F . p=0.
e Maximalny moment od sily F vznika vtedy, ked’ je sila F kolma na spojnicu 04 , tj. ked’ je rameno sily p

najviciie mozné (obr.2.12). Vtedy plati: p = (max) = M =F .04A=F. 22

Obr. 2.12 Obr. 2.13
V pripade, ked’ na hmotny objekt pdsobi viac sil — tzv. s#stava sil (obr.2.13) je vysledny otd¢avy Gcinok
okolo bodu 0 urceny algebrickym suctom otacavych u€inkov M; od pdsobenia jednotlivych sil F; a plati
M=F.p-F.p,+.- F.p,=3F.p,=3M,. 2.18)
Podmienka rovnovahy otacavych tcinkov posobiacich na otoéne uloZené teleso ma potom tvar

M=3M =3Fp=0. (2.19)

Doteraz, v snahe ¢o najjednoduchfie objasnit’ otacavy udinok vy
sily, sme predpokladali, Ze pre vypodet velkosti a zmyslu otd¢avého
uc¢inku, vyjadreného statickym momentom sily M, bola vzdy znama

nielen velkost sily F, ale aj velkost' ramena sily p. Vypodlet velkosti
ramena sily p je viak v praktickych aplikdacidch cCasto teoreticky
ndroény a problematicky.

V praktickych aplikdciach su tlohy ¢asto zadané vSeobecnejsie.
Pozname napr. iba F;, a;, A;(x;, ), kde i = 1,2, ..., n. Na zaklade 0

obr.2.14 je nizSie dokazané, ze pre rameno p; sily F; plati

p, =X.sing, - y,.cosa, . 2200 P

Obr. 2.14

Dosadenim (2.20) do (2.18) dostaneme
M, =F.p,=F.(x.sina,—y.cose,) => M, =x.F.sina, — y,.F.cos

szz"F =

iy i

(2.21)
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Dosadenim do (2.21) za hodnoty stradnic x,; a y, p6sobiska sily (bod A) a zloZick sily F, a Fy,
s ohl'adom na ich znamienka (+, -) dostaneme vyslednu vel'kost’ a zmysel otacavého uinku od sily F podla

prijatej znamienkovej dohody (+ ) resp. (- Q).

Vysledny otdcavy ucinok od vietkych sil pdsobiacich na hmotny objekt, uréovany vzhPadom
k Tubovolne zvolenému bodu otdcania, mézeme potom definovat’ rovnicou v tvare

M=3M =3 (x.F,~y.F). (222)

ktora je v statike zndma ako Varignonova momentova veta. Jej slovnd formulacia znie nasledovne:

Staticky moment vyslednice siistavy sil k Pubovolnému bodu je rovny algebrickému siiétu statickych
momentov od zloZiek vietkych sil siistavy, uréenych k tomu istému momentovému bodu (bodu oticania).

Pozndmka: odvodenie vzfahu 2.20:

; ; Z . 1l
p, =1~ =x.sina,—y,.cosq, sma,.=;:>1=xi.sm a, cos a,.:;:>11=y,.cos a;
i i

Priklad 2.2: Urcite velkost' a zmysel otacavého ucinku sily F vzhladom k bodu 0. Zadané: F=500 N, a=30°
Jrid=2Zm (Obr:2.15).

Riesenie:

Pre staticky moment sily F vzhl'adom k bodu 0
plati vektorova rovnica (2.15), prip. jej skalarny zépis
(2.16) v tvare

F /4
M=y Fsma=F.r.sina=M=F.p [Nm].
kde r, je polohovy vektor pdsobiska sily (bod A), I 4 >
vyjadrujuci polohu bodu 4 od pociatku stradnicového #
P

systému, stotoZneného s bodom 0 (tzv. stred otacania)

0

a p je rameno sily v [m]. e e
r.2.

Zatial' vSak nepozndme hodnotu p, pre ktort
podl'a Obr.2.15 plati

sina =£:>p:rA.sina:Z.sin3O°:>p=l m

Fa

Velkost' vysledného otdCavého ucinku (momentu M) sily F vzhladom k bodu 0 je urfend su¢inom
velkosti sily F a ramena sily p, ako kolmej vzdialenost’ medzi nositel’kou sily fi- a bodom otacania 0. Po
dosadeni dostdvame:

o velkost otacavého ucinku: M =|M|=F.p =500.1 = |M|=500Nm,

e zmysel otacavého ucinku. sila F otaca telesom v smere pohybu hodinovych ruéiciek, tj. podla dohody
ma znamienko minus = M = - 500 Nm.
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Priklad 2.3: Na hmotnom objekte urcite velkost a zmysel otacavého ucinku od sily F vzhladom k bodom A
a B (Obr.2.16). Zadané: F=500 N, a=60°, f=110°, [rs /=02 m, [rz /=03 m.

y RieSenie:

o Moment sily k bodu A: smer polohového vektora r4 a smer
vektora sily F, usporiadané vektorovo za sebou, vytvaraji
Pavotodivy systém (t.j. proti smeru pohybu ruéiciek hodin). Na
zdklade pravidla ,palca prave] ruky” uvazujeme tzv.

Jednotkovy vektor e,, urCujici zmysel otacavého ucinku,
v tomto pripade za kladny (palec nahor = e, = +1).

Zmysel otacavého ucinku sily F vzhl'adom k bodu 4 preto
uvazujeme ako kladny (+) a plati Ma=r xF = e, My =+1.M,

z
Obr.2.16

Pre velkost otacavého Uc¢inku od sily F vzhl'adom k bodu A4 potom plati
My =ey. My=+1. F. |ry|.sinaa= +F. |r4. sina = zmysel J
a po dosadeni dostaneme My = F. |r4| . sin a = 500. 0,2. 0,866 = M, = +86,6 Nm

o Moment sily k bodu B: usporiadanie vektora rg a vektora F vytvara pravotodivy systém dvoch vektorov
(v smere pohybu hodinovych ruéiciek). Moment sily F k bodu B mé podla znamienkovej dohody preto
zmysel zaporny (-) a analogicky plati Mp=rg x F=ep . Mp

Nakol'ko e = -1 (palec smeruje nedol) pre velkost’ otac¢avého Gcinku sily F k bodu B plati
Mg=eg. Mg=-1.F. [rg/.sinfB=-F.[rg/. sing = zmysel U
a po dosadeni dostaneme Mg = -F. [rg /. sin f=-500. 0,3. 0,9396 = Mg =-140,6 Nm.

Zaver: Zmysel momentu M povazujeme za kladny, ak polohovy vektor r, a sila F tvoria l'avotocivy systém
(tj. proti pohybu ru¢iciek hodin), inak je zmysel momentu M zaporny (t.j. v smere pohybu ruéi¢iek hodin).

Priklad 2.4: Definujte vztahy pre urcenie velkosti a zmyslu otd¢avych ucinkov sily F k bodom A4, B a C.
Podla Obr.2.17 leZia body aj sila F v jednej rovine, pricom bod C leZi na nositelke sily F.

RieSenie:
Orientacia My @
o Moment sily F k bodu A: otaca na ramene sily p, v smere

pohybu hodinovych ruciciek. Ma teda zmysel pohyvbu zaporny

aplati My =-pys F.

o Moment sily F k bodu B: otifa na ramene sily pp proti smeru
pohybu hodinovych ru€iciek. Ma preto zmysel pohybu kiadny
aplati Mz =pg F.

o Moment sily F k bodu C: bod C leZi na nositel’ke sily F
a preto nie je medzi nositel’kou fr a bodom C Ziadne rameno sily.

Ked'ze pc = 0, bude vysledny momentovy iicinok sily F vzhladom

k bodu C nulovy. Plati M = pc. F = 0, pretoze pc= 0. Orientacia M,

Obr.2.17

Zgver; Moment sily k Tubovolnému bodu leZiacemu na jej
nositel’ke (tu lezi aj pdsobisko sily) je rovny nule, t,j. sila ma nulovy otacavy uéinok. Sila ma vzhl'adom
k tomuto bodu len posuvny Gcinok, zavisly iba od vel'kosti a smeru pdsobiacej sily.
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Priklad 2.5: Na konzolovom nosniku uréite moment sily F vzhladom k bodu A. Zadané: F=250 N, a =30°,
rozmery nosnika podi'a obr.2.18.

Y p Riesenie:
90° N\ L , . .
2 p j\ G B a) Vypodet prostrednictvom urcenia ramena sily p (2.20):
-~ \
_:/// C- L x p=X.sing -y,.cosq = '

//) . . . s

i ' p=X,.sI(—7+a)-y,.cos(=7+cx) 4

’ ‘ 2 2
: 0,4m <‘a
| Pre o = 30° dostaneme
B N p=0,5.51n300°- (-0,4).cos 300°
\==Fsina p=0,5.(-0,866)+0,4.0,5 = p=-0,633m
109!

Obr. 2.18 Fy=F.cos of M,=F.p=250.-0,633 = M, =-158,25 Nm .

b) Vypocet prostrednictvom Varignonovej momentovej vety (2.22):

M, =3M,=3(x.F.~y.F) = M,=3(x.F,~y,F)
M, =x,F -y, F =0,5(=F.cosa)—(-0,4).F.sina = F.(-0,5.cosa +0,4.sin )
M, =250.(-0,5.c0s30°+0,4.5i1n30°) =M =-158,25Nm (tzn.v zmysle /_N )

Poznamka: -(F.cos o) = Fsina' = -250.cos 30°=250.5in 300° = -216,506 =-216,506.

2.2.5. Staticky moment silovej dvojice

Dve rovnobeiné, nekolinedrne (neleZiace na tej istej nositelke) a rovnako vel’ké sily opacného zmyslu
tvoria tzv. silovii dvojicu.

Na obr.2.19 je znadzornen4 silova dvojica, tvorena silami F, a F,, pre ktoré plati
E,=-F = F=F~=F, takZe plati aj YE=F+F =F+(-F)=0 (2.23)
Zo vztahu (2.23) vyplyva, Ze silova dvojica ma vyslednicu vzdy rovnid nule, t.j. nema na teleso
ziadny posuvny ué¢inok, iba telesom otaca.

Staticky momentovy (otacavy) Uc¢inok M od silovej dvojice
vzhl'adom k 'ubovol'nému bodu (napr. bod 0) viak nulovy nie je a pre E
jeho velkost’ plati

M= M =5(F.p)=-Fp,+F.p,
M=F(p,-p)=F.p
Pre vel'kost’ momentu silovej dvojice plati F

M=F.p (2.24)

. , o .. . Obr. 2.19
kde p predstavuje v tomto pripade tzv. rameno silovej dvojice, uréené

najkratSou (kolmou) vzdialenost'ou nositeliek sil v silovej dvojici.

Vztahy (2.24) a (2.17) su totozné. Rozdiel je iba v uvazovani hodnoty p (rameno sily resp. rameno
silovej dvojice). Je nutné zdbraznit', Ze silovd dvojica ma na teleso iba otafavy uéinok, a to rovnaky
vzhladom ku kazdému jednému bodu roviny - vyjadreny veli¢inou M — momentom silovej dvojice.
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Zo vztahu (2.24) vyplyva tvrdenie:

Moment silovej dvojice nezdavisi na polohe momentového bodu, ¢o prakticky znamend, %e je ku
vietkym bodom rovnaky.

Uginok silovej dvojice obvykle znazortiujeme graficky, ato bud’
orientovanym obli¢ikom s oznaenim M alebo dvojicou sil, so spojenim
ich zaciatkov (obr.2.20).
Ak na teleso pésobi viac silovych dvojic sufasne — tzv. sistava
momentov. M;, ich vysledny otacavy ucinok je urfeny vyslednym
momentom M, definovanym ako algebricky stucet jednotlivych otacavych
uéinkov. Plati Obr. 2.20

M=3M =3 (F.p,). (2.25)

Pre rovnovahu otacavych i¢inkov sustavy silovych dvojic vzhl'adom k P'ubovolnému bodu telesa (napr.
pre bod 0 podl'a obr.2.19) plati
M=0 = XM =3(F.p)=0, (2.26)

ktory mézeme slovne vyjadrit’ nasledovne:

Sustava silovych dvojic je v rovnovihe iba vtedy, ked' je algebraicky sicet momentov vsetkych
silovych dvojic k PubovolPnému bodu telesa nulovy.

Z definicie a fyzikalnej podstaty silovej dvojice vyplyvaju tvrdenia, priamo sivisiace s rieSenim
statickej rovnovahy a ekvivalencie silovych dvojic. Plati:

o Silovu dvojicu moZno v rovine Pubovol'ne posunut’ a natodit’.

o Silovd dvojica moZe byt' v rovnovihe iba s inou silovou dvojicou. Rovnoviha nastiva vtedy, ked’ jeden
otdcavy tilinok (M ) je moiné zrusit' rovnako vePkym otdcavym iéinkom opacéného zmyslu (- M )

e Silovi dvojicu nemozino nahradit’ jedinou silou, tzn. sila a silovd dvojica neméiu byt ekvivalentné,
pretoie moment sily k rozlicnym bodom roviny je rozny, ale moment od pésobenia silovej dvojice je ku
vietkym bodom roviny rovnaky.

o Silovii dvojicu (F;.p) je moiné nahradit’ 'ubovolnou inou dvojicou (F;p), ked’ je splnend podmienka
v tvare Fyp;= Fyp; a zmysel ich otacavého ucinku je rovnaky.

2.2.6. Podmienky statickej rovnovahy / ekvivalencie ota¢avych tinkov siistav momentov

Z uvedenych tvrdeni vyplyvaji aj podmienky statickej rovnovéhy alebo ekvivalencie otaéavych tGéinkov
dvoch sistav momentov. Pre sustavy momentov M; a M; (pre i=1,2,..,n; j=1,2,..,m) musi byt splnena
rovnica statickej rovnovahy / ekvivalencie v tvare

XM £33 M =0, (2.27)

kde znamienka v rovnici predstavuj(: ( - ) pre ekvivalenciu, ( +) pre rovnovahu obidvoch sustav sil.

Z rovnice (2.27) vyplyva aj slovna interpreticia podmienky rovnovahy otacavych uginkov v tvare:

Dve sustavy silovych dvojic si v rovnovdhe vtedy, ked’ algebricky sucet otacavych uiéinkov od tychto
silovych dvojic je rovny nule.
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Priklad 2.6: Urcite velkost sily B, vznikajiicej v bode B nosnika s dizkou I, zatazeného silou F a bremenom
hmotnosti m (Obr.2.21). Zadané: F=1 kN, m=50 kg, I=5 m, a=1 m, g=9,81 m.s™.

F Riedenje:
! Pre nosnik, oto¢ne uloZeny v bode A (tj. pevny kib)
A B mdzeme napisat’ tzv. rovnicu roviovihy otacavych ucinkov
1/2 a T od sil F, Q, B vzhl'adom k bodu A v tvare
- [ /
B M, =—F——-0Q|—+a|+Bl=0.
" e (2 ]
Q=mg Z rovnice rovnovahy otad¢avych 0cinkov pre hladanu
Obr. 2.21 velkost' reakénej sily B, vznikajicej v bode B dostaneme

B.l=%[F.l+2Q(%+a):’=0:>B.l:%[F.l+Q(i+2a)]:0 /.-}—
3 l a F 2a
B=—+0.(=+—)—+0.(1+—).
5 o, l) > O ; )
Po dosadeni zadanych hodnét dostaneme Q=m.g=50.9,81 > Q=490,5N

F 1 a, 1000
B=—+0.(=+=)=-—

2 Q 2 1 2
Zdver: Sila B v podstate brani pohybu (ota¢aniu) uvolneného nosnika, vznikajiceho od pdsobenia sil F a Q.
Inak povedané, ak podperu nosnika (bod B) odoberieme — t.j. teleso uvolnime — a odobranii pevni véizbu
nahradime silovym t¢inkom B, nosnik zostane v pokoji — a teda sa nebude okolo bodu 4 otadat’.

+490,5.(%+é) =500+343,35 = B=843,35N

Priklad 2.7: Urcite posuvny a otacavy ucinok dvoch rovnako velkych, opacne orientovanych, sil F; a F,
vzhladom k bodom A, B, C. Sily leZia na paralelnych nositelkdch fr; afr; (Obr.2.22), ktorych kolmd
vzdialenost je p. Zadané: Fi=F,=10 kN, p;4=2 m, ps4=4 m

RieSenie:

e Posuvny ucinok: F;—F,=0 = ziadny posuvny ucinok.

o Otacavy ucinok: Fi=F;=F=10KkN
P=pua-pa=4-2=p=2m

Mi=Fi.pia-F2.paa=F.(pia-pun)=F.p =

Mo =F. (Pia—p24)=10000. (2-4) = -20 000 Nm

Mp=-F.p=-Fp=-10000.2 =-20 000 Nm

Mc=-Fup=-Fp=-10000.2 =-20 000 Nm

U silovej dvojice vzdy plati F, = F,, preto aj pre

Obr.2.22

T'ubovol'né body roviny musi platit My = Mg= Mc.

Zaver: Posuvny ucinok silovej dvojice je nulovy. Je potrebné zd6raznit’ skutoénost, Ze silovd dvojica md na
teleso iba otdc¢avy nucinok a vyjadrujeme ho veli¢inou — momentom silovej dvojice M. Otafavy ucinok
silovej dvojice je ku vietkym bodom telesa rovnaky. Jeho velkost' je rovnd sucinu vel'kosti sily tvoriacej
silovit dvojicu a kolmej vzdialenosti medzi nositel’kami dvojice sil. Orientdcia momentu — zmysel otatavého
G¢inku - je zévisla iba na orientacii silovej dvojice (Obr.2.22 a,b).
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T e 5
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Obr.2.22 ab

|

Priklad 2.8: Nahradte dvojicu sil F; ,-F; pésobiacu v bodoch 4, B inou dvojicou sil F,, -F, , pésobiacou
bodoch C, D, ktoré maju smer podla zadania. Zadané: F; = 500 N, rozmery podla obr.2.23.

RieSenie:

Otacavy G¢inok dvojice sil Fy, - F; ma velkost’ P b .
M, = F.p = F.(AB.cos a) = 500.(0,8.cos 30°) 0° F2 ab @
M, =346,4 Nm. 2 ] &

Staticky ekvivalentna dvojica sil F,, -F,, tj. silova S p\ 90°
dvojica s rovnakym otad¢avym Uéinkom ako ma dvojica F,, : ! P ] a0 drvi
- F, ¢o do velkosti i zmyslu, ale pdsobiaca v bodoch C, D /
v zadanom smere je potom uréend jedinou moZnou 3(° IA 1,2m 1,2m %D
velkost'ou sily F,. Pre vel'kost’ otd¢avych uéinkov plati F, F,

M,=F.p,=M, = F,.1,2=3464, Qor; 223

5 M 346,4
z ktorej pre velkost' neznamej sily F, dostaneme F, =— = i =288,67 N.
p, ]

Priklad 2.9: Urcite velkost sil A, B tak, aby boli v rovnovihe s pésobenim dvojice sil F;, F, podla obr.2.24.
Vypocet vykonajte vieobecne a tieZ pre zadané hodnoty. Zadané: F = 50 kN, a=0,5m, b=0,7m, | = 5 m.

Riedenie:
A i iy
e Zatazujuce sily Fy, F, (uvazujeme F; = F, = F)
y ; a B tvoriatzv. silovit dvojicu s ota€avym uéinkom
1
b . M, :—F.(a+b). (zmysel L)
F, A Hl'adané sily A aj B musia pri rovnovahe silovych
- | B uginkov tvorit taktiez silovi dvojicu. Musi preto platit’

A = B apri zndmom smere sily B (vyplyva z vlastnosti
Obr. 2.24 g s P AL 5
pouzitej posuvnej vézby), musi byt smer A " B.

Pri rovnovéhe obidvoch silovych dvojic musi platit > M =M, +M, =0, kde M, =—F.(a+b)je
otacavy uéinok od sil Fy, F; a M, = A/ = B./ je ota¢avy uéinok od sil A, B. Rovnica rovnovahy otaéavych
uinkovje > M =—F.(a+b)+ Al =0, odkial A=F(a+b)/I=B.

Vypocet pre zadané hodnoty: M, =—F .(a+b)=-50.(0,5+0,7)=-60 kNm .

Plati M, =-M =-M =A] = A=-M/I=12kN, resp.—M,=B/=B=-M,/]=12kN.

Pozndamka: Z vysledkov vyplyva, Ze predpokladany: — zvoleny - smer sil A a B sme ,, odhadli** sprdavne, pretoze hodnoty
sil A aj B vychddzajit vSeobecne kladné. Moment My = A.l = B.I = 12.5 = 60 kNm je rovnako velky ako moment M, ale
Jje opacne orientovany (kvéli rovnovahe otacavého ticinku).
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2.3. Zakladné axiomy statiky

Vsetky zakladné vety avztahy, vyuzivané v technickej mechanike, vychadzaju vo vSeobecnosti z
Newtonovych pohybovych zakonov a d’alsich preukazanych principov, tzv. axiém.

Axiéma je jednoduché, jednoznaéné tvrdenie, ktoré nemozno jednozna¢éne matematicky dokazat’.
Axidémy tvoria zdkladnu sdstavu viet a vSeobecne akceptovanych tvrdeni, vychaddzajucich z dlhodobych
pozorovani. Ich vhodnou kombinaciou je mozné logickym postupom odvodit’ aj vSetky ddlezité tvrdenia
o vlastnostiach silovych U¢inkov pdsobiacich na hmotny objekt. V3etky principy a postupy statickej analyzy
hmotnych olzjektov st zaloZené na nasledovnych, v praxi sa neustédle potvrdzujucich, tvrdeniach:

o gaxiome o rovnovdhe dvoch sil

® axiome o rovhobeZniku sil

o axiome akcie a reakcie

e gxiome o zachovani silového ucinku.

2.3.1. Axioma o rovnovahe dvoch sil

Axidma o rovnovahe dvoch sil Gizko suvisi so zdkonom akeie a reakcie (1.4). Za predpokladu rovnakej
velkosti sil Fy a F; (Obr.2.25) plati
F,=-F = F +F, =0.

Podmienku rovnovahy dvoch sil F; a F», platna pre

DTT mozeme zapisat' v tvare

F +E =0 (2.28)
tzn. sily F, a F, musia byt rovnako velké aleZat' na
spoloénej nositel’ke, su tzv. kolinedrne. Plati tvrdenie:

Obr. 2.25

Dve sily st v rovnovihe vtedy, a len vtedy, ked’ leZia na spolocnej nositelke (st kolinedrne), maji
rovuakii vel'kost’ a sii opacne orientované, t.j. maju opaény zmysel (0br.2.25).

Prakticky vyznam axiomy vyuzivame pri rieSeni rovnovahy silovych uéinkov u viazanych telies, kde
uginky vézieb na tzv. uvolnenom telese nahrddzame inym silovym G¢inkom - viizbovymi reakciami.

Priklad 2.10: Urcite posuvny a otacavy ucinok dvoch rovnako velkych, ale opacne orientovanych sil Fy a F,,
leziacich na spolocnej nositelke - tzv, nulovd dvojica sil (Obr.2.26,). Zadané: F=200 N, p,=0,5 m.

Riesenie:
o Posuvny ticinok (PU): Fy + (- F5) =200 -200= 0 N.
o (Otacavy ucinok (i Ow vzhl'adom k Pubovolne zvolenému
momentovému bodu (napr. bod 4) a dostaneme
Fi.pa—F2.pa=200.0,5-200.0,5=0 Obr. 2.26

Zdver: Dve rovnako velké, opacne orientované sily, leZiace na jednej nositel’ke maju na teleso nulovy silovy

a teda aj pohybovy u¢inok. Analogicky plati: Dve sily méZu byt v rovmovdhe iba vtedy, ak su rovnako velké,
opacneho zmyslu a pdsobia na spolocnej nositelke sily fr.

2.3.2. Axiéma o rovnobeZniku sil (axiéma o skladani dvoch réznobeznych sil)

V mechanike tuhych telies si méZeme dovolit’ uvazovat’, Ze u¢inok dvoch rdéznobeznych sil Fy, F; so
spoloénym pdsobiskom, napr. bod 4 podl'a Obr.2.27a je rovnaky ako G¢inok jedinej sily R, ktorej vektor je
tvoreny uhloprieckou tzv. rovnobeZnika sil F; a F, (Obr.2.27b).
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Ak sily Fy, F; aj R lezia v jednej rovine, potom hovorime, ze u¢inok od posobenia sily R je statickym
ekvivalentom (ekvivalencia = rovnocenna nahrada) i¢inku od pdsobenia sil F; a F,. Plati:

Dve réznobeiné sily F), F,, posobiace v spolocnom bode tuhého telesa, majii rovnaky nicinok ako jedind
sila R, pésobiaca v tom istom bode. Velkost', smer a zmysel sily R uréuje uhlopriecka silového rovnobeinika,
ktorého strany predstavuji vel'kosti sil Fy a F,

zlozky

vyslednica

zloZky

zlozky
a) dve roznobezné sily b) silovy rovnobeznik c) silovy trojuholnik
Obr.2.27
Silu R nazyvame vyslednica (resultanta) a hovorime, Ze je staticky ekvivalentna sildim F,, F,. Pri
nahradenti sil Fy, F, ich vyslednicou hovorime o redukeii (ndhrade, zjednoduSeni) sastavy sil.

Sily Fy, F; v rovnobezniku sil nazyvame zloZky vyslednice R (obr.2.27b). Z obr.2.27c je zrejmé, Ze
vyslednicu R mézeme ziskat aj analyticky a to vektorovym s¢itanim vektorov F, a F, a dostaneme
R=F, +F,=F,+F,. (2.29)
Uvedeny vektorovy sucet sa sklada z dvoch tzv. silovych trojuholnikov (obr.2.27c) a ma charakter
komutativnosti s¢itania vektorov, t.j. nezalezi na poradi séitania sil.

Priklad 2.11: Urcite osové sily F;, F, F3 vznikajiice v pritoch nesticich dosku zatazenii otdcavym ilcinkom
M (Obr.2.28). Viastnu tiaz dosky zanedbajte. Zadané: M =20 kNm, a=45°, a=2m

Riesenie:
F; 0

Pri zat'aZeni telesa otdcavym uc¢inkom M musia pre

% zaistenie rovnovahy telesa vietky hl'adané osové sily F;
(F}, F», F3) v prutoch tvorit’ tiez silova dvojicu.

Napr. sily F; a F; maji vyslednicu R, =F +F,.

B F, Sila Ry; preto musi so silou Fj tvorit’ silovi dvojicu, aby

mohla nastat’ rovnovaha silovych uinkov na

F
b) ! konstrukcii. Pre urcenie velkosti a zmyslu otd¢avého
Obr. 2.28 uc¢inku k vhodne zvolenému bodu (napr. bod 1) plati
M 20
>M=0 = Fa-M=0=> F3=; = E:Ru:?:lﬂkN.

Pri znalosti vyslednice R, = Fymdzeme urcit’ aj vel'kost sil F, a F, (ako jej zloZiek - obr.2.28b) a dostaneme

F =R, .cosa=10.0,707 =7,07 kN

F, =R, .sina=10.0,707 =7,07kN.
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2.3.2.1. Skladanie dvoch sil

Princip skladania dvoch roznobeznych sil F;a F,

1]

sréznymi posobiskami (body 4, B) je zrejmy z
obr.2.29. Ako neskor preukazeme, v statike je mozné
kazdu silu T'ubovolne po jej nositelke posuvat. Aj
sily F; a F, mdZeme preto posunut’ do priesecnika ich
nositeliek (bod C) a nahradit’ ich silou R.

e Vypoctové (analytické) rieSenie: Obr.2.29

Majme zadané velkosti sil F,, F, a uhol a, ktory sily zvieraju (Obr.2.30). Pre urenie velkosti ich
vyslednice R a jej smeru (a;, ¢7) s vyhodou vyuzivame kosinusovi a sinusovi vetu, znime z matematiky.
Analytické rieSenie vychddza z viet o vSeobecnom trojuholniku. Z kosinusovej a sinusovej vety a toho, Ze

cos a = - cos(m - o) dostaneme:

e Cosinusova veta:

R=\|F’ +F}-2FF, cos(x —a)

R=\F’+F} +2FF, cosa (2.30)
e Sinusova veta:
F‘z R - 2 .
. = = sin ¢ =—=sina, resp.
sing;, sin(7 —a) R
Obr. 2.30 F R
Pl = sing, =g (231)
sine, sin(z—-a) R
Pre vybrané uhly (obr.2.31) plati:
e=0—>(m-0)=n A__E‘_.. %——(&%
R=F +F F 4-—]| R o =0y =0
2

a=n—>(m-a)=0
R:F1—F2=F2—F1

a=m;0r=0

=2 s@m-)=2 . _FE
2 smal:f.l
R2 :F;2+F;22
=(F’+F/} sina, :%.1

Obr. 2.31

o  Grafické rieSenie: Ak su zname velkosti a zmysel sil F;, F, asmery ich nositeliek f;, f>

(obr.2.32a), najskér zvolime vhodnt mierku sil mp [N.mm™]. Vypoctom uréime velkosti tzv. zobrazovacich

useciek F], F, [mm] pre grafické zndzornenie vektorovej rovnice R =¥, +F, a dostaneme

= F = £
F=—1 [mm], F,=— [mm]. (2.32)
M g
Vyslednica R v ramci vytvoreného tzv. silového (zlozkového) obrazca (obr.2.32c) smeruje vzdy proti
zmyslu obehu zloziek i*:l a F, (¢iarkované obluky).
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a) / %

Obr. 2.32

V silovom trojuholniku (Obr.2.32¢) odmeriame velkost’ tseku R [mm] a skutoéni velkost’ vyslednice
R v [N] uréime pomocou transformac¢ného vzt'ahu v tvare
R=R.m, [N]. (2.33)
V praktickych vypoctoch obvykle vyuZivame analytické (vypoétové) metddy, metddy grafické postupy
sliizia najmi na objasnenie a lepSie pochopenie fyzikalnej podstaty vektorového skladania sil.

R R R R R R R ————
Priklad 2.12: Urcite vyslednicu dvoch réznobeznych sil F;, F, avelkosti zloZiek ich vyslednice v smere

stiradnicovych osi x, y (Obr.2.33a). Zadané: F;=100 N, F,=100 N, a;=30°, a;=60 °.

Rieienie:

o Analyticky:

VePkost vyslednice: aplikdcia kosinusovej vety (Obr.2.33a)
a=(a,—z) = a=060°-30°=30°

R=\F?+F} +2.F F.cosa

R = \/1 00” +100% +2.100.100.cos(30°) => R =193 N
Smer vyslednice: aplikacia sinusovej vety (Obr.2.33a)
FE, R
sina, sin(zr-a)
sin ar;, =100/193.5in150° = 0,259 = a;, =15°

. E, .
=sina, = f.SII’l(]Z' -a)

Obr. 2.33a

Smerovy uhol o (= uhol medzi R a kladnou poloosou x) : @z =@, +a; =30°+15°= a, =45°.

Vel'kosti zlofiek vyslednice R: v
R =Rcosay, =193.c0s45° = R =136 N A

R, =Rsina, =193.5sin45° = R, =136N
o Graficky:

Zvolena mierka sil: my = 2 N/mm. Vysledky ziskame zo silového
obrazca, zakresleného v mierke (Obr.2.33b). Odmeranim zistime
R=97mm, R, =68mm, }_3}, =68 mm a dostaneme:

R=Rm =97.2=194N; a'r=15°,

R,
Obr. 2.33b

Uhol medzi vyslednicou R a kladnou poloosou x zistime odmeranim v Obr.2.33b a plati ar = 45°.

R=R.m =68.2=136N.
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Priklad 2.13: Urcite velkost' a smer sily posobiacej v bode A konzolového nosnika so zavesenymi bremenami
Q1. 0; podla obr. 2.34a. Zadané: Q; = 250 N, Q, = 350 N, uhly podla obrdzka.

Z
7
O
Z
7
2
C a) fem = 100N b)
i Obr. 2.34 a,b R
L a
RieSenie: Q 1
o Analyticky: n-a
Podl’a obr. 2.34b je vysledné zat'azenie konzoly v tvare: Q
R= \/sz +0," +200, cosa
o, R

R= J2502 +350 +2.250.350.c08120° =+/97500 = 312,24 N . sing;  sin(z - a)

Smer sily R, t,j. uhol o, ziskame zo sinusovej vety

i ; ; 350 .
9 :ﬂ = sin ¢, =%sm(:r—a) = .sin60°=0,9707 = a, =76°07".
R sin(r—a) R 312,24
Uhol 0z = a - 0 = 120° - 76°07" = 43°53". L R=31mm
A -
o Graficky: na ; HB. -
Zvolime vhodnt mierku sil, napr. mz=10 N. mm’ a uréime velkost o ('2'
zobrazovacich usediek zloziek sil. Dostaneme { (31 A :
_ 250 _ 350 \ / 1cm = 100N
Ql=g=—=25mm, 2=&=——:35mm. T — L]
. 10 W 10 Obr. 2.34¢

Zo silového obrazca R :Q +§2 (obr.2.34c) odmeriame vyslednicu R=31mm a Jjej vynasobenim

mierkou sil uréime velkost R v [N]. Plati R=R. m, =31.10= 310 N, odmeranim zistime o, = 75°.

2.3.2.2. Rozklad sily na dve navziajom kolmé zlozky

Obratenou, ale rovnako délezitou, lohou ako skladanie sil je rozklad zadanej sily na dve zloZky.
V mechanike telies vyuZivame najéastejsie rozklad sily do dvoch navzajom kolmych smerov — obvykle do
smeru osi zvolenej, naj¢astejdie pravouhlej, siradnicovej sustavy. Uvazujme silu F, posobiacu v rovine x-y.
Podl'a axidmy o rovnobeZniku sil ju méZeme nahradit’ silami Fy a F, a plati vektorovy zapis

F=F +F =F.i+Fj (2.34)

kde sily F, a Fy nazyvame vektorové zlozky sily F, F. a F, su skaldrne zloZky sily F a i, j st tzv. bazické
jednotkové vektory, uréujice zmysel posobenia zloZiek vektora sily F.
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Prakticky to znamend, Ze skaldrme zlozky su urCené iba ich

veE

F ajej smerovy uhol a (obr.2.35), pre velkost jej skaldrnych
zloziek F,, F, v smeroch siradnicovych osi x, y plati

E=Fcosa ; P;=F.Sina (2.35)

a pre velkost sily F plati  F = |F| =i ’F;Z +F;2 ; (2.36)

Obr. 2.35

Priklad 2.14: Rozlozte analyticky aj graficky sily Fy, F, do dvoch navzdajom kolmych zloziek (Obr.2.36).

Zadané: Fy(15,-10,1355500N), F3(0,0,300°8000N).

Riegenie:
o Analyticky:

F,(15;-10;135°;500N)
B =180°-q = 180°-135° = 45°

F, = F.cosa=500N.cos135° =—353,6 N (=—F.cos #) S0mm=Fi y4

F, =F.sina =500N.5in135°=353,6 N (=F;.sin )

F, =[15;-10;180°;353,6N], F,. =[15;-10;90°;353,6N]

o Graficky (Obr.2.36a):

Fty =36 mm

- ——

- A(0,0) \

m, =10N/]lmm=I10Nmm' = | mm=10N 3 " >
F_=m,FE, =10 N.mm”.36 mm =360 N - —— _f_
F. = Fl =10Nmm ™. 36mm =360 N F;, =36 mm A(15,-10)
F,, =[15;-10;180°;360N], F,, =[15;-10;90°;360N] Q. 2,304
o Analyticky:
A(0,0) =20 mm F,(050;300°;8000N)
K) - X B =360°-0=360°-300° = 60°

FZ) = 3-5 mm
l
Y 'F,=40mm © Graficky (Obr.2.36b):

Obr. 2.36b
F =m

2y

F,, =[0;0;0°;4000N],

Pozndmka: Obrazky 2.36 a, b st nakreslené v zvolenej mierke.

F, =F,.cosa=8000N.cos60°=4000N (= F,.cosf3)

F, =F,sina=8000N.sin300°=-6928 N (= F,.sin 3)

F,. =[0;0;0°,4000N], F,  =[0;0;270°;6928N]

m, =200N/1mm=200N.mm" = 1 mm=200N
F,, =200 N.mm™.35mm =7000 N

F, =m,.F, =200 N.mm™ .20 mm = 4000 N

F,. =[0;0;270°;7000N]
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2.3.2.3. VSeobecny pripad rozkladu sil - rozklad na dve nekolmé zlozky

Vseobecne definovana uloha rozkladu sily nie je jednoznatna. Zadanu silu (napr. R) mdzeme vidy
rozloZit' na dve l'ubovolné zloZky, pri¢om podl'a Obr.2.37 plati

R=F+F =F+F=

--------

Uloha bude jednoznacna iba vtedy, ked’ pozname aj smery nositeliek
J1, /2 oboch sil Fy a Fsy, ako zloZiek rozkladanej sily R. Smery nositeliek
mdZu byt’ uréené napr. smerovymi uhlami. Podl'a sinusovej vety, kde a =
o+ a;asina;=sin (7- az) plati

K R sina,

N . >F=—2R, Obr. 2.37
sin, sin(r-a,) sina

F, R sing,

2 = F,=—2LR . (2.37)
sine, sin(r—a,) sina

Pri grafickom rieSeni opdt’ najskor
zvolime vhodnu mierku sil my [N.mm™].
UrCime a zakreslime zobrazovaci usek
zadanej sily R = R/m, [mm)].

Zo silového obrazca (obr.2.38b),
vyjadrujiceho geometricki interpretaciu

vektorovej rovnice R = E +F2 , odmeria-

me dlzku zobrazovacich usekov zloziek

Obr. 2.38 E:E v [ml‘n]'
Ich transforméciou uré¢ime velkost’ zloZiek F; a F» v [N] a dostaneme
F =F.m. [N] resp. F,=F,.m, [N]. (2.38)

Priklad 2.15: UvaZujme teleso s hmotnostou m, zavesené na dvoch landch 1,2 (Obr.2.39a). Odvodte vztahy
pre urcenie velkosti sil F;, Fy, ktoré v landch vznikmi od vplyvu viastnej tiaze telesa.

RieSenie:

o 7
o Analyticky:
Teleso uvolnime (t.j. vizby nahradime vo forme silovych uginkov) %\ /4)@
a zavedieme sily Fy, F, vznikajice v lanach (obr.2.39b). Pre rovnovahu '
y

sil musi platit’ vektorové rovnica rovnovahy, ktora mé tvar

3
>F =0= Q+F, +F,=0.

F
i= F, 2
Po priemete sil do pravouhlych zloZiek v smere osi x, y dostaneme & Vi
skalarne rovnice v tvare
3
2F,=0=> —-F +F, =-F.cosa+F,.cosfi=0 b) 0
i=1

: .
S F,=0= —Q+F,+F,=—0+F.sina+F,.sinf=0 ObrZ.39.ab
i=l
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Mame k dispozicii dve rovnice s 2 neznamymi. Ich rie§enim dokdZzeme urdit’ nezname velkosti sil F,
a [ Jednou z moZnosti matematického rieSenia je vyjadrenie oboch neznamych z rovnic, napr. v tvare

—F.cosa+F,cos f=0 = Flzw

cos o

; . =8
_Q+F.sina+Fsinf=0 = F-2-fisne

sin f3

a dosadenie zvolenej neznamej (vyjadrenej z jednej rovnice) do rovnice druhej. Napriklad, ak za F; dosadime
do vztahu pre F>aza Q =m. g dostaneme vSeobecny vyraz pre urCenie sily F, v tvare

F,.cos f .
7 s -2 sina P ; )
7 _Q-F.sina cosa _Q-F,.cosfBsina 0 _F cos f.sina
2= . - . - . - 5 ¢ T
sin [ sin cosa.sin cosa.sin f3 cosa.sin ff
cos B.sinu cos B.sina
£y = 1. ﬂ. = Q, = F.|1- ﬁ‘ — Q. —
cosa.sinff ) cosa.sinff cosa.sinff ) cosa.sin fB
Fo___cos o.sin 3
2 = : .
1 cos B.sina
cosa.sin f3
K dispozicii su vSak aj d'alSie zname spdsoby rieSenia siistav rovnic.
o  Graficky:
Zvolime vhodni mierku sil mp, zakreslime v mierke znamu silu Q,
nakreslime rovnobeZzky s nositelkami f;, /5 sil F; a F; a umiestnime ich do Obr. 2.39¢

pociatku a konca sily Q. Ziskame tak zobrazovacie useky E a E (Obr.2.39¢).
Ich velkost” odmeriame zo siloveého obrazca a ich prenasobenim mierkou sil my dostaneme( F| = Fl' M

F,= Fz.mp) a takto uréime ich skutoéni vel'kost' v [N].

? Vypocitajte vel'kost’ sil v landch, ak je zadané: m = 200 kg, a = 30°, f = 25°.

Priklad 2.16: Konzola je zataZend silou Q. Analyticky af graficky vyrieste zatazZenie pritov 1 a 2 konzoly.
Zadané: Q=2 kN, usporiadanie a rozmery podla obr. 2.40.

7
7
Sk
2 7
f
7
| 7
Qf
3 7
7z
7
%

Obr. 2.40
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Riesenie:
o Analyticky:

Praty su namahané zlozkami sily Q od bremena m v smere pritov 1 a 2. Podl'a obr.2.40b plati

E sine sin

: Q =— F=———0, 2F=—"20
sin(7 —a) sina, sin(z — ) sina
F sin« sina
| S LB S LY
sin(z —a) sing, sin(z — ) sino

. D . DA e
Z obr.2.40b uréime zatial’ nezname uhly. Plati: sina, = ﬁ asma, = Z—E , ak vieme, ze D4=2m,

prip. pouzijeme funkciu #/g. Podl'a Pythagorovej vety uréime rozmery

AB=+\DB*+AD* =2,5m , AC=~\CD?+AD* =2,828m.

. 2 ) 2
sina, =—=0,8 = a,=583,13°; sina, =——=0,707 = a, =45°
Hl'adané uhly: 25 2,828

a=a+a,=98,131° = sina=0,989.
Dosadenim do vysSie uvedenych rovnic pre nezname sily v pritoch dostaneme

sina, :0’707.2=1,428kN, Fzzsmal _ 0,8

5= : O=
' sina 0,989 sin & 0,989

2=1,618kN.

o Graficky:
Zvolime vhodnu mierku sil, napr. mg = 0,05 kN/mm. Plati é =Q/m, =2/0,05=40 mm . Vynesieme
silu Q a rovnobeZky s nositelkami f;, /> hTadanych sil Fy a F,. Zo ziskaného zloZkového obrazca (obr.2.40c)

odmeriame ich zobrazovacie useky F =29mm, F, =34 mma urcime velkost' azmysel hladanych sil

v pratoch v [N]. Dostaneme F, = F.m, =29 . 0,05 = 1,45kN a F, = F,.m, =34.0,05 =1,7kN.

2.3.2.4. Rozklad sily v priestore — sila neleZi v Ziadnej zo siradnicovych rovin

V pripade, ak sila F nie je rovnobezna so Ziadnou zrovin

suradnicového systému — je vSeobecne umiestnena v priestore -
rozkladdme ju na tri zlozky F, F, a F,, posobiace v smeroch osi x,
¥, z (Obr.2.41). Silu F najskor rozlozime napr. na zlozky F, a Fy,,
nasledne silu Fy,, leZiacu v rovine x-z, rozloZzime na zlozky Fy a F,.
Rozklad podl'a Obr.2.41 mdzeme zapisat’ vektorovo v tvare
E.=FE+FE,,F=FE, +Fy =K, +E +F, =F i+ F j+F k

alebo praktickejsie ako rovnice skalarne v tvare J

F,=F.cosa, F,=Fcosfi, F,=F.cosy, (239) ky 0 P

A Al

Pre velkost’ sily F, analogicky s rovinnym pripadom, plati

z Obr.2.41
F=|F|=\|F?+F*+F?. (2.40) g

Dosadenim z(2.39) do (2.40) za F, F, F. dostaneme F=F.\/cosza+coszﬁ+coszy, pri¢om

. % . - 2, N - A
vieme, e musi platit cos® c + cos® f+cos” y=1. Je teda zrejmé, e smerové uhly o, £ y nemdzu mat

l'ubovolnu velkost a plati, Ze dvoma z nich je vZdy uréeny uhol treti. Pre ich suget plati @ + S+ y= =&
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2.3.3. Axioma akcie a reakcie

Fy Jr
Fiz Vychddza zpodstaty 3. Newtonovho pohybového zidkona. Pri
d silovom posobeni jedného nehmotného objektu na druhy je silovy
5 uc¢inok ich vzajomného pdsobenia opaény. Plati:
Sily vzdjomného pésobenia telies lefia na spoloénej nositel'ke,
Obr 2.42 maju rovnaki vel’kost’, ale opaény zmysel (smer).

Znamena to, 7e ak Teleso 2 p6sobi na Teleso I silou Fyy, potom Teleso I pdsobi na Teleso 2 silou Fy; a
plati Fy; + Fy; = 0 (Obr.2.42). Z uvedeného vyplyva, Ze pri vzdjomnom podsobeni dvoch hmotnych objektov
s idedlne hladkymi povrchmi je nositelkou vzdjomnych (akénych a reakénych) sil ich spolo¢na normala fi
v bode ich dotyku.

Jri

Vyslednica dvoch sil R = F + F; prechadza ich

Jrs=ir R

spolo¢nym bodom a leZi s nimi v jednej rovine (Obr. Fi
2.43). Ak sila F; ma byt vrovnovahe so silami F,
aF, musi leZat na spolofnej nositelke sich F
vyslednicou R, musi byt rovnako velka, ale opaéne F
orientovana ako sila R. Musi teda platit’ F; F, P : P
Fi+F+F;=0, R+F;=0, F;=-R. (241) " ’
E;

Na zdklade uvedeného mézeme formulovat’ tzv.
vetu o rovnovdhe troch sil, formulovanu v tvare:

Obr. 2.43

Tri sily su v rovnovdhe viedy alen vtedy, ak lefia v jednej rovine, ich nositelky prechddzaji
spolocnym bodom a tvoria nzavrety silovy obrazec (Obr.2.43).

Uzavrety silovy obrazec znamena, Ze sily s v rovnovéhe, t.j. nemaji na teleso Ziadny pohybovy uéinok.

2.3.4. Axiéma o zachovani silového aéinku

Jednym z najvyznamnejSich désledkov axidmy o rovnovédhe dvoch sil je veta o pridani / odobrati tzv,
rovnovaznej sustavy sil, ktora je Casto povazovana za d’al§iu axiomu statiky. Casto sa v literattre objavuje aj
ako axioma o zachovani silového ucinku, resp. ako axioma o nulovom systéme sil.

Axioéma o rovnovahe dvoch sil hovori o tom, Ze dve sily mézu byt v rovnovahe vtedy a len vtedy, ak
pOsobia na spoloénej nositel'ke (sily su kolinedrne), maji rovnaku vel'kost asi opacne orientované.
Z uvedenej formulacie vyplyva aj doleZité tvrdenie, zname ako axidma zachovania silového ucinku, v tvare:

Utinok Pubovolnej silovej siistavy sa nezment, ak k nej pridime alebo od nej odoberieme ini silovii
sustavu, ktord je v stave statickej rovnovdhy, tzv. nulovy systém sil (R=0, M=0).

Pripojenie alebo odobratie ,nulovej silovej sustavy” nenari$a pdvodny pohybovy uéinok, ani
rovnovahu povodne;j silovej sistavy. Majme napr. silu F, posobiacu na hmotny objekt v bode 4 (Obr.2.44a).

Obr. 2.44
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Na hmotny objekt mdZeme pridat’ dve rovnako vel'ké, opaéne orientované, sily +F a —F, leZiace na tej
istej nositelke, ale posobiace v pdsobisku B (tzv. rovnovazna dvojica sil resp. nulové ststava sil) a G¢inok
povodnej sily F sa tymto nijako nezmeni.

Axioma plati analogicky aj pre
sustavu sil. Nech sily F, az F5 (Obr.2.45)
tvoria rovnovaznu sistavu sil. Ak na

F,

teleso pridame nulovu ststavu sil +F, —F,
nova sustava bude stale v stave statickej
rovnovahy, tzn. pdvodnd aj nova silova

sistava sa staticky ekvivalentné (=).
Analogicky, ak rovnovdZnu sustavu sil zo Obr.2.45
silovej stistavy odoberieme, i¢inok sustavy sa nezmeni. Z axiomy o zachovani silového u¢inku vyplyva:

o  Pridanim /odobratim rovnovdZnej sustavy sil (nulového systému sil) sa pohybovy stav dokonale tuhého
telesa nezmen.

o Silové sustavy, ktoré sa navidjom odliSujit iba o rovnovdinu sistavu sil siu staticky rovnocenné,
hovorime Ze su staticky ekvivalentné.

Je dolezité si viak uvedomit, Ze o takto chapanom zachovani silového G¢inku méZeme hovorit’ iba
v pripade analyzy dokonale tuhého telesa. Uginok dvoch roznych, aj ked staticky ekvivalentnych, silovych
ststav na poddajné hmotné objekty je vo vSeobecnom pripade rozdielny a plati tvrdenie: Rozdielne, aj ked’
staticky ekvivalentné, sustavy sil spésobia odlisné pretvorenie (deformdciu) hmotného objektu.

Na zéklade axidomy o zachovani silového uc¢inku je mozné tiez dokéazat, Ze u€inok sily na dokonale tuhé
teleso sa nijako nezmeni, ak jej posobisko 'ubovol'ne posunieme v smere jej pdsobenia (t.j. po jej nositelke).
Toto tvrdenie v statike pozname ako vetu o posunuti sily po jej nositel’ke. Rovnako, ako axiéma o nulovom
systéme sil, je vyuZiteI'na iba v pripade rieSenia silovych U&inkov pdsobiacich na dokonale tuhé teleso.

2.3.5. Veta o posunuti sily po jej nositel’ke

Podl'a axiomy o nulovom systéme sil mdZzeme k zadanej sile F, pdsobiacej na dokonale tuhé teleso v
bode A, pripojit dve rovnako velké sily +F" a —F"", pOsobiace na rovnakej nositelke, ale v bode B
(Obr.2.44). Uz vieme, ze pohybovy ucinok sily F na dokonale tuhé teleso sa tym vobec nezmeni.

Sila F, posobiaca v bode A (obr.2.44a) je podl'a uvedenej axidomy staticky ekvivalentna so sustavou
troch sil F, F’, F", pdsobiacich v bodoch 4 a B, (obr.2.44b). Plati F'+ F'= 0 — rovnovdzina sistava sil (resp.
nulovy systém sil). Ak uvazujeme, ze F' = -F'= F (obr.2.44b) potom plati aj F + F"= 0. Po odobrati takejto
dvojice sil, na telese zostava iba sila F'=F, posobiaca v bode B. Znamena to, Ze sila F ma rovnaky posuvny
G¢inok vbode 4 aj vbode B, CiZe ju mézeme po jej nositel’ke I'ubovolne postvat. Hovorime, Ze sila je
vektor viazany k priamke — ku svojej nositel’ke f.

Zjednodusene povedané: Ak ku sile F, pdsobiacej v bode A, pridime do bodu B nulovy systém sil,
tvoreny silami ¥° a F* a ak imi rovnovaznu sustavu, tvorenu silou F v bode A asilou F' v bode B
odoberieme, bude na teleso — bez zmeny vysledného statického rcinku — pésobit iba sila F'=F, pdsobiaca
v bode B. Je teda zrejmé, Ze (F — A) = (F — B) (obr.2.44c) a preto plati:

Silu posobiacu na dokonale tuhé teleso moZeme po jej nositel’ke Pubovolne posiivat’, pricom jej
vysledny staticky ticinok na teleso sa nezmeni.
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Priklad 2.17: Dokdzte, Ze posunutim sily F po jej nositelke fr sa jej vysledny vicinok na dokonale tuhé teleso,
napr. vzhladom k bodu A, nezmeni (obr.2.46).

Riesenie:

Posunutie sily po jej nositelke predstavuje Specidlnu
transformdciu sily. Plati, Ze posunutim sily F po jej nositel'ke
Jr sa jej silové G¢inky vzhladom k l'ubovolnému bodu na
hmotnom objekte, ale 1 v celej rovine nezmenia. Dokaz:

e Posuvny ucinok: F=F"’
= posuvny u¢inok od oboch sil F aj F” je rovnaky.

e Otdacavy ucinok: M=rxF
M,=n*xF = M, =nrsiheq.F=p,F,

pri¢om sina, = Pay P, =r.sing,.

h

M, =5, xF = M,=rn.sina,F'=p, F'=p.F,

Obr 2,46 pricom sina, Y Z AN p,=n.sina,.
o 2
Plati M, = M, . OtaCavy ¢inok na DTT od sil leZiacich na spoloénej nositelke je staticky ekvivalentny.

Zdver: Posunutim sily po jej nositel'ke sa jej statickeé Gi¢inky na dokonale tuhé teleso nezmenia.

? Urdite posuvny a otacavy uéinok od sil na spoloénej nositelke. Zadané: F = F’ =2 kN, a;=40° a,=30°,
r=0,389 m, r,=0,5 m.

Pozndmka: Vetu o posunuti sily po jej nositelke s vyhodou vyuzivame napr. pri grafickom uréovani vislednice dvoch
stl, kedy spolocny priesecnik ich nositeliek nelezi na nékresni. Veta plati za predpokladu dokonalej tuhosti hmotného
objektu, pretoZe na skutocnom telese by premiestnenie sily na iné miesto spdsobilo aj zmenu jeho pretvorenia.
Posuvanie sily po nositel'ke u poddajnych telies je preto nepripustné.

2.4. Transformacia silovych G¢inkov na dokonale tuhom telese

Pojmom transformdcia sily obvykle nazyvame nahradenie jednej silovej veli¢iny inou. Najcastejsie sa
jedna o preloZenie sily na iné miesto na telese alebo skladanie osamelej sily a silovej dvojice. Ak ma novo
ziskana (transformovand) sila alebo silova sustava rovnaké u¢inky na teleso ako pdvodnd, takito nahradu
povazujeme za ekvivalentni transformaciu silovej veli¢iny a hovorime o tzv. ekvivalencii silovych tcinkov.

2.4.1. PreloZenie sily na telese

Silu, posobiacu na dokonale tuhé teleso mézeme prelozit’ do iného, l'ubovolného bodu telesa. Ak v rovine
urenej nositelkou sily a tymto bodom, pridime nulovy (rovnovazny) systém sil, jeho u€inok spolu so
silou pévodnou vyvola okrem posuvného ti¢inku aj Gi€inok otacavy. Velkost a zmysel pridavného otadavého ticinku
jerovny velkosti a zmyslu statického momentu sily v pdvodnej polohe vzhl'adom k zvolenému bodu prekladu. Plati

Silu F mogeme premiestnit’ do iného posobiska na telese tak, Ze do nového pésobiska viloZime
rovnakii silu F a priddme prisliichajiici oticavy ucinok velkosti M = F . p (od sily F vzhlPadom k novému
posobisku sily), kde p je kolmd vzdialenost’ medzi nositelkou sily F a novym pésobiskom sily.
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Ddkaz uvedencho tvrdenia, platmého pre oblast’ mechaniky tuhého telesa, je zrejmy z obr.2.47.

. el Rovnovazna
F dvojica sil

Obr. 2.47

Na zaklade axidmy o zachovani silového ucinku (t.j. pridanie rovnovadznej ststavy sil k inej silovej
ststave) plati: Pridanim rovnovaznej dvojice sil F, -F, pdsobiacej v bode B telesa (F, -F — B) podla obr.

Momentova [.-=
silova dvojica

2.47b je takato ststava sil ekvivalentna (=) so sustavou pévodnou (obr.2.47a), ako aj so sustavou tvorenou
silovymi u¢inkami F a Mg (obr. 2.47¢). Vetu o prelozeni sily na telese mdzeme symbolicky zapisat' v tvare

(F—>A) = (F>B), Mg=F.p, (2.42)
pricom vysledny zmysel otd¢avého ti¢inku oboch sistav (obr.2.46a,c) musi byt rovnaky.

Znamena to, ze silu F mézeme na DTT prelozit’ do iného pdsobiska tak, Ze v novom pdsobisku vlozime
rovnaku silu F a priddme otacavy G¢inok M — t.j. moment od sily F vzhl'adom k novému posobisku sily.

Priklad 2.18: Vykonajte ekvivalentmi transformdciu sily F s pésobiskom v bode 0 tak, aby jej nové pésobisko
bolo v bode A (Obr.2.48). Zadané: F=10 kN, jr4/ = 1 m, a=30°.

Riesenie:

a

o Ucinky sily pred transformdciou:

Posuvny Géinok (PU:): F=10kN

Otidcavy uinok (QU): Ma=-pa.F =-r,. sina. F

My=-1.sin30° 10 =-5kNm

Transformaciu mézeme vykonat’ pripojenim tzv. ,,nulového

systému sil“ F, -F (Obr.2.48b) do bodu 4. Nulovy systém sil ma

na hmotné objekty nulovy pohybovy ti¢inok, tzn. PU = 0, OU = 0.

Ak ma byt transformacia staticky ekvivalentnd, PU aj OU musia

Obr.2.48

byt zachované aj po nej.

o Ucinky sily po transformdcii:

b) Posuvny ucinok vsetkych 3 sil :
(PU)=F=10 kN
My Otacavy ucinok vietkych 3 sil :
(\ 7 (OU)=M, = pr. F=-5kNm , kde p,
= F =y . sina=1.05=1025m.
A Zaver: Silu F mézeme na DTT preloZit’ do

M. =r: x F iného pdsobiska tak, ze do zvoleného bodu
M:= _};\A g prekladu vloZime rovnaku silu F a pridame
pa=ry. sina otaavy ucinok (Obr.2.48b) okolo bodu

Obr.2.48 a,b prekladu o velkosti My = p,. F.
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2.4.2. Skladanie sily a silovej dvojice

Ak postupujeme v obr.2.47 obratene — mdZeme vykonat aj redukciu vieobecnej sustavy sil — t.j. silu F
a moment M nahradit’ jedinou silou F’, posunutou od posobiska sily F o vzdialenost’
- (2.43)
F

Z uvedeneho postupu pre redukciu sustavy sil vyplyva délezity poznatok, platny iba pre DTT a plati:

Silu F amoment M, moZeme v PubovoPnom bode tuhého hmotného objektu nahradit’ jedinou
ekvivalentnou silou F', posunutou od pésobiska sily F o vzdialenost’ p = M / F v takom smere, ktory zaisti
rovnaky otdcavy ucinok sily F~ ako mal pévodny moment M.

Priklad 2.19: Nahradte silu F pésobiacu v bode A a momentom M staticky ekvivalentnym tcinkom vo forme
sily F', pésobiacou v bode B. Zadané: F=600 N, M=150 Nm, rozmery podla obr.2.49.

Riesenie: F B
Ekvivalentna stustava silovych ué¢inkov, posobiacich Z < | | ,
v bode B, bude tvorena (Obr.2.49): 7 M & : F e
e silou F"=600N, 7 4
o  phsobisko sily F":p=M/F=150/600 =p=025m 7] 0.5m
P yE-P P~ Obr.2.49

Zaver: Silu F a moment M je mozné v statike (DTT) nahradit’ rovnako vel'kou silou F’, ktora je posunuta od
nositel’ky sily F o vzdialenost p = M/ F.

Vsetky uvedené principy - zachovania silového ginku, posunutia sily po jej nositel’ke, preloZenia sily
na telese, ako aj skladania sil a silovych dvojic platia iba v pripade, ak méZeme hmotny objekt uvazovat’ ako
dokonale tuhy. Plati, Ze GCinok dvoch rdznych, aj ked ekvivalentnych sustav sil na poddajné teleso, je
v skutocnosti rozdielny, pretoze odli§né usporiadanie silovych sustav vyvola odlisné pretvorenie telesa.

Kontrolné otizky:

1. Objasnite, aké zdkladné Glohy rieSime v statike a aké principy pritom vyuZivame, uved'te priklad.
2, Definujte pojem sila, charakterizujte ju a uved'te priklady silového pdsobenia medzi telesami v praxi.

(%)

Uved'te, ako vznikd silové pdsobenie medzi hmotnymi objektmi, objasnite Gginky sily na hmotné objekty, uved'te
prakticke priklady na staticky a dynamicky u¢inok sily, resp. priklady posuvného a oti¢avého Gidinku objektov.
Objasnite moZznosti definovania sily v rovine a priestore, uved'te vztahy pre rozklad a rozdiely medzi nimi.
Definujte staticky moment sily, velkost’ a zmysel momentu, rameno sily, Varignonova momentova veta.

Definujte staticky moment silovej dvojice, vel'kost’ a zmysel jej otadavého aéinku, vlastnosti silovej dvojice.
Uved'te zdkladné axiomy statiky a struéne charakterizujte o gom hovoria.

% N o

Objasnite podstatu axidmy o rovnovahe dvoch sil, vzt'ahy, désledky a jej praktické vyuZitie.

e

Charakterizujte axiomu o rovnobeZzniku sil, zakladny princip, praktické vyuzitie v statike.

10. Objasnite vztahy a stvislosti pri skladani dvoch sil — analytické aj grafické rieSenie.

1. Definujte princip a vzt'ahy pri rozklade sily do dvoch zadanych — navzajom kolmych - smerov.

12. Uved'te matematicky princip a vzt'ahy pri rozklade sily do dvoch zadanych — navzéjom nekolmych - smerov.
13. Objasnite podstatu axiomy akcie a reakcie, uved'te rozdiel prip. spoloéné &rty s axidmou o rovnovahe dvoch sil.
14. Charakterizujte axiomu o zachovani silového ti¢inku a uved'te jej praktické vyuzitie a dosledky.

15. Objasnite podstatu vety o posunuti sily po jej nositel'ke, uved'te preco je platnd iba v oblasti statiky.

16. Objasnite podstatu prekladania sily na hmotnom objekte, uved'te jej praktické dosledky a moZnosti vyuzitia.

17. MoZnosti vyuzitia skladania sily a silovej dvojice v statike, princip skladania, prakticky priklad vyuzitia,
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3. SUSTAVY SiL V ROVINE, TAZISKO HMOTNEHO OBJEKTU

Silové U¢inky uvazované vo fyzikdlnom modeli analyzovanej konitrukcie nazyvame silova sistava
(SS), ktord je v kone¢nom dosledku vzdy tvorend iba osamelymi silami a silovymi dvojicami (momentmi).

3.1. Rozdelenie silovych sustav a analyza ich ti¢inkov na teleso

Dve a viac sil posobiacich na hmotny objekt nazyvame vieobecnym pojmom silovd sistava, prip.
sustava sil. 7 hl'adiska vyuZitia v mechanike telies sistavy sil najcastej3ie ¢lenime podla :
e rozmiestnenia silovych acinkov v priestore:

-rovinné-nositelky vSetkych sil leZia v jednej rovine,

-priestorové-nositelky sil surozlozené v priestore.
e rozloZenia silovych ucinkov:

-centrdlne-nositelky vietkych sil sa pretinaju v jednom spolo¢nom bode,

-vS§eobecné (rozptylené) -nositel’ky sil sa pretinaji v réznych bodoch.

Jednym z najlepsie predstavitelnych ¢leneni sustav sil uvazovanych v rovine je ich kategorizacia podl'a
usporiadania nositeliek sil. Silovii stistavu v ktorej st sily 'ubovolne rozlozené v priestore nazyvame
vSeobecna priestorova stustava sil. Ak existuje rovina, v ktorej lezia nositelky vietkych sil danej silovej
sustavy, hovorime o vS§eobecnej rovinnej sustave sil. V oboch pripadoch mdzu nastat’ zvlastne pripady, a to
ked’ nositel’ky vietkych sil sa navzajom pretinaji v jednom bode - centrdina silova stistava (zvizok sil) alebo
st vietky sily navzajom rovnobezné a hovorime o stistave rovnobeznych sil. Specificky pripad usporiadania
sil je, ked’ nositel’ky vSetkych sil leZia na jednej priamke, tzn. spoloénej nositel’ke a hovorime o sistave sil
pdsobiacich na spolocnej nositelke. Vo vSeobecnosti teda moze byt sustava sil usporiadana ako:

o sustava sil posobiacich na spolocnej nositel’ke

o sustava sil so spoloénym posobiskom - zvizok sil

e sustava rovnobeZnych sil

o vSeobecnd sustava sil — ako najvieobecnejsi pripad usporiadania silovych uéinkov.

Pre zjednodusenie pochopenia principov rovnovahy a ekvivalencie sistav sil sa budeme d’alej zaoberat’
iba analyzou tzv. revinnych silovych sistav. Vieobecne vSak plati, Ze rieSenie sustav sil v priestore je
zaloZené na rovnakych principoch, iba je primerane zloZitejsie a ndro¢nejsie na predstavivost. Sustavu sil
v priestore mdzeme transformovat’ na 3 sistavy rovinné, leziace v troch rovinach zvoleného pravouhlého
systému suradnic. Sustava viac sil pésobiacich v rovine — rovinna siistava sil (RSS) — je tvorena teda silami,
ktorych nositeTky leZia v jednej rovine. Je tiez zrejmé, Ze ak RSS posobi na viazané teleso, aj vizby, ktorymi
je teleso viazané ku svojmu okoliu, musia umoznit’ vznik vizbovych reakeif v tej istej rovine.

RieSenie sustav sil — nahradenie alebo rovnovéhu - realizujeme obvykle pomocou postupov ako:

o skladanie sil - nahradenie sustavy sil jedinou silou, tzv. vyslednicou R alebo vypo&et jedinej sily, ktora
uvedie sustavu sil do statickej rovnovahy — tzv. rovroviina sila Fg,

 rozkladanie sil - nahradenie osamelej sily stistavou sil alebo néhrada prip. eliminacia jednej ststavy sil
inou silovou ststavou,

e d’aldie axiomy a vety statiky — o rovnovahe dvoch sil, prelozeni sily, posunuti sily po nositel'ke a pod.
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3.1.1. Zakladné pojmy v analyze silovych siistav

Charakteristika zakladnych pojmov z oblasti analyzy ststav sil:

e Rovnovaha = wvedenie sustavy sil do rovnovahy. Zjednodusene rovnovahu vyjadrujeme ako tvrdenie:
»oucet vietkych pohybovych uéinkov od pdsobenia sustavy sil na hmotny objekt je nulovy®. Znamena
to, ze ak je nahradou sustavy sil vyslednica R=0 a moment M=0, ststava sil sa nachddza v stave
statickej rovnovahy a hovorime o tzv. rovnovaznej siistave sil.

o Redukcia = nahradenie jednej sustavy sil co najjednoduchsou nahradou tak, aby jej pévodny ucinok na
hmotny objekt zostal rovnaky. NajCastejSie ide o najdenie najjednoduchsiej moznej néhrady, ktorej
pohybovy (posuvny aj otdc¢avy) u€inok je rovnaky, ako u silovej sustavy povodnej. Stistavu sil méZzeme
nahradit’ jednou silou R - vyslednicou a jednym momentom M prip. jedinou silou R’, posunutou od sily
R o uréit vzdialenost’ v prishichajicom smere.

o Ekvivalencia = nahradenie jednej SS inou silovou sustavou tak, aby mali obidve sustavy na hmotny
objekt rovnaky pohybovy (posuvny aj otacavy) ucinok. V takomto pripade hovorime o staticky
ekvivalentnych sustavdch sil. Redukcia je teda iba Specifickym pripadom ekvivalencie.

Sustava sil, rovnako ako osamela sila alebo silova dvojica, moZe mat’ na teleso iba pesuvny, otdcavy
alebo vieobecny - posuvno-oticavy tlinok. Pre zadani ststavu vieobecne usporiadanych sil F;, leZiacich v
jednej rovine (Obr.3.1) plati:

e Posuvny adinok (PU) — je uréeny algebrickym stiétom (sumou) posuvnych uginkov od jednotlivych sil
n
R=F+F+..+F=YF G0

i=1

y Ji

Pre velkost wvyslednej sily R zadanej sustavy sil
a velkost jej zloziek pri analytickom rieseni (Obr.3.1) plati:

- zlozky vyslednice R = ZF:X ; R.= ZF;1 (3.2)
i=l i=1

- vyslednica sil R=, /Rj +R; (3.3)

Pri grafickom rieSeni vyslednica R takejto sistavy sil
uzatvara tzv. sifovy (vektorovy, zlozkovy) obrazec (Obr.3.2).

o Otdcavy ucéinok (OU) zadanej

=Y

stistavy sil, definovany Obr. 3.1

k Tubovolne zvolenému bodu roviny je uréeny algebrickym sic¢tom vsetkych
otdCavych t¢inkov - momentov - od jednotlivych silovych u€inkov SS a plati

MO=ZM3A=r]><FI+r2><F2+...+r‘,><E =5 |M|=M. (3.4)

Z vykladu o sile a jej G¢inkoch na telesa uz vieme, ze velkost’ vysledného

Obr. 3.2 momentu, ako miery ota¢avého uéinku sustavy sil, je vzhl'adom k réznym bodom
roviny rozna a jeho vysledna orienticia (t.. smer otdCavého ucinku) je zavisla iba na zmysle a velkosti
ota¢avych u€inkov jednotlivych silovych velié¢in v sustave.

Znamienkovad dohoda pre kladné smery pOsobenia osamelych sil, ako aj ich otacavych udinkov je
rovnakd ako pri objasfiovani ti¢inku osamelej sily na DTT (kap. 2.2.2.) a plati:

Za kladné (+) sn povaZované sily pdsobiace v smere doprava a nahor a pokial’ vyvodzujii Pavotocivy
otdcavy ucinok (proti smeru pohybu hodinovych ruciciek).
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Priklad 3.1: Urcite velkost a zmysel posuvného a otacavého ucinku sil Fy a F vzhladom k bodu A (Obr.3.3).
Zadané: F;=500N, F; = 1500 N, a=45°, a=1m, b=2m.

Riesenie: YN\
o Posuvny ticinok (PU): ku vietkym bodom telesa je rovnaky. 3/\
Plati: R=F,+F, ; R=|R|

R =%F, =F,=F.osa

R, =500.0,707 =353,5N

R =3F =-F —F =—Fsina-F,
R =-500.0,707-1500=-1853,5N

R= R +R =[353,5 +(-1853,5) =R=1919,74 N. Obr. 3.3
R, 18535

v

g o, =—
E% =R " 3535

Pre uhol vyslednice R uvaZzovany od kladnej poloosi x dostaneme @, =360°—qa;, = 280, 8°

=-5,2433 = a, =1g™'(-5,2433) = arctg (-5,2433) =-79,2°.

o Otacavy ucinok (OU): otd&avy tcinok napr. vzhl'adom k bodu A bude
M,=F,0-F .(a+b)-F.a=-F (a+b)-F,.a=-F.sina.(a+b)—F,a

¥ Igs

M, =-500.sin 45°.(1 + 2)—1500. 1=-1060,5-1500 = M, =-2560,5 Nm.

Zgver: Hodnota momentu M, ma zdporné znamienko — tzn. zadand sustava sil ma tendenciu stoZziarom
otacat’ v smere pohybu hodinovych ruiciek, o je zrejmé aj z nakresleného mechanického modelu.

3.1.2. Zakladné ulohy analyzy silovych sudstay

Zéakladné ulohy v rdmci rieSenia rovinnych sistav sil si:

1. RieSenie statickej ekvivalencie — zaklad tvori redukcia sil, tj. ndjdenie & najjednoduchsej
ekvivalentnej sustavy sil. Napriklad, ako bude uvedené neskér, vyslednicou zvéizku sil je vZdy jedin4 sila R,
prechadzajica ich spolo¢nym priese¢nikom (ako ddsledok axidomy o rovnobeZniku sil).

Pri skumani u€inkov silovych ststav na hmotny objekt je asto nevyhnutné transformovat zadanu
silovu sustavu na silova ststavu pozadovanu. V takomto pripade najskér nahradime zadana silovii sustavu
Fi, M; jednou vyslednou silou — vyslednicou R avyslednou silovou dvojicou - momentom M. Toto
nahradenie d’alej transformujeme na pozadovanu sustavu Fj, prip. aj My a hovorime, Ze zadana sustava sil
a Ziadana sustava sil st navzajom ekvivalentné (Obr.3.4).

Zadana sustava 3 Zikladné nahradenie Al Ziadani ststava
Fi, M; C R,M o Fj, M,
Obr.3.4

Plati, Ze dve sustavy sil si staticky ekvivalentné, ak majt k tomu istému (I'ubovolne zvolenému) bodu
rovnaké zakladné nahradenie. Pdsobenie obidvoch sistav spdsobuje rovnaky — staticky ekvivalentny -
pohybovy stav telesa alebo ponechéva teleso v pokoji.

2. RieSenie statickej rovnovahy — zaklad tvori spravne definovanie ariefenie statickych podmienok
(rovnic) rovnovéhy sustavy sil. Rovnovéha sil nastane iba vtedy, ked’ bude vyslednica silovych u&inkov SS
nulova — tzn. vysledkom redukcie bude sila R = 0, prip. pre vieobecnu sustavu sil R =0 aj M = 0.
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Znamena to, Ze sustava sil je v rovnovéhe, ak jej zakladné nahradenie k l'ubovol'ne zvolenému bodu je
nulové, tj. nevyvolava Ziadne zmeny pohybového stavu hmotného objektu. Volame ju rovnovdina sistava
sil. Pre rovnovahu sil pdsobiacich na DTT platia podmienky rovnovahy vo vektorovom tvare

>E=0, >M,=0. (3.5)
Pre analytické rieSenie je podla druhu rieSenej silovej ststavy vhodné uvedené vektorové rovnice

rozpisat’ na prislichajici pocet podmienok rovnovahy (tj. silové a momentové rovnice)) v ich skalarnom
tvare. Skalarny tvar rovnic rovnovéahy bude uvedeny u jednotlivych typov analyzovanych ststav sil.

3.2. Sustava sil leziacich na spolo¢nej nositel’ke

Ststava sil posobiacich na jednej priamke je tvorena silami, ktoré lezia na jedinej, spolo¢nej, nositel'ke.
Hovorime, Ze takto usporiadané sily st kolinearne. Sily moéZu mat’ r6znu velkost, ale aj orientdciu (obr.3.5).

3.2.1. Redukcia a ekvivalencia sustavy sil so spolo¢nou nositel’kou

Sustavu sil na jednej spolotnej nositelke (SSSN) mézeme vzdy nahradit’
jedinou silou — vyslednicou R. Sila R, ako ekvivalent takejto sustavy je
velkostou a orientdciou urcena pociatkom prvej sily a koncom poslednej sily
SSSN po ich vektorovom s¢itani. Pre vel'kost vyslednice R plati

R=YF, (3.6)

i=1
pri¢om jej smer je zrejmy, nakol’ko musi lezat’ na spolo¢nej nositel’ke SSSN.
Podmienka ekvivalencie dvoch SSSN je definovana v tvare

QE . (3.7)

J=1

3.2.2. Rovnoviaha sistavy sil so spoloénou nositel’kou

Rovnovazna sila je vel'kostou a orientdciou dand koncom posledne;j sily a zaciatkom prvej sily zadanej
SSSN pri ich vektorovom séitani. Podmienka rovnovahy takto definovanej ststavy sil ma tvar

R=0 = Y E-0. (3.8)
i=1

Graficka podmienka rovnovahy sil je splnena, ak je silovy (zloZkovy) obrazec SSSN uzavrety.

Priklad 3.2: Vypoctom qj graficky urcite velkost' vyslednice piatich sil, pésobiacich na spolocnej nositelke
(Obr.3.6). Zadané: Fi=I50 N, F;=200 N, F;=100 N, F,=250 N, Fs=300 N.

F] FZ F3 F4 Fs
— Bl <G fr
Obr. 3.6 3 }
Rie$enie: Fi K,
- i
o Analyticky: s Graficky: F,
5 F
R=3F=F+F~F+F-F, I
= Zvolena mierka sil : R Fs l
R=150+200-100+4+250-300=200 N mp=10 N/mm. ————————
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Z Obr.3.6a jednoducho odmeranim zistime velkost’ zobrazovacieho iiseku vyslednice R . Pre velkost

vyslednice R potom plati R =~ R . my =20 . 10 = 200 N. Rovnovéhu ststav sil pochopime tplne vtedy ak si
uvedomime, Ze ak by sme k zadanej SSSN pridali d’al3iu silu s velkostou Fs = —R, zadana sustava sil by sa
dostala do stavu statickej rovnovahy, t.j. platilo by R = 0.

Pozndmka: Silovy obrazec SSSN pri grafickom rieseni tvori priamku, ale pre prehladnost sme skladané sily nakreslili s
odsadenim (neleZia na jednej nositelke).

3.3. Sistava sil so spoloénym pésobiskom - zviizok sil

Sustava sil so spoloénym posobiskom (Casto zviizok sil alebo centrdlny silovy systém) je tvorena
silami, ktorych nositelky sa pretinaji v jedinom spolo¢nom bode (obr.3.7a). Nahradou takejto ststavy sil je
vzdy jedind sila R, ktorej nositel’ka prechadza spoloénym pésobiskom sil, tvoriacich redukovany zvézok sil.

Sily tvoria rovinny zviizok sil ked’ ich nositelky leZia v jednej rovine a maji spoloény prieseénik

Vzhl'adom na vetu o posunuti sily po jej nositelke je zrejmé, Ze zat'aZzenie hmotného objektu silami F,
aZ F, (obr. 3.7b) je staticky ekvivalentné so zat'azenim na obr.3.7a .

b)
Obr, 3.7

3.3.1. Redukcia rovinného zvizku sil

V statike redukujeme rovinny zvizok sil (RZS) prostrednictvom rozkladu jednotlivych sil zvdzku do
dvoch zloZiek (t.j. ako priemet sily do osi zvoleného sturadnicového systému, napr. osi x, ). Rozkladom sil
na zlozky v podstate RZS transformujeme na dve ststavy sil pdsobiacich na spoloénej nositel’ke (SSSN), kde
nositel’kami zloZiek sil tvoriacich RZS st stradnicové osi x, y.

Rovinny zvizok sil mdZeme nahradit’ jedinou silou R, lefiacou na nositelke, prechddzajicej
spolocnym priesecnikom nositeliek jednotlivych sil sustavy.

3.3.1.1. Analytické rieSenie

Najskor zvolime vhodny suradnicovy systém 0Oxy, najlepie
s podiatkom v spoloénom prieseéniku nositeliek sil tvoriacich
RZS. Najcastejsie byvaju zadané velkosti sil F; aich smerové
uhly a; (obr.3.8), prip. stradnice ich posobisk 4, (pre i=1, 2,..., n).

Najskér sily F; nahradime ich zloZkami v smere osi x ay,
ktorych velkost uréime z rozkladu sily

F . =F.cosa , F =F.sina. (3.9)
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Vyslednice zloZiek jednotlivych sil v smere oboch osi ziskame ako
R =3 F =>F.cosa, , R =3F =) F.sing, (3.10)
i=1 i=1 i=1 i=1

a hl'adana vyslednica R zadaného zviazku sil ma podl'a Pythagorovej vety velkost’

R= R +R . (3.1

Smer vyslednice R je uréeny uhlom ag, pre ktory z goniometrie plati

g a, m—& : (3.12)
RI
Ak vyjadrime zlozky vyslednice pomocou uhla oy bude platit’
R, =Rcosa, a R =Rsinga,, (3.13)

¢o umoziiuje napr. podla (3.10) napisat’ rovnicu v tvare

R.cosa, ZZ":PL = Ricosa!="Flicosa. (3.14)
i=1 i=1

Vzt'ah (3.14) vyjadruje tzv. vetu o priemete vyslednice, slovne formulovanu nasledovne:

Priemet vyslednice zvizku sil do Pubovol'ného smeru sa rovnd algebrickému suctu priemetov
Jednotlivych sil tvoriacich zviizok do toho istého smeru.

V Specifickom pripade, ak je smerovy uhol vietkych sil rovnaky (a; = @), t.j. vietky sily nutne leZia na

jednej nositel’ke (SSSN) bude ich vyslednica R = ZE , priom nutne musi platit' aj o, =« .
i=]
3.3.1.2. Grafické rieSenie

Pre grafické rieSenie su obvykle zadané vel'kosti sil F; a smery ich nositeliek f. Zvolime vhodnt mierku
sil mp [N/mm)] a uré¢ime vel'kosti zobrazovacich dsekov zadanych sil
=l
F =—— [mm)]. (3.15)
Me
Redukciu rovinného zvizku sil mézeme potom vykonat bud postupnym uplatnenim axidémy

o rovnobezniku sil alebo rozsirenim vektorového s¢itania na viac ako dve sily, napr.
R=F1 +F2+F3+... Fn

R;, (3.16)
P
Ria3 atd’. ,
¢o mobzeme zapisaf’ aj vo forme vektorového suctu sil, v tvare
n
R=YTF. (3.17)
i

Na obr.3.9a je jedno zmoZnych rieSeni redukcie sistavy troch sil Fi, F,, Fi, tvoriacich RZS. Vo

vytvorenom zlozkovom (silovom) obrazci podla obr.3.9b odmeriame dizku R [mm] a uréime velkost’

vyslednice R v [N] s vyuZitim transformaéného vzt'ahu v tvare R=R. my [N].

Vyslednica RZS posobi vidy v spoloénom priesecniku sil a jej zmysel v zloZkovom obrazci je vidy proti
zmyslu obehu jeho zloZiek (vyznacené ciarkovane).
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zvolime pip = ..,

b)
v
<-__ T -
zlozkovy (silovy) obrazec
ﬁ Obr.3.9 R:F] +F2+F3

Komutativnost’ s¢itania sil, t.j. moznost’ rézneho poradia pri skladani sil, je zrejmé z obr. 3.10.
2=3

Obr. 3.10

Priklad 3.3: Urcite analyticky aj graficky velkost, smer a zmysel vyslednice zviizku sil (obr.3.11). Zadané:
F;:]50 kN, F2:250 kM F3:350 kN, F4:400kM F5=450 kN, CZ]:OD, ag=600, a3:I50°, a4=2]0”, C(5=3000.

Riesenie:

o Analyticky:
Vypoc&tové riesenie, realizované podl'a vztahov 3.9 az 3.12 je
vyhodné spracovat’ do tabul’ky.

Pravidlo: uhly zvycajne meriame od kladnej casti osi x v smere

proti zmyslu pohybu hodinovych rudiciek.

Obr. 3.11
Pomocné vypocty pre redukciu vovinného zvdizku sil Tabulka 3.1
F; ol cos 0 sin o F,=F,cos o; | Fy=F;sinq,
i [N] [°] [-] [-] [N] [N]
1 150 0 1,000 0,000 150,0 0,0
2 250 60 0,500 0,866 125,0 216,5
3 350 150 -0,866 0,500 -303,1 175,0
4 400 210 0,866 -0,500 -346,4 -200,0
5 450 300 0,500 -0,866 2250 -389,7
3
b R,=-1495 | R,=-198,2
=1

Vyslednica R, s vyuzitim vysledkov z tab. 3.1, ma podl'a vzt'ahu (3.11) velkost’
R =./(~149,5% +(~198,2)) = 248,26 kN .




66 Sustavy sil v rovine, tazisko hmotného objektu

Vyslednica R zviera s osou x uhol o'k, pre ktory podla (3.11) plati
Al R, -198,2
E%TR T 1495

Uhol ai vyneseny od kladnej poloosi x ma potom vel'kost' og = 180° + 52,97° = 232,97°

=1,3257 = a, =arctg1,3257=52,97° .

o Graficky: zvolena mierka sil: mp = 10 kN.mm™ (Obr.3.11a)

+y

/ /
F /
R 1em=100kN
| R
Obr. 3.11 a
Odmeranim zistime R =25 mm a pre velkost’ hl'adanej vyslednice R v [N] dostaneme
R=R.m,=2510 =R=250kN.
Smerovy uhol vyslednice od kladnej poloosi x zistime priamo odmeranim a plati ag =230° .

Pozndmky: 1. Usporiadanie vypoctu do tabully umoiiiuje pri , rucnom vipocte" jeho zivchlenie, zniZenie rizika chyb
a pohotovejsie reakcie na pripadné zmeny v zadani. 2. Pre vypocet ay je moiné vyuzit qf daliie goniometrické vztahy,

napr. sina, =R /R, resp. cosa, =R _/ R. 3. Grafické rieSenie zdvisi na preciznosti kreslenia zlozkového obrazca.

3.3.2. Rovnovaha rovinného zvizku sil

Rovinny zvizok sil je v rovnovihe, ked jeho pohybovy ucinok na hmotny objekt je nulovy. Stav
rovnovihy nastane iba vtedy, ak je vyslednica zvizku sil nulovd, t.j. R=0.

Znamena to, Ze pri rovnovéhe plati R=0 = R =0, R =0. (3.18)
3.3.2.1. Analytické rieSenie
Z rovnice (3.9) pre urtenie velkosti vyslednice RZS v tvare R=,[R*+ R}, kde R, =3}F, a
R = ZF . vyplyva, Ze pri rovnovahe RZS (3.18) musia byt splnené dve skaldrne rovnice v tvare
R =3F =0
Ro=3 =0

vyjadrujtce tzv. podmienky (rovnice) rovnovahy zviizku sil v rovine.

(3.19)

Pri rovnovdhe rovinneho zvizku sil je algebricky sucet priemetov vietkych sil do smerov
suradnicovych osi rovny nule v smere kaZdej z osi zvolenej siiradnicovej suistavy.

Smery osi systému stradnic méZeme zvolit’ l'ubovolne. Si na smeroch nositeliek sil Uplne nezivislé a
pre pisanie podmienok rovnovahy akejkol'vek stistavy sil moézeme vyuzit Il'ubovolné, aj nerovnobezné osi.
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V mechanike telies viak obvykle volime navzdjom kolmé osi x, y a to v ramci najlastejSie vyuzivanej
Kartézskej pravouhlej siistavy stradnic. Je tieZ jasné, Ze zlozky sil v smere osi suradnicového systému (t.].
sily leziace na rovnakej nositel’ke) budud v rovnovéhe iba vtedy, ak plati vzt'ah (3.6).

3.3.2.2. Graficke rieSenie

Uvazujme rovinny zvizok sil Fy, F,, F;, pdsobiacich v bodoch 4,, 4, A;, pri¢om ich nositelky f;, £ f3
sa pretinaji v spoloénom bode A4 (obr.3.12a).

Mierka mp = ... b

orientdacia postupného séitania sil
gl
— —~

smer vyslednice (opacny)

Obr. 3.12

Zvolime vhodnt mierku sil my a zakreslime silovy obrazec (obr.3.12b), z ktorého méZzeme odmeranim
a transforméciou ziskat’ vel'kost’ a smer vyslednice R zadaného RZS (Obr.3.12a na nositel’ke /). Uvedomme
si, 7e ak by sme k zadanej sustave sil Fy, F,, F; pridali d’al3iu silu, tzv. revrovdinu silu, leZiacu na nositel'ke
vyslednice fz , pre ktoru plati

-F,=R, (3.20)
pre R =F; +F, + F; mézeme potom napisat’
R+F,=F,+F,+F;+(F) =R+ (-R)=0 (3.21)
a splnit’ tak podmienku rovnovahy RZS (3.18), definovant vo vektorovom tvare
YE =0. (3.22)
1

V silovom obrazci (obr.3.12b) sa rovnovédha sil prejavi v jednom zmysle uzavretym obrazcom sil.
Podmienku rovnovahy RZS pri grafickom rieSeni mozeme preto slovne vyjadrit’ v tvare:

Rovinny zvizok sil je v rovhovihe vtedy, ak su vSetky jeho zloZky si orientované v tom istom zmysle a
Jeho zloZkovy obrazec je uzavrety.

Je moZné preto tvrdit, Ze rovinna ststava sil pdsobiacich
na DTT je vrovnovahe iba vtedy, ked’ sily tvoria rovinny
zvizok sil a splilaju podmienky rovnovahy zvizku sil.

Dékaz, platny vSeobecne (nielen pre 3 sily tvoriace RZS)
je zrejmy z obr.3.13. Sily F,, F; maju vyslednicu R,,, ktora
prechadza ich priese¢nikom K. Tretia sila F; musi byt pri
rovnovahe s vyslednicou R, kolinearna (t.j. musia leZat' na
spolo¢nej nositelke) = nositel'ky sil F), F,, F; sa musia
pretinat’ v jednom bode K. Zaroveri musia byt splnené aj

rovnice rovnovahy RZS a musi teda platit’:

Obr. 3.13

e pri analytickom riefeni — rovnice (3.19),

e pri grafickom rieSeni — rovnica (3.22).
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Priklad 3.4: Nitovany styk (obr.3.14a) je zatazeny silami F, a F;. Urcite vypoctom aj graficky velkost' sil F;
a F,, aby bol uzol priehradovej konstrukcie v rovnovahe. Zadané: F; = 3 kN , F; = 8 kN.

Riesenie:
] F; +X Ez E
, .ﬂ’r : As
a=40°
F;
b) 1ecm=1000 N
Obr. 3.14

o Analyticky:

Vietky osové sily v pritoch tvoria rovinny zvizok sil (maji spolocny priese¢nik - bod A), pre ktory pri
rovnovéahe po dosadeni do (3.19) dostaneme

>E =0: E-F +F.cosa=0
2.F, =0: F—-F.sina=0

Po dosadeni hodnét

(sustava 2 rovnic o dvoch neznamych Fj, Fy)

F =F, —F,.cos a=3000-8000.cos 40°=-3128 N
F, = F,.sina =8000.5in 40° =5142 N.

Hradané sily su F, = -3,128 kN a F, = 5,142 N. Je potrebné si viak v§imnuf, Ze sila F; ma opacny
zmysel, ako sme povodne (v obr. 3.14a) predpokladali.

e Graficky:
Obr.3.14b obsahuje grafické riedenie rovnovahy pre mierku sil n = 100 N.mm™ = I kN.cm™'. V sulade
s podmienkami rovnovahy RZS (3.22) plati F; +F2 —5—]?'; +F4 =0. Odmeranim v obr.3.14b zistime (aviak

iba s obmedzenou presnostou), ze f; =3,1cm, I, 25,2 cm a dostaneme

F=FEm.=31cm 1 kNem' =3,1kN, F,=F,.m, =52cm. 1kNcm" =52KkN .

3.3.3. Rovnovaha a ekvivalencia dvoch RZS, staticka uréitost’ rieSenia

Statickt rovnovahu resp. ekvivalenciu dvoch zvizkov sil F;a F; méZeme zapisat
o vektorovo > F iZFj =0 ,kdei=12..,n j=12 .. m
YF, +3F, =0
Jkdei=1,2..,nm j=12,...,m , (3.24)
SF,+5F,=0

(3.23)

e skaldarne

pricom znamienko © plati pre staticki ekvivalenciu (dva RZS maji rovnaky uc¢inok), €@ plati pre staticki
rovnovahu (teleso, na ktoré posobia dva RZS v rovnovéhe sa nepohybuje, t.j. je v stave pokoja).

Rovnice pre analytické riedenie ekvivalencie / rovnovahy RZS si dve, z &oho vyplyva aj tzv. nutnd
podmienka statickej urcitosti rieSenia, slovne vyjadrena nasledovne:

Uloha riesenia rovnovihy / ekvivalencie dvoch RZS je staticky uritd, ak neobsahuje viac neznamych
ako dve a je riesitel’'nd (tzn. nie je vynimkovym pripadom).
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Pri va¢Som poc¢te neznamych (obr.3.15a) je tloha tzv. staticky neurcitd. Nevieme jednoznacne - uréite
- vypocitat, aké sily budu pri rovnovahe pripadat’ od jednej sily Q na tri smery v pratoch /, 2, 3 (obr.3.15a).
Pri nevhodnom usporiadani sil méZe vzniknut aj tzv. vynimkovy pripad (obr.3.15b, 3.15¢).

aj b) nemdze nastat ¢) chyba jedna rovnica
ZF= Q=0 2F;, = 0 (uloha je trividina)

Obr. 3.15
Ulohy statickej ekvivalencie resp. rovnovéhy sustav sil maju obvykle charakter kontroly - tzn.
sily su zadané uplne a je nutné ich rovnovahu resp. ekvivalenciu iba skontrolovat’ alebo charakter rie§en
i a —tj. sily s zadané netuiplne a pre zaistenie ich rovnovahy resp. ekvivalencie je nutné niektoré parametre
(velkost alebo smer sily) douréit’.

Priklad 3.5: V bode A pésobia tri zndme sily Fy, F,, F3, ktoré maju byt nahradené zviizkom sil P", P" a Q,
posobiacimi tiez v bode A, aviak v urcenych smeroch podla Obr.3.16. Pozadujeme pritom, aby sily P"a P”
mali rovnakii velkost. Zadané: F;=3500 N, F,=1000 N, F;=1500 N, a;=60°, a;=30° a;=30°,

Riesenie:

Ide o riesenie ulohy na staticka ekvivalenciu RZS.

Pre vyrieSenie statickej ekvivalencie ststav sil F,, F,, Fj
(sustava sil F)) a sastavy sil P7, P”, Q (ststava sil F}) vyuzijeme
rovnice (3.24) pre ekvivalenciu dvoch RZS v tvare

ZEX 72}?{[' = O
Z‘F;v _ZF;; =O "

Podl'a zadania a pre umoZnenie vypoctu uvazujeme P'=P"=P.

+X

Podl'a obr.3.16 pre nezname hodnoty sil P a Q dostaneme Obr. 3.16
2 F,-2.F =0: F.cosa,—F,.cosa, + F,.sinet, —(P+ P.cos f) =0

2 F -2 F, =0: F.sing, +F,.sina, —F,.cosa, —(Q—P.sin ff) =0, odkial’ dostaneme

=—1Hﬁ.(FT.cosa! —F,.cosa, +F;.sina3) =F =P
l+cosff :
P=pP'= —1—.(500.cos 60°—-1000.cos30°+1500.5in30°) = ! (250 -366,6+ 750)
1+cos45° 1,707

r

I

"=78,1IN.

P

F.sing, + F,.sina, — F,.cosa, + P.sin

500.s1n 60° +1000.5in 30°—1500.cos 30° +(—78,11).sin 45 = 433+ 500 -1299 - 55,22
-421,22N.

Il

P
Q
Q
Q
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3.4. VSeobecna sustava sil v rovine

VSeobecnd rovinnd suistava sil (VRSS) je také usporiadanie sil, kedy nositel’ky sil lefia v jednej rovine
a majii v nej v§eobecnii polohu (tj. nositel’ky sa nepretinajit v spolocnom priesecniku).

Zakladnou myslienkou rieSenia VRSS je, rovnako ako u RZS, rozklad vietkych sil stistavy na x-ové a y-
ové zlozky. Ziskané zlozky vytvoria 2 sustavy navzajom rovnobeznych sil a po ich preloZeni do spoloéného
posobiska v podstate ziskame dve sustavy sil na spolo¢nej nositel’ke. V 'ubovol'nom bode hmotného objektu,
najcastejsie v po€iatku stradnicového systému, mozeme preto VRSS staticky ekvivalentne nahradit’ silou R
a momentom M alebo dokonca iba jedinou silou R” posunutou vzhl'adom k bodu 0 o vzdialenost’ 4.

Pre VRSS méZeme napisat’ tri podmienky nahrady (bud’ rovnovahy alebo ekvivalencie), ktoré su
formulované v tvare rovnic — tzv. silovych (zlozkovych) a momentovych podmienok - v tvare:

Silova (zloZkova) podmienka
1. Algebricky sucet x-ovych (vodorovnych) zloziek vsetkych sil sustavy je rovny nule. Plati:

2> F.=R =0 (3.25)
2. Algebricky sucet y-ovych (zvislych) zloZiek vietkych sil sustavy je rovny nule. Plati:
ZFL =R =0 (3.26)

Momentovd podmienka (napr. vzhladom k bodu A)
3. Algebricky sucet statickych momentov vietkych sil sustavy (resp. statickych momentov vietkych ich x-
ovych a y-ovych zloZiek) k lubovolnému bodu roviny je rovny nule. Plati:

M,4 :ZMM =0 prip. M{ :Z(Fu‘pszrEr'pz}‘):O' (3'27)

Pred detailnej$im Stadiom spdsobov rie§enia rovnovahy prip. ekvivalencie VRSS je odporicané
zopakovat’ si zdkladné principy a vztahy, najmi pre veli¢iny ako staticky moment sily, silova dvojica a jej
udinok, princip prelozenia pdsobiska sily na telese a skladanie sily a silovej dvojice.

Uz vieme, ze moment M (staticky moment sily resp. moment silovej dvojice), spolu s osamelou silou F

tvoria zakladné druhy siloveho piosobenia na hmotné objekty. Je nutné si viak uvedomit, ze medzi
zatazeniami, pdsobiacimi na skuto¢né telesa v redlnych podmienkach pouZivania - sa vyskytuju nielen

uvedené hlavné druhy zataZenia, ale aj d’al§ie pripady staleho, prip. aj premenlivého spojitého silového alebo
momentového zat’nZenia. Pri rieSeni DTT takéto druhy zat'aZenia nahradzame tzv. ndhradnym bremenom
Fy, F,resp. My, ktoré vyjadruje ich staticky ekvivalentny u¢inok vo forme osamelej sily, resp. momentu.

N F,

3.4.1. Redukcia vSeobecnej rovinnej ststavy sil

Zakladny princip redukcie VRSS je zaloZeny na
transformacii v3etkych sil sistavy do spoloéného bodu.
Napr. pre sustavu sil podla Obr.3.17 je pre redukciu
zasadnou Ulohou tzv. ekvivalentnd transformdcia sustavy
sil Fy, Fs,..., F;, do jedného bodu, napr. do bodu 0.

Vyslednicu R ziskame ekvivalentnou transformaciou
vietkych sil sustavy do bodu 0, ku ktorému ma
transformovana VRSS nulovy otacavy ucinok. PreloZzenim
silovych ucinkov VRSS do bodu 0 a ich vektorovym
s¢itanim dostaneme vyslednicu R a vysledny moment M.
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(PU) - posuvny ticinok VRSS: (OU) - otdgéavy ii¢inok VRSS:
R=YF =F+F,+..+F ; R=|R| M, =¥ (r,xE)
szsz; R“:Z_F;_; R:1[R3+Rf MA:ZMA:O

Prakticky to znamena, Ze VRSS mézeme — rovnako ako RZS - nahradit’ jedinou silou, vyslednicou R
(uréenou jej vel’kostou, smerom a zmyslom — ako u RZS, ale navySe aj miestom jej pésobenia v rovine) a
jedinym momentom M - uréenym vel'kostou a zmyslom jeho pésobenia - ota¢ania.

K tomu vyuzivame uZz zmienené rovnice nahrady sustav sil, ktoré mézeme slovne vyjadrit’ nasledovne:

Posuvny a oticavy ucinok jednotlivych sil VRSS k PubovolPnému bodu telesa musi byr rovnaky ako
posuvny a otdcavy ucinok vyslednice R a momentu M zadanej siistavy sil vzhPadom k tomu istému bodu.

e Vektorovy tvar rovnic ndahrady (Obr.3.18):
Posuvny t¢inok: R=Y_F, (3.28)

Otacavy iginok: M, = » M,, =>rxR=>(r,xF,)

o Skaldarny tvar rovnic nahrady:

Pre rovinnu sustavu sil :
RK’ = Z‘EY

' -S> R= R +R — velkost R 3.29
P JR+R (3.29)

I

M, ZZMA — poloha R

Na zdklade uvedenych poznatkov mdZeme definovat’ vieobecne platni schému redukcie (obr.3.19)
systému sil a momentov, tvoriacich v§eobecnit rovinni suistavu sil. Plati:

U to mézeme zapisat’ ako U

Fi—>A;‘ Fi— A4 RZZF,' R‘IZFi
M.i Mj, M; = Fi-pi M= Z(Mi‘f‘ Mj) h=M/R

Obr. 3.19

3.4.1.1. Analytické rieSenie

Postupujme v stlade s nazna¢enou redukciou podl'a obr.3.19. V technickych vypoctoch obvykle byva
zadané Fi, Ax. y), a; a M; (pre i=1,2,...n; j=1,2,..,m), uvazované v Kartézskej pravouhlej stiradnicovej

sustave. Niekedy mézu byt’ viak smery sil zadané aj napr. pomocou stradnic dvoch bodov 4. B, uréujicich

smer nositel’ky sily F; (obr.3.20) a vtedy plati

(xg X, )}‘ , resp. sin a = M ) (3.30)
AB AB

T i

cosa, =
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Z obr.3.20 taktieZ vyplyva, ze
— — —
B; (xs,, s 4B, —\/(xa E 0 e e ) (3.31)

Pre lep$iu prehl'adnost’ na obr.3.20 uvadzame, zo
vietkych sil a momentov tvoriacich VRSS, iba jedina

Fi\ :
) n
(X4 Yai) 4;

: : silu F; a jediny moment M.

Vypoétovy postup redukcie VRSS moZzeme
v stilade s obr.3.19 usporiadat’ do §tyroch krokov:

1. Sily F; preloiime do zvoleného bodu na telese
(napr. pociatok suradnicového systému — bod (), ¢im
vtomto bode vznikne zvizok sil F; a sustava
momentov M;, definovanych vzhl'adom k bodu 0

Obr. 3.20 M =x.F,—y.F,. (3.322)

2. Vykondme redukciu sil F; a urcime vel’kost’ a smer ich vyslednice R

R=3F =%F.cosa , R = ) F =Y F.sina , R=R’+R’ 3.32b
X ]Z X ]Z ! 1 ¥ Z Ty Z i i x R ( )

R _ R,
a pre smer vyslednice R plati, napr. g, = E'— — T i E‘ = areig —- . (3.32¢)
3. Vykondme redukciu otdcavych ii¢inkov (od pévodnych momentov VRSS - M; a momentov od preloZenia
sil F; do spolo¢ného pdsobiska - M; a urcime vysledny otacavy iicinok silovej sistavy v tvare

nr

M=2Mf +iMf :!Zr(x-Fl-—y-Fr),*ZM,-. (3.32d)
1 1 1 1

4. Vzniknutii redukovanu sustavu sil (t.j. vislednii silu R a vysledny moment M) mézeme v pripade potreby
nahradit’ jedinou silou R'= R, ktora viak bude posunutd od nositel’ky fr vyslednej sily R o vzdialenost /
(obr.3.19). Pre hodnotu posunutia 4, staticky ekvivalentnej sily R, od nositel’ky f; vyslednice R plati

M=Rh :h:%. (3.32¢)

Pozor! Zmysel pohybovych tu€inkov M aj R.h musia byt’ rovnaké, t.j. maji mat’ rovnaky zmysel otaéania.
Nakol'ko plati M = Z(xE — P ) + M, , na zéklade (3.32e) méZeme rovnicu zapisat’ v tvare
R.h=2(x.F;,—y.P;)+Mj : (3.33)

vyjadrujiicu uz zndmu Varignonovii momentovii vetu (2.22), tentoraz vztiahnuti na pripad vieobecnej
sustavy sil v rovine. Slovne ju mézeme vyjadrit’ nasledovne:

Moment vyslednice VRSS vizhPadom k PubovoPnému bodu roviny je rovny algebrickému sictu
momentovych icinkov od sil a silovych dvojic tvoriacich VRSS, urcéenych k zvolenému bodu roviny.

Okrem velkosti a smeru R mdzeme urcit’ aj stiradnice miesta jej pdsobenia a to prostrednictvom jej
zloZiek R, a R,. Podl'a momentovej vety (3.33) a obr.3.21 pre ktorykol'vek bod R/xz, v/, leZiaci na nositelke
fr vyslednice R plati

Rh=x,.R ~y,.R =M, (3.34)

odkial pre l'ubovol'ne zvolent stiradnicu xz méZeme ur¢it’ siradnicu y, a dostaneme
X, .Ry -M
R

X

b2 (3.35)
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Pri vypoéte dizky usekov, uréujucich polohu R vo vztaznej
rovine je vyhodné uvazovat' bud yp alebo xz v pociatku, tj.
pripady yx = 0, resp. xx = 0. Po ich dosadeni do rovnice (3.35)
ziskame hladané suradnice bodov (obr.3.21), v ktorych
vyslednica R pretina os x (usek p), resp. os y (isek g). Na
zaklade rovnice (3.35) dostaneme
i O —q - M 536

R R R

X X X

.xR:0:>yR:q=

resp.

M+y, R M+0 M
R % =p=—. (3.36b
R R R ( ) Obr. 3.21

Z rovnic (3.33 az 3.36) a na zaklade obr.3.21 mdzeme ziskat’ vzt'ahy v tvare:

.yR:ijR =pP=

¥

M M
Rh=M= h:E’ resp. M = p.R = p=—ﬁ—- , resp. M=—¢q.R = q=-%. (3.37)

¥ X

Z vysledku redukcie (obr.3.19) vyplyva, Ze vo vSeobecnom pripade méZeme VRSS nahradit’
(redukovat’) jedinou silou R a momentom M (prip. jedinou silou R"). Nastat’ mézu $tyri pripady:

1. R # 0; M # 0 — sdastavu sil redukujeme bud’ na jedinti silu R', neprechddzajiicu pociatkom vzt'aZnej
suradnicovej sustavy alebo na jedini silu R a jediny moment M.

2. R # 0; M = 0 — nositel’ka vyslednice R prechddza pociathkom vit’ainej siiradnicovej sustavy.
3. R = 0; M # 0 — sustavu sil je moiné redukovat’ len na vysledny moment M (dvojicu sil).

4. R = 0; M = 0 — sustava sil je v rovhovdhe.

V oblasti statiky vyuzivame prave 4. pripad, vyjadrujlci stav rovnovahy vSeobecne rozloZenej sustavy
sil a hmotny objekt, vystaveny uc¢inkom takejto ststavy sil, sa nachddza v stave pokoja, t.j. nepohybuje sa.

3.4.1.2. Grafické rieSenie

Vychadzajme z predpokladu, Ze kazdi VRSS (obvykle je tvorena osamelymi silami a momentmi, prip.
aj spojitym zatazenim) mézeme na DTT nahradit’ iba sustavou osamelych sil (momenty M vyjadrime vo
forme silovych dvojic, spojité zataZenia g uvazujeme vo forme ndhradncho bremena F,). Grafické rieSenie
rovnovahy / ekvivalencie VRSS je preto teoreticky mozné, ale uvedieme si iba jeho zakladny princip.

Majme VRSS, tvorent silami F;(i=1,2,....4), ktorej vyslednica podl'a Obr.3.22a je R = i:E .

=1

a) Vysiednic};vd ciara b) \

(vldknovy mnohouholnik) Polovy J
obrazec %

N\
{br, 3.22 —
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Pri grafickom rieSeni je vyslednica VRSS (rovnako ako u RZS), urdend wzatvdracou stranou R
v silovom mnohouholniku sil }7 (obr.3.22b) a vidy smeruje proti zmyslu obehn zloziek. Po odmerani Rv
[mm] zo silového obrazca (obr.3.22b) mézeme vel'kost’ vyslednice vSeobecnej stistavy sil urit’ jednoducho
pomocou vztahu R = E.mF [N], kde n je zvolena mierka sil, napr. v [N.mm].

Pre ur¢enie miesta pdsobenia vyslednice R zadanej VRSS je vSak potrebné vytvorit' tzv. pdlovy
obrazec (Obr.3.22b), prostrednictvom ktorého vytvarame tzv. vidknovy mnohouholnik (Obr.3.22a),
v ktorom dokazeme jednoznaéné uréit’ polohu (umiestnenie) vyslednice R redukovanej VRSS,

Priklad 3.6: Vipoctom urcite vyslednicu sustavy Styroch sil F; zviergjicich s kladnou osou x uhly a; Su
zndme aj suradnice ich posobisk A; (obr.3.23). Zadané: F; = 1200 N, F, = 1500 N, F; = 800 N, F, = 2000 N,
a; =45, 0, =120°, a; = 250°, a, = 330°, A; (2, 3), A5 (-3, 2), A3 (-4, 1), A4 (3; -4).

yi F. Riesenie:
1 1

Zadané vstupné hodnoty je pri ruénom vypoéte
redukcie vhodné (ako uz bolo ukdzané u RZS),
usporiadat’ do tabulky (Tab.3.2). Postupne ziskavané
¢iastkové vysledky umozZiiuji pésobenie sil v sistave
modifikovat’, resp. vysledok redukcie I'ah$ie prepoéitat’,

- ak by v zadanej sustave sil nastali neskér zmeny.
X Pri redukcii VRSS je potrebné najst’ nielen velkost’
q vyslednice sil R a jej smer (ag), ale aj polohu jej
jﬁ nositel’ky v rovine a preto je nutné definovat’ a vyrie§it’
g P _ i 353 aj momentové podmienky, z ktorych moéZeme ziskat’

tzv. polohové parametre - p, q resp. h.

1. Spracujeme tabulku, kde vykoname ¢iastkové vypoéty podla vztahov (3.32b) a (3.33).

Pomocné vypocty pre redukciu vieobecnej suistavy sil v rovine Tabulka 3.2
Suradnice Priemety sil do Momenty zloZiek
i F; o; oSy sing; | posobisk sil suradnicovych osi k bodu 0
[N] [°] X; Yi Fi= Fjcosqy Fiy= F; sing; -Fix. ¥i Fiy. X;
[m] | [m] [N] [N] [Nm] | [Nm]
1| 1200 | 45 0,707 0,707 2 3 849 849 -2547 1698
2] 1500 | 120 | -0,500 | 0,866 -3 2 -750 1299 1500 -3897
3| 800 | 250 | -0,342 | -0,940 -4 -1 -274 =752 -274 3008
4 | 2000 | 330 | 0,866 | -0,500 3 -4 1732 -1000 6928 -300
- R,=1557 R,=3%6 5607 -2191
; M(ﬂ)=3416

2. Velkost zloziek vyslednice: R =) (F.cosa,)=1557TN, R = (F.sina,) =396 N.

3. Velkost a smer vyslednice R = \[R} + R =/1557" +396" =1607 N,

=14°16' .

tea, =—— = o, =arct 26
& 8 g1557

M, 3416

=8,626 m.
R, 3%

4. Poloha nositel’ky vyslednice R” pretina os x vo vzdialenosti p =
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_— ’ . . , . . =M., 3416
5. Poloha nositel’ky vyslednice R” pretina os y vo vzdialenosti g = 7 == 1557 =-2,194m
M, 341 6

6. Vzdialenost' nositelky vyslednice R” od poéiatku suradnicovej stistavy : /7 = =2,125m

R 1607

Priklad 3.7: Na stoZiar trolejového vedenia (obr.3.24) pésobia sily F, G, Q. Urcite vyslednicu R ajej
priesecnik s osou y stoZiara. Zadané: F=5 kN, G=10 kN, Q=1 kN, a=30°, a=3 m, b=5 m, h=6 m, e=1 m.

Riegenie: F_ry a
- T 4.

R =3F =—F =-F.sina F

R, =-5.0,5=-2,5kN 1*;

R =3F =-F,-G-Q=-F.cosa-G-Q |/
=-5.0,866—10—1=-15,33 kN i

R=\[R + R = J(-2,57 +(-15,33)" =15,53 kN R'%'

1g a, _& w = arct eIk = arctg 6,132 = 80,74° | il {

8% "R 5" 28 £ ; l‘{; D Ma

- ) _ o o }?
M,=F h-Ge-Qa=Fsnah-Ge-Qa < ‘*
M,=5.0,5.6-10.1-1.3=2kNm Obr. 3.24

Z momentovej vety (2.36a) mdZeme urcit’ siiradnicu (q) priese¢nika s osou y stoZiara a dostaneme

e Mol 2 gom
R -2,5

X

Vysledok: R'=R=15,53 kN, a, =260,74°, q=0,8 m.

3.4.2. Rovnovaha vieobecnej rovinnej sustavy sil

Silova ststava je rovnovahe vtedy, ak jej posuvny aj otdcavy ucinok na teleso je nulovy. Takuto sustavu
sil nazyvame rovnovazna sustava sil. V pripade, ak takdto rovnovdzna (nulovd) ststava sil pdsobi na
hmotny objekt, ten sa nepohybuje a hovorime, Ze sa nachadza v stave statickej rovnovahy.

Stav statickej rovnovahy popisujeme podmienkami rovnovahy, ktoré sii akymsi vyjadrenim ,,nulovosti*
posuvného a otacavého ucinku ststavy sil na teleso. Podmienky rovnovahy, rovnako ako podmienky
ekvivalencie, platné pre VRSS, mbzeme zapisat’ bud’ v tvare vektorovom alebo skalarnom. Plati:

1. Vektorovy zapis rovnic rovnovahy vieobecnej sistavy sil

Silova rovnica rovnovéhy: R= ZF,. =0 = vyslednica R sustavy sil je rovna nule.

Momentova rovnica rovnovahy: M= er xF, =0 = otdtavy u¢inok silovych veli¢in R, M je nulovy.

Z uvedeného je zrejmé, Ze rovnovaha VRSS nastane iba vtedy, ked’ st splnené statické podmienky
nulového u¢inku sil celej ststavy sil, t.j. ak plati vektorovy zapis
R=0 , M=0. (3.38)
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2. Skalarny (zlozkovy) zapis rovnic rovnovihy vieobecnej ststavy sil

VRSS v rovnovahe musi spliiat’ 3 statické podmienky rovnovahy (obvykle 2 silové a 1 momentova). V
silovych rovniciach rovnovahy sa scitavaju zlozky sil F; v smere sturadnicovej osi x, resp. y, v momentovej
rovnici sa s¢itavaji zlozky momentov od sil My, otacajlce telesom okolo stradnicovej osi z. Plati:

Silové rovnice rovnovahy ZFL.X =) & ZFI._V ={)

Momentové rovnica rovnovahy ZM . =0 (3.39)

Iba pre doplnenie a porovnanie rovnic rovnovahy uvedieme, 7e rovrovdina priestorovd silovd siistava
musi spliiat’ sicasne 3 silové a 3 momentové podmienky rovnovahy vzhladom k zvolenému systému
suradnic. V silovych rovniciach s¢itavame zlozky sil F; v smere suradnicovych osi x, y, z. V momentovych
rovniciach s¢itavame zlozky momentov u¢inkov otagajicich okolo siradnicovych osi x, y, z. Plati:

Silové rovnice rovnovahy Zst =1} ZE» =0 ; ZF;Z =0
Momentové rovnice rovnovahy ZMa =0; ZMW =0 ; ZMZ =0 (3.40)

Vicobecne plati, ze ak silovd sustava spliia statické podmienky rovnovahy k l'ubovolne zvolenému
suradnicovému systému, si podmienky rovnovéhy splnené aj vzhladom ku ostatnym suradnicovym
systémom. Pri analytickom rieSeni rovnovdZnych stavov hmotnych objektov budeme vyuzivat vylucne
podmienky statickej rovnovahy definované v skalarnom tvare (3.39).

3.4.2.1. Analytické rieSenie rovnovahy

Pre analytické rieSenie prepiSeme uvedené podmienky rovnovéhy vo vektorovom vyjadreni (3.38) na

rovnice skalarneho typu (3.39) v tvare (1)
ZFix == Rx = O
2Fy=Ry=0 1~ (3.41a)
ZMiA =0

ktory predstavuje zakladny tvar podmienok rovnovahy vieobecnej sustavy sil v rovine. Slovne plati:

Pri rovnovihe VRSS je algebricky priemet vietkych sil v dvoch smeroch (obvykle navzdjom kolmych),
ako aj algebricky stiCet momentov vietkych sil a silovych dvojic k Pubovol'nému bodu roviny nulovy.

Okrem zakladného tvaru mozeme bez problémov vyuzit' aj d’alSie tvary rovnovaZnych rovnic:

5 3

& ZMiAmO ( ) ZMiA:O
>Mip=0 (3.41b) SMig =0 (3.41¢)
YFi=0 SMic=0 kde C ¢ AB

v ktorych su silové rovnice rovnovéhy Ciastotne (typ 2) alebo tplne (typ 3) nahradené rovnovaznymi
rovnicami momentovymi.

Vo vietkych troch tvaroch statickych rovnic rovnovahy je viak vzdy obsiahnutd momentové rovnica,
pretoze iba rovnica rovnovahy otacavych Ucinkov obsahuje aj informéciu o polohe pdsobiaceho silového
Gcinku (t.j. posobisko sily, ako miesto jej posobenia). Musime preto vZdy dodrzat’ pravidlo:

Momentovii podmienkn yM; = 0, ktord ako jedind obsahuje polohové parametre, nie je moiné zo
Ziadneho tvaru podmienok rovnovdhy vypustit’!
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Pri analytickom rieSeni je vhodné a odporuéané k zvolenému typu rovnic rovnovahy pripojit’ edte d’al§iu
rovnicu — tzv. kontrolnit podmienku, vyjadreni podla zvoleného typu podmienok rovnovéhy v tvare:

(1) = XMia=0 (2} = YFy=0 (3) = >YFix=0. (3.42)
Prostrednictvom kontrolnych podmienok overujeme spravnost’ najdeného rieSenia a jednoznaéne tak
mozeme potvrdit’ splnenie nutnych podmienok rovnovahy rie§enej sustavy sil.
3.4.2.2. Grafické rieSenie rovnovihy
Ak mé byt vSeobecna sustava sil F; v rovnovahe, musi byt’ splnena podmienka v tvare
R=3F =0, (3.43)
kedy zrejme aj pre zlozky F,' a Fﬂ" z pbélového obrazca (obr.3.25b) plati rovnica

F +F’ =0. (3.44)
Prakticky to znamena, Ze pdlové luce () an sa stotoznia (obr.3.25b) a vldkna 0a n” (obr.3.25a) su
kolinearne. Napriklad, pre » = 4 potom plati: 0 =4 a 0" =4’ (obr.3.25a,b).

— ~

Obr. 3.25 b)

Podmienku rovnovahy VRSS pri grafickom rie§eni mézeme vyjadrit’ slovne v tvare:

Vieobecnd rovinnd sustava sil je v rovnovdhe vtedy, ked’ jej silovy obrazec (obr.3.25b) opisany
v jednom zmysle je uzavrety a zdroveri je uzavrety aj vytvoreny vidknovy obrazec (obr.3.25a).

V pripade, ak by sila (F,) posobila napr. v bode (4,), sily Fy'a F;"" by vytvorili silovi dvojicu
s momentovym ucinkom o velkosti M = F,".d (obr.3.25a) a uz by sa nejednalo o rovnovazny stav.

Priklad 3.8: Na jednoducho uloZenom nosniku (obr.3.26) zataZzenom osamelou silou F vypocitajte velkost
vizbovych reakcii v miestach podpier A, B. Zadané: F = 500N, a=2m, b=4m, | =6 m.

F=500N Rie3enie;

y Po overeni statickej urCitosti a uvolneni
A, Ar C B < nosnika zistujeme, Ze sily F, A,, Ay, B tvoria
_@_ B & VRSS. Pre riesenie rovnovahy sil preto vyuZijeme

A a=2m = Gmb_4m B napr. podmienky rovnovahy VRSS, typ 2 (3.41b),
¥ tj. zadefinujme dve podmienky momentové

Obr. 3.26 a jednu podmienku silovu a plati
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>M,=0: BI-Fa=0
M. =0 = L=
SE=0: 4=0
Z podmienok rovnovahy (sustava 3 linedrnych algebrickych rovnic) mdéZeme pomocou matematickych

tprav vyjadrit’ vel'kost’ vdazbovych reakcii A, B a plati

Bz%=¥=165,71\1, A},“fé—b_&?:333,3N .

> F_=0... podmienka je splnend, pretoze v smere osi x nepdsobia na nosnik Ziadne akéné silové téinky.
Kontrolnd rovnica: pouzijeme napr. rovnicu v tvare »  F, = 0a plati
A+ B-F=166,7+333,3-500=0 => 0=0 — splnené (riedenie je spravne)!

Pozndmbky: 1. Pri rieSeni tzv. jednoducho uloZenych nosnikov pouZitim podmienok rovnovahy — typ (2) bude obsahovat’
kaZda rovnica iba jednu nezndamu. Znamend to, Ze pre takto uloZené nosniky je typ (2) najvhodnejsi. 2. Ako kontrolmi

rovhicu bolo mozné vyuzit aj daiiu, momentovii rovnicu, napr. vtvare » M_=0:4 .a-Bbh=0 = 0=0.

Priklad 3.9: Na nosniku (obr.3.27) zataZenom osamelou silou F, pésobiacou Sikmo na nosnik pod uhlom «
urcite vizbové reakcie Ay Ay, B. Zadané: F = 500N, a=30°a=2m, b=4m, 1 =6m.

F=500 N
A a=30° y
X B
< —Y ﬁ@
2
A b=4m X
|=6m IB 0=A
Obr. 3.27

Riegenie:
Overime staticki urcitost’ llohy, nosnik uvolnime a zavedieme zlozky vazbovych reakcii. Vyuzime
napr. ten isty typ rovnic rovnovahy (typ 2) a pre ilustraciu vyuZzime aj d’alsi typ rovnic (typ 1). Dostaneme

>M =0: BlI-Fsinaa=0 =B > F. =0: A -F.cosa=0 = A4,
XM, =0: -4 I+Fsinab=0 =4 2F,=0: 4 ~Fsina+B=0 =48
>F =0: 4 -F.cosa=0 = 4 >M,=0: Bl-Fsinaa=0 =B

Ako vidime, z rovnic typ (1) je moZné tiez urcit’ nezname vizbové parametre, ale najskor je potrebné
rieSit’ aj tak momentova rovnicu. Z rovnic rovnovahy - typ (2) dostaneme

_ Fssina.a 500.0,5.2
[

F.smab 500.0,54
/
A, =F.cosa =500.c0s30°=500.0,866 =433 N .

B

=83,33kN, 4, =

=166,67 kN ,

Kontrolnd rovnica: » E =0 : A +B-F =166,7+833-500=0 =0=0 = splnené!

Pozndmky: 1. Reakcia B v podpere B s ohladom na charakter ulozenia (tab. 1.1 — posuvny kib), méze mat' iba zvisly
smer! 2. Sila A, vy$la kladnd, izn. predpoklad (iivodny odhad) zmyslu jej pésobenia v obr.3.27 bol spravny. Ak by vyilo
znamienko zdporné - zmylili sme sa — vizbova sila md v skutocnosti opacny zmysel.
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Priklad 3.10: Urcite vizbové reakcie vo votknuti (bod A) pre rovinny ram. Rozmery i zataZenia su zrejmé
z obr. 3.28. Zadané: F=20 kN, q=10 kN/m, M=30 kNm.

Yy i Fq Riedenie:
L1 N LT Pre urenie vizbovych reakcii A,, Ay a M4 (tj. moment vo
} : . I “2 votknuti = moment od akénych sil vzhl'adom k bodu 4 = 0)
3m ,,ﬂM\ F | il B pouZzijeme napr. podmienky rovnovahy (typ 1) podla (3.41a) a
/ ( 4m dostaneme
XE. =0 : 4-F =0
>M,=0 : ~M-F2+F4+M, =0

Po dosadeni hodnoét zo zadania dostaneme
F,=q4=40kN, A, =20 kN, A, =40 kN, M, =30 kNm.

Kontrolna rovnica: zvolime napr. tvar Y Mg = 0 a dostaneme
>M,=0 => M, —M—A Ak A Do F D~ F2 =0
30-30-40.4+20.6+40.2-202=0=0=0

= splnené - rieSenie je spravne.

Pozndmky: 1. Spojité zatazenie s intenzitou q (N/m) je v mechanike telies nuiné pretransformovat’ na tzv. ndhradné
bremeno F,. 2. Druhy a priebehy spojitého zataZenia mézu byt rézne, aZ po najvieobecnejsi priebeh zatazenia vo forme
nahodnej funkcie. Vulohdch technickej praxe sa najcastejSie objavujii zatazenia vo forme rovnomerného spojitého
zataZenia priecneho alebo ako nerovnomerné (obvykle trojuholnikové) spojité priecne zaraZenie.

Priklad 3.11: Na nosniku zataZzenom osamelymi silami F,, Fs, momentom M a spojitymi zataZeniami q; , q2
urcite vdazbové reakcie A, A, B (0br.3.29). Zadané: F; = 2 kN, F; = 4 kN, M = 2 kNm, q; = 1 kNni’, g, =
0,5 kNm', a=30°, a=3mb=1mc=25md=15m.

IFq1 Fq I Fq2

ql M *
Ax m\m\:\ Y 4, F,
A % £ B
o] b b e C d a}

Ay I Bl

. Obr. 3.29
Riesenie:
Spojité priecne zat'azenia s intenzitami g,, g, [N/mm] nahradime nahradnymi bremenami Fy; a Fy, (t].
transformovanymi osamelymi silami posobiacimi v taZisku trojuholnika resp. obdiZnika) a potom plati :
1

F,= E.c]] a ... pOsobi v jednej tretine diiky a zakladne trojuholnika =a/3

F,=g,(c+d) .. pdsobiuprostred dizky (c+d) = (c+d)/2.

Na rie$enie pouZijeme napr. podmienky rovnovahy typ (2), tzn. dve podmienky momentové

C;d)+Fz.sina.(l+d)+Fz.cosa.d+B.l =0

S M, =0 :~Ejl.§+M—F]’.(a+b)—F;2.(l—
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-d :
>M, =0 :—Ay.l+ﬁ;].(l—§)+M+E.(b+c)+ﬂ2.cT+F;.51na.d+ﬂ.cosa.d:0
a jednu podmienku silova vtvare » F, =0 : 4 +F,.cosa=0.

Kazda z uvedenych podmienok rovnovéhy sil posobiacich na nosnik obsahuje iba jednu neznimu. Po
vyjadreni neznamych parametrov (A,, Ay, B) z rovnic rovnovahy pre zadané hodnoty dostaneme:
F,=1L5kN, Fp=2kN, A,=-3,464kN, A,=3,726 kN, B=-0,226kN
Kontrolnd podmienka : 3 F, =0 :A4 —F —F—F, +B+F,.sina=0
3,726-1,5-2-2-0,226+4.0,5=0= 0=0 - splnené.

3.4.3. Rovnovaha a ekvivalencia dvoch VRSS, staticka urditost’ rieSenia

Staticku ekvivalenciu alebo rovnovahu viacerych vieobecne definovanych rovinnych ststav sil — napr.
stustavy F; a F; (pricom F; obvykle reprezentuje vizbové reakcie) mézeme zapisat’ tromi rovnicami v tvare

S Y F =0
BE A E =05 (3.45)
YM, Y M, =0

kde znamienko (-) plati pre statick® ekvivalenciu, znamienko (+) pre staticka rovnovahu VRSS.

Priklad 3.12: V rovine dosky (obr.3.30) pésobia sily Fy, F, F; a momenty My, M, Nahradte icinok tejto
sustavy sil ekvivalentnym ucinkom inej sustavy — tvorenej silou Fp, pdsobiacou v bode B a momentom Msp.
Zadané: F; = 100N, F;=100N, F; = 150N, 3, = 45°, B;= 30°, M; = 30 Nm, M, = 60 Nm, a = 0,1 m.

Riesenie: F;

B

Zulohy rieSenia statickej ekvivalencie oboch

silovych sistav vyplyva znamienko © v rovniciach
rovnovahy (3.45) a plati:

2a
ZP:(_ZF;\:O :'F‘ZJ—F;I—FBXZO

EB~ER=0 B R ~E,)=0
2M, _ZMM =0: F;_;,.(Z.a)+M] -M, -
(—F,.a+M,)=0

2F -2 F =0 :(F,.cosf,~F.cosf)~(F,sina,)=0 = sing
TFy= 2, =0 =R 4 8004 PRI, )~ (F, 088, )= =l cosa
YM,—->M, =0:(F,.sinf,2a+M —~M,)~(-F,.cosa,.a+M;)=0 > M,

F,.sina, = F,.cos 8, — F,.cos f#, =100.cos45—-150.cos30 =-59,2N=F,

F,.cosa, =F — F,.sin §, — F..sin f, =100-100.5in45—-150.sin30 =-45,7 N = F,_

M, = F,.sin f§,2a+ M, — M, + F,.cos @,.a =100.5in 45.0,2 + 30 — 60 —45,7.0,1 =-20,43 Nm = M,
F,=\F; +F} =/5593,13=74,78N.
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E
cosay =—== 45,71 =0,61126 = a, =arccos(0,61126) = 52,32°
F, 74,78
B -
resp. 1g o, = F—B* = _ji’i =, 295 = g =arpin(l,295) =52,32°

a, =x+a, =180°+52,32°=232,32°

B

Obr. 3.30 a

Interpretacia vysledkov:
F,=74,78N, M, =-20,43 Nm, o, =52,32°, o, =232°32

Pozndmbka: Uloha mézZe byt zadand af opacne — ulohou je najst inti silovii siistavu, ktord bude so zadanou silovou
stistavou v rovnovihe. Je zvejmé, Ze vysledkom riesenia by boli rovnako velké hodnoty Fg a My, ale opacného zmyslu.

Rovnice pre analytické rieSenie rovnovahy resp. ekvivalencie VRSS su tri, ¢o zodpoveda niZsie
uvedenej definicii statickej urcitosti, tj. rieSitelnosti v statike. Pri vi¢Som alebo mengom poéte nezndmych
by bola Gloha tzv. staticky neurcitd a metédami statiky by sme ju nedokdzali vyrieSit, Najmi z Casovych
ddévodov sa nebudeme rieSenim staticky neur¢itych Gloh v uéebnom texte d’alej zaoberat. Iba pre ilustraciu
postupu uvedieme jednoduchy priklad na rieSenie vézbovych reakcii staticky neuréito uloZeného nosnika.

Priklad 3.13: Teleso je zataZené dvomi silami F,, F, (Obr.3.31). V bode A je dokonale votknuté, v bode B
podopreté vieobecnou vizbou. Uvedte spisob rieSenia rovnovahy sil takejto — staticky newréitej - ilohy.

RieSenie F, F,

Dokonalé votknutie vbode A4 samo o sebe predstavuje A o A B
staticky urcité ulozenie a preto dal$ie podoprenie v bode B W B
prindsa d'aldiu neznamu reakciu B a je zrejmé, Ze teleso je % 7
ulozené staticky neuréito. Plati: Obr3.3] '

n=n,-n,=3-3+1)=-1°V - [ xstaticky neurcité

F, F, Uvolnenie telesa (Obr.3.31a) neprindsa Ziadny
/\B problém. V bode 4 zavddzame reakcie A, a A, a
reakény moment M, vo votknuti. V bode B, kde je len

vSeobecna viizba, zavadzame iba normalovi reakciu

% L H‘(‘* I's %‘é__ Ts _9' B. Je nutné viak zdéraznit,, Ze aj v tomto pripade (ide

stile iba o rovinny problém) mame k dispozicii len tri
Obr.3.31a rovnice rovnovahy!

Sily Fy, F3, Ay, A, a B tvoria rovinnll sustavu sil s rdznym pdsobiskom, t,j. vieobecni rovinnt ststavu
sil — ktorej statick rovnovahu ktorej moZeme vyjadrit’ tromi podmienkami rovnovéhy, napr. typu | v tvare

D F =0: 4 +F.cosa—F,.cos =0 = 4,

D F =0: A —F.sina—F,.sinf+B=0 = A,,B

> M,=0: -M, ~F.sina.L, —F,.sin (L, +L)+B(L +L,+L)=0  =B,M,
Chybajicu $tvrta rovnicu (nakolko méme Styri nezname A,, Ay, B, M,) by sme uz museli hladat’ v

oblasti deformdcie telesa. Plati napriklad, Ze nosnik sa v bode B nemdze prehnut, pretoZe je podoprety. Plati
teda tzv. podmienka nulovej deformacie, definovand v tvare Ay, =...=0 .

Zdver rieSenia: RieSenie staticky neurcitych uloh nie je mozné bez rieSenia problému deformacie telies
a preto takéto — staticky podurcené ilohy- iba na zaklade principov statiky vyriesit' nedokazeme.
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Uloha rieSenia vieobecnej rovinnej stistavy sil je staticky uréitd, ked neobsahuje viac nezndmych ako
tri a je rieSitel’nd (tzn. ak nie je vynimkovym pripadom).

Na obr.3.32a je uvedeny pripad staticky neurcitej Glohy ana obr.3.32b,c,d st prezentované moZné
pripady nevhodne usporiadanych vézieb, kedy vznikli tzv. vynimkové pripady usporiadania viizieb.

a) Ix staticky neurcita (,, preurdend )

< |\ /

SOSRIICRRAINS
<

= {G

¢) pohybliva sustava

Y

b) Ix staticky neurcita (Y F;, = 0 - ,, trividlna“)

¥}

/N

-
S

~
~
—

—

Q

d) rovnovdha nastat neméze (3 F;, = G #()

Obr, 3.32

Ziverecné thrnutie pre riefenie rovnovihy RZS a VRSS:

Rovnice (podmienky) rovnovahy silovych sistav zostavujeme zasadne na zéklade charakteru riedenej

silovej sustavy, pOsobiacej na skimany hmotny objekt. Pre rieSenie rovnovahy dvoch zdkladnych druhov
silovych ststav — RZS a VRSS — platia rovnovazne podmienky uvedené v Tab.3.3

Rovnice rovnovahy zdkladnych druhov rovinnych sustav sil (RZS a VRSS) Tabulka 3.3
Hmotny objekt Pocet °V Centrilna Vieobecna
vol’'ného objektu silova sustava silova sastava
Bod v rovine 2 Z F, =0
2.F, =0
Bod v priestore 3 Z F =0
2 Ey=10
Y F. =0
Teleso v rovine 3 Ako hmotny bod v rovine Z £ =0
B ==l) -
Z o ZFiy =0
Z £, =0 Z M,_=
Teleso v priestore 6 Ako hmotny bod v priestore

ZF:'X =0
S F, =0
Y. =0

> F, =0
2.F,=0
S0

ZMfI zO
Z‘Mf}' :0
> M, =0
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3.5. Sustava rovnobezZnych sil v rovine

Jednym z najdoélezitejSich Specifickych pripadov VRSS je
usporiadanie sil ako ststavy rovmobeinych sil (SRS). Takito Y jFl P Ja

4 R

sustava je tvorena silami leZiacimi v jednej rovine, ktoré su

rovnobezné so zadanym smerom, napr. s 0sou y prip. so smerom . i 1 ¥
uréenym [l'ubovolnym smerovym uhlom ar Néhradou SRS je 1‘ - J ?
jedina sila R, leziaca na nositel’ke f; rovnobeznej so smerom sil v e - = N
sustave. Sta¢i preto ur¢it’ iba velkost’ vyslednice R ajej polohu o X3

v rovine, uréent napr. suradnicou xg (Obr.3.33). Obr. 3.33

3.5.1. Redukecia, rovnovaha a ekvivalencia sistavy rovnobeznych sil

Podmienky nahrady, t.j. rovnice pre redukciu sustavy sil, rovnice rovnovahy, aj rovnice ekvivalencie
SRS, vychadzaji z rovnic pre VRSS a pre pripad sustavy sil podl'a Obr.3.33 plati:
e Podmienky nahrady (redukcie):

Silové izinky: R=3YF,, otiavé (einky: Rox, = ZI;(Fx) (3.46)
e Podmienky rovnovahy:
Silové tiinky: ZiFf =0, otitavé udinky; 2(15; x)=0. (3.47)
e Podmienky ekvivalenci;. dvoch sustav: -
Silové Gginky: ZIF = i}FJ, , otidavé udinky: i}(E.x,.) = fjl(Fj.xj) . (3.48)
oz i i= i=
y

Majme ststavu rovnobeznych sil F; (obr.3.34),
kde je pre ndizomost uvedend iba jedina sila F;.

Vyslednica R je so silami SRS rovnobeZni a jej
velkost je urCend algebrickym suétom velkosti
vietkych sil sustavy sohladom na ich zmysel, t;j.
podla (3.45) plati R=3 F;.

Polohu sily R vzhl'adom k vhodne zvolenému

? bodu (napr. pociatku zvolenej suradnicovej sustavy)
q mdézeme ur¢it pomocou vyslednice M otacavych
ucinkov SRS k Fubovolnému bodu. Dostaneme
™ M=Rbh
Obr. 3.34 h= % = —ZF—”U’ (3.49)
R R

Priklad 3.14: Urcite vypoctom aj graficky velkost a polohu vyslednice dvoch rovnobeznych sil F; a F,, ktoré
majit opacny zmysel (obr.3.35). Zadané: F; = 500 N, F> = 100 N, p = 4 m (vzdialenost sil).

Riesenie:

o Analyticky: R=ZFi =—F +F, =-500+100= R =—400 N
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Z momentovej rovnice v tvare M = R/ pre momentovy G¢inok vzhPadom k bodu  vyplyva

Rh=M = Rh=>(F.p)=F.p,-F.(p+p)

R.0=-500.p, +100.(p, +4) = =500p, +100p, +400 = 0=—-400.p, +400 = p, = _j—gg =1,0m
e Graficky:
Zobrazovacie useky sil F{ = A = *SOO—N_I- =50mm, 1?'2 sl LNA =10 mm.
m,  10N.mm me  10N.mm
ﬁi Py Ji p=4,0m /,/
—7{1
| ~
S
4
~
R| - S
Fy >Pp
-7
27
A 27 -~ // /1
F s
1cm=1m 1t|:m=‘f00I]\i 2 -

1=
a) . b)
Obr. 3.35
Do silového obrazca (obr.3.35b) vynesieme v prislusnych zmysloch sily F, (117), Fz(f'). Vo

vytvorenom silovom obrazci mé vyslednica R zobrazovaci tisek (E )} a smeruje dolu, Odmeranim zistime
R=40mm = R=R.m, =40mm.10 Nmm™" = R=400N .

Polohu vyslednice zistime z vldknového obrazca 3.35a. Staci ur€it’ jedinu stradnicu p; bodu r, pretoze
vyslednica R ststavy rovnobeznych sil je so silami v SRS rovnobeZnd. Odmeranim vzdialenosti medzi

nositelkami f; a fy zistime, ze p, =1 cm a pri definovanej m;=Im.cm” (Obr.3.35) dostaneme p, =1 m.

Priklad 3.15: Vypoctom aj graficky rozloite zadani silu R (obr.3.36) na dve rovnobeiné sily, ktorych
nositelky (smer i vzajomna vzdialenost) pozndme. Zadané: R =4 kN, p;= Im, p;=3m.

RieSenie:

e Analyticky:
Zvolime bod otdCania na jednej z nositeliek nezndmych sil (urychl'uje to vypoget), napr. na nositel’ke f>
sily F, je to bod 4, (obr. 3.36 a). Podl'a momentovej vety k bodu A plati

R. 43 12
Rp,=F.(p+p)+F0 = F=—"L2 O P .. Y,
ptp; 1+3 4
resp. ak zvolime bod ota¢ania na nositel’ke f; sily F, (napr. bod 4,) dostaneme
R. .
Rp=F.(p+p)+F0 = E-= b g Fzzﬂ=ﬁ:1kN,
) P+D; 1+3 4
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e Graficky: (Obr.3.36 a,b)

Na l'ubovolnej priamke 12 || R, /1. /2 (0br.3.36b) vynesieme zobrazovaci usek sily R, zakresleny v

zvolenej mierke sil, napr. me= 1 kN.cm’™
B o
—=12.

Me

R

Vhodne zvolime bod P (tzv. pdl) a v silovom obrazci (obr.3.36b) nakreslime pélové luce 0,1. Vhodne

umiestnené vldkna 0’a 1°'vo vldknovom obrazci (obr.3.36a) rovnobezné slaémi 0,1 v silovom obrazci
pretinaji nositel’ky sil f;, /> v bodoch L, 11. Lomena ¢iara 0',1',7" je tzv. vyslednicovd ciara.

1

a) Lo b)
As
I*. IE
R
]
A 5 F
. Ll
vyslednicovd ciara

R¥ Obr. 3.36

Ciara P1” vsilovom obrazci (obr.3.36b) je rovnobezna s &iarou r’ a rozdeli tisesku 12’ (zobrazovaci
usek sily R) na dve Casti E =11'a 1?2 =22 , ktor¢ prindlezia hl'adanym sildm F; a F,. Odmeranim zistime
—]5] =3cma FQ = lcm . Pre velkost sil Fy a F, v [N] dostaneme

F =m,.F,=1kN/cm3cm=3kN, F,=m.F, =1kN/cm.lem=1kN.

3.5.2. Staticky stred sistavy rovnobeZznych sil

Momentovi rovnicu (3.46) mézeme rozpisat’ do tvaru

xR = i(lﬂ.x,) = X Ry= yp R =D (0:F, ~9F)s (3.50)
i=1

z ktorej po volbe hodnoty xp, méZeme ur¢it’ stradnicu yi

lubovolného bodu, leZiaceho na vyslednici R zadanej y fiFl £

sustavy rovnobeZnych sil. Obvykle volime yr = 0, &im -

zabezpetime moznost’ urCenia stradnice p, ako prieseénika j

nositel’ky fz vyslednice R sosou x (obr. 3.37). Analogicky | ~ -~ ---- <=0 -

pre x;= 0 ziskame stradnicu g priesecnika sily R s osou y. F;
YR qu

Ked priemety sil do osi x a y vyjadrime pomocou
smerového uhla o, bude rovnica (3.50) definovani v tvare

xR R» _yR’R,r = Z(XI‘F;)‘ - yr' F;A) = 0 Y X
Xp-Rsina -y, Rcosa = (3.51)

Zx,..F;.sina —Zy,..F,..cosa.
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Jednym z moznych rieSeni rovnice (3.51) st aj suradnice takého Specifického bodu C(x, yc), leziaceho
na nositel’ke vyslednice R (Obr.3.37), ktory vyhovuje podmienkam v tvare

Xo.R= Zx[.}ﬁ
Ye-R= ZJ’?-F; .

Z rovnic (3.52) je zrejmé, Ze stradnice bodu C zavisia iba na stradniciach pdsobisk sil 4; a na velkosti

(3.52)

sil F;, tvoriacich SRS a Ze vObec nezavisia na uhle (o) nato€enia sil v slstave. Takémuto jedineénému bodu
C hovorime staticky stred stistavy roviobeinych sil (Casto sa pouZiva aj pomenovanie stredisko sistavy
rovnobeZnych sil).

Majme sustavu rovnobeznych sil Fy, Fy, ... F; (napr. || s osou y), pésobiacich v bodoch 4; (x; y) podl'a
Obr.3.37. Vyslednicu R a polohu jej nositel’ky (xz) ur¢ime jednoducho pomocou vztahov (3.46) a (3.50). Ak
vietky sily SRS pootocime v rovnakom smere (napr. proti smeru hodinovych ruéi¢iek) o rovnaky uhol, napr.
o n/2, dostaneme sustavu sil rovnobeZnu s osou x (Obr.3.37). Vyslednica takto pootofenej SRS bude mat’
rovnaku vel'kost’ ako vyslednica pévodnej SRS, budt v$ak navzajom pootoéené o uhol n/2 a bude lezat' na
nositel’ke vzdialenej od osi x vo vzdialenosti yx. Plati

n Z(Eyr) M:

Ry =3 (Fy)= p-E— -1

(3.53)

Statickym stredom P'ubovol'nej SRS je potom prieseénik nositeliek vyslednic oboch sustav, t.j. bod C(xg,
yz). Bolo preukdzané, Ze plati tvrdenie:

Nositelka vyslednice R sustavy rovnobeinych sil vidy prechddza statickym stredom tejto siistavy sil
(bod C) a to pri akomkolPvek uhle natocenia SRS.

Urcenie polohy statického stredu mézeme vykonat’ analyticky alebo graficky. Suradnice statického
stredu SRS mézeme analyticky ur¢it’ pomocou vzt'ahov

S5, Z'xf"F; 2l Zyi'F;
Xe = W » Vo= _—ZF; : (354)

a pre sustavu rovnobeznych sil je mozné vyslovit' vetu:

Ak sa sily, tvoriace sustavu rovnobeinych sil, otdcaji okolo svojich pésobisk, potom sa otica aj
vyslednica sustavy okolo jediného bodu — tzv. statického stredu SRS.

Grafické urCovanie statického stredu SRS je zalozené na urfeni vyslednice p&vodnej a pootodenej
SRS vhodnym grafickym postupom. Je nutné opét” definovat’ mierky sil, mierky vzdialenosti, vytvorit’ silovy
obrazec, zostrojit' polovy obrazec a z neho vychadzajtci vldknovy mnohouholnik (napr. obr.3.35) a urdit’
stradnice ich priese¢nika (bod C). Znamena to, Ze polohu statického stredu SRS méZeme graficky urcit’
ako prieseénik vyslednic pre dva smery pootocenej sastavy. Obvykle volime smery na seba kolmé.

Priklad 3.16: Urcite vypoctom qj graficky polohu statického stredu sistavy rovnobeznych sil (obr.3.38).
Zadané: F) =200 N, F;=-100 N, F;=400N, A, (I1; 2,5), 4;(2,5; 1,5), A5 (4; -0,5) v [m].

Rieienie:
o Analyticky:

Dosadenim zadanych parametrov SRS so zretel'om na ich znamienka do rovnic (3.54) zistime stiradnice
statického stredu C zadanej sustavy rovnobeznych sil a dostaneme
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_ D F.y, 200.2,5+(=100).1,5+400.(-0,5) B

Wy E R D F.x, 200.1+(~100).2,5+400.4
X = = =3,01m
t dis > F, 200+ (~100) + 400
-

Az (xi r yz) = = — 0 3 -
R e >F 200 + (=100) + 400 ’
Clxe, v
C
e Graficky:
0 ®C i +X '
' Zvolime mierky: my = 0,1 m/mm, mp = 10 N/mm. Silovy
Obr. 3.38 obrazec (obr.3.38b) nakreslime iba raz, napr. pre zvislé sily. Pre

urCenie statického stredu sustavy rovnobeznych sil je potrebné
poznat' vyslednicu sil aspoil v dvoch smeroch natofenia sustavy sil a preto moZeme pre zjednoduSenie
vyuZif ten isty silovy obrazec z obr. 3.38a dole, akurat myslene pooto¢eny o n/2 (Obr. 3.38a vpravo). Plati
teda: [(1) L i; (i") L 17)], ako je zrejmé z obr.3.38 b,a.

A
Fy
+y

e s e it -] b e ey ey

R

/700 S Y

1em=1m 1cm=100N
| 1 1 J

a) v

Obr. 3.38 a,b
Odmeranim zistime: x. Z30mm.0,1m/mm=x.=3m, y. =3mm.0,1m/mm=y.=0,3m.

Doteraz uvedené poznatky o statickom strede SRS vyuzivame aj pri uréovani tzv. hmotného stredu
objektu (1]. Ciary, plochy alebo telesa), ktory vo fyzike a mechanike telies nazyvame tazisko.

3.6. Tazisko hmotnych objektov

*Y Xo

Z fyziky je zname, Ze na hmotny objekt v gravitatnom

poli Zeme nepretrzite poOsobi ststava elementarnych
objemovych sil G;, ktoré vzhl'adom na vel'mi vzdialeny stred

gravitacie mozeme bez vyraznej straty presnosti povaZovat
za sustavi rovinobeinych sil (obr. 3.39). _

Pre pripad tiazovych sil G; = m; . g, pésobiacich na Y Yi
jednotlivé hmotné body telesa, t.j. pre sustavu elementarnych s
tiazovych sil G; od jednotlivych hmotnych bodov telesa Xj

v tiaZovom (gravitatnom) poli Zeme, nazyvame staticky

stred takejto sustavy obvykle nazyvame taZiskom T. Obr. 3.39
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V praktickych tlohach mechaniky zmenu polohy statického stredu, vyvoland roticiou Zeme okolo
svojej osi, obvykle zanedbdvame a pracujeme iba s hmotnym stredom — taZiskom - objektu.

Tafisko objektu je hmotny bod so sistredenon hmotnostou objektu, resp. bod, v ktorom musime
objekt podopriet’, aby tcinkom viastnej tiaZe nenastalo jeho pootocenie.

Vztahy pre urCenie stradnic polohy taziska 7 hmotného utvaru (jedno, dvoj alebo trojrozmerného)
mozZeme potom jednoducho uréit’ napr. z momentovej podmienky v tvare

M=) (Gx)y= Y G =] =%§§l

G.y,
M:Z(Gi‘yi)ZGi‘yT:}yTﬁM (3.55)

TG

kde ZQ =G je celkova tiaz telesa [N].

Z viastnosti statického stredu SRS vyplyva, Ze sila tiaZe G = G; prechddza vidy t'aZiskom telesa a to
nezdvisle na jeho umiestneni (polohe a natoceni) vo vit'ainom priestore.

Naprikiad, ak zavesime lubovolny
homogénny hmotny objekt (obr.3.40a)
v ktoromkol'vek bode, napr. bod 1 alebo
bod 2, poloha objektu sa ustali vtedy
(obr.3.40b), ked nositelka vyslednice
reakénych sil T bude kolinedrna (tj.
stotozni sa) s nositel’kou akénej sily G,
vyvolane] vlastnej tiazou objektu,
posobiacou prave v hmotnom strede
telesa — tazisku. Objekt sa dostane do
stavu pokoja, ked’ zacne platit’ G = -T.

@
7 ///////{é/@///z

Obr. 3.40

3.6.1, Taziska jednoduchych a zloZenych wtvarov

Pre homogénne spojité hmotné objekty plati
dG = p.g.dV (3.56)
kde p predstavuje zndmu hustotu (merniu Specifickii hmotnost’) materidalu, g je gravitaéné zrychlenie a dV
je elementarny objem objektu. Ich modelom méze byt rovinna Ciara (L), plocha (A) alebo teleso (V), pri¢om
ich hmotnost je okrem rozmerov objektu charakterizovana aj d'alSou veli€inou - p; [kg.m™'] pre &iaru, p,
[kg.m?] pre plochu, resp. py [kg.m™] pre hmotné objemové objekty, predstavujicou mernt $pecifickt
hmotnost’ — hustotu - materialu, z ktorého je objekt vytvoreny.

Polohu t'aZiska objemového objektu mézeme analogicky so vztahmi 3.54 vyjadrit’ siradnicami

[ xar [ yav [ zav
= g2l s —— (3.57a)
dv dv dv
(;[) (J:) (;[)

Pre homogénne plodné utvary konstantnej hribky %, uvazované v priestore mozeme objemovy element
nahradit’ ploSnym elementom dV = h . dA4, kde A je plocha dtvaru a pre suradnice jeho taziska preto vztahy
(3.57a) prejdu do tvaru
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[ xda [ v.dd [ z.da

_ 4 _ 4

= J. 7i Yr = J. el Z, = J T (3.57b)
(4) (4) (4)

Pre jednorozmerné homogénne Utvary staleho prierezu 4 = konst (tyce, droty, profily a pod.) uvazované
v priestore mbzeme pre objemovy element pisat’ dV = A . dI, kde [ je dika Gtvaru. Suradnice faziska
jednorozmernych utvarov su podl'a (3.57a) uréené vztahmi v tvare

jxw ij Jzﬂ
_m ) - (3.57¢)

Jar jw ’ Jar
) )
V pripade, ak je mozné hmotny objekt rozdeht’ na konecny pocet elementov — t.j. diskrétnych utvarov,

ktorych taziskd pozname alebo vieme ur¢it, potom tazisko takého — zloZzeného — homogénneho hmotného
objektu ur¢ime podl'a vztahov (3.57), platnych pre:

ZZ:?V 2 y;%}y ZZ:?V (3.58a)
o plochy - plo§né Gtvary konstantnej hrabky:
% . Yp= %’f : 254 (3.58b)
o Ciary - jednorozmerné telesa konitantného prierezu:

ZZI : yrz% ; zT=Z§zl" (3.58¢)

Z dovodu toho, Ze sa v u€ebnom texte venujeme iba statickej analyze rovinnych uloh, budeme dalej

o telesd - priestorové objekty:

Xr =

uvazovat iba zdkladné vzt'ahy pre ur€enie stradnic tazisk plosnych atvarov a jednorozmernych objektov. Ak
do vztahov (3.55) dosadime za elementirnu tiaz G, = p,.l.g (Ciara) resp. G, = p,.4.g (plocha), pre

i=1,2,...,n, predstavujuce jednotlivé casti hmotného objektu, pre stradnice t'aZziska titvaru dostaneme:

Ciara v rovine Plocha v rovine

Z(l x)’ ZU ) Z(A, X;) > :Z(Ai'yj) (3.59)
S e o e

kde 3/;=1]je celkova dizka [m] a Y4, = 4 je celkova plocha [m’] hmotného ttvaru.

Podl'a rovnic (3.59) mézeme bez vyraznejsich problémov uréovat’ aj taZiska tvarovo komplikovanej$ich
¢iar a ploch. Najskdr ich rozloZime na viac jednoduchSich objektov, ktorych rozmery a polohu tazisk
pozname alebo vieme vyriedit. Pri ur€ovani tazisk homogénnych (rovnorodych) hmotnych objektov a
utvarov platia nasledovné tvrdenia (obr.3.41):

e jtvary so stredom stimernosti, maji C'aZiskd v tomto strede,

o utvary, ktoré majii os simernosti, maju r'aZisko na tejto osi,

e qtvary, ktoré maju rovinu simernosti, maju faZiskd v tejto rovine,

o ak sii gndme Patiskd dvoch Casti telesa, le3i Pazisko celého telesa na spojnici tichto faiisk.

Pozndmka: Taziske mézZe lezar aj mimo hmotny witvar (Ciaru, plochu, teleso) !
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| | ‘e Tazisko hmotnych ttvarov

~ -~ a objektov mbZeme urtovat aj

S graficky a to na ziklade

“TN silového  obrazca  advoch

vldknovych obrazcov pre zvislé

a vodorovné nositel’ky sil (vid'.
napr. Priklad 3.15).

Grafickym spGsobom uréo-
vania stradnic tazisk hmotnych
objektov sa pre ich nizku

[ R R i

|
T
14>y,
T~7 |
- ——
L~ T
! T=(T,'T;xT,"T;")

efektivnost’ nebudeme

detailnejsie zaoberat’.

Obr. 3.41 -+ x7=4/3 7R

Priklad 3.17: Analyticky urcite tazisko tuhej lomenej ciary 1,2,3,4, leZiacej v jednej rovine (obr.3.42).

3 {3 4

¥ > Riesenie:
s {; Ejie, Ked’ rozdelime loment ¢iaru na tri rovné Casti ﬁ, E,ﬂ ,
odlzkach /, = 2 m, I, = 5 m, I; = 3 m, pre stradnice taZzisk
5,0 jednotlivych €asti potom dostaneme
" x, =0, X=1,5m x3=(3,0+1,5)=4,5m,
5 :, % X . y1=10m,  y;=20m y;=4,0m.
Obr. 3.42 Tazisko T lomenej iary 1234 ma podl'a (3.55) suradnice

_ D% 20+51,5+34,5_21

_ by 21452434 24
ML 24543 10

Y/ 2+5+3 10

Xr

2,1m,

2,4m.

Priklad 3.18: Urcite vypoctom velkost tiaZe a suradnice taZiska Zeriava (obr.3.43) zostaveného
z homogénnych priitov rovnakého prierezu p;=35,5 kg.m’.

Y 4,om i Riegenie:
e ".? e Analyticky:

Relativne pracne, pomocou trigonometrickych
funkeii, vypoéitame dizky jednotlivych pritov. Plati:
5m [i=4609m 1,=4949m 15=1,=2,692m,1Is=2m.

2,5m ; — Tazisk4 pritov uréime priamo z Obr.3.43:
X7 =3, 2501, Xy, =3,75m, Xy, =0,50 m,
A _ \ Vr =3,00m, I, =1L75m, Vr, =1,25m,
’ = @) x X, =1,50m, x, =1,00m
Obr. 3.43 yr,=L25m, y.=0m

resp. pripadne pre stradnice taZiska vyslednic pre pruty 3,4,5 plati Xy, = 1 m, Yr, = 1,25 m, Y, = 0.
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Pomocné vypocty pre vypocet taziska priitovef konstrukcie Tabulka 3.4
i %; [m] y; [m] % l.v:
1 3,25 3,00 14,98 13,827
2 3,75 1,75 18,56 8,66
3 0,50 1,25 1,346 3,365
4 1,50 1,25 4,038 3,365
5 1,00 0,00 2,00 0,00
40,924 29217
Pre stradnice taZiska podla (3.58c) potom z Tab.3.4 dostaneme
L.x, 40,922 Ly 29,217
xT:Z’ - —2,415m,yT~Z L A YT
DL 16,942 DL 16,942

Celkova tiaZzova sila zeriava: G=p..g.>; = G=5,5.9,81.16,942=914,1 N.

Priklad 3.19: Nadrozmerné teleso (obr.3.44) je potrebné pred prepravou wlozit bezpecne na vozidlo a preto

Je z hladiska stability a bezpecnosti jazdy nutné urcit siuradnice tazZiska. Zadané parametre sii v Obr.3.44.

Riegenie:

y 6,0m 4,0m _, _3,0m
ZlozZeny prierez rozdelime na Styri Casti: = v
dva obd{zniky (T}, T>), jeden trojuholnik (T5) N\ 4 2,0m
ajeden kruh (T,), ktorého plocha je tzv. X ¢
negativna (tzn. musime ju pri zistovani % o \];(1/ E ;\ // E
celkovej plochy A zloZeného prierezu YN | \ <T 1 —
odrétat!). VLN LS 1 I A Y\ ’
3,0n e 3,64m ™ %
&| \ I/ ARV
Stiradnice tazisk Ti(x,v) jednotlivych o 30m = 4 > >
Casti zloZené¢ho prierezu telesa (pre i=1,2,3,4) & 430 Ve
si spolu s vysledkami vypodtov dalsich . \ '
potrebnych parametrov uvedené v tab.3.5. Obr. 3.44
Pomocné vipocty pre vipocet taziska zlozZenej plochy Tabulka 3.5
i X [m] Yi [m] A; [m’] YiAi XiA;
0 1 2 3 4=(2x3) 5=(1x3)
1 3,00 4,00 48,00 192,00 144,0
2 8,00 3,00 24.00 72,00 1920
3 11,00 2,00 9,00 18,00 99,0
4 3,00 3,00 -19,63 -58,89 -58,89
61,37 223,11 376,11
Podl'a rovnic (3.58b) st suradnice t'aziska prepravovancho telesa
DL 13} EPRTIRD .5 e -5
>4 61,37 >4 61,37

Poznimka: Nadrozmerné telesa sii telesd, kioré majii rozmery vdcsie, ako si technickymi normami stanovené priecne

prechodové prierezy komunikacii. Obvykle prekracujit aj dovolené zataZenie dalich stavieb na komunikdcidch (najmd

mosty), pri vebere a priprave trasy je nutné brat' na to zretel a ich tzv. zodolnovaniu venovat pozornost.
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Priklad 3.20: Urcte suradnice faZiska telesa podla obr.3.45.Zadané: a=100 mm, b=80 mm, c=180 mm,
d=400 mm, e=30 mm.

Y| Riesenie:
!
; Jedné sa oteleso sumerné podla osi x, preto
i plati yr=zy=0.
f_' | j g ZloZené teleso rozdelime na dva zdkladné
I S B ;j/ B, geometrické utvary s objemami V, a V. Plati
O 7
e d_ . V. =ab.c=100.80.180 =1,44.10° mm’
; j V, =e*.d =30%400 = 0,36.10° mm®
4 v e
L s L Obr. 3.45 V=V +V, =1,8.10° mnd?

Uré¢ime stiradnice tazisk obidvoch zakladnych geometrickych ttvarov a dostaneme
d
x1=§:40mm , xzzb-!—E:ZSOrnm

Podl'a (3.55) uréime stradnicu t'aziska xr, pricom plati G, =m,.g = p.V,.g a dostaneme

2
G..x,
. ;  plegx v plhgs, Va+ix
e = o=

G pV.g vV

~ 88 mm .

3.6.2. Taziska zloZitych Gtvarov zadanych analyticky

V pripade, ked’ ¢iaru alebo plochu (z dévodu zlozZitosti ich tvaru) mézeme vyjadrit’ iba analyticky - ako
funkciu, pri uréovani polohy ich t'aZiska vyuZivame integralny pocet. Stradnice t'aZisk st uréené vzt'ahmi

Ciara Plocha
j x.dl [y [x.da [ da (3.60)
xT:IIdl ,yrszdl xT:AjdA ’yT:AjdA
1 ! A A

kde [dl =1[m] jedizka tsekua [[dd=4[m’ ] je plocha ttvaru.
! A4

Priklad 3.21: Urdite sturadnice taZiska obluka (obr.3.46a) o polomere R, vymedzeneho uhlom 2a.

Riedenie:

dl = Rdg

\

310
Obr. 3.46a

Os y je osou symetrie obluka ateda xr = 0. Druhn
stradnicu yr = ? mdézeme urcit’ podl'a rovnice (3.60) a plati

y=Rcos® y =4

kde pre obluk plati y=R.cosgp a dl=R.dp.

[yt

[ RcospRdp R 2sing  Rsina

[0 ohae

3
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V pripade, ak vysek (oblik) nie je symetricky okolo Ziadnej z osi
x, y, podl'a nakresu na Obr.3.46b apre x=R.cose, y=Rsing a

dl = R.d pre stradnice taziska oblika dostaneme

\ L] R.cosp.Rde _, sina, —sing,

= +a =R ’
_[, Rdg T
L}“ R.sinp.R.dg cosa, —cosq,
Y= +a =k . '
I Rdyp & -
L Obr.3.46b

Vztahy pre urcovanie plochy a stradnic tazisk mnohych ¢iar a plo$nych ttvarov ndjdeme obvykle
v statickych, prip. inych tabul'kdch, resp. pre vybrané plo$né a priestorové objekty s zakladné vzt'ahy pre
stiradnice t'aziska a dizku, plochu resp. objem ttvaru uvedené v Tab.3.6.

Kontrolné otazky:

Charakterizujte pojem silovéa stistava, objasnite zakladné €lenenia silovych sistav podl'a usporiadania sil v rovine.
Objasnite podstatu a vyznam postupov ako skladanie a rozkladanie sily a ich vyuZitie pri rieSeni silovych sustav.
Definujte zakladné pojmy v analyze silovych ststava a objasnite ich podstatu.

Utinok siistavy sil na teleso — posuvny a otatavy udinok — vzt'ahy a dohodnuté konvencia znamienok a zmyslov sil.
Definujte zakladné ulohy analyzy silovych sustav — pojmy staticka rovnovaham, staticka ekvivalencia,

SN o s kg e

Charakterizujte sistavu sil na spoloénej nositelke, objasnite spbsob jej redukcie, rovnovéhy a ekvivalencie,
prakticky priklad.

Definujte sustavu sil so spoloénym pdsobiskom, objasnite analyticky aj graficky spdsob jej redukcie.

Objasnite pre sustavu sil so spolotnym pésobiskom moZznosti analytického a grafického riedenia jej rovnovahy,
Rie§enie rovnovahy a ekvivalencie dvoch zvézkov sil v rovine, objasnite nutnit podmienku statickej uréitosti RZS.

= e

0. Charakterizujte vieobecnii rovinnu sustavu sil, objasnite jej G¢inky na teleso a uved'te, ¢o sit podmienky néhrady
a aky maji vo vieobecnosti tvar,

I1. Objasnite zakladny princip a spésob redukcie VRSS — analyticky, graficky. (,¢ a ekvivalencie, vyuZitie v praxi.

12. Uved'te tyri moZné pripady, ktoré mézu nastat’ pri redukeii VRSS a objasnite ich.

13. Objasnite spdsob riesenia rovnovahy VRSS, definujte vektorovy a skalary tvar rovnic rovnovahy VRSS,

14, Uved'te spdsob analytického rie§enia rovnovahy VRSS auvedte priklad jeho praktického wvyuZitia, princip
grafického rie§enia rovnovahy VRSS,

15. Objasnite rovnice rovnovahy / ekvivalencie viac VRSS a uved’te moZnosti ich praktického vyuzitia.

16. Charakterizujte sistavu rovnobeZznych sil, objasnite sposob jej redukcie, rovnovahy a ekvivalencie, prakticky priklad
stistavy rovnobeZnych sil.

17. Objasnite pojem staticky stred stistavy rovnobeZnych sil, moZnosti jeho urenia vypottom aj graficky, uved'te jeho
vyznam v statike v spojitosti s taZiskom hmotnych objektov.

18. Charakterizujte t'aZisko hmotnych objektov, zdkladné vztahy a moZnosti jeho uréenia pre &iary, plochy prip. telesd.

19. Definujte moZnosti zjednodusenia uréovania polohy t'aZiska zloZenych homogénnych objektov, uved'te priklady.

20. Objasnite zakladny princip a pouZivany matematicky aparat pre urCovanie t'aziska zloZitych ttvarov.
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Vztahy pre uréenie suradnic taZiska pre vvbrané geometrické utvary Tabulka 3.6
Utvar Geometricky utvar I/A/V
stvrtkruziica Ly
2
5 T ,
polkruznica T
vvsek - kruznice 2ar
trojuholnikova [ Lph
plocha 3 2
snvrtkruhova 4 o 1
plocha 37 4
A,
polkrihova 3 it 52
plocha 2
stvrtelipsova Zab
plocha
\ 1 =3
0 3
polelipsova plocha > t ) Zab
L s 2
kruhovy vvisek art
; 3
polgula 3 2 e
- 1) 2
kuzel Frh
1
3
ihlan Tabh
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4., PRIAME A LOMENE NOSNIKY

Nosné konStrukcie slizia k prenosu silovych ucinkov od ich vonkajSieho zat'aZenia na d'alSie objekty
(napr. stavebny objekt a horninovy masiv, prip. zataZenia od ¢innosti strojnej konitrukcie prenaSané na jej
nosné prvky a pod.). Vo veobecnosti nosné konstrukcia pozostava z konstrukénych prvkov typu:

1D - Pritovy prvok (prit, ty¢, nosnik) — dizka je vyrazne viciia ako dva d’alsie (priecne) rozmery.
Idealizacia sa realizuje tzv. dokonale tuhou ciarou. V statike je prutovy prvok charakterizovany svojim
umiestnenim, diZkou a vlastnou tiaZou, pri¢om jeho tvar moze byt priamy alebo zakriveny.

2D - Plo$ny prvok (doska, stena) — hribka prvku je vyrazne mensia ako zostdvajuce dva rozmery.
Idealizicia je mozna tzv. rovinnym alebo v priestore zakrivenym plosnym titvarom. Napr. v stavebnictve,
plodné prvky &lenime na stemy (zataZenie iba vo vlastne rovine), dosky (zataZenie kolmo k rovine) a
Skrupiny (zakriveny plo$ny prvok). NajcastejSie sa plo$ny prvok idealizuje odpovedajicim rovinnym
utvarom, charakterizovanym jeho umiestnenim, rozmermi (plochou) a vlastnou tiaZou.

3D - Priestorovy (teleso, trojrozmerny objekt) prvok — idealizuje sa prostrednictvom dokonale
tuhého telesa a je charakterizovany svojim umiestnenim v priestore, rozmermi, objemom a vlastnou tiazou.

Vo vSeobecnom pripade méZe byt nosna konstrukcia tvorend jedinym konstrukénym prvkom, obvykle
viak pozostdva z viac prvkov, tvoriacich tzv. mechanicki sustavu. Zéakladné prvky rozliénych nosnych
stavebnych kondtrukeii anosnych podsystémov strojnych zariadeni musia spifiat najméd podmienky
dostatonej unosnosti (t.j. zaistenia bezpecnej a spolahlivej funkcie pocas celého technického Zivota),
primeranej deformdcie, ako aj dlhodobej pouzitel'nosti v uréenych podmienkach ich pouzivania.

4.1. Zakladné typy nosnikov, zat’aZenie a uloZenie nosnikov

Nosnik - ako hlavny predstavitel’ priitovych konstrukénych prvkov, je definovany ako nosny prvok
konkrétneho technického diela, primarne ureny na prenos silovych Géinkov v ddsledku jeho zataZenia
vyplyvajliceho zjeho previadzkového pouzitia. V statike sa obvykle jedna o druhy zatazenia statické,
analyza dynamického (v Case premenlivého) zat'aZenia sa vyskytuje menej ¢asto.

Nosnik je konstrukény prvok, ktorého jeden rozmer (dlzka) je ovela vicsi, ako dalsie dva rozmery
(vpSka a Sirka) a je uloZeny tak, fe sa pri zaf’aZeni ohyba.

Nosnikom méZe byt v stavebnej praxi napr. nosny stlp, prie¢na vzpera, §ikma vystuha, horizontilne
votknutd konzola apod., resp. v oblasti strojnych zariadeni sa jednd o rozne druhy nosnych ramov,
pracovnych ustrojenstiev a vyloznikov manipulacnych a zdvihacich strojov a pod.

V technickej praxi sa najcastejSie vyskytuju prity s priamou osou prierezu, tzv. priame nosniky alebo
nepriamou (obvykle lomenou) osou, tzv. lomené nosniky. Prity s priamou osou si najjednoduchsie typy
nosnych prvkov rozli¢nych konStrukeii. Podl'a sposobu ich uloZzenia a usporiadania maji ich mechanické
modely zauZivané pomenovania, ako napr. jednoduchy nosnik, konzolovy nosnik, nosnik s kibom, spojity
nosnik, priehradovy nosnik a pod.

1. Jednoduchy nosnik — je priamy prit, ktory je na jednom okraji viazany k okoliu dvojnisobnou
viizbou (napr. pevny kib) a na druhom konci ma vizbu jednoduchii (napr. posuvny kib alebo kyvny prit).
Priklady pouZitia jednoducho uloZenych nosnikov a fyzikdlny model jednoduchého nosnika st na obr.4.1.
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Obr.4.1

2. Konzolovy nosnik — je obvykle priamy, ale méze byt aj lomeny pritovy prvok, na jednom okraji
viazany k okoliu trojndsobnou vazbou (dokonalé votknutie), na druhom okraji je volny — t.j. bez vizby.
Priklady konzolovych nosnikov a fyzikalny model priameho konzolového nosnika st na obr.4.2.

q
vyyy v b

o
[
P

it P
P

Obr.4.2

Z uvedenych dvoch zakladnych druhov nosnikov, boli s ohl'adom na rozmanitost’ konstrukcii a potreby
ich rozliénych praktickych aplikacii (najmé v oblasti pozemného stavitel'stva, ale aj konstrukcie rozli¢nych
technickych zariadeni), odvodené daldie typy nosnikov, ako st napr. spojity nosnik, nosnik s vioZenym
kibom (Gerberov nosnik), nosnik s previsnutym koncom, priehradovy nosnik a niektoré d’alsie typy.

3. Spojity nosnik — je priamy nosnik, uloZeny na viac ako dvoch podporach, z ktorych jedna je pevna
(pevny kib, dokonalé votknutie) a ostatné st posuvné (posuvny kib). Na konci mdZe mat nosnik Fubovolni
vonkajsiu vizbu, pripadne aj tzv. previsnuty koniec. Cast' spojitého nosnika medzi dvoma susednymi
podporami nazyvame pole, dizku pola definujeme ako rozpitie. Priklady pouzitia spojitych nosnikov
a fyzikalny model priameho spojitého nosnika st uvedené na Obr.4.3.
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77
Obr.4.3

4. Spojity nosnik s vloZenymi kibmi — tzv. Gerberov nosnik. Priklady jeho pouzitia si na Obr.4.4.

Vlozenim kibov medzi polia spojitého nosnika nesmie
vzniknut’ pohyblivy mechanizmus, iba rotaéna vizba.

Nerovnosti terénu vloZenim klbu spdsobuji iba mini-
malne pridavné naméahanie nosnika nesuceho.

Neseny nosnik

FaN Nesuci nosnik AN 23
Obr.4.4

5. Nosnik s previsnutym koncom. Priklady jeho praktického pouzitia st na Obr.4.5.

- . . .
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Pri statickom vy3etrovani priamych nosnikov a rimovych konstrukcii nezdlefi na tvare prierezu (napr.
%) C &L, atd'), ani na pouzitom konstrukénom materidli. Rozhoduje iba tvar pozdiznej osi nosnika
a pri statickej analyze vzdy v mechanickych modeloch nahradzame skutoéné teles4 iba ich osou.

Geometricky popis nosnikov v statike je zaloZeny iba na definovani ich rozmerov - dl’z'lgz a zmeny
prierezu. Prierezy mozu byt po celej dizke konstantné (1zv. prizmaticky nosnik) alebo prementlivé. Vybrané
priklady premenlivych prierezov nosnikov st uvedené na obr.4.6.

Zmena prierezu nosnika mbze
byt bud postupnd (Obr.4.6a,c),
skokova (Obr.4.6b) prip. v miestach
podpier mdézu byt tzv. nabehy
(Obr.4.6d). Nabehy su realizované
najmd kvoli zvySeniu 1nosnosti

(zosilneniu) ¢asti nosnej konstrukcie,

obvykle v miestach jej podoprenia,
tj. vo vézbach.

Obr.4.6

Na obr.4.7a je znazorneny prizmaticky nosnik, t.j. nosnik s nemennym prierezom - uloZeny a zat'azeny

v jeho tzv. rovine sumernosti (symetrie). Mechanicky model nosnika je predstavovany iba jeho osou (tzv.
strednicou), ako spojnicou t'azisk 7; vietkych prieénych rezov nosnika a je zndzomeny na obr.4.7b.

Pricrez nosnika ( _L na strednicu)
T - tazisko prierezu
a) Rovina siimernosti

F, le

g
¢ T 4 Os nosnika (streduica, rim m4 strednicu lomen).
/ A // VB Ah /
,é/ e
T 7 %‘ /—; g4

F, F,

n

Y
W M=F,.h/2 m =n.h/2 W Obr. 4.7

Pozndmka: Spésob zakreslenia podpier (vizieb nosnika s rdmom) v miestach A resp. B prostrednictvom tzv. kyvnych

F,

v

~
’ </

priitov (Obr.4.7b) zodpoveda spésobu zakreslenia pevnej podpery, resp. posuvnej podpery a ich funkcie.

V statike vSeobecne plati, ze vSetky zataZenia pdsobiace na nosnik prenaSame na os nosnika. V pripade
podla Obr.4.7a su to zataZenia vo forme osamelych sil Fy, F,, Fi, spojitétho zatazenia prie€neho q
a spojitého zat'aZenia osového n. Transformdciou ich ucinkov do osi nosnika je strednica, ako mechanicky
model pritového prvku — nosnika, zat'azend silami F,, F,, F; [N], spojitymi bremenami q, n [N.m''], ale aj
transformédciou vzniknutymi veli¢inami a to: momentom M [Nm] a spojitym momentovym zat'aZenim m
[Nm.m'], ktoré vznikli preloZenim sily Fj a osového zataZenia n z povrchu do osi nosnika.
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V technickej praxi sa najéastej$ie vyskytuji prutové prvky s priamou osou - priame nosniky alebo
nepriamou (obvykle lomenou) osou - lomené nosniky (tzv. ramové konstrukcie). Na obr.4.8, pre ilustraciu
variability usporiadania a zat'aZenia nosnikov, uvddzame mechanické modely vybranych typov priamych
a lomenych nosnikov a prikladov najcastejsich spdsobov ich mozného uloZenia a prevadzkového zat'azZenia.

F
q, n

V/
B %A M

b) votinuty (konzolovy) nosnik

F
M /\
#2 A 7‘%‘7

a) jednoduchy nosnik (s previsnutym, precnie-
vajiicim koncom)

q:
i AL
Y e P
7 A T B D = C -> -
¢) nosnik s viozenym klibom (bod D) 7z B

#r A

q. : g . v o
d) jednoducho uloZeny lomeny nosnik (vam)
q,
F Pozndmbka: Normalové sily v mechaniclych modeloch kreslime pre
ndzornost taktiez kolmo na strednicu, aj ked' v skutocnosti pésobia
__\ v jej smere, 1.j. v smere normdly na prievezovii plochu nosnika.
M
7 A
e) votknuty ram Obr. 4.8

Nosniky uvazujeme vZdy ako viazané telesa. Ich zataZenie a uloZenie rie§ime za predpokladu, Ze
sistava zatazujacich (akénych) sil, aj sil sekundarnych (vizbovych reakceif) tvoria rovinni sustavu silovych
uéinkov, Najcastejsie sa vyskytujtice véizby nosnikov v technickej praxi si uvedené na obr.4.9.

1. Kibové uloZenie pevné (n,=2 V) /l\\ odoberd 2° volnosti
’ ‘ (vodorovny a zvisly posun), zostava
z otacanie v kibe)

of e odoberd 1°volnosti

4 r o . r — [e) \
2. Kiboveé uloZenie posuvné (n,=1 °%) 7 (zyisly* posun), zostava otacanie v
%7/ klbe a vodorovny posun)
. . / /ﬁ\\ odobera 3° volnosti
3. Dokonale votknuté ulezenie (n,=3 V) /- 2 (vodorovny posun, zvisk posun,
- otacanie v kibe)
(_Z \ odoberd 2° volnosti '
4. Votknuté uloZenie posuvné (n,=2 °V) (zvisly posun a otacanie v kibe),
zostava vodorovny posun
Obr.4.9

Zat’azenie sme definovali ako akykol'vek jav, vyvolavajici zmenu stavu napitosti konstrukcie. Pri
rieeni rovnovahy sil sa najskor zaoberame analyzou a rieenim silovych u¢inkov akénych — vonkajsich - sil
posobiacich na hmotny objekt, ktoré podl'a dimenzie idealizacie hmotnéeho objektu, rozdel'ujeme na sily:
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gt e Objemové q*® (N/m’)
) e Plosné q”® (N/m?)
e Liniové q'” (N/m)

e QOsamelé F (N)

Podla potreby mozeme medzi
nimi vykonat' vzdjomny prepolet

ey (transforméciu) a plati
A F @=¢".h
Q:\J q’=q".b (4.1)
) :::‘1 F=q".1
i kde / je tzv. zatazovacia hribka, b
Liniové sily Osamelé sily je zataZovacia §irka al je zafazo-
Obr4.10 vacia dlzka (Obr.4.10).

V uvedenych prikladoch nosnikov a rimovych konstrukeii (Obr.4.8) je uvedené aj pdsobenie va¢siny z
najdolezitej§ich druhov zat'azenia nosnikov v technickej praxi. Ide najméd o zat'aZenia podl'a obr.4.11.

F.
1 Mj
u
C '
a) zatazenie osamelou silou b) zataZenie osamelym momentom

F,=12.q.1%

q.l
11T 9 o
/2 | 2/3

I |

cl) spojité zatazenie priecne - rovnomerné  c2) spojité zatazenie priecne —

nerovnomerné (napr. linedrne)

F,=n.l o F,=172.n.1 .
llll> > ,‘ - g 4---- [

!

1 I
dl) spojité zatazenie osové (normdlové) d2) spojité zatazenie osové (normdlové)
- FOVHOMErné - nerovnomerné (napr. linedrne)

My, = (m;y+my /2.1
M,L:T.l =

m,
m m
l I
el) spojité zatazenie momentové - e2) spojité zatazenie momentove -
rovhomerné nerovnomerné (napr. linedrne)

Obr. 4.11
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Pre ilustraciu uvedieme priklady zat'aZenia konstrukcii pozemnych stavieb. Jedna sa o zat'aZenie:
o stdle: vlastna tiaz konStrukcie, zemny a horninovy tlak, predpiitie a pod.
e ndhodné:
- uzitkové (prevadzkou a vybavenim, strojmi a zariadenim, skladovanym materiilom, vozidlami apod.),
- klimatické (snehom, vetrom, ndmrazou, klimatickymi teplotami),
- vymitenym pretvorenim (prevadzkové teploty, zmr§tovanie a dotvarovanie beténu, pokles podpier),
°  mimoriadne: zemetrasenie, vybuch, havarijné pretvorenie zékladov, naru$enie procesu a pod.
Z kapitoly 2 uz vieme, Ze pre Uplny popis zat'aZenia je nutné definovat’ jeho wyskyt, intenzitu, dobu
trvania a opakovanie zat'aZenia. Uvedené parametre si ndhodné a st opisatelné iba pravdepodobnostnymi
charakteristikami. Znamena to, Ze redlne zataZzenie konstrukcii v technickej praxi ma stochasticky charakter.

Pri realizacii praktickych vypoctov v mechanike telies vyuZivame nasledovné charakteristiky zatazenia:
° normova hodnota zat'afenia (normové zat'aZenie) Fporm — hodnota zat'azenia, ktord méZeme v priebehu
pouzivania konstrukcie skutoéne o¢akavat’,
e sucinitel zat'afenia Ay — vyjadruje variabilitu (nahodné odchylky) zataZenia od normovych hodnét,
o vypoctovd hodnota zatf'ajenia (vypoltové zataZzenie) Fy,, — hodnota zafaZenia, ktord méZe byt
prekrogena iba s definovanou minimélnou pravdepodobnost'ou a uréujeme ju podl'a vztahu

‘F;im' = A’F F (42)

% norm

Z uvedenych mechanickych modelov nosnikov (Obr.4.8) je zrejmé, Ze pdsobiace vonkajsie zataZenia
rozdel'uju os nosnikov na body - v ktorych pdsobia napr. iba osamelé sily F; alebo momenty M; a na tiseky —
v ktorych pdsobia spojité zatazenia typu g, n, m nulové alebo rézne od nuly. Vonkajsie zatazenie nosnikov
moéze byt uvaZované ako zataZenie konitantné alebo aj ako zataZenie v &ase alebo po dizke nosnika
premenné, t.J. v tvare funkcie Fyy, My, qq, 0, mq, resp. Fey, M, Qo Dy My

Vietky uvedené silové ucinky F;, M;, a ndhradné bremena F,, F,, My,, ktorymi nahradzame ué¢inok
spojitého zat'azenia q, n, m - pouZzivame pri vypocte vizbovych reakci, t.j. pri rieSeni statickej rovnovahy
silovych ¢inkov na nosnik pdsobiacich. V praxi sa najéastejsie vyskytuju zataZenia - typ a, b, ¢ podla
obrd.11 a preto sa zameriame najmé na rieSenie tloh so zat'aZenim mechanickych modelov vo forme
osamelych sil F;, momentov M; a spojitého prie¢neho zat'aZenia g;.

4.2. Rovnoviha silovych uéinkov na nosnikoch, vizbové reakcie

Pre hmotné objekty je charakteristické, Ze vzdy vystupuji ako viazané k rému alebo k inym hmotnym
objektom. Po nahradeni vazieb vdzbovymi reakciami pdsobi na zadany hmotny objekt — napr. nosnik - silova
sustava, pozostdvajuca z primdrnych (zatazujicich) a sekunddrnych (reakénych) silovych #cinkov — tj.
vdzbovych reakcii. Zakladnou tlohou statiky je prave uréenie velkosti a zmyslu vidzbovych reakcii
v pripadoch staticky ur¢itych tloh. V pripade staticky neuréitych — preurtenych — tloh je okrem vizbovych
reakcii nutné urdit’ aj tzv. pridavné silové ucinky, nutné pre zaistenie rovnovahy hmotného objektu.

VyrieSenie statickej rovnovéhy silovych ti¢inkov musi byt’ prvou fazou realizécie statickej analyzy aj pri
rieSeni nosnikov. Ide predovSetkym o postdenie rieditelnosti lohy a uréenie charakteru a velkosti
sekundémych silovych tc¢inkov — viizbovych reakeii, vznikajucich vo vizbich medzi nosnikom a d’al§imi
telesami, ako dosledok pdsobenia primarnych sil — zat’aZeni. Snazime sa teda o vyrieSenie rovnovihy
sustavy vonkajSich - akénych a reakénych - sil,

Dalsou tlohou vramei statickej analyzy nosnikov obvykle byva aj uréenie charakteru a velkosti
vyslednice vauitornych sil a jej zloZiek v urenych prierezoch nosnika. Ich znalost’ je nevyhnutnd pre analyzu
charakteru a vel'kosti pretvorenia a z neho vyplyvajlicej napétosti nosnika, ktord bude népliiou d'alsej &asti
predmetu — a to mechaniky poddajnych telies.
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Metodika rieSenia uloh statickej rovnovahy hmotnych objektov

Riedenie silovych sustav realizujeme predovsetkym analyticky (vypoétom), kedy musime zostavit’
podmienky rovnovahy prip. podmienky ekvivalencie, ale v odévodnenych pripadoch aj graficky, kedy je
nutné vytvorit' a analyzovat' silovy (zloZkovy) obrazec. Metodika, platnd pre realiziciu analytického
aj grafického rieSenia statickej rovnovahy hmotnych objektov, je zhrnutd v postupe podl'a Obr.4.12.

Vykoname rozbor vizieb (uloZenia)
hmotného objektu
N
Vykoname uvolnenie objektu a
posudenie statickej urcitosti tlohy

/ V\
n>0 n=10 n<0

N2 N2
Uréime pridavné parametre, ktoré Ulohu v ramei statiky d’alej
su potrebné, aby bol objekt v stave neriesime, je nutné vyuZzit

statickej rovnovahy podmienky deformacie objektu
N N
Analytické rieSenie Grafické rieSenie
N N2

e hmotny objekt uvolnime e napiSeme podmienky rovnovahy vo

vektorovom tvare

e zobrazime nositel'ky vizbovych reakcii, ak
ich pozname

e riesime na zaklade axiom statiky a viet
o rovnovahe dvoch sil, resp. sustavy sil

e priamo z grafického rieSenia ziskame smery
nositeliek (silovy obrazec), ako aj velkost’
a zmysel vizbovych reakeii.

¢ Tubovolne zvolime orientaciu neznamych
viizbovych reakeii a nahradime nimi vizby

e zvolime vhodny stradnicovy systém

e napifeme podmienky rovnovahy sil a mo-
mentov v skalarmom tvare

e matematickymi metodami rieSime
zostavené rovnice

e znamienko pri vypocitanej hodnote
vizbovej reakcie znamena:
(+) : zmysel bol odhadnuty spravne,
(-) : reakcia ma v skutocnosti opac¢nu

orientaciu, ako sme predpokladali. Obr.4.12

Podl'a axiomy akcie a reakcie musi vo vieobecnosti platit, Ze posuvné aj oticavé ucinky vyslednice
sustavy sekundamych sil — viizbovych reakcii ZR; a vyslednice sustavy primdrnych sil - zatazeni XF; musia
byt’ rovnako vel’ké, ale opacne orientované. Vtedy mdzeme povedat’, Ze sa teleso nachadza v stave pokoja.

Opit sa obmedzime iba na analyzu rovinnych problémov, t.j. pripadov, kedy sa vietky silové uéinky od
zatazenia, vdzbové reakcie, ako aj idealizovany tvar objektu nachddzaji v jednej rovine. S urovanim
vel'kosti reakcii u staticky uréito uloZenych objektov sme sa uz stretli pri rieSeni rovnovéhy ststav sil
(kap.3). Odtial’ vieme, Ze podmienky rovnovéhy, spolo¢ne s kontrolnymi rovnicami, maju niektory z tvarov:

M T =0 @] TMia=0 G T™Mia=0
Y Fiy=0 >Mip=0 SMip =0
2Mip =0 SFi=0 TMic=0 (4.3)
KONTROLNE ROVNICE
ZMiB =0 zFiy =0 ZFix =0




Priame a lomené nosniky 103

Tvar rovnic typu (1) povaZzujeme za zédkladny tvar. Pre rie§enie jednoducho uloZenych nosnikov obvykle
s vyhodou vyuzivame tvar rovnic rovnovahy - typ (2), tvar rovnovéznych rovnic typu (3) je vhodny najmai
v pripadoch uloZenia objektu na troch pritoch alebo uloZenia na tzv. klznych podperach.

Priklad 4.1: Napiste vieobecny tvar rovnic rovnovahy pre urcenie velkosti a zmyslu véizbovych reakcii na
nosniku podla obr.4.13. Zadané: Fi, F3, F3, a, 8.1, I, 13, 1.

Riesente: h
FI e rﬁ F
2 ! 3
Hladdme: A,, A,, B. A ﬂz\ l ! B

n =n,—n, = 0°% —1loha je staticky uréita Ay C S
Teleso uvol'nime, sily rozlozime na zlozky: fAy B
Fiu=Frcosa , F,=Fsina Lo >!/ i \!, i >!/I4 o
F3x=F3.S1‘nﬂ , Fj},:Fj.COSﬂ o -~ o -~

: Obr.4.13

Vizbovl reakciu B v posuvnom kibe B
uréime napr. z momentovej podmienky rovnovahy, formulovanej napr. k bodu 4 a dostaneme

>M,=0: Bl +L+L+l)-F.sinal —F.(l +1,)—F,.cos B.(I +1,+1,)=0.

Zvislu zlozku vizbovej reakcie A v pevnom kibe 4, tzn. silu A,, ur¢ime z momentovej podmienky
rovnovahy formulovanej napr. k bodu B a dostaneme

SM,=0: A.(L+L+L+1)-F.sina.(l,+L+1)-F.(+1,)-F.cos ., =0.

»

Vodorovni zlozku vizbovej reakcie A (tj. zlozku A,), vznikajicu v pevnom kibe 4, mézeme urcit
napr. zo silovej podmienky v tvare

2F =0: -4 +F.cosa—F,sinf3=0.

Kontrolu vykoname prostrednictvom kontrolnej podmienky, napr. v tvare silovej podmienky

2F,=0: A -F.sna—F,—F.co+B=0 = 0=0 (L= P)-splnené.

Kontrolnd podmienka méze mat samozrejme aj iny tvar, napr. d'aliej momentove] podmienky,
formulovanej k I'ubovol'nému bodu v rovine nosnika (obvykle na fiom lezi), t.j. napr. k bodu C = [;+/, a plati

SM.=0: —A.(l+1,)+F.sinal,—F,.cos BI,+B.(I, +1,)=0 =>0=0 (L = P)- splnené.

? Ur¢ite velkost’ a zmysel vizbovych reakcii pre nosnik podla Obr.4.13. Zadané: F, =2 kN, F, =5 kN,
F; =4 kN, a=45°%8=30°,=6L=0L=2m,l,=1 m.

Priklad 4.2: Urcite vSeobecny tvar rovnic rovhovahy pre urcenie velkosti a zmyslu vizbovych reakcii na
Jednoducho uloZenom nosniku s previsnutym koncom (obr. 4.14). Zadané: F, g, M, o, a, b, c.

RieSenie: Yi F

| Fq=q.a M
Hradame: A;, Ay, B. q o ‘\
n =n,—n,=3 - 3= 0° - uloha staticky ur¢ita. é’_‘.‘ I

4 B } X
Néhradné bremeno: F, =g .a & . a b |. b7 ¢
y

Sily rozlozime na zlozky a nosnik uvolnime: I -

Fe=Fueosa , F,=Fpsina. Obr. 4.14
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PouZime napr. rovnice rovnovahy — typ (2) a dostaneme

> M, =0: g.g—F.sina.(a+b)+B.1+M=o — B
a .

LM, =0 —A}_,.I+Fq.(l—5)+F.SIna.b+M:0 = 4,

>XF =0: A —F.cosa¢=0 = #A

Kontrolnéd rovnica: 2 F =0: 4 —F —Fsina+B=0 = 0=0 -splnené,

Pozndmka: Pri pouZiti rovnovdznych rovaic typ (2) — tj. dvoch momentovych rovnic vzhladom k bodom jednoducho
wloZeneho nosnika (body A, B) — sa v kaZdej rovnici nachddza iba jedna neznama, ¢o vyrazne uryichluje vypocet.

? Urcite vel’kost’ a zmysel reakcii na nosniku podla Obr.4.14. Zadané: F=20 kN, a =60°, g=10 kN.m™,
M=15 kNm, a=3 m, b=I1 m, c=1,5 m.

Priklad 4.3: Na konzolovom nosniku (obr.4.15) wrcite velkost azmysel viizbovych reakcii. Zadané:
F =30kN, M= 50 kNm, g = 9 kN.m"’, cos a = 0,6, sin a = 0,8.

— ——
Riesenie: M q R
Hladame: A,, A, a moment vo votknuti M, . a (-\ 3 L I
n=mn,—n,=3-3=0%= staticky urCité. A B ¢ D E

Spojité rovnomerné zatazenie g pretransfor- | L=2

mujeme na nahradné bremeno Fy, ¥ikma silu F 1 1 1 7 i
rozlozime na zlozky F; a F) a dostaneme

M
F,=q.L,=9.4=36kN 4
F,=F.cosa =30.0,6=18 kN
F, = F.sina =30.0,8 =24 kN Ay B A
A,
Konzolovy nosnik je v bode 4 tzv. ! Obr4.15a

votknuty. V tomto mieste (Obr.4.15a) po uvol'neni nosnika vzniknt tri zlozky reakcii a to A,, A, a My. Ich
velkost’ ziskame z podmienok rovnovéahy, napr. zvol'me typ (1) a dostaneme

>F =0: A +F =0=>A, =-F =-18kN - smer reakcie A, zvoleny nespravne
ZP}), =0: A}, -F,-F,=0=A,=F + E, = 36+24=60KkN - smer reakcie A, zvoleny spravne

L
S M, =0: M, +M~F(L+1, +?3)—1f~“}_.(11I +L,+ L +1,)=0

1
>M,=M-F (L +L,+ uzi) —F.(Li+L,+ L+ L) - smer otdcania M4 zvoleny nesprdavne
=> M, =50-36.6-24.10 = -406 kNm.

Kontrolna rovnica:
L
YMy=0:-M,—A,L+M-F,.(L, +?3)-J~;_.(L2 +L,+L)=0

406-120+50-144-192=0 = 0=0 -splnené.
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Priklad 4.4: Urcite velkost' a zmysel vizbovych reakcii v bode A (miesto votknutia) pre votknuty lomeny
nosnik - ram (obr.4.16). Zadané: F, q;, g, M, a, b, ¢, d.

RieSenie: Fq1 I Iqu
Hl'addame Ay, Ay a moment vo votknuti My . ,_._——— +,,wr q,
n==n—n,=3-3=0%= tlloha je staticky urcita. CIERERA ARA AR

Nahradné bremend: F,; =q,. b, F,,=1/2.(q>q)). b b
Rovnice rovnovéhy - zvolime napr. typ (1) a plati: S é B F

2F.=0: A +F=0 =A =-F b3

Y F,=0: 4, ~F,~F,=0 =A =F,+F, y[

2 M, =0: —M—Fql.g— qz.%é—F.c+MA:0 0 X

M, :M+Fq].g+}?;2.‘é—b+ B,
Obr. 4.16

Kontrolnd rovnica: napr. momentova podmienka k bodu B a plati:

b b

S M,=0: MA+Ax.c-A},.b—M+P;ﬂ.§—ﬁ;2.§=0 = 0=0.

Mohol by to byt viak aj iny bod roviny nosnika. Po dosadeni vyratanych nezndmych reakcii do
kontrolnej rovnice musi vzdy v pripade spravneho vypoctu neznamych platit =P, tj. 0 = 0.

Pozndmka: Z prvej rovnice vyplyva, Ze sme pri odhade smeru vézbovych reakcii chybne predpokiadali zmysel sily A, .
Reakcia A, ma v skutocnosti smer dolava (€).

? Urcite vel'kost’ a zmysel viizbovych reakcii na nosniku podla Obr.4.16. Zadané: F =100 kN, q, = 15
EN.m”, q;=25 EN.am™, M =25 kN.m,a=2m,b=c=3m,d=0,5m.

Priklad 4.5: Urcite vizbové reakcie pre spojity nosnik s viozenym kibom (Gerberov nosnik) podla obr.4.17.
Zadané: ' =2 kN, I, =15 kN, g = S500Nm, M =750 Nm, a = 75°%°a=2mb=1mc=15m

Riesenie: Yy t F,
Hladdme : Ay, Ay, B, C . L;HHHHHEI Aa
wrA0 B g £

M
N
A

Ndhradne bremeno : o
7 P 7 72
F,=q.a=500.2=1000 N. et \ d
Statickad urcitost” a b |, ¢ a2 B o
n=n-ng=3-02+1+)+1=0% I P
= 1loha je staticky urcita. Obr. 4.17

Statickda  neurCitost’  zadaného
spojitého nosnika, uloZeného na troch podperdch 4, B, C je odstranena vloZenim kiba D. Takyto tzv.
Gerberov nosnik sa v podstate sklada z dvoch, navzdjom viazanych telies, spojenych prave v kibe D.
Rovnice rovnovahy — zvolime napr. typ (1) a podl'a Obr.4.17a dostaneme
Y FE.=0: A —F.cosa+F,=0 1 nezndma = A
2 F.=0: A, =T, + B F.sing+C=0 3 neznéme = A ,B, C
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S M, =0: —P;.%+B.a—}q.sina.(a+b+c)+c.(a+b+2c)+M =0 2neznime=sB, C

| O o M
JHH‘ 1 2\ F
7 A=) B D C 5 EJ .—

Obr. 4.17 a

Problém: rovnice rovnovéhy pre objekty uvazované v rovine st tri, ale nezndme zlozky reakcii mame
v pripade Gerberovho nosnika Styri, tzn. 1 rovnica chyba, t.j. sistava rovnic je neriesitelna.

Nosnik s vlozenym kibom - Gerberov nosnik — obvykle riedime jednym z dvoch uvedenych sposobov:

Sposob 1 - rozklad spojitého nosnika s kibmi na viac nosnikov - nesiici a neseny nosniky.
Spésob 2 — vychddza 7 predpokladu, fe otdéavé iéinky vo vioenych kiboch si nulové.

Spésob 1: Nosnik rozdelime na nestici (¢ast’ nal'avo od kiba D) a neseny (&ast’ napravo od kiba D). Kibové
spojenie nahradime 2 zlozkami reakcii v smere odobratych stupiiov volnosti pohybu (t.j. akoby bol kib D
nahradeny pevnou podperou) a uréime vizbové reakcie. Ndhradné bremeno F, = g.a = 500.2 = ] kN.

Zlozky Sikmej sily ¥y 1 Fio= Frcos a = 2.5in75°= 1,93 kN, F),= Fp.sin o = 2.cos75°= (0,52 kN.

1. Neseny nosnik (Obr.4.17b, prava ¢ast’ nosnika):
(F,c-M) (1,93.1,5-0,75)

>M,=0: -F c+C2c+M=0 = C= = C=0,715kN
; 2e (2:1,.5)
F c+M 1.93.
M. =0: =D 2et+Fc+M=0 = DV:( L ):(’93 L0440, 73) =D, =1,215kN
: : : 2 (2.1,5) ¥

ok =0 L =

1x

+F,=0 = D =F_-F,=193-1,5 =D, =0,43kN

Kontrolna podmienka: ur¢ené hodnoty dosadime napr. do podmienky rovnovahy zvislych sil a plati

>F, =0: D,-F +C=0 = 1,215-1,93+0,715 = 0=0 - splnené.

F, y
o I R I
= o " o Ax I Am
> T PaN
a2 & E) X 7 A=) B DO
C A, B
il c . c Ib | | a . .-
[ Lo M Lol fanl
Obr. 4.17 b Obr. 4.17 ¢

2, Nesiici (nosny) nosnik (Obr.4.17c, 'ava Cast’ nosnika)
a
>M, =0: ~—F;.§+ Ba-D (a+b)=0

B (Fq.a/2+DL,.(a+b) _ (1.1-1,215.(2+1)
a 2

=

= B=2,323 kN
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Z rieSenia nosnika s vlozenym kibom vyplyva, Ze spojenie oboch poli (telies) v kibe D umoziuje
napisat’, napr. pre &ast' napravo od kiba D rovnovaznu podmienku v tvare

2 M =0 = M+C2e-Fsinac=0-(C).

in

Zo znamej velkosti a zmyslu reakcie C uZ nie je problém uréit’ aj zostdvajlice nezndme reakcie B a A,.

Priklad 4.6: Rovinnd konstrukcia Zeriava (Obr.4.18) md tia G a je zatazend bremenom Q. Urdite reakcie
v podperdch. Zadané: G=13 kN, Q=10 kN, a=3 m, b=2 m, I=10 m.

Rieenie:
D D
a) Q b) Q
¢ / §
Ege (RN
]
, G ¢
|
4 B
/¢?>/ P P i v A B
L E2] } b * Zl’r)h'fi.l"
‘ / > A ,n.l‘c’d;(:r)khu.’ B
G Q
s ¥
N

A | B Obr.4.18

Teleso uvolnime, tzn. s ohladom na charakter primarnych sil G, Q zavedieme v bode 4 v tomto pripade

4—-—[>m

iba zvislu zloZku reakeie A; v bode B s ohl'adom na typ viizby a zat'aZenie tieZ iba zvisli reakciu B.
I Statickd wurcitost: n =n,-ny =3 —3 = 0°V - staticky ur¢ita vloha.

II. Vizbové reakcie: vhodné je pouZitie rovnic rovnovahy typ (2), tj. definovat’ 2 momentové podmienky
a podl'a Obr.4.18a dostaneme

2
( 6+100):4

YXM,=0: 4a-Gb-Ql=0= 43=132+1010 = A= 2KkN,

t.j. kladnd hodnota sily A znamend, 7e skuto¢na reakcia mé rovnaky zmysel ako bol pdvodne predpokladany
smer zvoleny na zaciatku rieSenia. Plati: Reakcia A vyvodzuje na prite AC fahovy tiéinok.

SM,=0: Ba-G(a+b)—Q(+a)=0

13.54+10.13
(_2_):%=65m

Kladné hodnota sily B znamend, Ze skutotna reakcia B ma zmysel podla predpokladu, t.j. sila do bodu B
vstupuje. Plati: Vysledny ucinok reakcie B na konstrukciu je tlakovy.

B3-135-10(10+3)=0 = 13.5+10.(1043)=B3 = B=

Kontrolna podmienka:
ZE_V:O: B-A4-G-0=0=65-42-13-10=0 = 0=0 -splnené.
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F .a/2-Db 1.1- A
ZM,B :0: _A)'-a']"‘F;"g_Dy'b:O = Ay:( : ) )=( 1 1,2215 1) :>A!=-0’108kN

a

ZF:_»::O: Ar_D,r = A,rsz :A\=0’43kN

Kontrolna podmienka:
>F, =0: 4, -F+B-D,=0 = -0,1075-1+2,3225-1,215 =0=0 - splnené.

Spﬁsob 2: vyuzivame skutoénost’, Ze v klbovom spojeni vznika nulovy momentovy G¢inok. Plati:

EFs= =0,5.2=1kN, Fi,=Fcosa=2sin75°= 1,93 kN,Fy,= F.sin o = 2.cos 75 °= 0,52 kN.
Statické podmienky rovnovéhy pre Gerberov nosnik mézu mat’ napr. tvar

YE =0: A-F,+F=0 = A =F -F=193-15 = A, =0,43kN

2 F,=0: A},—Fq+B—E},+C=O = 3 neznédme (A, B,C)

M,=0: -F.2+Ba-F (a+b+c)+Cla+b+2c)+ M =0 = 2neznime (B,C)
id q 2 Ly

Rovnice rovnovahy st tri, neznime zlozky reakcii st 3tyri, tj. jedna rovnica chyba. Spojenie nosnikov
- nesticeho 4D a neseného DE v kibe D umoziiuje, napr. pre ¢ast’ napravo od kiba D, napisat’ momentovi
podmienku vzhl'adom ku kibu D (Obr.4.17b) v tvare
(F,e—M) (1,93.1,5-0,75)
2¢ (21,5
Rovnako by bolo moz#né postupovat’ aj zl'ava. Rovnovazna momentova rovnica k bodu D od nestceho
nosnika, t.j. z l'avej strany, aviak obsahuje dve nezname Ay a B (Obr.4.17 ¢) a plati

= C=0,715kN

>M=0: M+C2—F,c=0 = C=

> ML =i —A_t,.(a+b)+Fq.[§+bj—B.b =0 = 2neméme (A,,B).

Z uvedeného dévodu musime napr. reakciu B alebo reakeiu A, najskér ur€it’ z inej rovnice rovnovahy
a potom sa k rie§eniu tejto rovnice vratit. Napr. z momentovej podmienky rovnovahy celého nosnika k bodu
A (tym eliminujeme z rovnice zatial’ neznamu reakciu Ay; reakcia C je uz znama) ziskame reakciu B a plati

S M, =0: —F;I.§+B.a—Fh,.(a+b+c)+C.(a+b+2c)+M:0

(Ef.a/2+F1},.(a+b+c)—C.(a+b+2c)—M) B
= =
_ (1.1-0,52.(2+3+3)-0,715.(2+3+2.3) - 750 — B=2,323kN

2
Dosadenim hodnoty reakcie B do vyS$§ie uvedenej momentovej podmienky k bodu D zlavej strany

nosnika uz teraz mdZeme uréit’ aj vel'kost’ a zmysel reakcie A, a dostaneme

Fq.[“w]—gb
2
Bb=0 =4 =

(a+b)

=5 B

Y MY =0: —Ay.(a+b)+Fq.(%+bJ—

A, =-0,1075 KN
= pévodne zvoleny smer zlozky A, nebol sprdvny, zlozka A, v skutocnosti smeryje | .

Kontrolnd podmienka: uréené vizbové reakcie dosadime napr. do podmienky rovnovahy zvislych sil

a vykoname tak skisku spravnosti. Plati

SF =0: A, ~F+B-F +C=0 = —0,1075-1+2,3225-1,93+0,715=0 =0=0 — splnen¢.
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Priklad 4.7: Vysokozdvizny vozik s hmotnostou m a konStrukciou urcenymi rozmermi 1 a a je zatazeny
viastnou tiazou G. Jeho taZisko sa nachddza vo vzdialenosti b od predného kolesa (obr.4.19). Urcite sily,
posobiace v bode styku podloZky a vozika a aké maximdine bremeno mézeme nalozit s ohladom na
bezpecnost proti prevrdteniu. Zadané: m=4425 kg, Q=32 kN , I=1740 mm, a=968 mm, b=930 mm.

Rie§enie:

Hladdme: A, B, Quax = ?
G=mg=4425.10=44,25KN, 0 = 32 kN

1. Statickd urcitost: n = n, - ng = 0 °V - iloha je staticky ur¢ita.

Il Vizbove reakcie: (Obr.4.19)
DMp=0:0(+b)—-Al+G(l-a)=0

Q.(+b)+G.(I -a)
= 4= l . )
Q G

(1,74 +0 _ _
4 32:1,74+0,93) +44,25.(1,74 - 0,97) Pp— l 4
1,74 ~ s
>M,=0:Bl-Ga+Qb=0 _ p=Ga-0b T T
/ & .

s 44,25.0,968—-32.0,93 12,624
1,74 1,74

= B =7,514 kN Obr.4.19

Kontrola: ZF” =0: —-0+A-G+B=0=-32+68,74-44,25+7,514=0kN = 0=0,

I1I. Maximalne bremeno s ohladom na bezpecnost proti prevrdteniu
Zaklad tvori Gvaha, Ze max. bremeno Qma musi vyvolavat’ klopny moment My, mensi ako moment
stabilizujici My, (Obr.4.19a). Musi platit’ podmienka v tvare

Mcmb = Mklop

klopny stabilizacny

moment
Sila B vbode B je iba sekunddma, tzn. uvazujeme, Ze jej =

otd¢avy ucinok k bodu otdc¢ania A je nulovy ateda plati B=0.
Musi platit’ momentova podmienka:
ZMAZO: M?tab+Mklop:—G'a+Qmax‘b=0
~G.a+0Q b=0 Os (bod) klopenia
" max *
G.a 44,25.0,968 Obr.4.19 a
b 0,93

1V. Interpretdcia vysledkov: Sily vznikajice v miestach kontaktu vozika s podloZkou st — na prednom kolese
A=68,74 kN, na zadnom kolese B=7,514 kN a maximélne mozné bezpecné bremeno je my=4606 kg.

Q. = =46,06 kKN = m,, <4606 kg

4.3. Vnutorné silové veliiny v priamych pratoch

Okrem rieSenia rovnovéhy silovych uéinkov na nosnikoch, tj. urovania viizbovych reakcii, mézeme
vramci znalosti ziskanych v statike vykonat aj analyzu tzv. vmiitornych silovych veli¢in v Tubovolnom
mieste nosnika. UrCit" charakter a velkost' vnitornych silovych veli¢in, charakterizujucich namahanie
nosnika v analyzovanom priereze mézeme v ktoromkol'vek, 'ubovolne zvolenom, bode na osi nosnika.
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Riesit’ vnutorné silové veli¢iny pre rézne typy rovinnych nosnikov a ramov, pri ich réznom uloZeni
a zatazeni, patri medzi zdkladné znalosti zo statiky. Takéto znalosti tvoria potrebny zéklad pre pochopenie
zasadnych principov pri posudzovani a navrhovani telies v ramci mechaniky poddajnych telies.

V désledku posobenia vonkajdich silovych uéinkov vznikaju v nosniku vnutorné sily, ktorych vysledny
ucinok uréujeme tzv. metodou mysleného rezu. Uvazujme jednoducho uloZeny nosnik podl'a Obr. 4.20,

I ]
FI E F2 iﬁ F3
<« a /; TEEm : b
A oty = AN

¥ i rovina e
Ay mysleného rezu B
e Sle B Sle B S|y
Obr.4.20

Myslenym rezom, prechadzajicim miestom, v ktorom chceme vnutorné silové veli¢iny urcit', rozdelime
myslene (fiktivne) nosnik na dve casti. V mieste mysleného rezu () potom musi pdsobit’ urdita sistava
vnutornych sil, ktort moézeme taktieZ nahradit’ jej vyslednicou P a momentom M,. Dodatoénym rozloZzenim
vyslednice P do zloZiek v smere suradnicovych osi ziskame jej zlozky P. = N a P, = T. Z axiomy akcie
areakcie vyplyva, Ze veli¢iny N, T aj M, musia byt na oboch ¢astiach myslene rozdeleného nosnika
rovnako velké, ale opaéne orientované. Zlozku N obvykle nazyvame osova sila, zlozku T volame prietna
(postivajuca) sila a silovi dvojicu M, nazyvame ohybovy moment.

Nosnik (prat) je uvazovany ako spojité telesom, t.j. je homogénny. V l'ubovolne zvolenom priereze m,
t.j. v mieste, v ktorom uvazujeme pomyselny - fiktivny rez - na osi nosnika a kde chceme uréit’ vinutorné sily
preto nemdZu nastat’ Ziadne relativne posuny, ani vzajomné pootocenie. V priereze mysleného rezu preto
predpokladame existenciu vmitornej vézby spiﬁajﬁcej podmienky nulového pohybu - tj. dokonalé
votknutie. Prakticky to znamena, Ze ak myslenym rezom, vedenym v uvaZovanom priereze # kolmo na os
nosnika, preru§ime vnutorni védzbu, potom u¢inok tejto vézby, vyjadrenej vyslednicou vnatornych sil
v nosniku, mdéZeme nahradit’ zodpovedajucimi zlozkami interakénych sil (obr.4.21), ako pre pripad
dokonalého votknutia, tzn. tromi zlozkami Ny, T, Mom.

I - PPava Cast , II - prava gast’
- t(‘ﬂ
Fs ' L,
[* = 1 43
e m———— 'g‘ """""" 1 b
NI | )
1 é;é
1--—--—----_—_-—_--_........_.E:"‘";.‘d
ls
‘ ]2 ‘ ]3 ‘ ]4
S

Obr.4.21

Nakol'ko predpokladame, Ze stistava vonkajsich sil (primarnych aj sekundarnych), pdsobiaca na nosnik
je pri statickom rieSeni v rovnovdhe, podmienky rovnovahy musia byt splnené aj pre kazdu jeho ast.
Velkost' a orienticiu zloziek vyslednice vnutornych sil ]N,,,, '7,, 'M,,, mdzeme teda s vyhodou urgit’ z
podmienok rovnovahy, formulovanych bud’ pre sily pésobiace na I'avii ¢ast’ nosnika (Cast’ I) alebo velkost’
a orientdcia zloZiek vyslednice vnutornych sil "N, "T,,, "M, musia vyhovovat silovym a momentovym
podmienkam rovnovéahy sil pre pravi ¢ast’ nosnika (cast’ II).
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Hodnoty vnutornych sil po oboch stranach rezu sa musia rovnat’, tzn. musi platit’

[Nm = HNm = Nm ’ I]:n = HT;n = Tm H Jreram = HM = Mom . (44)

om
Z poznatkov o ekvivalencii a rovnovahe silovych sistav uz vieme, Ze ak zmenime orientdciu vietkych

sil v jednej z dvoch ekvivalentnych ststav, budi sily obidvoch stistav v rovnovdhe.

V dosledku toho su aj zlozky vyslednice vnttornych sil "N, "T,, "M,, ekvivalentné so ststavou
vonkajsich sil pdsobiacich na ¢ast I a zlozky vyslednice vnitornych sil 'N,,, 'T,,, 'M,,, st ekvivalentné so
stistavou vonkajSich sil, posobiacich na ¢ast’ [I. Neznamena to viak, Ze musime vnutorné sily uréovat pre
obidve Casti nosnika (I aj IT). Obvykle rieSime iba ¢ast’, na ktorej pdsobi menej silovych uéinkov.

4.3.1. Vypofet vniitornych silovych a¢inkov

V ramci mechaniky telies vo vSeobecnosti rozoznavame nasledovné vnutorné silové veli€iny:

1. osova (normalova) sila N,
2. prie¢na (tangencialna, postivajica) sila T,
3. ohybovy moment M,.

Z podmienok rovnovahy prisludnej Casti nosnika (silovych a momentovych podmienok, definovanych
vzhladom k miestu mysleného rezu), vychddza aj princip uréovania vel'kosti vnitornych silovych veli¢in.

1. Normailova (osova) sila N

Zlozka N, pOsobi v smere normaly roviny prie¢neho rezu a preto ju nazyvame normdlovd sila. Pre
priamy nosnik je smer normély totoZny so smerom jeho osi a preto je v praxi zauzivany aj d’al§i ekvivalentny
nazov osovd sila.

Jej hodnotu v I'ubovolnom priereze m uréime ako algebricky sicet zloZiek vSetkych sil, pdsobiacich na
uvazovant (Pavia / prava) ast’ nosnika v smere kolmom na rovinu prie¢neho rezu, tzn. v smere pozdiinej osi
nosnika. Algebricky sufet znamend, Ze orientdciu posobenia vmitornych sil v silade s konvenciou
znamienok, uvedenou na obr.4.22, povazujeme za kladni. Opaéné pdsobenie zloZiek vnutornych veli¢in
zohl'adnime zapornym znamienkom.

normala roviny prie¢neho rezu

rovina priecneho rezu

41{;;; s & M,
Kladne teinky : | Kladne temky
vonkajsich sil T’"T "Y ST Jj T vonkajsich sil
posobiacich na ¢astiI T posobiacich na ¢asti I1

Obr.4.22
Napriklad, pre nosnik podl'a obr.4.20 uréime hodnotu normalovej sily N v reze m (Obr.4.21) bud”;
e uvazovanim pdsobenia normédlovych zloziek vonkajsich sil na ¢ast’ I (lavy tsek: a—m)
+é N, =5 'F =A —F.cosa alebo (4.5a)
e uvazovanim pdsobenia norméalovych zloziek vonkajsich sil na ¢ast’ IT (pravy usek: b—m)
+> N, =3 "F, =-F.sing. (4.5b)
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2. Priefna (tangencialna) sila T

Vnutorna veli¢ina T,, posobi v smere roviny mysleného prie¢neho rezu a nazyva sa priecna sila. Jej
pdsobenim maju okrajové prierezy dlzkového elementu pruta tendenciu vzidjomne sa posunit’ a preto je
zauzivany aj ndzov posuvajnca sila alebo Smykovd, prip. tangencidlna sila.

Jej hodnotu v Tubovolnom priereze m mozeme uréit’ ako algebricky sucet vSethych sil kolmych na os
nosnika, pdsobiacich z jednej strany (bud’ nalavo alebo napravo) od uvaZovaného prierezu v smere roviny
prie¢neho rezu, tzn. v smere kolmom na os pruta. Pre nosnik podl'a obr.4.20 ur¢ime hodnotu prie¢nej sily T
v reze m (Obr.4.21) bud’ uvazovanim:

e pdsobenia tangencidlnych zloZiek vonkajsich sil na ¢ast’ [ (lavy usek: a—m) z rovnice

+ T, =>"F, =4,~F.sinag alebo (4.6a)

e  pdsobenia tangencidlnych zloziek vonkajsich sil na ¢ast’ II (pravy tsek: h—m) z rovnice
+8 T,=3"F,=-B+F,.cos §+F,. (4.6b)

3. Ohybovy moment M,

Vnutorma veli¢ina M, vyjadruje otdcavy G€inok vyslednice vnitornych sil v priereze vzhladom
k l'ubovol'nému bodu na osi nosnika anazyvame ju ohybovy moment. Velkost ohybového momentu
v uvazovanom priereze m urCime ako algebricky sucet statickych momentov vsetkych sil pésobiacich
g jednej strany (1 - I'avu alebo 11 - prav() od prierezu m, uréenych vzhladom k zvolenému bodu prierezu m.

Pre analyzovany nosnik podl'a obr.4.20 je pre preukazanie podstaty rie§enia momentovych u¢inkov na
nosnik vhodnej$ie vyuzit’ mierne upraveny mechanicky model podl'a obr.4.23.

F Sia Feo “,f_/i

Fl | i
AN

mn . y

o TR L] )
|
¥ =< r g
D _sle B s B S|y
Obr.4.23

Velkost” ohybového momentu M, v reze m od pdsobenia vonkajsich sil mézeme urcit’ (Obr.4.23) bud”:
o na Casti | (Tavy usek: a—m) z rovnice

+® M, ="M, =A,(}+'L)-F.sina’l, alebo (4.72)

e pre sily posobiace na ¢asti II (pravy usek: b—m) z rovnice

+& M, ="M, =B.("L+5,+1,)-F.cos ("L +1)~F,."L,. (4.7b)

om

Zo spbsobu, ako boli vnutorné silové veli¢iny definované mdézeme zhrnut’ ich definicie nasledovne:

Normadlovd (osovd) sila N je v Pubovol'nom priereze telesa rovnd algebrickému siiétu priemetov
vietkych sil posobiacich v smere normdly prierezu po jednej strane od zvoleného miesta rezu =

N=>'F_resp.N=) “F .
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Tangencidlna (priecna, posuvajiica) sila T je v Pubovol’nom priereze telesa rovnd algebrickému siétu
priemetov vietkych sil pésobiacich v rovine rezu po jednej strane od zvoleného miesta rezu =

T:Z’ij resp. T=Z”ij.

Ohybovy moment M, je v Fubovolnom priereze telesa rovny algebrickému siétu oticavych ndinkov
od vietkych sil a silovych dvojic, pdsobiacich po jednej strane od miesta rezu, uréovanych vzhlPadom k
zvolenému bodu (obvykle viak faZisko prierezu nosnika) =

M,=>'M_ resp. M,=> "M

Pre uréenie velkosti vnitornych sfl preto méZeme vyslovit' vieobecne platné tvrdenie:

Velkost’ vnitornych silovych velicin N, T a M, v Pubovol’nom priereze telesa sa rovnd algebrickému
suctu vietkych im prislichajiicich silovych ncinkov po jednej strane vySetrovaného prierezu.

Pri algebrickom s¢itani po jednej strane prierezu berieme zretel’ aj na zmysel pdsobenia vnutornych
sil, v sulade s uZ uvedenym znamienkovym dohovorom (Obr.4.22), tentoraz zndzornenym inak (Obr.4.24).

® b D )

1 J ! i i i

gl s o LI P e Nl IV
O 60 O 4@ O &0

Pozndmky: 1. Posobenie vitornych sil a momentov v opacnom zmysle, ako je uvedené na obr.4.24 uvazujeme so

zdpornym znamienkom. 2. Znamienkovy dohovor je vyrazne zdvisly na orientdcii telesa, 1j. na uréeni jeho [avého
a praveho konca, resp. pri momente na volbe hornych a dolnych vidkien priecneho rezu. 3. Pri inej nez vodorovnej
polohe nosnika (napr. zvislica ramu) nemusi uz byt' uvedeny dohovor vidy jednoznacny.

Z uvedenej znamienkovej konvencie (Obr.4.24) resp. (Obr.4.22) vyplyva:
e za kladny smer normalovej sily N povazujeme taku jej orientaciu, ktora sa snaZi prit nat’ahovat’,

e za kladny smer priecnej sily T povazujeme taku jej orientéciu, ktord vyvolava vzhl’adom k miestu rezu
(m) otacavy ucinok v smere pohybu hodinovych rudi¢iek,

e za kladny povazujeme taky zmysel ohybového momentu M,, ktory spésobuje ohybanie nosnika tak,
aby sa prehybal smerom nadol. Znamena to, Ze na &asti nal'avo od uvaZzovaného mysleného rezu, za
kladné povaZujeme momenty orientovan€ v smere zmyslu pohybu hodinovych ruci¢iek. Pre pravii &ast’ za
kladné povaZujeme naopak momenty, orientované proti pohybu ruciciek hodin.

Aby bolo mozné identifikovat’ nielen extrémne hodnoty vnutornych veligin, ale aj miesto ich pdsobenia,
znazortiujeme obvykle pre vietky vnutomé velidiny aj ich priebehy po celej dizke nosnika. Bude preukazané,
ze charakter priebehov a tvar ich funkcii sa riadi uré¢itymi, teoreticky zdévodnenymi, zakonitostami.

4.3.2. Zavislost’ medzi prie¢nym zat’aZenim, prieénou silou a ohybovym momentom
ybovy

Vyberme z nosnika, na ktory posobi sistava vonkajsich silovych uéinkov v rovnovahe, v jeho
Pubovolnom priereze x element dizky dx (obr.4.25). Uvazujme, Ze na element nepdsobi osamel4 sila, ale iba
spojité zat'aZenie g(x), pdsobiace kolmo na os prita a ktoré mézeme pri dostatoéne malej dizke tseku dx
povazovat' za kon3tantné. Odstranené Casti nosnika (tj. nalavo aj napravo od elementu dx) nahradme
ckvivalentnymi vnitornymi silovymi veli¢inami — a to prieénou silou T a ohybovym momentom M,.




114 Priame a lomené nosniky

M) [JT]]1 ﬂ Mo(x)+dM,(x)

T(x)T 'l?(;jlﬁc}%};j """""" |

’4 : |-< =

Obr.4.25

Osovu silu N v pripade zat'azenia spojitym prieCnym zataZzenim g(x) neuvazujme, pretoZe nema vplyv

na zavislost’ medzi prie¢nym zataZzenim ¢ a vnitomymi silovymi uéinkami. Predpokladdme, Ze cely prit je
v rovnovahe a preto musia byt’ splnené aj podmienky rovnovahy pre kazdi jeho elementdrnu Cast'.

4.3.2.1. Schwedlerove-Zuravského vety

Podl'a Obr.4.25 p6sobi v l'avom pn’ereze uréenom suradnicou x posflvajﬁca sila T—T(x) a ohybovy

.....

tJ. T(x)+dT(x) a ohybovy moment va(':él o dMix), t.j. M, (x)+dM, (x).

Uz vieme, Ze spojité zat'aZenie g obvykle aproximujeme (priblizne nahrddzame) nahradnym bremenom.
Pre usek ox dostaneme pre g=konst elementdme nahradné bremeno s velkost'ou g(x).dx, s pdsobiskom v
strede useku dx. Zo silovej podmienky rovnovéhy sil pre uvazovany element dx v tvare
T(x)—[T(x)+dT(x)]-g(x).dx =0,
z ktorého po uprave dostaneme zavislost medzi prie¢nym zat'aZenim g(x) a priecnou silou 7(x) v tvare
A __ g, @)

ktora je v mechanike znama ako 1. Schwedlerova-Zuravského veta, ktori mdzeme slovne vyjadrit’ v tvare:

T(x)~T(x)-dT(x)—q(x).dc=0 =

Spojité zat’ aZenie q(x) predstavuje zdpornu hodnotu prvej derivicie posiivajiicej sily T(x).

Jej integraciou dostaneme funkciu, popisujucu zmenu priecnej sily T pozdii osi nosnika, v tvare

T(x) :~jq(x). dx + C, . Momentova podmienka, napr. k pravému okraju elementu dx (Obr.4.25) ma tvar

d
— M, (%) +[ M, (x) +dM, (x)] - T(x).dx + g(x).dx. 7)‘:0

dx2 dxz

dM ,(x) —T(x).dx + g(x).— = T(x).dx = dM (x) + q(x).—
Ak posledny &len na Tavej strane rovnice zanedbame, pretoZe obsahuje tzv. infinitezimalne (takmer

nekonedne) malu velid¢inu druhého radu ( g(x).dx” /2 ), po jednoduchej Gprave dostaneme vztfah
aM (x)
dx

uvadzany ako 2. Schwedlerova-Zuravského veta. Uvedenu zavislost mézeme slovne vyjadrit’ nasledovne:

=T(x), (4.9)

V uvaiovanom priereze nosnika sa hodnota funkcie priecnej sily T(x) rovnd hodnote derivdcie
funkcie ohybového momentu M(x), podla premennej x (t.j. podl'a polohy mysleného rezu).

Za predpokladu, Ze funkcie zataZenia su spojité, vietky uvedené zavislosti platia nielen pre elementarny
usek pruta, ale aj pre 'ubovolny tsek konecnej dizky. V takomto pripade budi na vySetrovanom useku
spojité aj funkcie vnutornych silovych veli¢in, t.j. ich priebehy.
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Obidve Schwedlerove-Zuravského vety maji velky prakticky vyznam. Z diferencidlnych rovnic 1. rddu
(4.8) a (4.9) je mozné pri zndmom prieCnom zat'aZeni ¢ uréit’ na zadanom tUseku nosnika aj charakter
priebehu (izn. tvar krivky) priecnej sily T'a ohybového momentu M,. Z vlastnosti derivécie funkcie vyplyva,
ze v poradi veli¢in q, T, M, sa jedna vzdy o krivku rddovo vy$Siu (Obr.4.26).

q...nulovy = T..konst. = M,... linedrny

q=0

T [] q ... konst. = T ... linedrny = M, ... kvadraticky
T - konitantné
LTI o

q - kon$tantné

[t M, - linedrny

ﬂﬂm
T - linedrne L[] ]
q ...linedrny = T ... kvadratickp = M, ... kubicky | /l’mTﬂTH Wmﬂ\m\

M, - kvadraticka

mm ‘ q parabola

q - linedrne

T - kvadraticka
parabola

et

M, - kubicka Obr. 4.26
parabola

Funk¢né hodnoty g, resp. Ty, predstavujii smernice doty¢nic ku krivkam Ty, resp. My v zadanom
priereze, t.]. st to extrémy tychto funkcii. Z uvedencho vyplyva vyznamné, prakticky vyuZiteI'né, tvrdenie:

Pomocou priebehu T(x) je moiné kontrolovat’ spravnost’ priebehu M (x) a naopak (!)

4.3.2.2. Maximalny ohybovy moment, nebezpe¢ny prierez na nosniku

Okrem priebehov veli¢in T a M, potrebujeme obvykle identifikovat’ aj polohu takého mysleného rezu
(p), v ktorom je ohybovy moment na celej dizke nosnika maximalny. Znamena to, Ze je nutné uréit’ nielen
polohu x, takéhoto ,,nebezpecného* prierezu, ale aj velkost’ extrémneho ohybového momentu M,=M,, ..o
v fiom. Je zrejmé, Ze ked’ mé ohybovy moment M, linedmy (priamkovy) priebeh, je urcenie polohy a
velkosti M, max Z priebehu jednoznacné. Ak vSak M, may leZi v Useku, kde priebeh M, ( je krivka, musime
jeho polohu aj velkost’ urovat’ analyticky.

Maximalny moment M, may uréujeme z podmienky pre extrém funkcie jednej premennej v tvare

dM,
=0, (4.10)
dx
z ktorej mdzeme urcit’ aj stiradnicu, t.j. polohu x, takého prierezu na nosniku, pre ktory plati
M (4.11)

o(xp} @ max
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Z 2. Schwedlerovej - Zuravského vety (dM, / dx = T) vyplyva, e extrém ohybového momentu vznikd
v takom mieste nosnika, kde priecna sila T je nulova (t.j. kde meni svoje znamienko)! Takémuto miesiu na
nosniku hovorime prechodovy (nebezpeiny) prierez.

Inak povedané, maximdlny (mezipodperovy) moment M,,.. vznikd v mieste tzv. nebezpeéného
(prechodového) prierezu, v ktorom je vel'kost’ posuvajtcej sily T nulova, tzn. kde plati T = 0.

Urcenie silovych iicinkov v prechodovom priereze nosnika nie je mozné bez poznania polohy prierezu
p. Jeho polohu zistime z podmienky, Ze posiivajlica sila je v tomto priereze rovné nule, t.j. T = 0. Velkost
a zmysel ohybového momentu M, . Vv prechodovom priereze p potom uréime jednoducho ako studet
vietkych statickych momentov vonkajsich silovych u¢inkov vzhladom k bodu p z jednej, fiktivnym rezom
myslene oddelenej, ¢asti nosnika.

Iba na doplnenie uvadzame, Ze ak posobia na vySetrovanom intervale nosnika aj spojité zat'aZenia typu
- 0s0vé n(x), prip. momentové m(x) podl'a obr.4.11, maju vztahy (4.8) a (4.9) tvar

dN dM
Lmh S ’ 2 =T —m(x 4.12
n(x)  resp m(x) ( )

s rovnakym vyznamom pouZitia ako pre g(x).

Pri zakresl'ovani priebehov vnitornych silovych veli€in na priamych/lomenych nosnikoch plati dohoda:

Na priamych nosnikoch vyndSame kladné hodnoty N a T nad tzv. nulovou osou, kladné hodnoty
ohybovych momentov M, na stranu nat’ahovanych vidkien, t.j. Standardne pod nulovit os.

Na lomenych nosnikoch volime stranu kladnych hodnét N a T Pubovolne, ale priebehy ohybovych
momentov M, zakreslujeme opdt’ na stranu Cahanych (t.j. pri ohybe predlZovanych) vidkien.

4.3.3. Zavislost’ medzi vniitornymi veli¢inami pre vybrané typy zat’azenia

Kazdy analyzovany nosnik, na ktorom st vonkajsie silové G¢inky v rovnovahe (napr. obr.4.27),
mézeme myslenymi rezmi rozdelit’ na body (kvézi tiseky s takmer nulovou dizkou), ktoré volime v miestach
uloZenia a v pdsobiskach osamelych sil a silovych dvojic (momentov) a na iiseky, ktoré si po celej ich dizke
zat'azené spojitymi silovymi u¢inkami, resp. nie st zat'azené Ziadnym silovym ucinkom.

ey F
M o .{?1 q2 Fl’
A (3 @l Y virirew
AN N R A
¢ d e f b
A, B

h kb LBl i

1 T 1 P

Obr.4.27

Pri objasiiovani urCovania a zakreslovania priebehov vnutornych silovych veliéin na tsekoch
s rozlitnym zataZenim budeme vychadzat’ z nasledovnych predpokladov:

1. Ak su vonkajsie sily (primdrne zataZenia a vdzbové reakcie), pésobiace na hmotny objekt v rovnovdhe,
musi byt v rovnovahe aj jeho lubovolna cast.

2. Hodnoty vmitornych sil na zaciatku alebo na konci useku su uz zname z predchadzajucich krokov riesenia.
3. Poloha lubovolného prierezu (m) na osi nosnika je uddavand suradnicou x.
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4.3.3.1. Prierez, v ktorom pésobi vonkajsia osamela sila

ey SF Ak v niektorom priereze prita posobi osameld sila (obr.
7/ — (> %\A{n s 4.28), vyberieme myslenymi rezmi, vedenymi tesne v okoli
N - : A prierezu, elementarny asek prita (/ - n) s dizkou limitne sa
T e | -~ s g o . : o .
LU bliziacou nule. Uvazujeme, ze hodnoty sil na za¢iatku / konci

Tina {, Dorn useku uz pozname.

Neznamu normalovu silu N uréime ako
+E@ N,_, =N, +F.sinf alebo

ni—n

+= N, ;=N,_,—F.sinf

m-n

I11@
@

Neznamu prie¢nu silu T uréime ako
+ 7, ,=T,,—F.cosf alebo

\LLJ/L +34 Tm_, =T ;4 F.couf

Hodnoty ohybovych momentov M, st rovnaké a teda plati
+6> Mom —n _Mom—[ +<ﬁ'

Znamena to, Ze pdsobenie osamelej sily F sa v priebehoch N a T prejavi ,.skokom* a v priebehu M,
(Obr.4.28) ,,zlomom*.

g M
4.3.3.2. Prierez, v ktorom posobi osamela silova dvojica My s ﬁ o i
pfm-’(—@ - ”’f

Pdsobenie silovej dvojice — statického momentu - v

G100

Obr.4.28

m |
niektorom priereze priameho pruta (Obr.4.29) nema vplyv na T ]T ! T,
& Hi-i
priebeh normalovych ani osovych sil. Ich hodnoty st z oboch

stran mysleného rezu rovnaké a plati o)
Nm—n = Nm—] a 7;7:—1 = Tmfn @
Pre urcenie hodnoty ohybového momentu M, plati ) @
+ﬁ Momfn =Momﬁ —M alebo +<h Mom { =M M
V grafickom zndzorneni budu priebehy N a T zavislé iba @
na charaktere osového aprieéneho =zataZenia, posobenie ~~
osamelej silovej dvojice M, sa prejavi v priebehu ohybového Obr.4.29

momentu M, (obr.4.29) ,,skokom*.

Priklad 4.8: Vypoctom urcite velkost' a priebeh vmitornych silovych velicin N, T, M, na jednoducho
uloZzenom nosniku, zatazenom osamelou silou F. Zadané: F=500 N, rozmery a usporiadanie podla Obr.4.30.

RieSenie:

I Staticka wrcitost: n=3 -3 =0°V -staticky urity problém.

1. Viizbové reakcie:

>M,=0 = BI-Fa=0 = B=F.a/l=5002/6 = B=166,7N

M, =0 = -AI+Fb=0 = A=Fb/1=5004/6=> A=333,3N

YFE =0 = 0=0

Kontrolna podmienka: >'F, =0: A-F+B=0 =333,3-500+166,7=0 =>0=0 -splnené.
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111, Vimitorné silové veliciny: Zvolené mierky pre zakreslenie priebehov:

v =
, B % my = 0,1 mmm”™, =20 N.
o Osovd (normdlovd) sila N: L L .

.l o o ‘
iy = 20 Nm.mm™® — nie je to viak nutné!

N=xF =0N
o Priecna (posivajuca) sila T: v a=2m IF h=dm
-bod 4: % * e : 5
; . X
T =0N , T\"=T"+A4=333,3N - Tesfnm i?
tzn. vaseku I pre xe(4,C): T;=A=3333N Al iB
-bod C:
TC(.“ :T;P) = A4=3333N 333,3NA I
TC(P) =A-F=-166,7N
F=500 N
tzn. v useku [l pre xe (C,B): @ ON
Tu=A-F=3333-500=-1667 N #
bod B 166, N

-bod B :
TH =T =-166,7N , T." =T +B=0N . @ -
o Ohybovy moment M,: ON.m

V miestach podoprenia, t.j. v bodoch 4, B je lem=Im
ohybovy moment M,=0. Maximalna hodnota Q) !
momentu M, max pOsobi v priereze, kde prie¢na lem=200 N
sila T=0, t,j. kde meni znamienko = bod ,,C*". ) i

4 lem=200 Nm

Pre moment k bodu C, napr. zl'ava plati X y ’gr:s /6 ; 1

s M .m
Mi? =A.x=333,3.2=666,6N =M _ .,

Obr. 4.30

resp. uvazovanim pravej ¢asti nosnika dostaneme

M%) = B(I-x)=166,7.(6-2) =666,6N =M, _ .

aM
V oboch intervaloch (t.j. iseky I aj II) plati: jix_o =T = konst.= M, - linedrny priebeh.

Priklad 4.9: Na nosniku (obr.4.31) zatazenom Sikmou silou F urcite vypoctom vizbové reakcie, velkost’
a zmysel vmitornych silovych velicin v priereze x = (a+b/2) a zakreslite priebehy velicin N, T, M, po celej
dizke nosnika. Zadané: F =500 N,a=2m, b=4m,1=6m, a=30°.

AxA

= ®
g,
A l- -IB

Riesenie: Obr.4.31

1. Staticka wréitost> n = 3 — 3 = (0°V — staticky ur€ity problém.
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0 iFv F ) Mierky: m; = 0,1 m.mm™, mp= 10 Nanm’, iy =
o 20 Nm.mm'" - nie je nutné kreslit' v mierke!
Ax A ' Fx B ; :
— 5 ' & 2z II. Vézbové reakcie:
|
Al I tB Zlozky sily F: F, = F.sina= 250N,
| F.=Fcosa=433N
anIN A,=433N,A,=166,7N,B=833N
@ F=250 N o~ 11 Vwutorné silové veliciny (Obr.4.31a):
é a) vniitorné sily v priereze x (dohoda podra 4.22):
833N NP=-4 +F =-433+433=0N alebo

NP =0N
® [ '*
11 . T =4, —F,=166,66—250=-83,34 N alebo
-433N - ¥ ¥
W M«W MY =4, (a+b/2)~F,b/2
N MP =166,66.4—250.2=166,6 Nm alebo

335,4 N.m oF

Obr.4.31 a MY =Bb/2=83,33.2=166,6 Nm

onm 7T =-p=-8333N

L+

b) priebehy vaiitornych silovych velicin po celej difke nosnika (Obr.4.31a)
o Osova (normadlova) sila N:
-BodA4: NP=0N , N'=-4 =-433N = viisekuIprexe(4,(): N,=-A,=-433N
-Bod C: NP =N =—4 =-433N NO'=—A +F =0N
= v celom vuseku H pre xe (C,B): Ny=-A,+ F.=-433+433=0N
-BodB: N''=NP=0N , N =N +B=-433+433=0N
e Priecna (posuvajiica) sila T:
- Bod 4: T_'jm =0N , T;P) =A, =166, 7N = v celom nseku I pre xe(4,C): T;=A,=166,7 N
-Bod C: I} =T;" =4,=166,7N , T, =4 —F,=-83,3N
= v celom uiseku Il pre xe (C,B): T;=A,-F,=-166,7 N
-BodB: T9=T"=-833N , T =1"+B=0N
o Ohybovy moment My:
M) =BI- F,.a=83,3.6-250.2=500-500=0 Nm
M =4,a=166,72=3354Nm=M,
M= —A,1+F,b=-166,7.6+250.4=-1000+1000 = 0 Nm
e Nebezpecny prierez:

Polohu nebezpetného prierezu x, (miesto, kde T=0, tj. priecna sila T meni znamienko) ur¢ime
z priebehu sily T, Plati x, = bod C = x,= 2 m od l'avého konca nosnika a maximalny ohybovy moment je

M,om =M, = MOL;P =A4,.a=166,72=333,4Nm resp. Mip =B.b=83,3.4=333,4 Nm .
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Pozndamka: Urcenie viizbovych reakeii :

Fsmaa 500.0,5.2
/ 6

S M,=0: —Al+Fsnab=0= A = F'SI? Ll 500‘2’5‘4 = 166,67 kN

>F =0: A -F.cosa=0 = A =F.cosa=500.cos30°=433 N

=83,33 kN

>M,=0: B/-Fsinga=0 = B=

Kontrolné podmienka: > F, =0: A —F,+B=0 = 166,7-250+83,3=0=> 0=0 - splnené.

4.3.3.3. Nezat’aZeny tisek nosnika

M o k-3
r &\ Q (= Majme nezataZeny usek priameho prata
""""""" ;p;"" TR l-/l {obr.4.32), so zadiatkom v bode z a koncom v bode k.
Y L [-x ~ T, z a , . s i
7 Z Normalova sila N ma v kazdom priereze useku
= (z-k) konStantni hodnotu, vyjadrent v sulade so

[ I l | ] | @ ] ] [ | | I @ znamienkovou dohodou (obr.4.22) v tvare
+@ N(x)=N,_, alebo += N(x)=N,_,

Priecna sila T ma v kazdom priereze tiseku (z-

| ® k) tieZ konStantni hodnotu, vyjadrent v stilade
s dohodou znamienok (obr.4.22) v tvare

Obr.4.32 +f T(x)=T,_, alebo +8 T(x)=T,_.

Funkciu ohybového momentu M, v uvazovanom priereze m analyzovaného useku (z-k) vyjadrime
podl'a dohody (obr. 4.22) v tvare

P M, (x)=M,,  +T,_,.x alebo +% M,(x)=M,, ,~T,_,(-x) (4.13)

z ktorej pre premennu x, uddvajucu polohu uvazovaného prierezu vyplyva zrejmy linedmy priebeh (zmena)
hodn6t ohybového momentu.

Z matematiky vieme, Ze pre zobrazenie linedrnej funkcie postatuje poznat’ dve jej hodnoty. Stali preto
ur¢it” hodnotu ohybového momentu na konci useku pre zname hodnoty vnutornych sil na za¢iatku useku
(lava strana), alebo opacne, na zaciatku useku, ak si hodnoty vmitornych sil zname na jeho konci (prava
strana). Priebehy jednotlivych vmitornych silovych veli¢éin N, T, M, znazormnime graficky na zdklade
vyCislenych hodndt pre nosnik ako celok. Pre 'ubovolny nezataZeny Usek musi byt” zachovany charakter
priebehu tak, ako je uvedené na obr.4.32. Pre zakreslovanie priebehov vnutornych silovych velic¢in
nezat'azeného Useku plati:

Kladné hodnoty N a T vyndSame na stranu hornych vidkien, zdporné na stranu dolnych a sit pre cely
sek konStantné. Pre vykreslenie priebehu ohybovych momentov M, plati, Ze kladné hodnoty M, vyndsame
na stranu dolnych (natahovanych) vidkien, zdaporné na stranu hornych vidkien a priebeh funkcie M, je

linedrny.

4.3.3.4. Usek zat'aZeny rovnomernym spojitym priefnym zataZenim

Analyzujme tsek priameho prita (obr.4.33) so za¢iatkom v l'avom bode z. Predpokladajme, Ze intenzita
spojitého zat'aZenia je konstantna a je vyjadrena funkciou q(x) = g.

Normalova sila N ma pre tento pripad v kazdom priereze seku (z-k) kon$tantnii hodnotu, vyjadrent
podla konvencie (obr.4.22) zapisom
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+<::I N(‘x) __k al&bo q X (jr - ,-’ - '
20x2 (1=x)/2 1 (I—x)72
AL |<——>.<——>|<—-_~_~__;.‘é. >
Funkciu prieénej sily T v uvaZovanom AL M o Y 4(x)=q Y 1,1,@ .
priereze m na rie§enom useku (z-k) vyjadrime ako =k 111} % i E_f- E- f__{'_,_ }_;{j o~ Y
+1 T(X) = T_:-_k —q.x alebo = ‘ m 7 A iw//
— g >V T

+4 T(x)=T,_,+q.(—x) 7 >

a vyjadruje linedrnu zmenu hodndt prie¢nej sily

@
podla premennej x, udavajicej polohu analyzo- —i—{
van¢ho prierezu (Obr.4.33).

Funkciu ohybového momentu M, v ]<__1P_>] W @
uvaZzovanom priereze m analyzovaného tseku (z-k) i
vyjadrime podl'a konvencie v tvare @V @
©

+? Mo (x) = Ma z—k +T;7k--x—7 alebo

2
S M,(x)=M,,_. —nz.(z—x)——q'([;—” 4.14)

a vyjadruje kvadraticki funkciu (zmenu) priebehu ohybového momentu M, podl'a premennej x, udavajicej
polohu analyzovaného prierezu (obr.4.33).

Pre jednoznaéné zobrazenie funkcie druhého stupiia - kvadratickej paraboly musime poznat aspoii tri
funkéné hodnoty. Okrem hodn6t ohybovych momentov na zaciatku a konci useku je preto nutné uréit’ aj
hodnotu prislichajicu dalSiemu prierezu, napr. prierez (s) v strede tseku. Pre Tubovolny usek prita,
zatazeny spojitym prie¢nym zataZenim s konStantnou intenzitou, musi byt’ zachovany charakter priebehu
vnutornych veli¢in podl'a obr.4.33.

V konkrétne rieSenej ulohe moze, ale nemusi, nastat’ pripad, Ze v uréitom priereze p je hodnota prieénej
sily nulova, t.j. T=0. UZ vieme, Ze takyto prierez nazyvame prechodovy (nebezpeény) prierez, vktorom sa
meni hodnota prie¢nej sily T z kladnej na zapornu alebo naopak. Poznanie takéhoto §pecifického miesta na
nosniku je dolezité, pretoZe v tomto mieste nosnika bude funkcia ohybového momentu dosahovat® extrém.
Z matematiky je zname, Ze spojita funkcia ma v rozsahu skimaného intervalu lokalny extrém (MAX alebo
MIN) v tych bodoch, v ktorych sa jej prva derivacia rovna nule (ako ddsledok $-Z viet).

Polohu prechodového prierezu p uréent stradnicou x, zistime tak, Ze do funkcie priecnej sily T(x)
dosadime za x = x, a pre hodnotu prie¢nej sily T, = T(x=x,) = 0 dostaneme

i 1,
+ T, —qx,=0 = x,= =t resp. +8 T, . +q.(l-x,)=0 = x,="5L4] (4.15)
q q
. G .3 ; oo T T
a vSeobecne pre polohu nebezpecného prierezu potom plati X, =— resp.pre x, =— +1.
q q

Hodnotu extrému ohybového momentu vypocitame po uréeni polohy prechodového prierezu p
dosadenim za x = x, do funkcie ohybového momentu a dostaneme

2
X
oy B g-xy
+§> Moma.x —Folxy) 7Moz—k +T;’—k‘ P 7 ’

O—x )
TN My = My = My =T, xp)ﬁqT”- (4.16)

resp.
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4.3.3.5. Usek zat’aZzeny nerovonomernym spojitym prie¢nym zat’aZenim
Y ym spojitym p Y

Majme opét lubovolny tsek priameho pruta (obr.4.34) so zafiatkom v bode z. Linedrnu zmenu
intenzity prieéneho zataZenia vyjadruje funkcia g(x) = q.x// = trojuholnikové spojité prie¢ne zat'aZenie.

q(x) x

Normalova sila N ma aj vtomto pripade
spojitého zat'aZenia v kazdom priereze useku (z-£)
konstantni hodnotu (obr.4.34), vyjadrenti podla
konvencie (4.22) zapisom v tvare

+¢ N(x)=N__, alebo
+=2 N(x)=N,_, .

Funkciu priebehu prieénej sily T v

uvazovanom priereze m analyzovaného Gseku (z-
k) ur¢ime podl'a dohody o znamienkach (obr.4.22)
v tvare

1 Txi=TL,., —%q(x).x =T, , —%.xz

a vyjadruje kvadratickii zmenu hodnét T pre

premennt x, uddvajicu polohu prierezu.

Pre zobrazenie funkcie druhého stupha je
potrebné poznat’ aspoi tri funkéné hodnoty, preto

je nutné okrem hodnét prieénych sil na zaciatku
(z) ana konci (k) tseku uréit’ aj tretiu hodnotu,
Obr.4.34 napr. velkost' priecnej sily T, prislichajiucu
prierezu (s) v strede tseku.

Funkciu ohybového momentu M, v priereze m na tuseku (z-k) prita (Obr.4.34) mézeme vyjadrit

zapisom podl'a znamienkovej dohody (obr.4.22), napr. pri postupe zl'ava v tvare
P M (x)=M,_ +T_, .x~%g(x).xéx =M, +Tzk.x-%%.x§ =M, , +T, .x-%.xa. 4.17)
Uvedena rovnica s premennou x, udavajucou polohu uvazovaného prierezu, vyjadruje zmenu hodnédt
ohybového momentu M, podl'a krivky tretieho stupiia. Pre zobrazenie funkcie treticho stupna (tzv. kubickej
paraboly) potrebujeme poznat’ aspoti $tyri funkéné hodnoty a preto je nutné okrem hodnét M, na zaliatku (z)
a konci (k) useku ur¢it’ e§te minimalne d’alSie dve hodnoty, prislachajice prierezom, napr. vo vzdialenostiach

x;=1{3, resp. x; = 2//3 od za&iatku useku.

Pre I'ubovolny usek prata, zataZeného linedrnym rasticim spojitym prieénym zataZenim, musi byt
zachovany charakter priebehu tak, ako je to znazornené na obr.4.34. V niektorych pripadoch rieSenej Glohy
moze, ale nemusi, nastat’ pripad, Ze v istom — $pecifickom - priereze p je priecna sila T = 0. Polohu takéhoto
- nebezpecného prierezu - uréent stiradnicou x, urime tak, Ze do funkcie prie¢nej sily T(x) dosadime za x =
X, , pricom pre znamu hodnotu prie¢nej sily T, = T(x = x,) = 0 dostaneme

L

q 2 it
Tz_.—a.xp-() = X, = S (4.18)
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Hodnotu extrému ohybového momentu uréime dosadenim x = x, do funkcie (4.17) pre M, a plati

+ﬁ M()p :Mo(x=xp) :M z-k +T7k i X ’ =M (4-19)

P 61 P o max *

Ak je spojité linedme zataZzenie ¢ useku
reprezentované funkciou, ktorej priebeh z pociatoénej
hodnoty ¢ klesa do hodnoty nulovej na konci nseku,
je vyhodnejSie zaciatok lokdlneho systému zvolit' v
bode k, zjednodu$i sa tym rieSenie (obr.4.35).

Funkcie popisujuce na uvazovanom tseku zmenu
prie¢nych sil vyjadrime ako

1 q 2
+4 IT'(x)=T,_.+—g(x)x=T,  +—.
(x) k-z 2‘]( ) k—z 7] X

a zmenu ohybovych momentov (obr.4.21b)

Mo(x) = Mok-z —Tk—z'x~lqcx)’x'l'x
+4 2 3
M,(x)=M,, .- Tk_z.x—6il.x3

Polohu prechodového prierezu uréime rovnako
ako pre rastlce zataZenie a analogicky plati

q g
_z“?l.xf,:() = X ———|Aq |

T (4.20)

Priklad 4.10: Urcite vypoctom velkost' a priebehy vnutornych silovych velicin na jednoducho uloZenom
nosniku od spojitého rovnomerného zatazenia q (obr.4.36). Zadané: g=2 kN.m", 1=7 m.

Riegenie:
1. Staticka urcitost: n =3 - 3 = (0°F - staticky urcity problém.

F
1l Vézbové reakcie: A=B= ?q = %l s

111, Vnutorné silové veliciny:

o Normalové sily: N_=0, st po celej dizke nosnika nulové,

o Priecne sily: napr. v priereze x plati 7. = A—gq.x, pricom zmena znamienka T musi nastat’ vZdy, ked’

pre bod x plati A—g.x=0.

. o,
o Ohybovy moment: napr. v priereze x dostaneme M =Ax— qx —= q—zx q.x ; g (x[ X )
z ¢oho je zrejmé, ze sa bude jednat’ o funkeiu druhého stupiia, t.j. parabolicky priebeh hodnét M,.

A 1 1
Pre zadany priklad plati X, :fz%.—za (tzn. bod C). Pre momenty vzhl'adom kbodu C (stred
q q

nosnika) uvaZované napr. zl'ava potom dostaneme

M =M =A4d——-"=- = M_=q.
a(x,=C) 0 max 2 2 4 oC q
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]Fq q RieSenie pre zadané hodnoty: q =2 kN/m, =7 m.
1.  Ndhradné bremeno: transformicia spojitého
JI I s
W Fi=q.1=14kN.
Al 1 iB

I1. Vizbové reakcie: zat'aZenie je simerné a preto plati

F, gl
2 2
@ II. Vnutorné silové veliciny: zataZenie je iba spojité
_ priecne, tzn. g = konst. a preto plati
x,=35m —>
s [l

= konitantné po celej dizke nosnika
T=A-gx

N
o]

e => linearny priebeh s premennou x (Obr.4.36),
‘ X _4q 2

M =Ax—gx.—==(x]-x
I xang =g i)

M,..=12.25 kNm = kvadraticky priebeh s premennou x (Obr.4.36).
Obr 4.36 Ak dos’adlmt’e za x ‘ hodnoty 0, /2, [ ziskame
hodnoty vnutornych veli¢in vbodoch 4, B, C. Je
zrejmé, ze T=0 je pre x =17/2 =3,5ma miestom pdsobenia M, je preto prierez x,=x,=1/2.
g’
Extrémny ohybovy moment na nosniku M, =M == = M =12,25kNm.

o max olx,=1/2) — g o max

Priklad 4.11: Zakreslite priebehy vnitornych velicin N, T, M, na nosniku s previsnutymi koncami,
zatazenom podla 0br.4.37. Zadané: F; = F3; =2 kN, F; = F;=3 kN, a; = a,; = 60°, az=45°.

Riesenie:

1. Statickd urcitost: n = 3 — 3 = (°V — staticky urcity problém.

II. Rozklad akcnych sil do zloZiek:

F,=F.cose =2.0,5=1kN , F, = F.sina, =2.0,866 =1,732kN

F,, =F.cosa,=30=0kN, F, =F,.sina, =3.1=3kN

F,, =F.cosa; =2.0,707=1,414kN , F,, = F,.sina; =2.0,707 =1,414 kN
F,,=F.cosa,=3.0,5=15kN , F, =F,sina, =3.0,866=2,598kN .

1, Vizhové reakcie:

XM, =0:F .15-F.15-F 35+B5-F, 65=0 =B=4,74TkN
2Mp=0:F .65-4.5+F 35+F .15-F .15=0 = A, =3,996kN
YF =l & Rt d~F,+F, =0 = A =-1,086 kN
Kontrolna podmienka:

XE, =O:Fly —Ay +F2_v +F3_V —B+F, =0 = 0=0-splnené.
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Zvolené mierky:
my = 0,1 mmm” mp= 0,1 kN.m™ | my = 0,1 kNm.mmi™" .

@y

@

Fy Fz F3 i® Fy
Y Yc 4|A DY x E ;\a’ o Y F
X 4 X
0 - ? )
1D 1.5 2.4 1,5 1,5
X ~
-~
Ay B
l 1.5kN
Q,09kN
@o """"""""""" | ‘0
kN | ’ 2.6kN
227N
©
Qo 0
0,73kN
1,73kN
2,3"0]’-N *BlgkNm =Momax
//\
2,6kNm / \
0, 7kNm :T
o Al 0
Obr.4.37

Vypocet vuitornych sil v jednotlivych tisekoch:

Usek I:

Usek I1:

M

Q

N, +F,=0=N,=-F, =const=—1kN
T1+F,=0=>T, =-F, =const=—1,73kN
=0=>M, =-F,x=-1,73.x
i 1 p

= prex=0(bod C): M, =0kNm

V. Vnutorné sily:

Pre objasnenie postupu vyberieme
jeden usek (napr. III podla Obr.4.37) a
zvolime miesto mysleného rezu m (bod X).
V zvolenom priereze (podl'a 4.22) plati

Nm=-Fix+ Ay=-1+ 1,09
= Npi=0,09 kN - konStantny priebeh

Tyw=-Fy-F,+Ay=-1,732-3+4
=> Tyy=-0,73 kN — konstantny priebeh

Mom = -Fiy.(1,5 + x) + Ayx - Fa.(x -1,5)
= M1=1,902—0,736,x - linedrny priebeh

Dosadenim do urcenej rovnice pre Mgy,
napr. za x=/,5 dostaneme

= M,p= 10,798 kNm
resp. za x=3,5 dostaneme
= M=-0,674 kNm.

V intervale III plati, Ze sily N aj T su
konitantné ateda ohybovy moment M,
bude linearnou funkciou x. Pri urfovani
priebehov N, T a M, v d’algich intervaloch
nosnika postupujeme analogicky.

Pozndmky:

1. Vmiestach pdsobenia osamelych sil s
v priebehoch N a T skoky.

2. Pre kreslenie priebehov ohybového momentu
M, urcime jeho hodnoty v bodoch A - F. Kladné
priebehy obvykle kreslime na stranu tahanych
vidkien, tzn. @ pod osou, resp. © nad osou.

3. Priebeh sil N a T je v podstate silovy obrazec
rovnovdhy, roztiahnuty na celi dizku nosnika.

=> linearna funkcia
resp. prex=15(bod A): M ,, =-2,595kNm

Ny+F,+A4. =0=>N,;=-F, -4, =-1+1,086=0,080 kN
Ty+H,-A,=0=>T,=-F,+4,=-173+3,996=2,266 kN

M

L)

=0=>M, =
i

—F,.(L5+x)+4,x=2,264x-2,598 = linearna funkcia

= prex=0(bod A): M, =-2,598 kNm resp. pre x =1,5 (bod D): M, =0,798kNm.
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Ny +F +A4, =0=>N, =-F, —A4 =-1+1,086=0,086 kN
Ty +F,— A, +F =0Ty =—F, +4,-F =-173+3,996 3= 0,734 kN

ekl gy, =02 M =—F (1,5+x)+4,x— Fy.(x-1,5)=0,736x+1,902 = lincérna f:cia
= prex=1,5(bod D): M, =0,798 kNm resp. prex=3,5(bod E): M , =-0,674kNm
N, =F, =const=15kN
J T, = F,, =const = 2,598 kN
Usek - M =0=M,, =-F,x=-2,598x = lincarna funkcia
= prex=0(bod F): M, =0kNm resp. prex=1,5(bod B): M, =-3,897 kNm
Ny =Ny =F, =15kN
) T, =T,-B=2,598-4,747=-2,149kN
Usek IV:

M, =0=M, =-F,(,5+x)+Bx=2,149x-3,897 = linedrna funkcia

o

= prex=0(bod B): M, p =-3,897TkNm resp. prex=1,5(bod E): M  =-0,6735kNm.

Priklad 4.12: Urcite vizbové reakcie, vmitorné silove ucinky N, T, M, v bode x=(L;+L/2) a zakreslite ich
priebehy pre nosnik podla obr.4.38. Zadané: F = 20 kN, cos o. = 0,6, sina = 0,8, ¢ = 6 kN.m”, M = 18 kNm.

,

y fe ] 5>
L5 ¢ e f 28
L=2| L=3 | Ls4 |L=2) L=3 | [m]
A 7 | | g
. Obr. 4.38
RieSenie: 4
L. Staticka urcitost> n = 3 — 3 = (°V — staticky ur€ity problém.
Il Vizbové  reakcie:  najskor Yy R F Fy
rozlozime silu F na vodorovnu : ¢ q M
zlozku F, a zvisli zlozku F,. Spojité al o [TITINT] f\ b
. e . } "

rovnomerné zataZenie ¢ medzi A, CF, | d e f
bodmi d, e nahradime nahradnym %
bremenom F,, pésobiacim v taZisku ' X B
zataZovacieho obrazca, tj. v mieste "L =2| L L.=4 | L 4=2[ L=3 | [m]
Ly/2. Plati: 1 [ ! gl 7
F =ql;=64=24kN, Obr4.38 a

F,=F.cosa=12kN, F,=F.sina=16 kN .

Teleso uvolnime (Obr.4.38a), tzn. nahradime vdzby (podpery) zlozkami vizbovych reakcii. Bod a je
podoprety pevnym neposuvnym kibom (pevny kib) = dve zlozky reakcii, t.j. vodorovna zlozka A, a zvisld
zlozka A,. Bod b je podopreny posuvne (posuvny kib) = jediné zlozka reakcie — zvisla sila B

Velkost’ neznamych zloZiek reakcii uréime z podmienok rovnovédhy VRSS. Volime napr. typ (1) a plati



Priame a lomené nosniky 127

S F,=0:4,~F,=0=>A,=F,=12kN
S F,=0:4,~-F,~F,+B=0=>A,=F,+F,-B=16+24-13=27kN

> M, =0: —F,.L-F.(L +L2+-]532—)+M+B.(l1 +L,+Ly+L,+L)=0

F,2+F,7-M 162+27.7-18
14 14

=13 kN

ny.Z—F;].7+M+B.14=0:>B=
Kontrolna rovnica:
3 M, =0 —A L+ L+ L+ L+ L)+ FL o (Ly+ Ly+ Ly + L)+ F(Ls + L, +%)+M:0

=27.24+3+4+24+3)+16.(3+4+2+3)+24.3+2+2)+18=0
—378+192+168+18=0 =  0=0-splnené.

I Vmitorné silové veliciny:
a) v zadanom priereze x = (L;+Ly/2), napr. pri postupe ;Fava dostaneme
N, =4 +F,=0kN_
Iy =d;~F, =27-16=11 kN,
M, =4,(L+1 /2)—1‘1,.(L2 /12)=273,5-16.1,5=94,5-24="70,5 kNm

b) Priebehy vnutornych velicin N, T, M,:

Normalové sily: (Obr.4.38b)
N,=-A4 =-12kN ®
M=y =- : : -
N7 =—A =-12kN a H' c A S F b
NC(,P)Z*Ax+F;c=0kN _12 219
Obr.4.38 b
Postvajiice sily: (Obr.4.38c) @
Ta = 14_‘>< = 27 kN 27 27
T =4,=27 kN I 111
P _ _ _ g .
1P =4, - F,=27-16=11kN il Mhw.? © f b
e QB
I =A4,-F,—-F,=-13kN -13 -13
— R | ’
Ty=—B=—13kN obr43se il i
Nebezpecny: prievez: (obr.4.38c)
=£=~1—1:1,833m resp. p':—e:_—nz—2,l66m.
q 6 q 6

Skiska: Ly = p+p' =1,833+2,166=4m .
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Ohybove momenty: (Obr.4.38d)

M, =0 kNm

M,=A,L =272=54 kNm P

M, = A, (L +1,)~F,.L,=27.5-16.3=87 kNm |

M, =0 kNm f;

M =BL =133=39 kNm

M) =B.L+ M =133+18=57 kNm g7 Ul | i s

M, =B(L,+ L)+ M=13.5+18 =83 kNm M,=97,083

Obr.4.38d
Maximdlny moment v nebezpecnom priereze p: (Obr.4.38d)
M, =A,(L+Ly+p)—F,.(L,+p)- q.p.§ =27.6,83-16.4,836.1,83. 1’283 =97,083 kNm .

Priklad 4.13: Urcite vizbové reakcie a vmutorné silové ucinky na konzolovom nosniku (obr.4.39). Zadané:
F =30kN, cos = 0,6, sin &= 0,8, M=50kNm, g =9 kNm-1.

RieSenie:
I
I. Staticka urcitost” M g
n = 3 — 3 = (°F — staticky ur¢ity problém. a f:\ 1 }‘ o)
II. Vizbové reakcie: a b ¢ d €
- nahradné bremeno F
“ L=2 [LF2 | Le4 | Le2 | [m]
Fq =qL3 :94:36kN I 1 /l ,l ,i
- rozklad sily F na zlozky (Obr.4.39a): Obr. 4.39
F.=F.cosa=30.0,6=18 kN
iy = F.sina =30.0,8 =24 kN
1 F
M M &
a ' Y 1 ‘ a
.[ IR &\
Ay b c d F e
Ay
’ Obr.4.39 a
2F, =04 +F =0=4 =-F, = A =-18kN - nespravne zvoleny smer reakcie

ZFH =0:4, —-F -F =0=>4 =F +F =36+24=A =60kN - smer reakcie zvoleny spravne

L
XM, =0 -M +M-F (L +L,+ ?3)714;,.(11 +L,+L,+L,y=0 -smer otdcania zvoleny nesprdvne
L3 =
M,=M-F (L +L, +?)”P}‘(Ll +L,+L,+L,)=>M, =-406 kNm

L
Kontroln rovnica: 3, M, =0: —M, ~ A4,.(L, +L2)+M—EI.73HEV.(L3+L4)=O = 0=0 -spinené.
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1. Vrutorné silove veliciny: (Obr.4.39b)
o Osové (normdlové) sily N: v smere osi nosnika pdsobia iba zloZky 4, a F, na koncoch nosnika =
priebeh normalovych sil bude po celej dizke konstantny a bude mat’ vel'kost’

N,=N,=N,=N,=—A. =18kN

N, =F, =18kN.

o  Prielne (tangencidlne) sily T:

tangencidlne sily vyvodzuje zat'aZenie, Ay

M,

posobiace kolmo na os nosnika (zlozky A4,, F, A,
a spojité prieCne zatazenie ¢ nahradené )

nahradnym bremenom F).

bodmi a,c a de bude konStantny, medzi : ‘
bodmi ¢, bude lineArny. Hodnoty prie¢nej 18 T ‘ @ 18
sily T v charakteristickych bodoch nosnika: @ :

=T, =T =4, =60 kN

y
=

e  Ohybové momenty M, dokizu u @ :
konzolového nosnika vyvodit' iba priecne '
zat'aZenia (t.j. iba zafaZenia v smere osi y). i

Pri postupe napr. zl'ava dostaneme:

= =il =00-36=24 kN

F, =24 kN.

Z charakteru L= L= L=4 . L=2 | [m].

zat'aZenia je zrejmé, ze priecbeh T medzi '
] ) : : ‘

@ ’\HTW[TH 1T1”m7124

l

1
1
1
'
I
1

M,, =M, =-406 kNm -~ =336 .
Mii)_M + AL =406 +60.2 = —286 kNm. 5-216 7 ;
V bode b pdsobi osamely moment M T * / ==
£ ]
a preto pri postupe sprava plati - r -48
M) =406 +60.2 — 50 = ~336 kNm. Obr.4.39b

Dalej budeme vo vypoéte vnuitornych silovych veli¢in postupovat’ uz z pravej strany nosnika a plati

MG e

Mod

=0 kNm
= —Fy iy

M, =—24.2 = —48 kNm

M,
M,

L,
—F,(Ly+L,)-F,. =

=-24.6-36.2=-216 kNm.

Zistené priebehy vnutornych silovych veli¢in su uvedené na
obr. 4.39b. Podl'a Schwedler-Zuravského viet, savisi charakter
priebehu ohybového momentu M, s charakterom vonkajsieho
zatazenia a priebehom prieénych sil T. Znamena to, ze ak mame
vykreslené priebehy priecnej sily T, mdzeme uréit’ aj charakter
priebehu ohybovych momentov M,.

Napr. medzi bodmi a,c a de je sila T = kons§t. = priebeh
ohybového momentu M, bude linearny. V bode b posobi akény
moment M, preto v tomto mieste bude v priebehu ohybového
momentu M, nespojitost’ (skok). Medzi bodmi ¢,d je priebeh T
linearny apreto bude mat vtomto Gseku priebeh ohybového
momentu M, charakter funkcie 2.stupfia (t.j. parabola). To sme aj
v zistenych priebehoch preukazali.
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_-------"-"-"----""" - .,—e—e
Priklad 4.14: Urcite priebehy N, T, M, na pravouhlom rovinnom rame. Zadané: F; = 2 kN, F; = 3 kN, g = 1

kN.m™. Tvar a rozmery ramu podla obr.4.40. Mierka dizok : mp = 0,1 m.mm’".

F, Riegenie:

L Staticka urcitost: n=3 —3 =0°V — staticky urité.

II. Viizbové reakcie: Fi=q.1 = Fy=4kN

E““ 2m 7 2m
= 2m SM,=0:-F,2-F2+F.2+B4=0
= F - B=1,5kN
«Fi—-é SMy=0:~A4-F . 2+F2+F2=0
E 5 11 = A,=0,5kN
= SF,=0: —4 +F,~F,=0
= = A, =1kN
TB Kontrolna podmienka
Obr. 4.40 ZF;,:0:—A.V+F,—B=O:>O=O - splnené,

11 Vimitorné silové veliciny:

Obrazce priebehov N, T, M, na rdmoch sa tiez kreslia do

troch samostatnych diagramov (obr.4.40

a,b,c). Ohybové momenty kreslime opét na stranu tahanych vlakien.

0,5 kN
® Hmm

S3,0kN @

11T

TTTTYT.

5

RN

-3,0 kN

‘;'ZQHIIHHHIIHIGIIIHI

-1,5kN 1,0 kN

0 kNm

Obr.4.40 a.bc

-1,5kN

30kN

b)

Pozndmky k rieSeniu:

1. V pravouhlych ramoch plati, Ze pri
prechode z jednej Casti rdmu na ini,
dochddza k transformacii osovych sil
N na sily priecne T a naopak.

2. Vpravouhlych ramoch maju
ohybové momenty M, v mieste
prechodu  zjednej Casti rdamu na
druhti vzdy na oboch castiach rdmu
rovraki hodnotu.

3. Uramovych konstrukcii je vhodné
priebeh vmitornych silovych velicin
N, T, M, uréovat’ najskér pre jednu
Cast' ramu (ako priamy nosnik)
a potom pokracovat’ na dalSej casti,
znova rieSenej ako priamy nosnik.
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4.3.4. Zaverecné poznamky k analyze vnatornych sil

Uz vieme, 7e Schwedler - Zuravského vety (4.8) a (4.9) st délezité poznatky pre urCovanie priebehoy
priecnej sily T a ohybového momentu M, ako aj pre kontrolu spravnosti funkcie, popisujtcej ich priebehy.
Podla 1.S-Z vety (4.8) v tvare dT(x) / dx = -q(x) predstavuje spojité zat'aZenie g(x) zapornu hodnotu
prvej derivéacie postvajucej sily T(x). Ak na urcitom tseku plati (Obr.4.41):
e g =0 = posuvajuca sila bude na tomto tseku konStantna. Ak g=0 potom 7(x)=konstanta.
® g >0 = (g je orientované dolu), na useku je T(x)<0. Ak ¢g>0 potom T(x) ma klesajuci priebeh.
° g <0 = (g je orientované nahor), postivajica sila narastd. Ak g<0, potom 7(x) ma stipajici priebeh.

qg>0 g =<1
= v [ ! k L ! IF ] E s i! ]

g=20 f_ j%_r}tiglilfi i | %

T\ T=jons Tl I |

I'=kons. : Tklesa | | Trastie ‘

L ? : |
] [ x ] x
' = LI [ e

Tl =t
Obr.4.41

Podl'a 2.S-Z vety (4.9), definovanej v tvare dM,(x) / dx = T(x) je zrejmé, Ze sila T(x) je prvou derivaciou
M ,(x). Znamena to, Ze ak pozname funkciu vyjadrujiicu priebeh M,(x) mbzeme ju vyuZit pre uréenie funkcie
priebehu priecnych sil T(x) po celej dizke nosnika. Ak plati:
e T(x) > = hodnota M,(x) rastie.
e T(x) <0 = priebeh M, (x) klesa.
e T(x) = 0 = v mieste, v ktorom je T(x)=0, dosahuje ohybovy moment M, extrémnu hodnotu - M, ., t.j.
lokalne maximum alebo minimum a toto miesto nazyvame prechodovy (nebezpecény) prierez.

Ak do 2.8-Z vety dosadime za T(x) z 1.5-7 vety dostaneme vzt'ah
d’M,
dx’
ktory znamend4, Ze g(x) predstavuje zaporni hodnotu druhej derivicie M, (x). Znamena to, Ze pri:

e kladnom g t.j. ak g>0 je M, "(x)<0 a krivka priebehu M,(x) je konkavna,
e zipornom g, t.j. ak plati g<0je M, (x)>0 a krivka M,(x) je konvexna (Obr.4.42).

—q= . (4.21)

q>0 q<0
LOLLN . O
M, o
AT 5 » i
(D , ‘ il
i!l%Tl\\ 2 ||l
Obr.4.42

Je nutné viak pripomenut, 7e vietky uvedené tvahy platia iba v pripade, ak postupujeme zlava
doprava. Pri opaénom postupe sa v rovniciach pre S-Z vety menia znamienka, rovnica (4.21) sa nemeni. Je
nutné si tiez uvedomit, Ze S-Z vety platia iba pre tseky na nosnikoch. Neplatia v miestach pdsobenia
osamelych sil alebo silovych dvojic, pretoZe v takychto ,kvazi usekoch® s diZkou blizkou nule, nastavaji
v priebehoch vnutornych silovych veli¢in T a M, nespojitosti, obvykle vo forme zlomov (Obr.4.28) alebo
skokov (Obr.4.29).
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Je zrejmé, ze s narastajucou zlozitostou analyzovanych telies a ststav telies je aj realizicia statickych
vypoctov naroénejdia. Z uvedené¢ho dovodu bolo doteraz vyvinuté mmnoZstvo softvérovych néstrojov,
umoZiujlcich zakladné statické vypocty, ako aj rieSenie vnitornych silovych tc¢inkov, vykreslovanie ich
priebehov, ako aj ur€ovanie kritickych miest na konstrukcii. Medzi najznamejsie softvérové rieSenia patria
produkty, ako napr. SCIA Engineer, ALGOR, CADKON, NEXIS, DFEM4, SolidWorks a mnoho d’al3ich.

Pre ilustraciu uvedieme priklad, v ktorom st pre porovnanie vysledkov z ruéného rieSenia rovnovahy
vonkajsich aj vnutornych silovych t¢inkov, pésobiacich na beténovii dosku, zat'azent nahodnym uZitkovym
zatazenim, uvedené aj vysledky ziskané prostrednictvom $tudentskej licencie softvéru SCIA Engineer.

Priklad 4.15: Urcite velkost vizbovych reakcii v miestach styku Zelezobeténovej dosky s podlahou a priebeh
viitornych silovych ucinkov v doske od jej zatazenia. Na dosku pésobi sila od viastnej tiaZe a od bremena
s hmotnostou m (Obr.4.43). Zadané: m=210 kg, I=3 m, b=0,8 m, h=5 cm, pbeton=2500 kg.m'j.

bremeno Rieéel‘lie

1. Analyza a definovanie zatazenia:

m Na dosku pdsobi zat'azenie od:
b - bremena = sila F
- ; h - vlastnej tiaZe dosky = spojité zat’aZenie q
4 doska B a) zat’aienie od bremena — osamela sila F
Obr.4.43 F=mg=210kg.10ms” = F=2100N

b) zar'aZenie od hmotnosti dosky — spojito rozlozené priene zat'aZenie g

Dosku méZeme idealizovat’ na prittovy prvok - nosnik, kedze jej dizkovy rozmer / je vyrazne vacs ako
hribka dosky 4. U nosnikov (ked'Ze uvazujeme iba s jeho dizkou a nie prierezom) poéitame so spojitym
zatazenim linjovym ¢'”, ktoré je uvaZované ako spojité zataZenie pripadajiice na bezny meter [kN.m™].

KedZe hodnotu ¢'” nepozndme, musime najskér spoditat’ velkost' tiaze pripadajicu na plochu ¢*°
(obvykle 1 m? a preto jednotka [kN.m™]). K tomu viak potrebujeme poznat’ objemovii tiaz materialu dosky
g°® [kN.m™], ktora bud’ pre zadany materidl dosky vyhladdme v tabulkich alebo uréime ako stéin hustoty

materialu p (objemova hmotnost) a gravitaéného zrychlenia g. Pre material dosky - beton - dostaneme
q’°=p.g=2500 kgm>10 ms? = q*” =25000 N~ =25 kN.m”.
Tiaz dosky na plochu 1 m* — plosna tiaZ - ziskame ako sugin (4.1) objemovej tiaZe a hriibky dosky
¢?=q"h=25kN.m>0,05m = q*® =1,25 kN.m*.
Pozadujeme viak hodnotu spojitého zatazenia pripadajuceho na 1 dizkovy meter a preto podla (4.1) pre
spojité liniové zatazenie dosky dostaneme q=q'"=q®.b=1,25kN.m”0,8 m = q'° =1 kN.m™
Je mozny aj iny — z fyziky znamejsi - postup:
- objem dosky: ¥V =b.hl=0,8.0,053= V=0,12m’
- hmotnost’ dosky: m, = p.V =2500 kgm>.0,12 m’ = m, =300 kg
- sila tiaZe dosky: G, =m.g =300kg.10ms” = G, =3000N.

Ak silu G4 podelime dizkou dosky I ziskame spojité liniové zataZenie, pripadajice na ! m dizky dostaneme

G, 3000
===

g=

~1000 N.m™'.
7 3 "
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2. Uvolnenie telesa, staticka uréitost”

Z analyzy vizieb (Obr.4.43a) je zrejmé, Ze horizontdlne reakcie v bodoch 4 a B budd s ohl'adom na
charakter zat'aZenia nulové. Pre urenie vdzbovych reakcii preto vystaéime iba s 2 rovnicami rovnovahy.

3. W¥pocet vizbovych reakcii: (Obr.4.43 a) F+F
F,=lg=3.1=3iN q
M1A=0:wF.é—P;.é+B.l=0 LJLLLLINWLLLILL 'LiB
:>B=F+F;:2’l+3’0:> B =2,55 kN. —=
’ : 1’:\ 2,55kN B=2,55kN
ZM-fO:Fé”;é—AJZO Obr. 4.43 a
= = Frh, = -l =>A=2,55 kN.
2 2
Kontrolna podmienka: ZE} =0: F +F¢; —-B-4=0 =2,1+3-2,55-2,55=0 = 0=0-splnené!
4. Vypocet vantornych silovveh ucinkov: F
o Normilové sily: po celej dizke nosnika nulové. y 7C| o : e 5
o Ohybové momenty: ) =
- moment k bodom 4, B (miesto podopretia): /A > 55KN /B 5 55KN

Mya=M,p= 0 kNm
- moment k bodu C (miesto pdsobenia sily F)
mdzeme uréovat’ dvomi spdsobmi:

1. superpoziciou: moment od osamelej sily F + N 0
moment od spojitého zat'aZenia ¢ a plati
Kl o1 = =
Moc :MF +Mq :7]+ﬁg12 = omax el =
A 0 2
MDC=% é13 =M, ~2,7kNm =M, nay. T Nlﬂ ]"ﬁ
0 N O O H‘A]H,H_IH
2.momenty od oboch zatazeni naraz a plati: § Tl
Il 3 33 7
oc_A_—q_'_Zz '__]- —_:Momax g m
2 24 2 24 — AT
2 [} 1
M, .=2,7 KNm = M may . M 0 0

e Posuvajice sily:

£

+
—3
A |
i

L =), T = =) BEEN,

, ! 3 %

T =A4-q.==2,55-1.2=1,05kN, =<

2 2 =

[ 3 ~

T =—B+gq.—=-2,55+1.==-1,05kN, -
2 2 Obr.4.43 b

TB(P) =0 ,
T, ' =A—ql-F=2,55-13-2,1=-2,55kN alebo T,'"’ =B=2,55kN,
Ty =Ta =2,55kN.
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Na Obr.4.43b je uvedeny vystup zaplikdcie softvérového nastroja SCIA Engineer, ako jedného z

vhodnych nastrojov pre realizdciu statickej analyzy prvkov nosnych konStrukcii. OdporG&ame sa v pripade

zaujmu o predmetni problematiku s tymto produktom a jeho funkcionalitami zoznamit blizsie. Odkaz
[http://nemetschek-scia.comy/sk/ software-scia-engineer-pre-studentov-ucitelov].

Z priebehov vnutornych sil vidime, Ze od zataZenia dosky (pdsobenie bremena F a vlastna tiaz dosky

Fy) pdsobia na betonovu dosku ako ohybové momenty M,, tzn. doska je namdhand ohybom, tak aj prietne

sily T, tzn. betonovd doska je namdhana aj tzv. $mykom. Uvedenymi druhmi namahania aich
charakteristikou sa viak budeme bliZsie zaoberat’ az v d’alSej casti predmetu, venovanej objasneniu zikladov

mechaniky poddajnych telies, znamej pod nazvom nauka o pevnosti a pruznosti.

® N o

9,

Kontrolné otazky:

Charakterizujte pojem nosna konStrukcia a uved’te hlavné typy prvkov, z ktorych pozostava ich mechanicky model.
Definujte pojem nosnik, uved'te zakladné typy nosnikov a ich charakteristické odlignosti, uved'te priklady z praxe.
Objasnite sposob transformdcie zat'aZenia nosnika z jeho povrchu do jeho strednice a najéastejsie sa vyskytujuce
typy vizieb, pouzivanych u nosnikov.

Uved'te zakladné typy zat'aZenia nosnikov v praxi a objasnite spojité prie¢ne zat'aZenie liniové, plosné a objemové
a uved'te transformaéné vztahy medzi nimi.

Objasnite metodiku rieSenia uloh rovnovahy sil na nosnikoch a uvedte zdkladné typy rovnovaznych rovnic a im
prislichajucei tvar rovnice kontrolnej.

Charakterizujte spdsob riefenia nosnikov s vlozenym kibom, objasnite mozné pristupy a ich podstatu.

Definujte pojem vnitorné silové velidiny, uved'te, preco je potrebné ich vyrieSenie a ako ich dokdZeme uréit’.
Objasnite podstatu metody mysleného rezu a aké silové veli€iny uréujeme na nosnikoch, charakterizujte ich.

Uved'te charakteristiku jednotlivych vnutornych silovych veli¢in a spésob ich uréenia,

10. Definujte znamienkovl konvenciu pre zmysel vnttornych veli¢in na lavej ¢asti, myslene rozdeleného nosnika.
11. Objasnite zikladné zavislosti medzi q, T a M,. Uved'te Schwedler-Zuravského vety a ich prakticky vyznam.
12. Graficky znazornite zavislosti medzi veli¢inami q, T a M, a objasnite ich.

13. Charakterizujte pojem prechodovy (nebezpeény) prierez a uved’te moznosti jeho uréenia a vyznam pre prax.
14, Objasnite zavislost’ medzi viitornymi veli¢inami v bode, v ktorom pdsobi iba osameld sila, zakreslit priebehy.
15. Objasnite zavislost’ medzi vnitornymi veli¢inami v bode, v ktorom pdsobf iba osamely moment, priebehy.

16. Objasnite zavislost’ medzi vnlitornymi veli¢inami na nezat'aZzenom tseku nosnika, zakreslite priebehy.
17. Objasnite zavislost’ medzi vnitornymi velid¢inami na useku zat'a¥enom spojitym rovnomernym zat'aZenim.

18. Objasnite zavislost’ medzi vnitornymi veli¢inami na useku zat'aZenom spojitym nerovnomermym zat’aZzenim.

19. Definujte moZnosti ur€ovania nebezpeéného prierezu na jednotlivych charakteristickych tisekoch nosnika
20. Uved'te priebehy prie¢nej sily T a ohybového momentu M, na nosnikoch pre pripad g=0, g>0, q<0 a objasnite ich.



Rovinné sustavy telies 135

5. ROVINNE SUSTAVY TELIES

Rovinné sustavy telies s mechanické sistavy, tvorené navzdjom pohyblivo spojenymi telesami, t.j.
s mozZnym vzajomnym relativnym pohybom. ZataZenie (priméme sily a viizbové reakcie), ako aj vizby
medzi telesami s realizované tak, Ze silové G¢inky pdsobiace na sistavu telies vytvéaraju rovinni stistavu sil.
Znamena to, Ze spojenie telies umoziuje ich vzdjomny pohyb iba vrovinach rovnobeZnych s jedinou
referen¢nou rovinou. V sustavich telies je obvykle jedno alebo viac telies pevne spojenych (uchytené,
podopreté) s okolim anazyvame ho rdm. Reakiné sily medzi telesami sustavy ardmom st vonkajsie
vizhové reakcie, sily vo vizbach medzi telesami stistavy navzajom su vriltorné vizbové reakcie.

V mechanike telies rozozndvame vo vieobecnosti ststavy telies nepohyblivé alebo pohyblivé, tzv.
mechanizmy (obr.5.1). Cielom ich statického rieSenia je urcenie velkosti, smeru a zmyslu vonkaj$ich
a vnutornych vézbovych reakcii. U pohyblivych sistav je navySe potrebné uréit’ aj tzv. pridavné vonkajsie
silové cinky, nutné pre zaistenie rovnovahy ststavy, t.j. pre obmedzenie ich neZelaného pohybu.

Schéma nepohyblivej sustavy - most Vypoctovy model mosta
Obr. 5.1

Pri statickej analyze sustav telies su skuto¢né tvary a prierezy telies stistavy nepodstatné. S vyhodou to
vyuzivame pri definovani zjednoduSenych vypoctovych modelov telies a ich vzdjomnych vizieb, ktoré
v mechanike nazyvame kinematické dvojice. Rovinna kinematicka dvojica je tvorend 2 prvkami (i, j),
v ktorych dochadza ku styku dvoch telies a ktord svojim usporiadanim vymedzuje ich vzdjomny pohyb
v rovine. V oblasti aplikdcie stistav telies sa najcastejsie vyskytuju kinematické dvojice podl'a Tab.5.1.

Zakladné kinematické dvojice v technickej mechanike Tabulka 5.1
Kinematické dvojice
ne=2°V T =LV
Klbova (rotacnd) Posuvna (translacna) Valiva Vieobecna
vdzba vizba vizha vdizba
7 T A P ad .
i i i ] i I b
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5.1. Zakladna uloha rieSenia stistav telies, staticka urcditost’

Analogicky s rieSenim rovnovahy sil na jednom telese aj pre sustavy telies plati, Ze sistava telies ako
celok je v stave statickej rovnovahy iba vtedy, ak je v rovnovéhe kazdy jej prvok. Znamena to, Ze ak ma byt’
telesa ststavy musia byt’ v rovnovahe. Ak je zataZenie a uloZenie sustavy telies definované iba v miestach
spojenia telies — tzv. uzloch — budi prvky sistavy telies naméhané iba osovou silou. V takomto pripade bude
kazdy uzol predstavovat’ usporiadanie sil ako rovinného zvizku sil a preto v pripade rovinnej ststavy telies
musi byt’ pre u uzlov splnenych celkom 2.u rovnovaznych rovnic typu

SFE.=0 , YE =0 (5.1)
i=1 i=l

V rovniciach (5.1) su uz zahrnuté aj 3 podmienky rovnovahy vonkaj$ich sil pGsobiacich na sustavu
telies, potrebné pre urenie vonkajSich vizbovych reakcii. Volnych rovnovaZnych rovnic, zostdvajacich
k vypoctu velkosti a zmyslu vnitornych vidzbovych reakeii, ako silovych G¢inkov pdsobiacich v telesach
sustavy, mame preto k dispozicii uz iba 2u - 3.

Zikladnou ulohou rieSenia siistav telies je urcenie velkosti a zmyslu nezndmych silovych icinkov,
vzuikajiicich v jednotlivych prvkoch mechanického modelu sustavy telies.

Aby bolo moZné velkost azmysel silovych uéinkov v zafaZenej sustave telies, charakterizovanej
sistavou 2.u rovnic rovnovahy, uréovat metddami statiky, musi byt sustava telies tzv. staticky, ale aj
tvarovo uréitd. Staticku rie§itelnost’ mdzeme posudzovat napr. podla Cebysevovho kritéria v tvare

w=n.n-1)-n =3.(n-1)-2.p,—p, (3.2)

kde n je pocet telies v sustave, vratane pevného ramu, », je podet stupriov volnosti vol’ného hmotného
objektu (v rovine n, = 3°V) a n, je polet stupfiov volnosti odobratych pouzitymi vézbami, p; je podet
neznamych parametrov vézbovych sil vo vizbach odoberajucich 2°V pohybu a p, je poéet neznamych
parametrov vizbovych sil vo vidzbach odoberajtcich 1°V pohybu.

Hodnota kritéria w u nepohyblivej ststavy telies reprezentuje jej tzv. podet stupriov volnosti, resp.
u mechanizmov predstavuje tzv. stuperi premenlivosti pohyblive] ststavy. Pri splneni rovnice (5.2) je
splnend podmienka tvarovej, ale aj statickej urcitosti sustavy telies. Kritérium w mdze nadobudniit’ hodnoty:

w=10 - sastava je nepohyblivd, staticky urditd.

w <0 - sistava je nepohyblivd, ale staticky neurcitd.

w>0 - sastavaje pohyblivd a staticky preuréend — jedna sa o mechanizmus.

Priklady na jednotlivé pripady Cebysevovho kritéria statickej urcitosti st uvedené na obr.5.2.

H:5, p2=6, p1=0 I7=6, p_7=8, p1=0 H:4, p_1:4, p;:()
w=3(5-1)-26-0=0 w=3(6-1)-28-0=-1] w:‘3,.(4,-1)—2.4—0=‘1
Nepohybliva, staticky urcita Nepohybliva, I x staticky neurcita ~ Pohyblivd Suslaya < mec'han‘zszrf'.
stistava telies. sustava telies. Pre rovnovdhu je nutné pripojit

silu S.
Obr, 5.2
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V statike dokazeme bez problémov vyriesit' iba pripad w = 0. Pre w < 0 je nutné pouZitie vhodnej
deformacnej podmienky. V pripade w>0 musime doplnit’ d’al§ie — tzv. pridavné - silové u¢inky tak, aby bola
ststava telies v zadanej polohe v pokoji (silové ucinky sa uvedu do rovnovahy). Napriklad, podl'a Obr.5.2¢,
by pre pripad w = I bolo pre rovnovéhu sil nutné pripojit’ d’alsiu silu S, potrebnu pre zaistenie nepohyblivosti
stustavy telies. Zvoleny spOsob rieSenia ststav telies vyznamne zavisi od stupiia ich statickej urcitosti.

VSeobecne v analyze sustay telies rozliSujeme statickt urcitost’ vonkajSiu, vnttorni a celkovil.

1. VonkajSia statickd urcitost’ sustav telies sa vztahuje k ureniu vonkaj§ich vizbovych sil
uvolneného telesa z pouziteI'nych podmienok statickej rovnovahy. Musi platit’

n—-—n=0 = n=n (5.3)
kde n, je pocet °V vol'ného hmotného objektu, t.j. pocet pouziteInych statickych podmienok rovnovahy pre
volné teleso (rovina »n, = 3) a n, je pocet °V odobratych pouzitymi vidzbami, t.j. polet nezndmych
parametrov vonkaj§ich vizbovych reakcii. Rovinna sustava telies je uloZena staticky ur¢ito, ak plati 3 =3.

2. Vniitorna staticka urcitost® sistav telies sa vztahuje k moznosti urCenia vietkych neznamych
silovych G€inkov vznikajucich v telesdch sustavy. Podet pouZiteInych podmienok statickej rovnovahy pre
rovinnu ststavu telies je (2.u). Podmienka vnutornej statickej ur€itosti pre rovinnu ststavu telies ma tvar

2u-n=p = 2u-3=p (5.4)
kde « predstavuje pocet uzlov (spojenie telies) a p je pocet telies v ststave.

3. Celkov4a statickd urditost’ sustav telies sa vzt'ahuje k urCeniu vSetkych neznamych nezavislych
parametrov sustavy z pouZzite'nych podmienok statickej rovnovéhy. Z rozboru vonkaj$ej a vnutornej uréitosti
pre podmienku celkovej statickej ur€itosti rovinnej sustavy telies musi platit’

2u=p+n,. (5.5)

Ststava telies je celkovo staticky urcitd iba vtedy, ak je staticky urditd vnitorne aj vonkajo.

V pripade zistenia statickej neurcitosti siistavy telies, rovnako ako sustavu staticky uréiti uvolnime,
ale z dovodu nedostatoéného poctu rovnic rovnovdhy musime doplnit’ chybajici pocet deformaénych
podmienok. Znamena to, Ze znalosti zo statiky je nutné doplnit’ o vybrané poznatky z mechaniky poddajnych
telies. Pri rieSeni zloZitejSich sustav telies je nutné rozboru ich statickej uréitosti venovat’ naleziti pozornost'.

5.2. Rovinné priutové sustavy

Medzi najvyznamnejSie a najroziirenejSie nepohyblivé sustavy telies patria tzv. priehradové
konStrukcie, ¢asto nazyvané aj priehradové nosniky. Na Obr.5.3 su priklady priehradovych konstrukeii

)i |
ek ] .i
5‘3‘; ~
n
LRI
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Hlavné aplikacie priehradovych konstrukcii si najmd v oblastiach konStrukcie mostov, stoziarov,
streSnych systémov, nosnych subsystémov manipulaénych zariadeni a pod. Dévodom je ich nendroéna
vyroba a jednoduchost’ montaZze a pouzitia v porovnani s rimovymi prip. beténovymi kon$trukciami. V praxi
sa jedna najCastejSie o stoZiare vysokého napitia, streSné systémy, mostné konstrukcie, podporné systémy-
skruze, anténne systémy, rozne veze, rampy, vyloZniky Zeriavov a mnoho d’alsich technickych konstrukeii.

Konstrukéné prvky priehradovych konstrukeii — napr. vertikdlne prvky (zvislice), horizontalne prvky
(pasy), diagonalne prvky (priecky), sty¢nikové telesa (plechy) a d’alSie si obvykle vyrobené z valcovanych
ocel'ovych profilov rozneho tvaru a prierezu (obr.5.4). Ich prierezova plocha méze byt rézna, ale po dizke
prvku priehradovej konstrukcie je spravidla konstantnd a nema na staticky vypocet priechradového nosnika
vyraznej$i vplyv. Odborné nazvy prierezov prvkov priehradovych nosnikov (Sasto odvodené od ich
geometrického tvaru) a ich geometricku charakteristiku obvykle uréuji zavdzné technické normy.

L L1 LOO

Obr. 5.4

Najjednoduch$im vypoctovym modelom prichradovej kon3trukcie v mechanike telies je tzv. prifovd

sustava (PS). Pratové sistavy predstavuju Specialne modely sustavy telies, vyuzivané hlavne pri navrhovani
a posudzovani vel'korozmernych nosnych konstrukcii v mostovom a pozemmom stavitel'stve a v kongtrukeii
zdvihacich a manipula¢nych zariadeni.

Pratové ststavy podl'a priestoro-
vého usporiadania prutov delime na
rovinné a priestorové.

Konstrukéné prvky, tzv. praty

a zataZenia leZia u rovinnej pritovej
sustavy v jednej rovine, naopak

usporiadanie priestorovej PS vytvéara
Obr. 5.5 priestorovy ttvar (obr.5.5).

Pritova ststava je vo vSeobecnosti zlozend z nehmotnych binamych ¢lenov s dvomi rotaénymi (v
rovine) prip. sférickymi (v priestore) vidzbami, ktoré najéastejSie nazyvame prity.

Prit chapeme ako Stihle modelové teleso, tvarovo urfené iba jeho osou - strednicou, ako spojnicou
tazisk jeho prienych prierezov. V uCebnom texte budeme uvazovat’ vyhradne s pritmi s priamou osou
(d'alej iba priame priity). Znamena to, Ze prity, tvoriace PS uvazujeme ako priame, itihle telesa (okrem dizky
su ich d’'al$ie rozmery zanedbatel'né), nahradené ich strednicou.

Pratova ststava vznikd spojenim viacerych pratov v spolo¢nych bodoch — wzloch a vytvara tzv.
nepohyblivé pritové teleso. Uzly (kiby, stycniky) su spojenia prutov, v ktorych pre zjednodusenie vypoctu
uvazujeme s moznost'ou vzajomného pootocenia prutov (aj to iba pootocenia ¢iastoéného).

Konstrukéné prevedenie uzlov je
vo vicsine praktickych aplikicii PS § ¢
- z : ’ a -
realizované niektorym zo spdsobov \J
podla obr.5.6. Pri statickej analyze PS n
uvazujeme iba s vonkaj$im zatazenim [
vo forme sil a momentov, pdsobiacich

vyhradne v uzloch, tzn. akéné sily kibové nitované alebo skrutkované zvirané
posobia v miestach spojenia priitov. Obr. 5.6
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Ak zatazenie PS pdsobi mimo uzla je nutné na zéklade z4sad prekladania sil v statike ho transformovat
(previest’) na zat'aZenie v uzloch.

Casté spojenie prvkov prichradovej konstrukcie
je realizované prostrednictvom skrutiek alebo nitov
ajeho vypoltovy model suvazovanou kibovou
vizbou je uvedeny na obr.5.7. Pre zjednoduenie
modelu budeme predpokladat’, 7e osi pratov sa

pretinaji v jedinom bode - leziacom na tzv.

styénikovom telese (plechu).

Obr, 5.7
V' praktickych aplikdciach si PS obvykle

tvorené trojuholnikovymi jednotkami. Pre ilustraciu st na Obr.5.8 a Obr.5.9 uvedené priklady priehradovych
konStrukcif a ich mechanické modely.

Zatazenie prevedené do uzlov

F/ Fz

% N
I
Uzly
(sty¢niky)
3 1,2.3,4,5 — prity
LILILIV — uzly (styéniky)
Mechanicky model - Vypoctovy model —
otocny Zeriav pritovd sustava
. Obr. 5.8
1L 4 v
- /
4 — N\
= Lh-
Ay
7 .
\ % g F3 'F-1
\—zat’aienie od vozovky uzlové (styénikové)
Mechanicky model - mostny priehradovy nosnik Vypoctovy model - priitova sistava
Obr. 5.9

Z uvedenej charakteristiky rovinnych sustav telies vyplyva, Ze pritovii siistavu, ako najjednoduchsi
staticky vypoctovy model priehradovej konstrukcie, vytvarame na zaklade nasledovnych predpokladov:

o Jednotlivé telesa PS si Stihle a su uvazované ako jednorozmerné - tzv. priity.

® Zatazenie PS je uvazované iba v uzloch, zatazenie mimo uzla je nutné ekvivalentne previest do uzla.

e Uzol, ako prienik osi priitov je uvazovany ako kibové spojenie. Pripadné otdcavé ucinky od zatazenia sa
preto neprendsaju a uzol PS je uvaZovany ako pésobisko RZS.

 Osi pritov, prechdadzaju taziskami prierezov ich profilu a pretinajii sa v jedinom bode. Z toho vychidza
predpoklad, Ze jednotlivé prity PS prendSajii iba osové (normdlové) sily - Cahové alebo tlakové.
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5.2.1. Namdahanie pritov v pritovych sustavach

Zat'aZenie pratovych sustav uvaZujeme iba vuzloch a preto sa mdZe vplyv zatazenia prenasat iba
formou osovych sil v pratoch, ktoré sa v uzle stykaji. Z uvedeného predpokladu vyplyva, Ze pruty v pritove]
ststave mzu byt namahané iba ahom, tlakom, pripadne tzv. vzperom.

1. Jednoduchy t'ah / tlak

Predstavuje jeden z hlavnych druhov namahania priamych pritov (obr.5.10) a platia predpoklady:
e prie¢ne prierezy sa vzdjomne oddal'uju (tfah) alebo priblizuju (tlak) a nasledne sa pretvéraju, (t.j. menia
vel'kost’ plochy prierezu, ale nemeni sa tvar prierezu),
e jedinou nenulovou zlozkou vnutornych silovych u¢inkov v prite je osova (normélova) sila N,

e deformdcie pruta su z hl'adiska statickej rovnovéhy nepodstatné a neuvazujeme s nimi.

~

TAH TLAK
F z K F F
- 1: .......................... r v ;
Obr.5.10

2. Vzperna stabilita prita

7 vymedzenia namahania pruata tlakom vyplyva, Ze prieCne prierezy prita sa iba vzdjomne priblizuju.
V skuto¢nosti v8ak plati, ze ked’ tzv. $tihly prit (tj. ak pomer charakteristického rozmeru prie¢neho prierezu
prita je vzhFadom k jeho dizke maly) namahame tlakom, na za&iatku pdsobenia sil sa zat'azovany prut (ty¢)
stlada. Od istého okamziku sa v§ak prut zacne prehybat’ a podstatnou deforméaciou sa stdva ohyb.

Znamena to, Ze pri vzpere je v poéiatoéne] faze zat'aZenia podstatné stlacanie strednice a nepodstatné jej
ohybanie. Pri vd¢sich zataZeniach je to naopak — podstatny je ohyb, nepodstatné je stlaCanie. Rozhranie
medzi tymito dvoma stavmi nazyvame medzny stav vzpernej stability.

Medzny stav vzpernej stability prita je vaiitorny mechanicky stav, pri ktorom sa charakter podstatnej
deformdcie Stihleho pritta meni z tlaku na ohyb.

Spdsoby uloZenia, analyzované v tzv. Eulerovskej teorii vzperu $tihlych pritov nie st u priehradovych
nosnikov prili§ vyuzivané a preto sa budeme problematike vzpernej stability $tihlych pratov detailnejsie
venovat® aZz v rAmci ¢asti predmetu venovanej mechanike poddajnych telies.

Pre zjednoduSenie analyzy silovych pomerov v PS budeme uvaZovat', Ze v priutoch PS vznikaju iba
normalové (osové) sily, ktoré svojim usporiadanim predstavuju centrdlny silovy systém (RZS).

5.2.2. Rozdelenie staticky uréitych pritovych sistav

Osové sily v pratoch PS méZeme uréovat’ analyticky, graficky alebo prostrednictvom numerickych
postupov. Vol'ba sposobu rie§enia zavisi obvykle na druhu - staticky a tvarovo uréitej pritovej sustavy.

Rovinné, staticky aj tvarove urdité, pritové siistavy rozdel’ujeme podla geometrického usporiadania
pritov na jednoduché, zloZené a zlofité.

5.2.2.1. Jednoducha prutova siistava

Jednoducha PS (obr.5.11) vznikne, ked’ k zdkladnému trojuholniku pritov je kazdy d’alSi uzol pripojeny
najviac dvoma pratmi (ktoré nie su totozné) a ststava obsahuje aspofi jeden tzv. dvojny uzol. Dvojny uzol
obsahuje iba 2 nezname osové sily, o zodpoveda poctu rovnic rovnovéhy v uzle definovanych.
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Overenie statickej urcitosti:

u=5,p=7,p:=1,p=1L

Podl'a (5.9) plati:
2u=p+2p+tp
205=T 2T A

= podmienka rieSitel'nosti metédami
statiky splnena!

Obr. 5.11
Riesenie zaciname vZdy v dvojnom uzle. Pre analytické rieSenie je vhodna tzv. uzlovd metéda. Pre

grafické rieSenie je vhodné grafickd verzia tzv. postupnej uzlovej metody alebo metéda Cremonova.
5.2.2.2. Zlozena pratova sustava

Zlozena prutova sustava (obr.5.12) vznikne spojenim dvoch jednoduchych PS prostrednictvom troch
pritov, ktoré sa nepretinajii v spolo¢nom bode, priom prutova stistava neobsahuje Ziadny dvojny uzol.

Overenie statickej uréitosti: *F 1 Fy
w= 18, p=TT, pg= T , py=1L. i 2 m Vi B8 IX
3 |6 - al 1
Podra (5.9) plati: { . -
2u=p+2.p:+p ~ 1 g V;ﬂz &
210=17+21+1 ! 5 10 16 X
. . _ 7 A v ) VI B
= podmienka rieSite'nosti splnena! A m E':
Obr. 5.12

Ked'Ze zloZena pritova sustava neobsahuje Ziadny dvojny uzol je jej staticka analyza mozZna iba vtedy,
ked vieme ndjst’ taky fiktivny rez m-m, pretinajici maximélne 3 prity a ktorych nositel’ky sa nepretinaju
v spolo¢nom bode, t.j. netvoria centralny silovy systém. ZloZené PS rie§ime najCastejie tzv. metédou rezu
(prieseénd metoda), z grafickych postupov uvedieme iba princip Culmannovej grafickej metody.

5.2.2.3. Zlozita prutova sustava

Zlozita pritova sustava (obr.5.13) neobsahuje ziadny dvojny uzol a Ziadnym rezom (m-m), vedenym cez
tri prity, nie je mozné sustavu rozdelit’' na dve Casti.

Overenie statickej urcitosti:

u=6,p=9.p=1, p=1.

Podla (5.9) plati:
2u=p+2p:+p
26=9+21+1

= podmienka riesitel'nosti splnena!

Vhodnymi metédami pre statické rieSenie zlozitych PS st

predovietkym analyticky zdovodnena metoda ndhradného

priita alebo graficky orientovand metéda neurcitej mierky.

V dalsom vyklade sa sustredime hlavne na pochopenie a
zvladnutie postupov pre riefenie jednoduchych a zloZenych PS.

Obr. 5.13
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5.3. Postup rieSenia staticky urcitych rovinnych pratovych sistayv

Ciel'om statického rieSenia, staticky aj tvarovo ur€itej, sistavy telies je urenie vonkajsich a vniitornych
viizbovych reakeii. V pripade pohyblivych ststav je navySe nutné identifikovat a urcit’ pridavné silové
u¢inky potrebné pre zaistenie rovnovahy sil v ramci analyzovanej pohyblivej sistavy telies. Podstatu rieSenia
statickej rovnovahy ststav telies mézeme vyjadrit’ nasledovne:

Ak je Pubovolnd sustava telies v pokoji, je v pokoji kaZdé teleso, ako aj ktordkol'vek skupina telies,
tzn. sily na kaidom telese, skupine telies alebo celej sustave telies sit v rovnovihe.

Statické rieSenie priehradovych nosnikov aich mechanickych modelov - pratovych sistav, ako
najrozsirenejiej nepohyblivej ststavy telies v praxi, je zalozené na aplikdcii troch zdkladnych principov:

1. Rovnovahy centralnych silovych sustav, ktoré pdsobia na jednotlivé uzly - postupnd uzliovda metdda
(znama tiez ako metdda styénych bodov), resp. grafickd Cremonova metoda.

2. Rovnovahy sil, posobiacich na Cast’ pratovej sistavy rozdelenej myslenym rezom - metdda rezu
(znama tiez ako priese¢na metoda), resp. grafickd Culmannova metdda.

3. Superpozicie (analyza jednotlivych vplyvov aich séitanie) a proporcionality medzi vonkaj$im
zat’aZzenim a jednotlivymi osovymi silami — Hannebergova metéda nahradnych pritov, resp. graficky
orientovana metoda neurcitej mierky.

Zikladnou tlohou statického rieSenia PS je urCenie vel’kosti osovych sil v pritoch a ich ymyslu (fah
alebo tlak). Bez uréenia miery statickej uritosti PS, ako aj vypo¢tu neznamych parametrov vonkajsich
vézbovych reakcii, ako funkcie vonkajSich primarmych zat'aZeni, to vSak nie je mozné.

Postup statickej analyzy PS preto pozostéva z niekol'kych, na seba nadvizujicich, krokov:

1. Analvza pritovej sustavy, definovanie vonkajSich a vautornych véizieb v ststave.

2. Posudenie statickej prip. tvarovef urcitosti prutovej sustavy.

3. Urcenie velkosti a zmyslu vomnkajsich vdzbovych reakcii (tzn. sekundarnych sil, pésobiacich na PS
v miestach jej uloZenia — vo vonkajsich vizbdch).

4. RieSenie prutovej sustavy vhodnym analytickym, grafickym prip. numerickym postupom, tzn. urcenie
velkosti a zmysiu vautornych (osovych) sil v jednotlivych pritoch PS..

Metodami statiky dokaZeme riedit’ iba staticky urCité PS a preto bude hlavna pozornost’ venovana prive
rieeniu staticky urcitych problémov. Vol'ba sposobu statickej analyzy konkrétnej PS zdvisi na zlozitosti
usporiadania a po¢tu jej prvkov, pocetnosti a druhu pdsobiaceho zatazenia, ale tiez od toho, aké analytické
nastroje (metddy, softvéry) pozndme alebo su k dispozicii. Pri rieSeni PS budeme opit’ predpokladat’, 7e
vietky viizby medzi telesami sii idealne, t.j. nebudeme uvazovat’ vplyv tzv. pasivaych odporov.

5.3.1. Analyza pritovej siistavy a rozbor pohyblivosti

Spociva vrozhodnuti, ¢i ide o pohyblivii alebo nepohyblivii sistavu a definovanie vonkajiich
a vnitornych vézieb medzi telesami v ramci nej. Obsahuje analyzu PS ako celku a jednotlivych druhov
vizieb medzi jednotlivymi telesami, resp. medzi telesami a ramom. Hovorime o tzv. kinematickom rozbore.

5.3.2. Staticka uréitost’ pratovych sistay

Je mozZné preukazat’, Zze pocet rovnic rovnovéahy pre vietky uzly PS sa rovna dvojnasobku poétu uzlov.
Na zdklade uvedenych predpokladov riedenia PS plati, Ze vietky silové G¢inky pdsobiace na uvolneny uzol
PS tvoria sustavu sil so spoloénym pdsobiskom, ktora ma definované dve rovnice rovnovahy v tvare

F.=0 5 D.E =0 (5.6)
i=]

=1
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Na to, aby mohla byt PS staticky urc¢itd musi byt splnend uz uvedend nutnd podmienka celkovej
statickej urcitosti sustavy telies (5.5).

Z rozboru podmienok statickej urcitosti sustav telies (¢ast’ 5.1.), rovnako aj pre pratové stistavy plati:

Ak je polet nezndmych silovych velicin (sily v pritoch PS a zloiky vonkajSich vizbovych reakcii)
rovny poctu rovmnic rovnovdihy, ktoré je moZné pre vypolet neznamych silovych veliin definovat’,
hovorime, e prutovd sustava je staticky urditd.

Pri analyze statickej uritosti PS je vhodné zaviest pojem tvarova uritost’, ktord uréuje, &i je
konstrukcia dostato¢ne tuhd. Tvarovo ur€itd je taka PS, ktora aj po odpojeni od ramu tvori tuhy celok,
ktorému hovorime pritové teleso. Reakcie vo vizbach nepohyblivo uloZeného telesa v rovine predstavuju tri
nezname statické parametre a pre staticky urcita PS v rovine podl'a (5.5) plati

2u=p+3 resp. p=2u-3 resp. 2u—p=3. (5.7)

Ak je 2u — p > 3 - PS je tvarovo neurcitd; ak je 2u —p <3 - jedna sa o PS tvarove urciti, ale staticky
(vniitorne) neurcitii. Ak ma byt rovinna PS tvarove i staticky uréitd, musia platit’ rovnice v tvare

e pre vol’'ni (pohyblivil) pritova siistavu p=2u-3 (5.8)

e pre viazand (nepohyblivil) pritovi sastavu (5.9)

2u=p+2p; +p;

kde p je pocet prutov, u pocet uzlov, p, pocet vazieb, ktoré odoberaju pratovej ststave ako celku 2°V pohybu
a p; potet viizieb odoberajucich 1°V pohybu.

Nakol'ko u staticky ur€itych PS nedochddza ku zmene pol6h ich jednotlivych Elenov (t.j. tvar sistavy sa
nemeni) obvykle uvazujeme, ze staticky urcité prittové sustavy su aj tvarovo urcité. 7 uvedeného vyplyva aj
zakladna podmienka rieSitel'nosti PS, slovne definovana v tvare:

Urcit’ nezname sily v pritoch PS od pésobenia vonkajsich (primdrnych aj sekunddrnych) sil v jej
uzloch je metodami statiky mozné iba vtedy, ked je pratovd sustava staticky, ale suicasne aj tvarovo urditd!

Je mozné sa presvedCit, Ze napr. mechanicky model prichradovej konstrukcie mosta (Obr.5.9) je
staticky 1 tvarovo urcita prichradova konStrukcia. V tomto pripade pre jej model dostaneme: pocet uzlov u =
6, pocet pratov p = 9, vizby typu 2 : p,= 1 a vizby typu 1 : p; = 1. Dosadenim do podmienky (5.9), urenej
pre viazanu sustavu telies, dostaneme 2.6 = 9+ 2.1 + 1 = [2 =12,

5.3.3. Ur¢€enie viazbovych reakcii vo vonkajsich viizbach

Tretou fazou je urcenie vel'kosti a zmyslu pdsobenia vizhovych reakcii, ako sekundarnych silovych
uéinkov vo vonkajsich vézbdch. Reakcie su vyvolané zatazenim PS, obvykle vo forme akénych vonkajsich
silovych U&inkov (osamelé sily a momenty), pdsobiacich v uzloch pritovej sistavy.

Pre priehradové nosniky je postup je totozny. Opét vyuzivame podmienky rovnovahy VRSS, ktoré
mozu mat’ niektory z tvarov:

D} =0 @] TMix=0 B TMiu=0
ZFiy =0 ZMB =0 ZM]B =0
ZMiA:O ZFix=0 ZMiC:O (510)
KONTROLNE ROVNICE
zMiB =0 ZF,‘y =( ZFix =0
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Pri statickej analyze prutovych sustav najcastejSie vyuzivame tvar rovnic typu (2). Je jasné, Ze musi
opét platit’ tvrdenie: Posuvné a otdcavé niéinky vyslednice vonkajsich vizbovych reakcii ZR; a vyslednice
sustavy zat’aZujucich sil L'F; sa musia navzdjom zrusit’. Prave vtedy bude PS v stave statickej rovnovahy.

5.3.4. RieSenie pratovych siistav — vypocet osovych sil a interpretacia vysledkov

Z hladiska metodoldgie statického rieenia telies a sustav telies rozliSujeme vo vSeobecnosti spdsoby
experimentalne alebo vypoctové. Princip experimentdlneho pristupu spoéiva v pozorovani a zdzname
vysledkov skimanych situacii a hl'adani stvislosti medzi vstupnymi a vystupnymi veli¢inami. Vypoctové
postupy naj¢astejSie delime na metddy analytické, grafické a numerické. Analytické a grafické metody su
obvykle iba nastrojom na prvotné postdenie alebo névrh zat'azenia konstrukcie, prip. pre ziskanie predstavy
o ich prevadzkovom namahani. Aktudlne sl najCastejSie vyuzivané numerické postupy, ktoré viak vyZaduju
Specificky teoreticky aparat (napr. metoda konecnych prvkov) a nevyhnutne aj vhodnu softvérova podporu.

5.4. Metddy rieSenia jednoduchych priitovych sustav

Nizsie uvedenymi metodami statického rieSenia PS mdZeme urCovat’ iba vonkajSie vizbové reakcie a
vnitorné (osové) sily, vznikajice v pritoch PS. Na vypocet deformacie a napitosti prutov a tym aj na
analyzu staticky neuréitych tdloh je nutné vyuZit' vztfahy z oblasti mechaniky poddajnych telies a preto
metddami statiky rieSime iba staticky ur€ité pritové ststavy. Analytické (ale iastogne aj grafické) metody
v si¢asnosti slizia iba ako nastroj pre pochopenie zikladnych principov a moznosti riefenia PS a zvladnutie
postupov riefenia geometricky aj zataZenim menej zloZitych PS.

5.4.1. Postupna uzlova metéda

NajzndmejSou metodou pre riedenie jednoduchych PS je uzlovd (styénikovd) metéda. Jej jednoduchiim,
ale zdihavejsim variantom je tzv. postupnd uzlovd metéda (PUM), pri ktorej postupne rieSime rovnovahu
v kazdom uzle PS, ako samostatni lohu riefenia rovnovahy rovinného zvizku sil.

Riedenie za¢iname pripravou geometrického modelu priehradovej konstrukcie, a to uréenim druhu PS,
odislovanim prutov, uzlov, posidenim statickej urcitosti PS a n&jdenim dvojného uzla (uzol iba s dvoma
neznamymi osovymi silami) a. Po uvolneni sustavy ur¢ime velkost’ a zmysel viizbovych reakcii, ktoré
spolo¢ne s akénymi silami predstavuji vonkajSiu vSeobecni rovinni sustavu sil, pdsobiacu na uvolnenu
pritovu sustavu. Samotny vypecet osovych sil v pritoch zaciname vzdy v dvojnom uzle. Po vyrieSeni jeho
rovnovahy, tj. uréeni neznimych osovych sil v prutoch vstupujicich do dvojného uzla, pokracujeme
rovnako v d’al§om, novovzniknutom, dvojnom uzle. Tomu zodpoveda aj nazov metddy.

Pri analytickom rieSeni PUM na zaCiatku rieSenia vidy predpokladdme, Ze vSetky nezndme sily v
pritoch si Pahové (t), tzn. pdsobia smerom von 7 uzla (Obr.5.14). Vo vysledkoch sa tento uvodny
predpoklad bud’ potvrdi — v prute je skutoéne tah (+) alebo bol
nespravny — a prut je stla¢any a vznika v tiom tlak (-).

Pri realizacii grafického riedenia zakresl'ujeme zmysly osovych sil
v uzloch a u kazdého prita oznacime t'ah (+) alebo tlak (-), ako napr.
osové sily vobr.5.15g. RieSenie zaliname opidt v dvojnom uzle.
Princip spociva v grafickom vyrieSeni rovnovahy kazdého uzla PS, ako
ulohy grafického rieSenia rovnovdhy zvizku sil v rovine. Postupnu

uzlovii metédu obvykle vyuZivame ako nastroj na dokonéenie vypoctu
po aplikécii inych metdd analyzy PS.

Obr.5.14
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Priklad 5.1: V zadanej pritovej sistave urcite vypoctom aj graficky velkost' a zmysel osovych sil N; vo
vietkych pritoch sustavy. Zadané: F; = F,=Fy=F,;=F = 20 kN, a = 45°, rozmery podla Obr.5.15.

Riedenie:
F; % F3
o Analyticky: I - v

Pre kazdy uzol zadanej rovinnej PS

(uvazovany ako RZS) mozno definovat’ 1
2 podmienky rovnovahy sil. V zadane]

rovinnej PS je Suzlov ([, II, III, IV, V).  Ax 1

Ak v kazdom uzle definujeme 2 rovnice A I 3

[F'S]
(]
~3

rovnovahy ziskame celkom 10 rovnic.
Vyriesit' sustavu 10 linedrnych rovnic s

) N » L=8m .
10 neznamymi je zdlhavé a snaZime sa

preto najskdr vyrieSit nezname zlozky Obr.5.15
viazbovych reakcii. Po uréeni vazbovych reakeii vyhl'adame dvojné uzly, t.j. uzly v ktorych st iba 2 nezndme
sily, ktorych rovnovahu vieme vyries$it’ jednoznaéne - a to z 2 podmienok rovnovahy sil dvojného uzla.

I. Overenie statickej urcitosti:
u=5,p=7,;p=1, p=1
Pre staticku uritost plati: 2u=p+2p,+p; = 25=7+21+1 = podmienka je splnena!
II. Vypocet vizbovych reakcii:
Zadany priehradovy nosnik je podopreny v bode 4 pevnym neposuvnym kibom = vznikajl dve zloZky

vizbovej reakcie A, a 4, , v bode B je podpera typu - posuvny kib = jedina zlozka viizbovej reakcie B. Ich
velkost’ ur¢ime z podmienok rovnovahy, napr. typ (1) a dostaneme

D F =0:-4+F =0 = A, =F,=20kN

Y F =0: A -F-F,-F+B=0 = B=-4 +3F=30kN
F.12 2012

D M,=0:—4.8+F(6+4+2)=0 = A, === =30kN

Y M, =0:—F2-F4-F.6+B8=0= —F.(2+4+6)+B8=0

Kontrolnd podmienka:
-2404+240=0=0=0

A,
A= A2+ .4 =20 +30° = 1300 = 4=36,055kN; a,4:tgj:%:>aA=56,3°.

III. V¥pocet osovych sil v prutoch:

Podl'a definovanych predpokladov pre zjednodu$enie rieSenia rovinnych PS vieme, Ze sistava je
zat'azend a podopretd iba v uzlovych bodoch a preto vo vietkych pratoch PS uvaZujeme iba so vznikom
normdlovej (osovej) sily N. Dalsie vnutorné silové veli¢iny - priene (posuvajuce) sily T a ohybové
momenty M - povaZujeme v pripade statického rieSenia PS za nulové. Zdkladnou iilohou rielenia je preto
iba urcenie velkosti a zmyslu osovych sil N (uinych autorov sa pouiiva aj oznacenie S, resp. F),
vznikajucich v pritoch PS, vplyvom vonkajSieho zat’aZenia. Po vyrieSeni vizbovych reakcii mame v uzloch
I a V iba po dve nezndme. Su to dvojné uzly = PS je jednoducha. V zavislosti od geometrie a rozmerov
konstrukcie moze byt potrebné aj dourcenie uhlov v trojuholnikovych priehradovych jednotkach. V nasom
priklade je uhol o zadany. Ak by vSak zadany nebol, musela by byt’ znama vyska / priehradového nosnika.
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protilahla  h

h
= o=arcltg ——

V takomto pripade by platilo 12 a = = )
o B J prilahla  L/2 L/2

V uvolnenych uzloch zavedieme nezname osové sily N; — ebvykle ich na zaciatku uvaiujeme ako
Pahové, tzn. osové sily vystupujice z uzla (obr.5.15a):

F3
Ny v
Ny
o o Ns
N3 Ns
N #
III
F;
Obr.5.15a

Pratova sustava obsahuje dva dvojne uzly (uzol I a uzol V). Zvolime jeden z dvojnych uzlov. Riesenie
zacnime napr. v uzle I. Napiseme podmienky rovnovahy a ich rieSenim ziskame nezname osové sily V; a N,.
Obvykla realizacia postupnej uzlovej metody spociva v rozlozeni neznamych osovych sil do zloZiek.

Napr. pre zlozky sily N, plati: N}, = N,.cosa, N, = N, sina apotom N, = N+ ny :

@y

Ay

. F =0:4 +N.sing=0= N, =—"=4243kN - (tlak)
Sin &

zFr-r =0:—4 +N,+N,.cosa=0= N,=4 —N, .cosa=50kN - (t'ah)

Tymto uz st urcené velkosti a druh sil v pritoch N;, N,. Prisluné
znamienka sil vyznac¢ime do obr. 5.15 ako tlak (-) v prate Ny, resp. tah (+)

Obr. 5.15b

v prite N, (znamienko + obvykle neznadime).

Pozndmbka: Pre vicsiu ndzornost sa znamienkom oznacené osové sily v priitovej stistave casto dopliiajii aj graficky -
zmyslami (Sipkami) ich zisteného, skutocného pésobenia (0br.5.15g).

Postupme do novovzniknutého dvojného uzla II, nakol’ko si aktudlne v fiom uz iba dve nezname osové
sily a to V3 a Ny (uzol 11 tato podmienku zatial nespliia, st v fiom stale neznime a7 tri sily - N3, N5, Ng).
Kazdu, v predchddzajicom kroku urcent osovi silu v d’alSom uzle dosadzujeme uZ aj s jej znamienkom,
urcujlcim ¢i sme na zaciatku ,,odhadli* jej zmysel spravne.

Postupujme vo vypocte do d’al§ieho uzla, napr. do uzla Il a pre sily V; a N, dostaneme:

25,

=N, =

I

0 :—N,sina-N,.sina-F =0

—F =Ny sine 5
: =————N, =N, =14,14 kN
sing sin ¢

ZEX:O :N,+N,.cosa—N,.cosa=0
= N,=(N,—N,).cosa = N, =-40kN

Obr. 5.15¢

Po vyznaCeni sil so znamienkami, tzn. N, ako tlak (-), resp. N; ako tah (+) , prip. aj graficky zmyslami
ich pdsobenia (obr.5.15g) mdzeme pokracovat’ v rieSeni d’alej.
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Pokracovanie vypoétu je mozné v ktoromkol'vek z uzlov III, IV alebo V, nakolko v kazdom z nich st

uz iba po dve nezname sily. Postupujme vo vypocte do d’alSieho uzla, napr. uzla III.

F =0 : N,sina+N,sina-F,=0 @ y|
= N,= -N, = N,=14,14kN
sina o
ZEX:O r =Ny = Neosa+ Ncosa+ N, =0

e N6:N2+(N3—N5).COSG = N, =50kN

Y,

Obr. 5.15d

Postupime d’alej, napr. do uzla I'V.

F =0 : -N.sina-F,-N,sinag=0

=N, =—(N,sina+F,).—
sina sin o
ZFN=0 : ~N,~N,cosa+N,.cosa=0

= N,=(N,—N,).cosa = N,=-40kN

Obr. 515 ¢

(rovnaka hodnota ako Ny v uzle 1l — vhodna kontrola vipoctu ).

I
[N +—J::> N, =-42,43 kN

Opét’ zaznacime znamienkami (prip. zmyslami sil) do obr.5.15g zistené osové sily Ny a N, a rieSenie
ukon¢ime v uzle V. Overenie rovnovihy v poslednom uzle je aj kontrolou spravnosti celého vipoétu !!!

@ i ¥i Pre rovnovahu v uzle V dostaneme
N7

a
Ny B F4 X ZFH=0 : —=N,—-N,cosa+F,=0
—

F =0 : B+N,sina=0

B
Obr. 5.15f = 30*(*42’430»707):0 = 0=0 = splnené

1V. Vysledky:

= —50—(—42,43.0,707)+20=0 = 0=0 = splnené.

Sila Ax Ay A B NI Nz N3 N 4 N5 N6

Ny

Velkost’ [kN] 20 30 36,06 | 30 |-4243| 50 14,14 | 40 | 14,14 | 50

4243

Zakreslenie vysledkov do mechanického modelu - pritovej suistavy:

F1 x Fs

N4— 40 kN

Ni=4243 kN N5= 14,14 kN | Ns= 14,14 kN N=4243 kN

o : o
A\zzu kN I - Ny= 50 kN P - Ng= 50 kN
%A20 . 20 Jm 20

Ea . I

A=30 kN |\ A=36,06 kN ‘Fz 1=8,0m
Obr. 5.15 g

Pozndmka: Mohii sme postupovat aj od uzla V (dalsi dvojny uzol) v smere do uzla I, ale ziskané velkosti aj zmysel
osovych sil v pritoch musia vyjst rovnaké, Bolo mozné postupovat’ sucasne od uzlov I aj V, pricom v smere od uzia
T vyriesime jednu polovicu PS, od uzla V druhii. Kontrolu vykoname v jednom z vaitornych wuzlov PS, napr. v uzle 111,
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o Graficky:

Princip grafickej verzie PUM je zaloZeny na tvorbe silovych obrazcov, postupne vytvorenych pre
vyrieSenie rovnovahy kazdého z uzlov PS. Zakladny princip je nasledovny:

Dve silové podmienky pre rovnovdhu sil v uzle PS pri analytickom rieSeni méZeme nahradit’ pri
grafickom rieSeni podmienkou jedinou — a to uzavretim silového obrazca!

Rovnako, ako pri analytickom rieSeni, aj v tomto pripade je potrebné zac¢at’ uréenim viizbovych reakcii
v mieste uloZenia (obr.5.151)!

g
69//'? lF

) 1
Q" /
&/
&

Obr.5.15 h Obr.5.151

Smer a vel'kost vizbovych reakcii mbézeme uréit’ pomocou tzv. pélového obrazca a z neho uréeného
smeru vyslednicovej Ciary (Obr.5.15h) = zobrazovacie useky reakcii A a B. Pre velkost hl'adanych
vizbovych reakeii potom plati

A=Am, , B=Bm,.

Po urCeni velkosti azmyslu vézbovych reakcii A, B vytvérame silové obrazce pre rovnovihu
jednotlivych uzlov PS. Opat’ musime zacat’ v dvojnom uzle, nakolko pri grafickom rieeni sme schopni uréit
velkost’ maximalne 2 nezname sily. Vyhodou viak je, Ze pozndme smery ich nositeliek — tj. smer prita

v pritovej sustave (Obr.5.15j). Pre skutoémi velkost’ osovych sil v [N] plati N, :ﬁi.m}?, kde N; je
skuto¢nd velkost' osovej sily [N] vi-tom prite, mg je zvolena mierka zakreslovania sil [mm] a N je
zobrazovaci usek sily V; [mm)].

Zvolené mierky : mierka stl mg= 10 kN. em” |, mierka dizok my= 0,01 mmm™”

N(, . ﬁé
_ = ,
) Y N7 @ B / @_ F
@ AN N
—{ - AN
S oy »®ls

ﬁ N4 Kontrola vipoctu
3 Obr. 5.15
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Napriklad pre silu v prite 2 dostaneme: N, = A . =5cm. 10 kN.em™ = N, =50kN.

Zmysel sily: sila N, smeruje von z uzla / a preto v prate 2 vznika t'ah — hovorime, Ze sila N, je tahova.

5.4.2. Vieobecna uzlova metdda

Podstatou vieobecnej uzlove) metédy (VUM) je zostavenie rovnic rovnovahy pre vietky uvol'nené
telesd naraz a vyrieenie vzniknutej sustavy rovnic. Princip metody spociva v uvolneni a rieeni rovnovahy
jednotlivych uzlov prutovej ststavy. Vo vietkych pratoch zavedieme osové sily a ich zmysel opit’ zvolime
ako t’ahovy (posobia smerom von z uzla).

Uz vieme, Ze 'ubovol'ni, staticky urcitt, rovinni PS mézeme vyrieSit' zostavenim a rieSenim sustavy

SF, =0

ZE}:O= prevsethyi= 1,2, .., u, (5.1

(2.u) linearnych rovnic typu

vytvorenych pre kazdy jeden uzol prutovej sustavy.
V maticovom vyjadreni ma sustava linearnych rovnic (5.11) tvar

A.x+b=0, (5.12)

kde A je Stvorcovd matica koeficientov n neznamych osovych sil areakcii typu 2.u (matica sustavy,
popisujiuca PS z geometrického hladiska), x je stipcové matica neznamych sil v priatoch a vonkajSich
vézbach, b je stipcova matica vonkajsich zatazovacich w&nkov v uzloch a 0 je nulové stipcové matica.

V pripade, ked’ je matica sustavy A reguldrna (t.j. det (A) #0) pre riefenie sustavy rovnic plati

x=—A"b, (5.13)

¢o predstavuje maticovy zapis vieobecnej uzlovej metody. Jej vyhodou je najmé univerzalnost' a relativna
jednoduchost’ jej realizacie pomocou vypocétovej techniky. Poradie uvoltiovania uzlov pri zostavovani rovnic
je Tubovolné a vSetky nezndme moZeme takto vyratat’ naraz. Pouzitie maticového zapisu je v8ak pre rieSenie
realnych priehradovych konStrukcii manudlne narotné a vyzaduje pouZitie poéitadov a prislichajicej
softvérovej podpory. Pre ilustraciu VUM uvedieme postup rieSenia na jednoduchej PS.

Priklad 5.2: V zadanej pritovej sustave (Obr.5.16) pomocou vieobecnej uzlovej metody urcte osové sily v
pritoch. Zadané: F=2000 N, AG=BG=EC=CD=a, BC=GE=b, uhol GAB=45 *=qa, uhol GBE=60°=p.

B 2 c 3 D
1 8 9
7 4 a
4 ¢ Bocssnd) 2 £ a >‘l'
G E
4 F

¥

o

v

A

-
ik

Riesenie:
Obr.5.16
I Statickd uréitost’:

2u=p+2p+p; =26=7+21+1= 12=9+2+1 —loha je staticky ur¢ita
Urcenie uhlov:

a= BAG, ABG, CED, CDE = 45° = cosa = N2/2, sina = \/5/2
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B o (’; 3 ? a =AGB,BGE,BCE ECD=90°=cos = (), sin = 1.
B =GBEBEC=60° = cos=1/2, sin=[3/2.
y = EBC BEG=30° = cos = \J3/2, sin=1/2.

Uhly medzi pratmi PS st zadané, rozmery a, b

Ay 4 a ich hodnoty st preto v tomto pripade nepodstatné.
1. Uvolnenie sustavy: (Obr.5.16a)
A
Y F III. Definovanie matic A,b,x :
Obr.5.16a
N, N, N, N, N, N, N, N, N, A A D
P P e et e £ e 4 S
. 0 0 0 0O 1 0 0 0 1 0 0| g
4 o
M2, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -
iy g _____________________________________________ 0 N1
V2 V3
“5 1 0 0 0 0 0] 5 0 o 0 0 fisal 0 N .
B
2% po@ P WO A =t § b6 8 0 A,
. U S N
0 -1 1 o 0o 0 0 0 0 0 0 O0]|Uzl 0 )
o 0o 0o o0 0 0 0 0 -1 0 0 0| C 0 N
o228 i e e e :/: _______________________________ b= N
0 o -1 -¥2 o5 o o 0 0 0 0 o 0 o 78
2 Uzol X= N
2 D 0 '
0 0 0 —-—— 0 0 0 0 0 0 1 N
_______________ A R 0 8
V2 V3 N
E ¥
0 0 o V2 0 0 o0 L . O 0 4 .
______________ 2 e L #
0 0 0 0 1 -1 0 0 ¢ 0 0 0| Uzl LY D
DO, O L L S N U . - -
1V. Wisledky: vyrieSenim sustavy 12 rovnic s 12 neznamymi (napr. v softvéri Matlab®) ziskame:
Véiizbové reakcie: sekundarne sily v miestach uloZenia
Reakeia | A, Ay D
[N] 0 536 1465
Osové sily: vnlitorng silové udinky v pratoch PS
Cislo priita 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Osovi sila N;v [N] =758 -1464 | -1464 | 2071 536 536 0 1072 0

? Spravnost’ urcenych osovych sil v prittoch 3, 4, 5 zadanej PS (0br.5.16) overte pouZitim PUM a zistenii
silu v prutoch 6 a 7 overte graficky.

5.4.3. Cremonova grafickda metéda

Zakladom metody je pochopenie principu grafickej interpretacie uzlovej metddy, t.j. grafické rieSenie
rovnovahy v uzloch (uvazovanych ako RZS). Metoda je aplikovatelna iba na jednoduchsie PS a to tak, Ze
nakreslime schému PS v mierke a vedl'a nej zakresl'ujeme zloZkovy obrazec, tzv. Cremonov obrazec.
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Zikladny postup spo€iva v prekresleni vySetrovanej PS v zvolenej mierke a zvoleni vhodnej mierky
silovych ucinkov. Graficky alebo analyticky ur¢ime vizbové reakcie.

Riefenie zaCiname zasadne v dvojnom uzle, pri¢om A,
postupne tvorime silové obrazce pre jednotlivé uzly v smere s
zvoleného obehu vonkajsich prutov PS a zakresl'ujeme ich . / i ' X},

F

do jediného — integrovaného zloZkového (silového) obrazca & 1
(Obr.5.17). Pri rovnovahe sil posobiacich na PS musi byt M i

obrazec uzatvoreny, t.j. musi skon¢it’ v bode, v ktorom sme

ho zagali kreslit’. Vysledny - uzavrety - silovy obrazec musi 3 =4 5

obsahovat’ vietky vonkajsie sily, vidzbové reakcie, ako - [
aj nezndme osové sily v pratoch. Inak povedané, Cremonov 4 s mmwéf
obrazec za¢iname tvorit’ zdsadne v uzle s dvomi neznamymi Obr. 5.17 f4 )

osovymi silami a prislachajuci zloZzkovy obrazec kreslime

tak, aby naslednost’ sil v obrazci odpovedala zvolenému smeru skladania sil. Vo vyslednom zloZzkovom
obrazci zostrojenom v zvolenej mierke odmeriame vel’kost’ neznamych osovych sil v pritoch. Pre ich zmysel
plati: Sila posobiaca smerom do uzla je tlakovd (-); sila pdsobiaca von z uzla je fahova (+).

Metodu mézeme zjednoduSene charakterizovat’ ako ,prienik® postupne (pre kazdy uzol zvidst)
uzavretych silovych obrazcov ziskanych grafickou verziou postupnej uzlovej metody, aviak zakresleny
do jediného obrazca. Plati zsada, ze zobrazovacie Uiseky osovych sil sa vo vyslednom silovom obrazci
vyskytuji iba jedenkrat, tzn. neopakuju sa. Prienik moéZeme ziskat’ napr. ,.stotoznenim* usekov tych istych
sil v silovych obrazcoch pre jednotlivé uzly. Pri aplikacii metddy je nutné dodrzat’ urgité
zasady:

1. Rovnovaznu sustavu vonkajsich sil (primdrnych sil aj reakcii) kreslime v poradi,
v akom posobia po obvode priitovej sustavy, napr.: S
2. Rovnovazny zloZkovy obrazec sil v kazdom uzle vyndsame v poradi ich usporiadania
a v rovinakom zmysle ako vonkajsie sily, napr..
3. Ked sa priity PS krizia (zriedkavy pripad), v mieste krizenia uvazujeme fiktivne kibové
spojenie. To rozdeli kriziace sa pruty na dve ¢asti a s kaZdou z nich pracujeme zvldst,

Uzavrety Cremonov obrazec je kontrolou spravnosti i presnosti grafického rieSenia.
Metoda je vhodna iba pre rovinné pritové sustavy jednoduché. Je nazorna, umoziiuje
rozvijat’ predstavivost, aviak jej pouZitie vyZaduje urita skiisenost’ a rutinu.

Prikiad 5.3: Cremonovou metddou urcite velkost a zmysel osovych sil zadanej PS. Zadané: F=5kN, rozmery
a usporiadanie PS podla Obr.5.18.

1=A"
Z2,0m

o1

Wi
=

1=B

Obr. 5.18
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Riesenie:

Zvolen& mierka sil: m, =0,05 kN .

1. Uréenie vizbovych reakeii:
A=mpA , resp. B=m, .B

2. Uréenie velkosti a zmyslu osovych sil:
Ni:mF.N,. g 1=1,2,..7.

Pozndmbky k rieSeniu:

1. Po vypocte reakcii zaciname riesit vidy v dvojmom uzle. V

zvolenom smere obehu sil, najskér zloZime uz zndme sily a potom

ich vyslednicu rozlozime do dvoch smerov (smer uloZenia prita

Vv priitovef sustave).

Obr. 5.18 a

2. Ak zobrazovacie useky urcovanych sil vychdadzajii prilis malé /
velke, je nutné zmenit mierku sil aj v priebehu vypoctu,.

3. Pri prvych pouzitiach Cremonovho obrazca je vhodné si oznacovat’ dohovorenym znamienkom tie sily,
ktorymi zaciname kreslit rovnovdahu v novom (dalsom) uzle (obr.5.18a). V novom uzle vSak musi mat
logicky tato sila (podla Obr.5.18b) zaznaceny vidy opalny zmysel, ako sila v priite uvazovana v uzle na
druhom konci prita. Napr. pre uzly I, Il a napr. IV by silové obrazce mohli vyzerat' ako na Obr.5.18b.

/'\_

Uzol 1
Uzol II Uzol 1V

N?.

Obr.5.18b

Velkost osovych sil N; [N] v pritoch PS ziskame odmeranim ich zobrazovacich wisekov N, [mm)]

v Cremonovom obrazci (Obr.5.18a) a ich prendsobenim mierkou sil my [N.mm™], zvolenou pre vytvorenie
Cremonovho silového obrazca na zadiatku rie$enia.

5.5. Metddy rieSenia zlozenych pritovych sistav

Na riedenie zloZenych, ale aj jednoduchych PS s vyhodou vyuzivame tzv. metédu rezu (¢asto nazyvana
aj ako priesend metéda). Metodu obvykle pouzivame vtedy, ak poZadujeme urlenie osovych sil iba
v niektorych pritoch alebo v pripadoch, ak nie je moiné poufitie uzlovej metody (t.j. PS neobsahuje Ziadny
dvojny uzol). Postup rieSenia za¢iname oc¢islovanim uzlov a pratov PS a postdenim jej statickej urcitosti.

Nasleduje uvol'nenie vybranej asti PS, ktoru ziskame realizaciou myslencho, tzv. uvolfiovacieho rezu,
vedeného zasadne cez prit, ktorého osovu silu chceme urcit. Hl'adanG velkost' a zmysel osovej sily N;
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vV ,.prerezanom® prite potom ur¢ime jednoducho vyrieSenim rovnovahy sil na takto uvolnenej ¢asti priatove;
sustavy.

5.5.1. Metdda rezu — Ritterova priesetna metoda

Metoda rezu (MR) je vyhodna vtedy, pokial’ postacuje urcit’ iba osové sily v niektorych pratoch PS.
Podstata metddy spociva v tom, Ze cez PS vedieme taky mysleny rez m-m, prechddzajuci cez maximalne tri
rieSené prity (nesmu sa pretinat’ v spoloénom bode), v ktorych chceme osové sily urdovat’,

Jednu, obvykle zloZitejsiu, ¢ast’ modelu priehradového nosnika fiktivne odstranime a jej udinok
nahradime iba formou neznamych osovych sil ;, definovanych prave v prerezanych pritoch. Zavedené
osove sily N; v myslene prerezanych priitoch uvazujeme na riesenej asti PS ako vonkajSie zat’aZenie.

Z vhodne formulovanych podmienok rovnovéhy pre rieSenu cast’ PS mézeme urcit’ velkost’ a zmysel
neznamych osovych sil N Rovnako ako pri vnltornych sildch na nosnikoch, méZeme si zvolit, na ktore;
z myslene oddelenych ¢asti PS budeme rovnice rovnovéhy sil definovat’ (t.j. I'ava alebo prava éast).

Princip metody vychadza z definovania a rieSenia vhodnych podmienok (momentovych alebo silovych)
statickej rovnovdhy jednej Casti PS, oddelenej myslenym rezom. Po uvolneni vybranej ¢asti PS musia
vzniknuté vnitorné (osové) sily vytvorit’ rovnovaznu sustavu sil so silami vonkajsimi, t.j. silami pdsobiacimi
na analyzovanu &ast’ PS. Definované, najcastejSie momentové, podmienky rovnovdhy zvolenej ¢asti PS
obvykle uréujeme vzhl'adom k bodom, ktoré st prieseénikom osi kazdej dvojice prerezanych pritov.

Vyhodou metddy je skutocnost, Ze ak potrebujeme uréit’ osovu silu iba v jednom prite alebo vo
viacerych pratoch umiestnenych v ramei PS d’alej od dvojného uzla, méZeme takto spocitat’ iba osovii silu
v pozadovanom prute PS, a to bez nutnosti uréovania osovych sil v d’alsich pratoch.

Priklad 5.4: Metédou rezu urcite v modeli priehradovej konstrukcie véizbové reakcie a vntitorné (osové) sily
v priitoch 4, 5 a 6. Zadané: F;=10 kN, F,=20 kN, F;=30 kN. Rozmery a usporiadanie PS podla Obr.5.19.

Riesenie:

L. Urcenie statickej a tvarovej urcitosti: o

u=7,p=11,p:=1, pp=1 cl?
Podl'a podmienky (5.9) plati J:_

2u=pt+2lp+p = 27=11+21+]1 =

14 = 14 - sustava je staticky aj tvarovo urditd. i, L=4 =4 F 3 =4 : [m]

II. Uvolnenie telesa a vypocet vizbovych reakcii: I k .y ]; |

Obr.5.19a
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SF,=0: A —F,=0=> A_=F, =20kN
2F=0: 4, -F-F+B=0=4,=F+F-B=10+30-16,667 = 23,333kN

> M, =0: _f;%-g.zugmgu =0

L
Bpytlipdl=fgl 15 o308 203

=16,667kN.
3L 12

= B=

T, —0r- A BLAE QLS E R R L =
Kontrolna podmienka: ¥ 2

—23,333.12+10.104+20.3+304=0 = 0=0 - splnené.

M. Vypocet velkosti a zmysiu osovych sil:

Ulohou je uréit’ velkost’ a zmysel osovych sil v pritoch 4, 5,
6. Mysleny rez preto vedieme prave cez tieto prity. Vplyv

f , . .

— myslene oddelenej Casti PS (napr. prava cast’ PS) pre riefenie

A o zvolenu cast’ (lava cast PS) nahradme neznamymi osovymi

H-} _& silami Ny, N; a Ng. Tieto sily dalej uvaZujeme ako primérne

> _vonkajSie zataZenie, pOsobiace na zvolen( Cast’ shstavy PS
N, (Obr.5.19b).

Na zaciatku obvykle predpokladame, Ze v pritoch vznika

Obr.5.19 b tah (tj. smer osovej sily N vystupuje von z uzlov). Podla

Obr.5.19b definujeme podmienky rovnovahy (mdzeme zvolit’

opét’ ktorykol'vek z tvarov podmienok rovnovahy VRSS — typ (1), (2) alebo (3). Pri aplikécii metody rezu je

vyhodné vyuzivat’ najmd podmienky rovnovéhy - typ (3), tj. tri momentové podmienky, definované

k vhodne zvolenym bodom roviny. Najlepsie je, ak momentové body lezia na PS. Napr. z momentovej

podmienky k bodu ¢ ziskame vel'kost sily Ny a pri dodrZani dohody o znamienkach (4.22) dostaneme

B L_ A,.L
2 R

h

_ 10.2~23, 3334

L

> M. =0 A},.L—F].E+N4.h:0:>N = => N, =-24,444 kN .

Neznamu osovi silu N; mézeme urcovat’ (ak je to vyhodné / potrebné) aj z podmienky definovanej
k bodu neleziacemu na rieSenej Casti konstrukcie, napr. bod f. Stale plati uz uvedené tvrdenie, Ze ak je VRSS
v rovnovahe, musia byt’ splnené podmienky rovnovéahy aj ku vSetkym dal§im bodom v rovine. Podl'a toho
mdzeme z momentovej podmienky k bodu f (Obr.5.19b) uréit’ velkost’ sily Ny (sily N, a N5 nemaju k bodu f
Ziadny momentovy ¢inok — ich nositelky bodom fprechadzaju (a to je pre vypocet vyhodné). Dostaneme

3L

Ay.—z— —A, h=F.L

3L

XMy =05 A== Ah=FL-Ngh=0=> N = - 28,985:6- 2031014

h 3

N =13,333kN.
Silu N5 mdZeme potom Tlahko uréit’ (uz pozname sily NV, aj Ng) z Tubovol'nej momentovej podmienky,
napr. k bodu a a dostaneme

L
F.—+N,h A
> M, =0: F].£+N4.h—N5v.L=F,.£+N4.h—N5.sina.L:>N5 =2 - =10'2+( 24,444 3)
2 : 2 Lsinex 40,832

N, =-16,025 kN.
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1V. Vyslediky:
Priebehy vnutornych sil po dizke & f g
jednotlivych  pratov  uPS  nekreslime, -24,44 ' -42,22
nakol’ko prity su namahané iba v smere ich
osi a priebeh osovej sily N je po celej dizke 28,04 16,03 -16,025 16,03 20,031 20,03

pruta konstantny. Zakreslujeme bud iba a ;/- E f E f
schému PS suréenymi hodnotami sil v 4,44 13,33 o= 11,11 %
v pratoch (Obr.5.19¢), prip. volime formu c d —
tabul'ky. Pozor: Opit vSak plati, Ze ak vyjde Obr. 5.19¢

osova sila kladna (+N) - priit je nat’ ahovany

(tzn. N smeruje von z uzla), naopak ak vyjde hodnota zaporna, priit je stldcany a sila N smeruje do uzla.

Vizbové reakcie: sily v miestach uloZenia:
Reakcia A, A, B
[kN] 20 23,333 | 16,667

Vautorné silové nucinky v prittoch:

Pruti 1 2 4 4 3 6 7 8 9 10 11

N; [kN]| 4,44 | -28,04 | +16,03 | -24,44 | -16,03 | +13,33 | +16,03 | 42,22 | +20,03 | +11,11 | -20,03

Pozndmka: Metoda je velmi efekiivaa, pokial’ postacuje uréit' iba osové sily v pritoch, umiestnenych dalej od podpier.
Napr. pri uréent osovej sily Ng sme v pripade pouzitia MR potrebovali riesit iba 1 rovmicu, pri pouziti PUM by bolo
nutné vyriesit 6 rovnic.

Priklad 5.5: Metodou rezu urcite osové sily v priitoch 8, 9, 10 zadanej pritovej sustavy. Zadané: F; = 3 kN,
F> = 6 kN, rozmery a usporiadanie PS podla obr. 5.20.

Riedenie: @ @
Fy F,

1 Rozbor ulohy: ) | m "

Uloha zadana uplne, ide o rovinny ) 8 .
problém. Zlozena PS. 1 3 ! L ; t

9

Uréenie statickej urcitosti : 7 |3 | ol ® 2m
- vonkaj$ia:n,=n, = 3=3. 5 ; *
- vnltornd: 2u=3+p=12=3+9= 782m 3m 0 % ombBs
12 =12 —Uloha je staticky aj tvarovo urcita. A 7m B
II. Vézbové reakcie: Obr, 5.20

Bl
M, =0: -F,2+B7 = B= 27 =1,715kN
E2+F,S5

>M,=0: —A7+F.7+F.5 = A=-1"—"—-2"-7285kN

YE=03 A =0kN
Primdrne sily su iba zvislé = zlozka vyslednice akénych sil F v smere osi x bude nulova (A, = 0).

Kontrolna podmienka:
ZE},:O: A-F-F,+B=0= 7,285-3-6+1,715=0 = 0=0-splnené..
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y I Osové sily:

@ Pre riefenie tlohy je vyhodnej$ie zvolitf' pravi
0 X Cast’ PS, pretoze z primarnych sil na nej pdsobi iba
: jedina sila - reakcia B. Nezname osové sily Nj, Ny,
/<§ \ Ny na tvod opdt’ uvaZzujeme ako ,tahové®, t.;j.
\Q\ @ vystupujice zuzla (obr.5.20a). Prishichajice uhly
N\ o pratov 8, 9, 10 (t,j. uhly e, £) je moZné obvykle
N N i uréit  pomocou  goniometrickych funkcii zo

/ 10‘ N \ J,m zadanej geometrie a rozmerov PS.

ﬂ] -~ I~

Podstatou rieSenia metédou rezu je skutoénost,
L Nig 7 7e kazda rovnica rovnovahy, obvykle definovana
L 2m B]m k priese¢niku kazdej dvojice z hl'adanych osovych
b5 30 sil (tj. momentové body I, 11, TIT), bude obsahovat’
iba jednu neznamu silu. Dostaneme
~B.5
> M, =0: Nyp;+BS5=N; =
Py
B S g i ol
ZMH =0: Ny.p,—Bl1=>N,=— >> POZOR - problém je v§ak urenie ramien sil (pg, po, Pio)-
Py
3.B
ZM!H: P =NyptB3= Ny =
P

kde: I — prienik nositeliek sil v priitoch 9 a 10, II - prienik pritov 8,10, I — prienik priitov 8, 9.

Uvazované ramena p;, p;, ps nie sme z uvedeného zadania a geometrie PS ani schopni uréit, aj ked pri
kombinovanom (graficko-analytickom) rieseni, by bolo moZné hl'adané ramena sil odmerat’ s dostato¢nou
presnost'ou priamo v precizne nakreslenom obrazku. To viak nie je nasim cielom.

Pre praktické pouZitie metddy bolo preto nutné hl'adat’ iné, skér analyticky zamerané spdsoby. Jednym
znich je vyuzitie rozkladu nezndmych osovych sil do zloZiek vsmere osi x ay aaplikovat principy
vychadzajuce z Varignonovej momentovej vety. Podla Obr.5.20a,b potom dostaneme
> M,=0: N,1+N, 3+B5=0= ;
N;.cosa.l+ Ng.sina.3+B5= % @
—~.

cosa +3singa

ZMH =0: Ngx-2+N9",.3*—B.1 =
N,y.sin B2+ N,.cos f2+B5S=
-B.5
B 2.(sin S +cos ff)

ZMJH_ P =Ny +B3I=> Ny =

Uréenie ramena p,, viak opat’ predstavuje

Obr. 5.20 b

problém (zo zadania ho nedokazeme urdit’ pre
nedostatok informdcii). Preto je potrebné zvolit' iny, vhodnejs§i momentovy bod, napr. bod /) a dostaneme

> M, =0: —N,.1+B2+N, 1= N,,=B2+N,sinf.1.
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Pre preukéazanie moznosti vyuzitia aj dalSich typov rovnovaZnych podmienok naznaéime eite rieienie
pomocou rovnic rovnovahy VRSS — typ (1). Je to sice mierne komplikovanejie, ale mozné rieSenie. Plati

D F.=0:-N,-Ngsina—Nysinf=0 = N,

> F,=0: B+Ngcosa-Nycosf=0 = N,

Ny.cos 8.2—N;.sin .1
2.(cos f+sin )

Po dosadeni za silu N, z tretej rovnice do rovnice druhej méZeme urdit’ osovit silu Ng, resp. po dosadeni
za Ny a Ny do rovnice prvej urCit’ aj velkost’ sily Vy,. Pouzitie silovych rovnic nemusi byt’ viak vzdy vhodné.

> M, =0: Nysina.l- Ny.cosa.2+ N,.cos .2+ N,.sin f2=0= N, =

Zaver: Vypocet metddou rezu by bolo mozné aplikovat’ na vSetky praty v PS. Je ale vyhodnejsie, ked’
po urceni osovych sil v niekol’kych priutoch PS a ziskani aspori jedného dvojného uzla, pokratujeme vo
vypocte menej teoreticky naro¢nym spdsobom, napr. PUM. Vyhodou metddy rezu je najmé skutodnost’ Ze ak
nepotrebujeme poznat’ osové sily vo vietkych pratoch PS, mézeme takto uréit’ iba osové sily vo vopred
definovanych prvkoch priehradovej konstrukcie.

= ——————————— ———— -
Priklad 5.6: Pre jednoduchi priehradovit konstrukciu (obr.5.21) urcite vizbové reakcie, ndjdite najviac

zatazeny prut PS a rozhodhnite, ktoré prity je mozné kvéli odlahceniu konstrukcie nahradit’ lanom. Zadané:
m=1,2 kg, 1=0,5 m, =30 g =10 m.s”. Ulohu vyrieste postupnou uzlovou metodou a vysledok v pritoch
1,3,7 overte prostrednictvom metddy rezu.

Riegenie:

1. Rozbor ulohy:

Klasifikicia vdzieb: 4 77T : T
a - pevny kib, b — spojenie lanom

Kinematicky rozbor:

V&eobecna rovinna tloha.
Vonkajsia statickd uréitost' n = 3 - 2+1)=0 =
ststava telies sa nemdze pohybovat'.

T I

FBI ZU

II. Uvolnenie prutového telesa: (Obr.5.21a)

ke
Obr.5.21

Celkova staticka uréitost’
2u=p+2p2+pl =25=T7T+2+1= 10=10 =
staticky urcity problém

Analyzu silovych uéinkov pdsobiacich na PS
Obr.5.21a moéZeme rozdelit’ do dvoch hlavnych asti:

L. celit PS budeme uvaZovat’ ako jedno viazané teleso a uréime viizhové reakcie (Sasto nazyvané aj ako
stykové sily vo vézbach na ram), pésobiace v bodoch a, b.

_G_mg_1210_
2 2

6N.

Il Vizhoveé reakcie:
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Urcenie vizbovych reakcii (Obr.5.21a);

> F.=0: A, —B.cosff=0 = A, = B.cos30°=13,97 N

2 F,=0: 4,-2.F+Bsin =0 = A, =2.F-B.sin30°=3,94 N

> M, =0: —F.l—F.21+B.cos,6’.l+B.sinﬂ‘£=0 = F.l+177‘.2I =16,13N
2 cos f.0+sin B.1/2

Kontrolna podmienka:

> My =D Ax.l—Ayé—FémF.ljl =0 =6,985-0,985-1,5-4,5=0 = 0=0 - splnené
1 0 -cos30°|| A4, 0
Zapis statickych podmienok rovnovahy v maticovej forme Ax=b: |0 1 sin30° || A4 |=| 2F

¥

0 0 0,5 B L5F

Zhodnotenie: Vizba b je realizovana prostrednictvom lana. Kladna hodnota reakcie B naznaduje, Ze
vizba b je funk¢na a predpoklad jej smeru (tahovi sila), zvoleny na zaciatku rieSenia, bol spravny.

2. analyzou vniitornej rovnovdhy sil v PS urcime velkost’ a zmysel osovych sil v jednotlivich pritoch

II. Osové sily:
[
Zo zadania musime dour¢it’ velkost uhla a: 1g & = = =2 = a=arcfg2 = a.=63,43°.
Pre vypocet budeme vyuzivat' hodnoty: sin & =0,8945 , cos o = 0,447,

e Uvolnenie jednotlivych uzlov a definovanie podmienok rovnovahy:

IT

(DX F,=0:N,+N,cosa+A4, =0 (3) > F,=0:N,—B.cos B+ N;.cosa—N,.cosa=0
(X F,=0: Nysina+4,=0 (4) 2 F,=0: B.sin f—N,.sina — N;.sina =0
M LU s y
T—DX X N7
of o
\4 1\6

3> F,=0:Ns—N,+N,.cosa—N;.cosa=0(7) Y F,=0:—N,—N,.cosa+ N,.cosa=0
(6) > F, =0:Ny.sina+N,.sina—F =0 (8) X F5, =0:—N,.sina— Ny.sina =0

yt. . (9) Y F,=0:—Ns—N,.cosa=0
T (10) T F, =0:=F + Ng.sina =0
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e Rie§enie ststavy rovnic:

Rovnice statickej rovnovahy pre jednotlivé uvolnené uzly PS mézeme rie$it’ aj naraz, tj. ako stistavu
10 rovnic s 10 nezndmymi. V prvej ¢asti rieSenia sme uZ vyrie$ili z rovnic rovnovihy konstrukcie ako celku
vznikajice viizbove reakeie Ay, Ay, B. Z uvedenych 10 rovnic nam preto stadi pouZit iba 7 rovnic, pomocou
ktorych dokazeme ur¢it', zatial’ nezndme, osové sily v priitoch 1 az 7. Vyuzime napr. rovnice (1-7) a plati:

(1) > F,=0:N,+N,.cosa+4,=0=>N,=-N,.cosa—4, =-12N

()X F,=0: N,sina+4,=0=>N,=—2>-=-4,4N
' sin cr

(3) 2 F,=0:N;—B.cos f+N,.cosa—N,.cosa =0=>N, = B.cos f = N;.cos + N,.cosx =6 N
_ Bsinff—-N,.sina

@2 F, =0: B.sin f—N,.sina—Nysina=0=N; = - =13,42N
i sina
(5) 2 F, =0:Ns—=N, + Ny.cosa—Ny.cosa=0=N;=N,—N,.cosa+ N,.cosa =-3N
(6) > F,=0:Nysina+N,sina—F=0=N, =~—~——F—N3'Sma =-6,71N
£ sing
N. . <503,
(N2 F,=0:=N;—-N,.cosa+Ng.cosa =0= N, =— *Nycosa _ 6,93-6,93.0,5 =6,71N
) cosq 0,5
Kontrolna rovnica:
(8) 2 £, =0:—N,.sina—Ngsina=0=N, = M: ~-N,=6,71N
J sine
o Zapis rovnic statickej rovnovahy v maticovej forme A . x = b, vhodne] pre numerické riefenie:
N] NZ N3 N4 NS Nﬁ N?
[ 1 cosa 0 0 0 0 Oo][N~N] [ -4 ]
(2)| 0 sine 0 0 0 0 0N, =,
3)| 0 —cosa cosa 0 0 0 1 || N, B.cos
4 0 —-snag -sin« 0 0 0 0 [|N,|=|-Bsing
(5)] -1 0 -cosa  cosa 1 0 0 || N, 0
(6)| 0 0 sin sine 0 0 0 || N F
G 0 —cosa 0 cosa —-1|[N,| | 0 |

V. Overenie metodou rezu.

Obr.5.21b

Vedieme mysleny rez m-m, prechadzajuci prave cez praty 1, 3, 7 (Obr.5.21b), v ktorych mame za tlohu
overit’ vysledky ziskané prostrednictvom PUM. Zvolime si jednu z fiktivne oddelenych &asti a zavedieme
osové sily Ny, N3 a N5, pricom ich zmysel volime ako t'ahovy, t.j. sily z uzlov vystupuji.
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Pre riefenie zvol'me napr. 'avii ¢ast’ myslene rozdelenej PS (Obr.5.21b) a zaved'me osové sily N, V;
a V7. Pre rovnovahu sil pdsobiacich na l'avu ¢ast’ PS platia rovnice rovnovahy, definované napr. v tvare

—A,l+ B.cos f.I—B.sin f. LA

ZMM = () ~N7_lfAy.l+B.cosﬁ.l~B.sinﬁé:0 = N, = g 2 _6N
!
/ Aoz %
N M) Nl-4.—+41=0 = NI=+:_12N

ZMI =0: —N,sin a.é—]\@.cos al—N,I+B.cos B+ B.sinﬁé =0

—N, I+ B.cos 8.1+ B.sin ﬂ.£
= N, = . 2 —13,41N.
sin a.i +cosa.d

Samozrejme, bolo by mozné uvazovat' aj druht ¢ast’ PS — napravo od mysleného rezu. Uvedenym
spdsobom mozeme urcovat sily aj v dal§ich pratoch PS, sta¢i viest mysleny rez cez zvolené prity
a analogicky urcit’ osové sily v nich. Bolo by moZné pouzit' samozrejme aj iny typ podmienok rovnovahy,
aviak typ (3) je pre aplikdciu metody rezu najvhodnejsi.

V. Vysledky:
Cislo priita 1 2 3 4 5 6 7
Osové sila N,v [N] 19 4.4 13,42 6,93 3,46 6,93 6

VI Najviac namahany prut, nahradenie lanom

Najviac zat'azenym pratom PS (samozrejme

pri uvaZovani absolitnej vel'kosti zafaZenia, t.
nie je dolezité, ¢i ide o tah alebo tlak) je prif 1
s tlakovou silou N; =-12 N, resp. prat 3 s osovou

— ~—>

t'ahovou silou N;= 13,42 V.

V kon$trukcii by bolo mozné z ddévodu

znizenia jej hmotnosti nahradit’ lanom vietky
pruty namdhané tlakom (tj. osové sily so

znamienkom (-), resp. sily smerujice do uzla).

V zadanom priklade by sa jednalo o praty é 1, 2,
4 a5 (0br.521c). Obr.5.21c

? Uréene osové sily v priitoch 1, 3, 7 overte metodou rezu, aviak s vyuZitim pravej casti PS, oddelenef
myslenym rezom. Metodou rezu urcte osové sily Ns a Ny a porovnajte ich s vysledkom v tabul’ke.

5.5.2. Culmannova graficka metéda

V ramcei tedrie o rovnovahe sil a silovych sistav je jednoznaéne a preukazatelne zdGvodnend mozZnost’
rie§enia problému uvedenia zadanej sily F do rovnovihy s troma d’al§imi, nezndmymi silami, leZiacimi na
znamych nositel’kdch, ktoré sa nepretinaji v spoloénom priesecniku. Uloha nie je riesitelna analyticky, ale
graficky je mozné vyuZit' tzv. Culmannovu priamku.
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Podstata grafického rieSenia PS, ktoré neobsahuju ziadny dvojny uzol je zaloZend na vyuziti grafického
spdsobu rieSenia rovnovahy Styroch sil v rovine prostrednictvom Culmannovej priamky. U troch zo sil st
zname iba ich smery a miesto ich nositel’ky (nepozname ich velkost), §tvrta sila je zadana tplne. Jedna sa
v podstate o Specificky pripad rozkladu 1 sily do troch zadanych smerov.

Culmannova priamia (Alt.1)

‘ f%

Culmannova priamka (Alt.2

b)
Obr.5.22

Na obr.5.22a je nakreslend sila F a nositel’ky 7}, /5, /; (zatial') neznamych sil F), F., F;. Pri rovnovihe
sustavy sil musi byt’ splnend podmienka v tvare

>E=0 = F+E+F, +E=0. (5.14)
Z poznatkov o RZS vieme, Ze dve sily maju vyslednicu, ktora prechddza prieseénikom ich nositeliek.
Napr. sila F a zatial' nezndma sila F, maji vyslednicu, prechddzajicu priese¢nikom ich nositeliek - bod (I)
(obr.5.22a) aplati Ry = F + F|. Analogicky plati, ze vyslednica zatial' neznamych sil F, a F; prechadza
bodom (1) a plati R, = F, + F. Pri rovnovahe sustavy vSetkych sil musi platit’ R;+R,= 0, tzn. sily R, a R,
musia byt’ kolinedrne (leZia na jednej nositel’ke). Spoloé¢nou nositelkou oboch vyslednic je spojnica 117,
predstavujuca tzv. Culmannovu priamku. Takto je moZné relativne vel'mi jednoducho ziskat’ smer vyslednic
R, R,, obvykle zo silového obrazca (obr.5.22b). Uloha ma aj d'alsie dve alternativne riesenia — jednym
z nich je napr. spojnica 1,11
Prakticka aplikdcia Culmannovej metody pri rieeni PS spoéiva v rozdeleni PS uvoltiovacim rezom ni-
m na dve Casti, Rez je vedeny cez maximalne tri prity (nie viac, pretoZe v rovine mame k dispozicii iba tri
podmienky rovnovahy), ktoré sa nepretinajit v jednom bode. V pripade. ak na uvol'nent &ast sustavy pdsobi
viac ako jedna zndma sila, je vhodné najskor uréit’ ich vyslednicu. Vychadzajme z predpokladu, Ze na oboch
uvolnenych Castiach je rovnovaha sil. Vykondme vypocet rovnovahy sil na vybranej ¢asti PS (z praktickych
dévodov volime obvykle ¢ast’, pre ktorl je vypocet menej pracny).

Po uréeni smeru Culmannovej priamky (Obr.5.22b) odmeriame ziskané dizky zobrazovacich tisekov
hl'adanych osovych sil Nja ich transformaciou pomocou zvolenej mierky sil my ziskame velkost’ hl'adanych
sil v [N]. Po urCeni osovych sil vo v8etkych troch ,,prerezanych® pratoch mézeme pokratovat’ vo vypoéte v
d’al§ich prutoch PS, napr. PUM, nakolko sa v sustave uZ obvykle vyskytuje aj dvojny uzol.

5.6. Metody rieSenia zlozitych prutovych sistav

Pri riefeni zlozitych pratovych sistav najéastejfie vyuzivame tzv. princip superpozicie, tj. analyzy
jednotlivych vplyvov a ich nésledné scitanie (metéda nahradného prita) alebo tzv. princip proporcionality
medzi vonkaj$im zataZenim a velkostou osovych sil v pritoch PS (metdda neurcitej mierky). Metody
rieSenia zlozitych pratovych sustav uvedieme iba informativne, nakolko aktudlne najviac vyuzivané
numericke rieSenie PS a jeho veobecné principy uz nerozliduji druh rieSenej sustavy telies.
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5.6.1. Hannebergova metéda niahradného prata

Metédu pouZivame na rieSenie PS neobsahujiicich Ziadny dvojny uzol a neumoZziiujucich ani néjdenie
ziadneho rezu m-m, prechddzajiuceho troma prutmi PS. Je vhodna tieZ na statické rieSenie vnitornych sil
u stistav telies s vonkajSou statickou neurcitost'ou, kedy nie je mozn¢ urcit’ vonkaj§ie vizbové reakcie a preto
nemozno ani vyriesit’ osové sily.

Zakladny princip metddy je zaloZeny na zmene geometrie PS, vyvolanej zmenou polohy jedného jej
priita (prip. ak je potrebné aj viacerych pratov) tak, aby bolo mozné PS vyriesit’ niektorou z metdd riesenia
jednoduchych PS. Zmenou polohy vhodne zvoleného prita PS sledujeme ciel’ - ziskanie dvojného uzla. Aby
viak bola stale zachovana nutna podmienka statickej urcitosti a najmé statickej ekvivalencie oboch PS, musi
byt pocet odobratych pritov rovnaky, ako pocet pridanych, tzv. ndhradnych pritov (n).

Aby vysledok statického rieSenia ndhradnej PS jednoznatne odpovedal statickému rieSeniu PS
povodnej, musia byt splnené dva zékladné predpoklady a to:

1. V uzle, v ktorom boli odobraté pritové viizby, musi pésobit’ silovy wcinok odpovedajiici osovym silam v
odobranych pritoch.
2. Z dévodu redlnej neexistencie nahradnych pritov musia byt osové sily v nich nulové (N,=0).

Superpoziciou v podstate rie§ime dve samostatné silové stistavy. Osové sily v preruSenych pritovych
vizbach urc¢ime z podmienky nulovych osovych sil v ndhradnych pratoch (N,=0). Nésledne uré¢ime sily v
priatoch PS pod zataZenim vonkajS$imi silami, ale uZ bez uvaZovania sil nahradzajucich odobrany prit
(Obr.5.23b). Znamena to, Ze princip superpozicie pouzijeme tak, aby sa ndhradny prat (n) stal nulovym a aby
bolo mozné v zavere rieSenia nahradny prat z PS odstranit’, tzn. neuvazovat’ s nim (obr.5.23 b,c).

a) c) |
/
—
F,
1 ! 9 *F 1
3. 11
\\;
a b a

2 10 2 10
T 1F4 R lF4 7 A
Obr. 5.23

Pévodne zlozita PS (obr.5.23a) je nahradena dvomi jednoduchymi sustavami, ktoré vznikli :

1. Odobratim jedného pruta (v tomto pripade prut 11) a zavedenim ndhradného pruta n (obr.5.23b),
potrebného pre zachovanie tvarovej uréitosti oboch nahradnych stistav.

2. Uvazovanim zataZenia PS jednotkovymi silami v uzloch, kde pdsobil odobrany prit (v tomto pripade
N =1, tzv. jednotkovy vektor) (obr.5.23c).

V oboch nahradnych jednoduchych PS ur¢ime vznikajice osové sily v jednotlivych pratoch — tzn. sily
N;"a N, (obr.5.23b) a sily od zat'azenia jednotkovou silou Ny, =1, t.j. sily N;"" a N,,"" (obr.5.23c).

Nova sustava telies - zatazena vonkajsimi silami F;, vizbovymi reakciami A, B a v miestach odobratého
prita aj silou N;; - bude staticky ekvivalentna pévodnej PS iba vtedy, ked’ osov4 sila v nidhradnom prite n
bude nulov4, t.j. ak bude platit N,=0. Vysledné hodnoty osovych sil v jednotlivych prutoch PS potom
ziskame superpoziciou (s¢itanim) osovych sil v prisluchajtcich pratoch oboch ndhradnych ststav.
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Pre osové sily v pritoch plati
N, =N+ NN, (5.15)

a pre silu v ndhradnom prite plati N, =N, +N'.N,,. (5.16)

Pozor: Zatial’ viak nepozndme redlnu velkost’ sily N;;. Doteraz sme ju uvazovali iba ako jednotkovii
mieru — a preto eSte pouZitie vztahov (5.15) a (5.16) nie je mozné.

Z podmienky nulovej velkosti sily v ndhradnom prute, t.j. N, = 0 (!) po dosadeni do (5.16) dostaneme

N, =N +N'.N, =0

N,

z ¢oho vyplyva, ze N FTh (5.17)

1=

Ak uz pozname skutocni vel'kost’ sily Nj;, moZeme urcit’ aj ostatné osové sily podl'a vztahu (5.15).

Priklad 5.7: Metodou ndhradného prita vyrieste zloZiti priitovii sustavu (obr. 5.24). Zadané: F=6 kN.

RieSenie:

Najskor je potrebné (tak ako vzdy v statike) urCit' staticku ur¢itost’ a vézbové reakcie. V zadanej PS
ur¢ime reakcie z rovnovahy sil F, A, B. Ich nositelky sa pretinaji v spolo¢nom prieseéniku — bod (K) = sily
F, A, B tvoria rovinny zvizok sil, Z podmienok rovnovahy pre RZS mdZeme uréit’ vel'’kost reakeif a plati

FA4
ZMiA:O:—F.4+B.6=O:B=?:4W 2m . 2m 2m
Fa4 3 iy B
>M, =0:4,.6-F4=0= 4, :~6—=4kN
SF =0:~4 +F=0=>4 =F=6kN on ; b
A=A+ =A=52=7,2kN 8 g
Kontrolna podmienka:
2FE =0:-4 +B=0 = —-4+4=0= 0=0. 2 4 g
6 1
Vyberieme vhodny prat, napr. prit 8, zavedieme Ay
ndhradny prit » apbévodni PS nahradime dvoma 4_ 7 A B )
jednoduchymi stistavami (obr.5.24 a,b,c). A, é
A .................... Obr-5l24
2m_ ., 2m 2m
F
3 - ®)
on 2 4
8 § -
2m i 5
b i
A BA A
7 a) 7

Obr. 5.24 a,b,c
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Vo vyslednej ndhradnej PS (obr.5.24d) vyrie$ime:
1. sily N;" a N,,” - tzn. osové sily (N;") v prutoch od vonkajSieho zat’aZenia a osovu silu v ndhradnom prute
(Ni"), napr. Cremonovou metddou — nakol’ko nie si zadané vel'kosti uhlov!!! (obr.5.24b).
2. sily Ny a N,"" - tzn. osové sily (N;"") v pratoch od zaf’aZenia ,jednotkovou* silou Ny = 1 vuzloch 4 a
D a osovu silu v nahradnom prite N,,"” (obr.5.24d).
Vysledné hodnoty osovych sil, odpovedajuce povodnej PS
a jej zat'azeniu, ziskame superpoziciou (s¢itanim Gc¢inkov) sil:
e v odpovedajtcich prutoch oboch nédhradnych stistav v tvare
N, =N+ NN,
e v nahradnom prite v tvare
N =N.+N!.N,.
Z podmienky nulovej sily v nahradnom prate (N,=0)
dostaneme N, = N, +N..N, =0, z ktorej pre silu Ny plati

B Ny=-No 2% 4N
N' 0,54

Obr. 5.24d

Vysledky rieSenia oboch nahradnych sustav (obr.5.24b, obr.5.24¢), ako aj vyslednych osovych sil
v pdvodnej pritovej sustave (obr.5.24a) st ucelne usporiadané do tabulky (tab.5.2).

Vysledky riesenia nahradnych sustav a osové sily v pritoch PS Tabulka 5.2
Priit (i) 1 2 3 4 5 6 2 8 5 n
N/’ +2,00 2,1 +2,95 | -3,25 -3,10 6,45 135 0 -2,10 24
N, -0,47 -0,52 -0,71 -0.25 -0,24 -0,74 0,38 1 0,50 -0,54
N;”.Ng | -2,08 -2,30 -3,15 -1,11 -1,06 -3,28 1,68 4,44 2,22
Ni -0,08 0,2 -0,2 -4,36 -4,16 3,17 3,23 4,44 0,12

Metddou nahradného prita méZeme riesit’ aj PS s vonkajSou statickou neuréitost'ou, tzn. pripady, ak
nevieme ur¢it’ vonkajdie vézbové reakcie a preto nemozno rieSit’ ani vnatormné sily. Podstata rieSenia je
podobna ako pri rieSeni osovych sil v zlozitej PS. Podl'a stuptia vonkaj$ej neurcitosti PS postupne odoberame
vonkajsie vidzby tak, aby ststava zostala uloZena staticky urito a pohyblivost’ ststavy, vzniknuti
odstranenim vizby, jednoducho odstranime zavedenim odpovedajuceho poctu ndhradnych pritov.

5.6.2. Metéda neurcitej mierky

Metoda neurcitej mierky je vhodna pre grafické riesenie zlozitych PS, ale iba v pripadoch zat'aZenia PS
jednou, maximélne dvomi silami. Vtedy je eSte rieSenie superpoziciou prijatel'ne efektivne. Rie§enie osovych
sil vPS je potrebné opakovat’ postupne pre kaZzdd jednu zat’aZujlicu vonkajSiu silu zvla§t’. Pre jej
zloZitost’ a naroky na preciznost’ uvedieme iba jej zdkladny princip.

Podstata metdédy spociva v tom, ze vnutorné sily v pratoch st priamo Gmerné velkosti zat'aZeni,
pOsobiacich na PS. Pri aplikacii metédy si najskor zvolime velkost’ a zmysel vnitornej sily v jednom
(l'ubovolne zvolenom, ale nie nulovom) prate PS a ur¢ime, akd velkd vonkajsia sila posobiaca na tej istej
nositelke by takyto vnltorny ucinok v prute (fah alebo tlak) vyvolala. Vo vSeobecnosti plati, Ze takto
ziskana sila sa od skutocnej vonkajsej sily lisi. Preto je potrebné z pomeru ich grafickych znazomenf — t.j.
pomeru ich zobrazovacich tsekov - uréit’ doteraz ,,neuréith™ mierku, ktorou vietky d’alSie, graficky zistené
osové sily prenasobime.
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Inak povedané, silovy obrazec vnitornych (osovych) sil a vizbovych reakcii, ktory sa neda pre zadant
(jedinu!) zatazujacu silu zostrojit, zacfname v tomto pripade kreslit’ od niektorej, vhodne zvolenej osovej
sily N; v prate. Vhodny prut vyberame tak, aby bolo mozné postupne vyrieSit' vietky vizbové reakcie
v podperach, osové sily vprutoch, ako aj zatazujicu silu. Po urfeni velkosti zobrazovacicho Gseku
zatazujucej sily F [mm] uréime mierku sil m, =F /F [N/mm] a dal3ie sily pomocou tejto - doteraz

Lneur€itej mierky - prepocitame.
5.7. Zavere¢né poznamky k rieSeniu priatovych sustayv

Aktudlne v mechanike dominuji postupy numerické. Ak je mozné k analyze PS pouZit' poéitace,
z dostupnych metdd volime najmd numericky orientované postupy, prip. vieobecni uzlovi metddu (VUM).
Pre ilustraciu uvddzame vysledky zrieSenia jednoduchej PS realizovaného v prostredi ANSYS. Odkaz:
[http://www.ansys.com/Products/Simulation +Technology/Structural+Analysis/ANSY S+Mechanical]. Jedna
sa o zadanie Prikladu 5.2. a preto je mozné ziskané vysledky porovnat’ a overit’ ich spravnost’.

Priklad 5.8: Urcite numericky, napr. v prostredi ANSYS, osové sily v priitoch zadanej PS (Obr.5.25),

B 3 @ g B |em o
] § 9
7 4 2 S
- S S - ¢ a >l | | v
b el i
< a >'€ 7
Obr.5.25 i Obr.5.25a:
Riesenie:

Numericke rieSenie ulohy bude prezentované iba vo forme vystupov z analytického nastroja ANSYS.

Na Obr.5.25a je uvedeny vypoétovy model zadanej pritovej ststavy s definovanymi viizbami
a zatazenim, vytvoreny v prostredi ANSYS. Na Obr.5.25b st vysledky vypoétu vizbovych reakcii v uloZzeni
a Obr.5.25¢ zndzoruje okno s ur¢enymi osovymi silami v jednotlivych pritoch (porovnaj s Prikladom 5.2).

PRETAB  Command

TAYPRRSOL  Command

File . File
| PRINT £ REACTION SOLUTIONS PER NODE PRINT ELEHENT TRBLE 1TENS PER ELENENT
| wrsx POSTD TOTHL RERCTION SOLUTION LISTING weerke weeee POSTL ELENENT TABLE LISTING mwwen
. LOAD STEP= D SUBSTEP= 1 STAT  CURRENT
. TIMe- 1.0000 LORD CASE= O ey st
| THE FOLLOMING %,¥,Z SOLUTIONS ARE IN THE GLOBAL COORDINATE SYSTEM 2 %:gzi
| nopE FX Py 4 2070.6
1 -0.11369E-12 535,50 5 53580
: 1 1a64.1 5 535.00
7 0.0000
| TOTRL YALUES 8 1071,8
| UALUE -0.11369E-12 2000.0 a  0.0000
i MDA UALUES
| VALUE  -1464.1
HAXDHUN UALUES
ELEN q
Obr.5.25b VALE - 2070.6 (b 5. 25¢

Na Obr.5.25d je uvedeny tvar deformovanej a nedeformovanej sustavy ana Obr.5.25¢ je grafické
zobrazenie sumarnych (celkovych) posunuti jednotlivych uzlov a pritov.
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Obr.5.25d Obr.5.23¢

T — —
o B509)2 1.702 2.557 3,404
+4254€6 1.27¢ 2.17 2,978 3.839

Analyza sil pésobiacich na PS sliZi iba na ziskanie hrubej predstavy o charaktere jej zatazenia. Ziskané
vysledky slaZia ako vstupné udaje pre realizaciu napitovo — deformaénej analyzy jej jednotlivych &lenov,
ktorej vysledkom si najéastej$ie navrhy dizkovych rozmerov pritov, tvaru a rozmerov ich prierezu,
materialovych vlastnosti alebo ich postidenie z hl'adiska poZzadovanej irovne bezpeénosti.

Zaverecné poznamky k rieSeniu staticky neurcitych priutovych sustav

Pritové stistavy, v ktorych iba na zaklade statickych podmienok rovnovéhy sil nevieme uréit’ osové sily
v prutoch nazyvame staticky neurcité. V takomto pripade je potrebné statické podmienky rovnovahy sil v
uzle doplnit’ potrebnym po&tom deforma¢nych podmienok (t.j. zohl'adnit’ napr. podmienku neporuSenosti
spojenia pratov v uzloch aj po deformadcii konstrukcie). Celkovy pocet rovnic rovnovahy musi byt’ totozny s
pocétom nezndmych osovych sil v uzle PS.

Staticky neurCité tlohy rieSime najcastejsie pomocou tzv. Castiglianovej vety. Tato veta predstavuje
jeden z najdélezitejSich poznatkov z oblastitzv. [linedrnej pruznosti, pretoze umoziuje uréit’ zakladné
deformacné veli¢iny akéhokol'vek linedrne pruzného telesa. Slovne je charakterizovana nasledovne:

Castiglianova veta vyjadruje vit'ah medzi deformdciou telesa a akumulovanou energiou v telese
vplyvom jeho zat’aZenia.

Kazd¢ elastické teleso sa pod G¢inkom vonkajSieho zat'azenia deformuje a vynalozena prica sa v telese
akumuluje vo forme deformacnej energie. Plati:

Ak na linedrne pruiné teleso (prip. sustavu telies) pésobi sila F; (prip. suistava sil), potom posunutie
(w;) pdsobiska kaZdej zo sil po jej nositelke je uréené parcidlnou deriviciou celkovej energie napdtosti W
oW

L =— 5.18
“=oF (5.18)

telesa (prip. sistavy telies) podla sily F;. Plati:

Z hladiska deformacie telesa plati:

Uhol natolenia () priamky spojenej s podsobiskom momentu M v rovine jej posobenia je urceny

parcidlnou deriviciou celkovej energie napiitosti W telesa podl'a momentu M;. Plati: ~ y = % ; (0:.19)

Na zaver uved'me vyznamny prakticky poznatok. Staticky neur¢ité PS st z hl'adiska pevnosti a tuhosti
— ateda aj bezpeCnosti pouZivania - obvykle vyhodnejsie konStrukcie, ale ich staticka analyza klasickymi
metddami je zloZitejsia. Aktudlne je analyza sustav telies realizovand prostrednictvom numericky zaloZenych
postupov, napr. metédou konefnych prvkov. Jednym z najpouzivanejSich softvérovych prostriedkov na
rieSenie staticky neur€itych problémov pomocou metédy kone¢nych prvkov, ako aj energeticky zameranych
principov, je produkt ADINA, http://www.adina.com/adina-structures.shtml .
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Priklad 5.9: V zadanej PS v tvare Stvorca (Obr.5.26) urcite velkost' a zmysel osovych sil v pritoch. Zadané:
F=2 kN, E=2,1.10° MPa (tzv. modul pruznosti v tahu), vyrobnd nepresnost' 6=0 mm.

Riegenie:
4 2 5 F iedenie

» | Urcenie Statickej urcitosti, uvolnenie telies:

p=6u=4,p=1,p:=1

2 Vonkajdian,=n, = 3=3
Vnitorna 2u=p+2p;+p, = 24=6+21+1 -ulohalx
staticky neurCitd. Zaver: Pre ziskanie dostatoéného poctu rovnic
pre vyrieSenie silovej rovmovahy PS bude nutné zaviest' jednu

deformacnu podmienku.

P —

0Obr.5.26

%

Podl’a principu superpozicie rozloZime PS na dve sistavy tak,
aby sa Sustava I stala vntitorne staticky uréitou (Obr.5.26a).

Uvolnime (odoberme) napr. prit 6 z uzla b (Sustava Il) a zaved'me pre bod b vhodni deformaénii
podmienku, napr. pre jeho moZny relativiny posun v tvare u,= 8, kde 8 predstavuje vyrobnu nepresnost’ (tzv.
dovolena tolerancia).

Sustava I Sustava Il
Parameter 1, nadobiida hodnoty: a ¥ 5 F
(0) - pre idecdine rozmery elementu, Q e N,
® - v pripade vile, 5 Ng /

© - v pripade presahu.

Uvazujeme s idedlnym rozmery 4 2
a preto je 8 = 0. Uloha je staticky neurcita
a teda nedokdzeme urdit’ vel'kost’ osovych
sil vPS priamo, ale hl'adame iba ich

C /Nﬁ d
uréiti ,zavislost™ na silach (sila Ng), ]
Cx C

I
Up, = Uy,

zavedenych do uvolnenych vizieb (tj. do
Sustavy [ a Ststavy II).

Obr.5.26 b

11 Vizbové reakcie:
M, =0: DI-FI=0=D, =F=2000N
2F =0: D +C =0=C =-D =-2000N
>F =0 - C+F=0=C =F=2000N
Kontrola: > M, =0: -C /-F/=0=0=0 prip. ¥ M, =0: -CJ-C./=0=0=0 -splnené.

IV. Vyjadrenie rovnic rovnovahy, deformacnych podmienok a vypocet sil v pritoch:

1. Rovnice rovnovahy sil:

Ny} Uzol b:
Zth:03 F—N.cos45°-N,=0 = N,=F—N,.cos45°
e N, ¥ ZF; =0: —N,—-N,sind45°=0 = N, =—N,.sin45°
Uzol a: a Ns

> F,=0: N,+N;.cos45°=0 = N,=—N,.cos45° RN
5
Ny

> F,=0: —N,—N,sin45°=0 = N,=-N,.sin45°
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- N, Uzol d-
T N\ | > F,=0: —N,~N,.cos45°=0 = N, =—-N,.cos45°

d
N, TD > F,=0: D,+N,+N,sin45°=0 = N, =-N,.sin45°—

Uzol ¢: Ny %
> F,=0: —C,+N,+N,.cos45°=0 = N, =C, - N,.cos45° o= '

Z%:o;cy+N4+Nﬁ.sin45°=0 =N, =-C,~Nysinds & TC’ )

2. Vyjadrenie deformacnych podmienok — Castiglianova veta - vysledky:

y W _ o o . ON._ON, N, oN,_ N2 oN,_oN,
8N, " ON, ON, ON, @N, 2 " 8N, &N,
W) (B) BB B (),
/ 2 - 2 2 2 2 2
" =— =0 =N, =-1121,3N

E.A_{ B Ni} [N D, 1+ [N%l

3. Wypocet velkosti a zmysiu osovych sil v priifoch:

Dosadenim urcenej velkosti osovej sily Ny do podmienok statickej rovnovéhy sil méZeme urdit’ aj
ostatné osoveé sily v pritoch 1 az 5 (tzn. sily Ny az Ns). Dostaneme
N, =C —-N,.cos45°=2000-(-1121.0,707)= N, =2792,5N
N, =-N,.sin45°=1121.0,707= N,=792,5N
N, =F-N,.c0s45°=2000-(-1121.0,707)= N, =2792,5N
N, =-C —N,.sin45°=2000-(-1121.0,707)= N,=2792,5N

N,=-N,.cos45°= N, =— N, _F-Nycosds® F ~N,= 2000
cos45° cos45° cos 45° 0,707

~1121= N,=1707N.

Kontrolné otazky:

Charakterizujte pojem siistava telies, druhy sustav telies a priklady ich praktického pouzitia.

Uved'te zakladnt ulohu statického rieSenia sustav telies, objasnite podstatu uréovania ich statickej uréitosti.
Charakterizujte prutovu siistavu, z ¢oho pozostdva, zat'aZenie a vizby PS, priklady praktickych aplikacii PS.
Zdo6vodnite naméahanie prutov v pratovych ststavach z hl'adiska vznikajicich viitornych silovych veligin.

Uved'te rozdelenie staticky uréitych pratovych ststav, charakterizujte ich a definujte rozdiely medzi nimi.
Objasnite zakladny postup rieSenia staticky ur¢itych prutovych sustav a uved'te zasadné vyuzivané principy.
Objasnite spdsob posudzovania statickej ur€itosti pritovych sustav, uved'te vzfahy pre statick uréitost” volnej
a viazanej PS a objasnite ich.

~ o th B o —

o2

Uved'te moZnosti uréenia vonkaj§ich a vnttornych vizbovych reakcii u PS, podmienky rovnovéhy a ich riesenie.
9.  Charakterizujte podstatu postupnej uzlovej metédy (PUM), uved'te spdsob jej analytickej a grafickej realizacie,
10. Objasnite zakladny princip vieobecnej vzlovej metédy (VUM), definujte jej odlis$nosti od PUM a MR.

11. Definujte podstatu a spdsob realizécie tvorby Cremonovho obrazca a uved'te zasady sprivnej realizdcie metédy.
12.  Charakterizujte podstatu metody rezu (MR), uved'te kedy je vyhodné jej pouZitie, objasnite jej zdkladny princip.
13, Objasnite zdkladny princip metddy nahradného prita, pojednajte o jej praktickej pouZitelnosti.

14, Uved'te zakladné principy Culmannovej grafickej metddy rieSenia PS a metody neuréitej mierky.

15. Definujte, kedy je PS staticky neurditd a ¢o je nutné pre jej rieSenie vykonat, aké znalosti s potrebné.
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6. PASIVNE ODPORY

Pri rieSeni rovnovahy skutocnych telies je v mechanike vypodet zjednoduleny tym, Ze uvaZujeme
s jednou z fyzikalnych abstrakcii, tzv. idedlnymi vizbami. Hmotné objekty povazujeme za dokonale tuhé
a idedlne hladké. Aj v predchadzajicich kapitolach sme vizby uvazovali vzdy ako idedlne, tj. s dokonale
hladkymi dotykovymi plochami a vdzbové reakcie boli uvazované vyhradne v smere normaly k plochdm v
kontakte. V skutocnosti vak vdzby medzi hmotnymi objektmi nemaji dokonale hladky povrch a pri ich
vzajomnom kontakte vznikaji lokalne deformécie. V mieste styku telies preto vznikd trenie a pridavné silové
tcinky, sposobujice odklon nositelky vyslednice sil od normaly stykovej plochy telies. Takéto trecie —
kontaktné — silové uCinky posobia vzdy proti smeru pohybu telies a stthrnne ich nazyvame pasivne odpory.

Pasivne odpory predstavuji sttbor javov a dejov prebiehajicich v mechanickych sistavdch, pri
ktorych sa mechanickd energia meni na iné formy energie, v mechanickych siistavich nevyuZitePné.
Jedna sa hlavne o zmarent energiu vo forme tepla, akustickej a svetelnej energie a pod.

V mechanickych sustavach sa vo vieobecnosti jedna najméi o javy ako st Smykové trenie pri posuvnom
pohybe a Smykové trenie rotujucich telies (tzv. Capové trenie), ale nezanedbatelné st aj vplyvy valivého
odporu (1zv. adhézne trenie), trenia vldkien, prip. trakéné odpory, ohybovd tuhost’ ldn a pod.

Pasivne odpory v mechanike telies vyjadrujeme ich silovym téinkom - silami alebo silovymi dvojicami.
Zavedené silové Gcinky pdsobia v mieste styku hmotnych objektov, tj. vo vizbach a smerujti vzdy proti
relativnemu pohybu viazanych / dotykajicich sa telies. Vyjadruji mieru odporu vo&i vzéjomnému moznému
pohybu telies. Je zrejmé, Ze pasivne odpory sa mdzu prejavit’ iba vtedy, ked uloZenie dovol'uje pri zadanom
zataZeni a pri uvaZzovani idedlnych vézieb pohyb telesa alebo sustavy telies. Smer aj zmysel pasivnych
odporov je preto jednozna¢ne ur¢eny moznym alebo skutoénym relativnym pohybom telies a plati tvrdenie:

Pasivne odpory brdnia vzdjomnému pohybu dotykajiicich sa telies a pésobia vidy proti ich moinému
alebo skutoinému relativnemu pohybu.

V praktickych tlohach sa najCastejSie stretdvame so Smykovym trenim a valivym odporom. Okrem nich
si objasnime aj zdkladné principy capového trenia a trenia vidkien, ktoré aj napriek ich priestorovému
charakteru, mézeme jednoznacne charakterizovat’ a objasnit’ aj na zéklade znalosti z rovinnej statiky.

6.1. Smykové trenie, sii€initel’ trenia a sucinitel’ adhézie

K Smykovému treniu pri posuvnom pohybe dochadza v mieste styku dvoch tuhych telies (Obr.6.1).

F | F I =
T!"(r; F T!GT V
s k
N=-G N=-G
a T.=F, T,<f,.N b) Ty<F, Tx<fi.N

Obr.6.1
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V idealizovanom pripade, tj. pri uvazovani hladkych stykovych pléch roviny aj telesa by vznikla iba
reakcia N = -G, pdsobiaca v smere normaly - t.j. kolmo - na rovinu (Obr.6.1a). V pripade pohybu telesa by
preto neexistoval ziadny odpor, pdsobiaci proti jeho pohybu. Znamenalo by to, Ze l'ubovol'ne mala vertikalna
sila F by uviedla teleso do pohybu. Vieme vSak, Ze tomu v skutoCnosti tak nie je.

Na uvedenie telesa do pohybu je v skutoénosti potrebna sila F urcitej velkosti, pri pdsobeni mensej sily
teleso ostava v pokoji. Tato skutodnost’ si vysvetlujeme tym, ze v dosledku drsnosti realnych ploch vznika
v dotykovej ploche okrem normalovej reakcie N aj d’aldia reakcia - tangencidlna (doty¢nicova) sila T
(Obr.6.1b). Pri dostato¢ne velkej sile F dochadza k pohybu telesa a v dotykovej ploche zacina psobit’
doplnkovy silovy U¢inok - tzv. trecia sila T\, orientovana vzdy proti smeru pohybu. Znamena to, ze aby sa
teleso zacalo vplyvom sily pohybovat’ priamo¢iarym rovnomernym pohybom musi na teleso pdsobit’ akéna

sila s vel’kost'ou F = T\.

Vieobecne plati, ze v dosledku drsnosti povrchu dotykajucich sa telies (obr.6.2a) pdsobi na kazda
elementarnu stykovu plogku dd Telesa 2 vSeobecne orientovana elementérna sila dP,,, posobiaca proti
zmyslu jeho pohybu. Predpokladajme, Ze sa Teleso 2 nachddza v stave pokoja. Ked' rozloZime vysledni
reaként silu dPj; na zlozky dNj; (do smeru normély # stykovej plochy) a dT;; (do smeru tangencialy  roviny
styku), ziskame dve ststavy elementarnych rovnobeznych sil, definovanych v tvare

N, :Jlez a T, ='{dT12 (6.1)
A A

kde dN;; = p.dA je elementdrna normalova sila, ktorou posobi Teleso 2 na podlozku (Teleso 1) a dTy, je
clementarna trecia sila medzi telesami. Veli¢ina p predstavuje merny tlak medzi Telesami I a 2 [N.m™].

(v31) n (va1) n
— o
/ Fi pohyb N F;
¢
‘ 2 £o37Pn
Niz
t X t
C T
a) b)
Obr. 6.2

Na hranici pokoja a pohybu alebo pri pohybe Telesa T2 po podlozke vychadzame z vypoctového
modelu, uvazujuceho ,,urditi* zavislost’ medzi vel'kost'ou elementarnych sil d7 a dN, vyjadrenu v tvare

dT,=fdN,, (6.2)

kde f predstavuje bezrozmemy faktor tzv. sii€initel’ Smykového trenia. Ak predpokladame, Ze sucinitel’ fje
po celej stykovej ploche konstantny (tzn. medzi telesami nedo$lo ku zmene rozhrania), dosadenim rovnice
(6.2) do (6.1) a jej integrovanim ziskame pre velkost trecej sily tzv. Coulombov vzfah, definovany v tvare

T,= J‘dTu :f-.[lez = T,=/N,;. (6.3)
4 A

Coulombov vzt'ah predstavuje zdkladny vypoctovy model pre vyjadrenie velkosti pridavnych
sekunddrnych silovych ticinkov - pasivnych odporov — vznikajicich pri styku dvoch dotykajiicich sa telies
v pokoji, na hranici pokoja a pohybu alebo pri ich vzdjomnom pohybe.

Geometrickou interpretdcion podstaty Coulombovho vztahu je rovna stykova plocha (obr.6.2b), kde
v ur¢itom mieste na telese - bod C, posobia zlozky Nj», T a teda aj ich vyslednica

P]2 :le +N,,. (6.4)
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Vo vieobecnosti je vyslednica Py, odklonend od normaly 7 stykovej plochy o tzv. treci uhol ¢ a jej
zmysel smeruje vzdy proti zmyslu relativneho pohybu Telesa 2 (Obr.6.2b). Pre velkost uhla ¢ plati

T
go=—"2=f. (6.5)
N12

Prakticky to znamend, Ze tangenta trecieho uhla @ definuje hodnotu s#éinitela Smykového trenia f
medzi obomi stykajucimi sa plochami. Z toho je zrejmé, preco je siinitel’ trenia ' viecobecne bezrozmerna
veli¢ina [-].

PodTa toho, ¢i sa jedné o pripad styku telies na hranici pokoja a pohybu (za¢iatok pohybu) alebo uz pri
vzajomnom pohybe telies, vo v§eobecnosti rozlifujeme dva zdkladné pripady:

o Statické (pokojové) trenie - trenie vznikajice medzi telesami, ktoré sa navzajom nepohybuji — telesa s
v pokoji (Obr.6.1a). Plati
T.=%.N, (6.6)
kde f; predstavuje odporovy faktor, tzv. sicinitel statického trenia (f, = 1g ¢;). Si¢initel £, je fyzikalna
veli¢ina, udavajica pomer adhéznej trecej sily T a kolmej tlakovej sily N pri statickom treni. Hodnota
su¢initel’a f; zavisi od konkrétnej dvojice latok na povrchu telies, medzi ktorymi statické trenie nastava.

e Kinematické (Smykové) trenie - trenie medzi telesami pri ich vzjomnom posuvnom pohybe. Plati
Ti=/ N, (6.7)

kde fi = tg o, predstavuje odporovy faktor pri $mykovom treni, tzv. s#cinitel kinematického
(3mykového) trenia. Sucinitel f; je veli€ina uddvajiica pomer trecej sily Ty a kolmej tlakovej sily N pri
kinematickom treni. Hodnoty su€initelov §mykového trenia f; zavisia od konkrétnej dvojice latok na
povrchu a na drsnosti povrchu telies, medzi ktorymi $mykové trenie prebiecha. Hodnoty f; sa v tabulkéch
preto uddvaju pre rozne dvojice materialov a pre rdzne drsnosti povrchu dotykajticich sa pléch.

Z mnohych praktickych aplikacii vyplynulo, Ze vo vi¢sine pripadov styku pevnych telies plati f, > f
aplati teda aj @ > @, Znamena to, 7e statické trenie medzi telesami je obvykle viéiie ako trenie
kinematicke, t.J. si¢initel’ statického trenia f; je obvykle vicsi neZ siinitel /; trenia kinematického a plati, ze
pasivny udinok trenia je pri pohybe telies mensi. V praktickych vypogtoch orientaéne uvazujeme f, = (7,1
+ 1,8) fy .Stcinitele Smykového trenia f; resp. f; st obvykle uvedené vo fyzikalnych a inych tabulkach
a zistujil sa experimentilne. Zavisia predov§etkym na materiali stykajucich sa telies a na drsnosti ich
povrchu. Rézne materidly sa prejavuji nielen svojimi mechanickymi vlastnostami (napr. tvrdost), truktirou
(napr. druh kryStalizécie), ale Casto rozhoduje aj smer relativneho pohybu telies v kontakte (napr. v smere
spracovania povrchu kovu alebo v smere kolmom). Fd

Vyznamnd je aj zdvislost' faktora Smykového trenia f; na
rychlosti v vzijomného pohybu telies. Jej charakter znazorfiuje
krivka f{v) uvedenid na Obr.6.3. Re$pektovanie tejto zavislosti
viak spravidla predstavuje skomplikovanie vypoltu a preto

skutoény priebeh f{v) obvykle nahradzame idealizovanym
priebehom (Obr.6.3, Ciarkovane). V tomto priebehu prislacha v

treniu v stave pokoja hodnota f; a treniu za pohybu hodnota ;. Obr 6.3 v

Principy $mykového trenia v mechanike telies najcastejdie
objasfiujeme na ulohich o tzv. naklonenej rovine. Medzi najbeinejiie praktické problémy patri rieSenie
pohybu telesa tiaZe G po naklonenej rovine od pdsobenia sily F (obr.6.4). Najéastej$ou tlohou byva urcenie
velkosti sily F, potrebnej na uvedenie telesa do pohybu po naklonenej rovine smerom nahor - zdvihanie
(obr.6.5) alebo pre zaistenie pohybujiiceho sa telesa smerom nadol — spastanie (obr.6.6).
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Zadané:
G, o5 B, a; b, 1 5

Na uvolnené teleso pdsobi vSeobecna rovinni
sustava sil G, F, T, N, z ktorych nepozname sily F, T,
N a rameno c (obr.6.5). Pre takato ststavu sil mdZeme
napisat’ tri rovnice rovnovahy v tvare

> F,=0:F,-G -T=F.cos f-G.sina~T =0
ZF{V =0:F, -G + N=F.sinf-G.cosa+N =0
> M;=0:-Th+Nc=0

a dopInkovu rovnicu pre treciu silu v tvare

T=f,.N,kie f,=1g¢,.

Obr.6.3

Velkost sily F, potrebnej na postivanie telesa smerom nahor dostaneme, ak do prvej rovnice rovnovéhy
dosadime za T zo Stvrtej rovnice a z druhej rovnice za N =—F +G =—F.sin f+G.cosa . Dostaneme
sina + f,.cos
F=@. et (6.8)
cos B+ f,.sin §
Je nutné vSak skontrolovat, ¢i pred zaCatim pohybu neddjde skor k preklopeniu telesa okolo jeho
prednej hrany (bod A). Sila F vytvara destabilizujici d¢inok - sklapajici moment My, a sila G vytvira
stabilizujuci i¢inok - stabilizujici moment M,,,. Ak nema nastat’ neZelateIné preklopenie telesa okolo

bodu 4 musi platit’ podmienka v tvare
M{H (A e M.s‘!ab (A)

Fb+F.a<G b+G .a= F.cos b+ F.sin fa<Gsinab+G.eosaa.
F.(cos f.b+sin f.a) £G.(sin a.b+cos a.a)

Po dosadeni za F z rovnice (6.8) moéZeme po tUprave vyrazu ziskat’ podmienku v tvare
sina + f.cosa & b.sina +a.cosa
cos B+ f.sinf asinf+b.cosfB
odkial’ pre podmienku stability proti preklopeniu dostaneme
a
fﬁg (=51 (6.9)

kde a je rozmer polovice zékladne telesa, b je polovica vysky telesa. Znamena to, Ze pokial’ bude f, >a/b

- teleso sa smerom nahor nebude posuvat’, ale sa preklopi okolo prednej hrany telesa (t.j. okolo bodu A4).
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2. Spust’anie telesa

Pri sptistani telesa (obr.6.6) sa vo vyssie uvedenych
rovniciach rovnovéhy pre zdvihanie po naklonenej
rovine zmeni iba zmysel trecej sily T, tj. plati T > 0.
Sila F, potrebna na sptst'anie telesa, bude mat’ velkost’

sina — f;.coso

F=G

"cos f— f,.sin

Ak vyjde hodnota sily F zaporna - pri pohybe nadol

Je nutné teleso dokonca tlacit,, aby sa vobec pohybovalo.
V pripade, ak a =¢, bude Citatel' vztahu (6.10)

(6.10)

sina— f,.cosa =sina —fga.cosa =>sina-sina=0 apodla (6.10) bude akéna sila nulova, tj. F=0.

V takomto Specifickom pripade sa bude teleso po naklonenej rovine pohybovat’ rovnomerne zrychlenym
pohybom smerom nadol, bez nutnosti akéhokol'vek vyniteného silového pdsobenia.

Z uvedenej tvahy vyplyva aj podstata a nutnost’ experimentalneho urcovania suéinitela trenia f. Ak

uvedieme teleso naklonenim roviny do rovnomemého pohybu, na rozhrani pokoja a pohybu musi zrejme
platif & =¢, apre experimentilne urovany sGéinitel’ trenia plati f, =arctg @, =arcitg a. Takymto

sposobom ziskané hodnoty sa uvaddzaju v tabul'kach pre rézne dvojice materidlov a pre rdzne drsnosti pléch.

Vybrané hodnoty sucinitel'ov Smykového trenia su pre ilustraciu ich velkosti uvedené v tabul’ke 6.1.

Vybrané hodnoty sucinitelov f pri suchom treni Tabulka 6.1
Sudinitel’ §mykového trenia
Materialy telies f; (z pokoja) [ (pri pohybe)
Ocel na oceli 0,15 0,03 - 0,09
Ocel na liatine 0,33 0,13 -0,27
QOcel na bronze 0,11 0,105
Ocel na l'ade 0,027 0,014
Dub na dube |v smere vlikien 0,62 0,48
naprie vlaknami 0,7

Priklad 6.1: Vypocitajte velkost sily F, potrebnej na posunutie homogénneho telesa (obr.6.7) s hmotnostou
m a dizkou I, volne opretého o stenu s viskou b. Sicinitele statického trenia [y vmiestach A, B st rovhaké.
Zadané: m =40kg, | =3,6m, a=2,4m, b=18m, f;=0,6.

a) b)
. NE
4 e /OLCEN’BY
b=1,8 m
_T.I?’: -
| =? Tiy NT;;

|
RAPKR KR AR IR LR AL AR 7
a=24m
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RieSenie:
Po zavedeni normalovych (N4, Ng) a tangencialnych (T4, Tg) zloZiek reakcii v bodoch 4 a B v tvare
Tpo=Th.cosax , T, =Tpsina , Np =Npsina , Ny =N;cosa
mozZeme napisat’ tri podmienky statickej rovnovahy sil v tvare
F.=0: T,~F+T, +N, =T, ~F+T,cosa+Nysinag=0 =K

ZE.‘,:O: N,~G+Ny-T,, =N,~G+Nycosa-Tysina=0 =N,
> M, =0: G.(écosa)—NB.ﬂz(} =N,

a dopliiujice (véizobné) rovnice pre zadané body dotyku telies (4, B), definované v tvare
I, =f.N, , I,=f1.N;.

Po dosadeni znamych hodn6t mézeme urcit” hodnoty potrebné pre d’al$i vypocet a dostaneme

BA=\1,8 +2,4* =3m; G=mg=40.9,81=392,4N a

1‘g0:=é2>05:amct(_g;é :>a:arctg£=36,87°.
a a 2.4

Po dosadeni hodnot a vyrieSenf rovnic rovnovahy dostaneme Ng = 188 N, Tg = 112,8 N, N, = 309,7 N,
T, = 185,8 N a hl'adant silu potrebnil na posunutie dielca F = 388,8 N.

6.2. Capové trenie

Proti zmyslu otac¢ania rotujucich ty¢i — tzv. capov, uloZenych v tzv. puzdrach vznika v dotykovych
plochach medzi ¢apom a puzdrom odpor voci otdcaniu Capu, nazyvany Zapové trenie. Velkost' takychto
odporovych uéinkov vyjadrujeme vo forme momentu, v mechanike nazyvaného moment éapového trenia.

Podl'a smeru zataZenia rotujiceho telesa a jeho uloZenia rozdelujeme ¢apy na radialne (zataZenie
posobi v smere kolmo na os ¢apu, Obr.6.8a) a axidlne (zatazenie pdsobi v smere osi Capu, Obr.6.8b).
Prikladom &apového trenia je napr. klbové spojenie nosnikov, uloZenie hriadel'ov v klznom loZisku a pod.

F

N
-,

AN
N

Obr. 6.8 -

Kritérium rozdelenia ¢apov na radidlne a axialne (ako vyplyva z obr.6.8) zavisi iba na smere posobiacej
sily F voci osi rotacie €apu. Vo vieobecnosti teda plati:

VelPkost’ a zmysel pasivneho odporu v uloZeni éap — puzdro (napr. hriadel’ — kizné loZisko) vyjadrujeme t7v.
momentom capoveho trenia M, ktory posobi vidy proti smeru rotdcie Capu.

Moment ¢apového trenia M; je vo vieobecnom pripade vyjadreny vztahom
M,=F.r,.f (6.11)

kde F je sila zatazujuca cap [N], »; je polomer Capu [m] a f; je faktor trecieho uéinku, tzv. s#dinitel’
capového trenia [-].
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Veliciny F a r, s zrejmé zo zat'azenia a kon$trukcie ¢apu. Hodnotu faktora f; mézeme pre konkrétny
pripad telies v kontakte urcit’ z tabuliek. Sucinitel’ f; zavisi najmi na druhu materidlu ¢apu a puzdra a na
rozlozeni merného tlaku p [N.m™] v stykovej ploche medzi capom a puzdrom.

Vsetky d'alej uvedené predpoklady a vztahy pre uréenie stcinitela ¢apového trenia f; budi uvazované
pre tzv, nezabehané Capy, kde predpokladdme rovnomemeé rozlozenie tlakov na Cape, tzn. p = konst.

6.2.1. Radialny ¢ap

Radidlny cap prenasa zataZenia kolmé na os rotécie a stykovd plocha medzi ¢apom a puzdrom je
valcovd plocha. Predpokladajme, Ze stykova plocha je vymedzend stredovym uhlom e a dizkou puzdra /
(obr.6.9a). Aby sa Cap otac¢al rovnomerne, musi na cap pdsobit’ akény otacavy ucéinok - moment M,
prekondvajuci silovy ti¢inok od pasivneho odporu, pésobiaceho v kontaktnej ploche éap — puzdro.

pohyb pohyb
AN
R,
0 1,
dN X M; R,
@ N &)
—=
A rg.d(p.l dT v y
b) c)
Obr. 6.9

Na radialny ¢ap, pri jeho rovnomernom rotacnom pohybe (obr.6.9b), pdsobi ota¢avy u¢inok - moment
M, sila F a elementarne odporové sily dN a dT, vztiahnuté na elementarnu plosku dd=r.dp./, kde I je dizka
puzdra a . je polomer ¢apu. Elementarne normélové sily dN a trecie sily dT st definované v tvare

dN=pdA , dIl=f.dN, (6.12)
kde p je memy tlak medzi ¢apom a puzdrom [Pa] a f; je suéinitel Smykového (kinematického) trenia [-].
Elementarne sily dN a dT p&sobia proti otdcavému pohybu ¢apu elementdrnym momentom vel'kosti

dM, =r, dT . (6.13)
Transforméciou ndhradnych silovych u¢inkov do stredu ¢apu 0 (obr.6.9¢c) podmienky rovnovahy su
Y. F.=R =0 =R =0

2. E=R-F=0 =H=F.
Y My=M,-M=0 = M=M,

Silové pomery na ¢ape budi jednoznacne urcené vtedy, ak sa podari uréit’ velkost’ momentu M;.
Dosadenim vztahov (6.12) do (6.13) a pouzitim vzt'ahu pre vypocet hodnoty memého tlaku p dostaneme

o
M=Fr.f.————. (6.14)
‘ s 2.sina/2
. wi . p ; iy a
Zavedenim trecieho faktora - sucinitel'a capového trenia f; — uréeného v tvare f, = f,.———
2.sin(a/2)

dostaneme uz uvedeny vztah (6.11) v tvare M, =F .7, . f,, vieobecne platny pre kinematické ¢apové trenie.

Napriklad pre o = 7 (t,j. pre nové, nezabehané ¢apy) uvazujeme f, =1,57.f, . Prakticky désledok:

Pre zaistenie rovnomernej rotdcie radidlneho capu musi byt’ akény moment M > M.
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6.2.2. Axialny ¢ap

Pre odpor v axidlnom &ape — t.j. moment apového trenia My axidlneho ¢apu — analogicky s radidlnym
pripadom zat'azenia capu plati

M, =Frf., (6.15)
kde r je polomer ¢apu, f; je sucinitel’ Smykoveého trenia a F je zatazujtica sila. Prakticky to znamena;
Aby bol rotacny pohyb axidlneho ¢apu rovnomerny, musi na neho pésobit’ pridavny vonkajsi moment
s vel’kost’ou minimdlne M = M.

Ak axialny Cap (napr. axidlny prstencovy &ap, t.j. cap s dotykovou plochou v tvare medzikruzia
a polomermi », R) zataZime silou F, pri uvaZovani rovnomerného rozloZenia merného tlaku p po celej
uvazovanej stykovej ploche 4=m.(R*—7*) plati p=F/A=F (xR’ —+’)=konst, kde p je merny
tlak [N.m™]; r, R st vnitorny a vonkaj¥i polomer prstenca [m] a F je velkost’ zatazujuce;j sily [N].

Pre moment ¢apového trenia Mg axidlneho ¢apu napr. pre Standardny axidlny éap plny (Tab.6.2) plati

M. =f Fr= % f.Fr.

(6.16)
Pre moment ¢apového trenia M; axidlneho Eapu s dotykovou plochou v tvare medzikruZia plati
Nezabehany cap
2 R -7
M, == f.F.——=f.F.
© 3 J R =7 /.

Rep®
2_

Zabehany cap
R =/

(6.17a) M, = %.fk.F.(R +¥)=f,.F(R+r) (6-17b)

kde R, r si polomery medzikruZia. Pre su¢initel’ Capového trenia nezabehaného Eapu plati £, =2/3. f,, resp

pre Cap zabehany je f, =1/2.f,. Vtab.6.2 si sGcinitele Eapového trenia pre niektoré druhy &apov pri

rovnomernom i premenlivom rozlozeni merného tlaku v stykovej ploche ¢apu pri suchom treni.

Sucinitele capového trenia pre niektoré druhy capov Tabulka 6.2
Radialne a axidlne Capy - Sucinitel’ capového trenia pre merné tlaky
tvar stykovej plochy p = konst p.r =konst
Radialny ¢ap
fi=f. s 4.sin<
° : sin2a j;: L "—‘“‘:F—"—
a=m->f=157f grsma
5 aO=Tmn— fc;: 1,27fk
EN &
Axialny Cap plny
F
2 1
fo=51 fo=3-4
%
Axialny ap prstencovy
R Y 1=y iy
fe=3T o = et
3 1 r Z 2
/ - (E)
7
.
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Priklad 6.2: Panva s obsahom tekutého kovu md hmotnost m. Uréite silu F vo zvislom lane (obr.6.10), ktori
Je potrebné vyvodit na zaciatku naklariania panvy pri jej vylievani. Sucinitel’ Smykového trenia medzi capom
a zavesnymi hakmi je fi. Zadané: m=8000 kg, f; = 0,3, rozmery podla obr.6.10.

RieSenie:

Vzhl'adom na to, Ze zataZenie panvy (tiaz,

lano a zavesenie v mieste A4) si usporiadané

symetricky vzhladom ku zvislej rovine,

mozeme ulohu riefit’ ako rovinny problém.

Pre sily na uvolnenej panve (obr.6.10b)
mozeme napisat’ rovnice rovnovahy sil v tvare

Y F=0: 4,=0
D F.=0:-G+A4 +F=0=>4 =G-F
> M,=0: F0,8-M,=0 = M,=F.0,8

Obr. 6.10

a pre moment Capového trenia pre =G — A plati M, =r..f,.F = M,=(G—-A4)r.f,.

Ak uvazujeme nové, nezabehané Capy, tzn. o = 7 (obr.6.10), si¢initel’ Gapového trenia podla Gdajov z
Tab. 6.2 bude f: = 1,57. f;. Ak dosadime zadané hodnoty do uvedenych rovnic rovnovahy aza G=m . g =
8000 .9,81 = G =178 480 N dostaneme

-G+A4,+F=0=-80009,81+4, +F = F= G-4A, = 78480—4, .
Musime preto vyjst’ z inej, vhodné je z tretej, rovnice rovnoviahy a dostaneme
0,15
5

F.O.8-M,=0=F.0,8-f,r(G-A4)=F0,8-157.03."2(G-4,)=

0,15
5
F=78480—A4,=78480-71842 = F=6637,67N = M, =F.0,8=5,31kNm.

(78480—-4,).0,8-1,57.0,3. (78480 —4,) =0,835325.4, =60011,694 =0 = A,=71842N

Zdver: Na vyklopenie panvy je potrebné vyvinit' v lane silu F = 6, 637 kN a prekonat’ odpor proti otaéaniu
v mieste styku ¢apu a zdvesnych hakov o veTkosti M, =5,31 kNm .

6.3. Valivy odpor
r F

Pasivny silovy u¢inok, vznikajuci pri valeni telies nazyvame valivy G
odpor. Vznika v dosledku toho, Ze skutoéné telesa nie si dokonale tuhé T

a pri vzajomnom dotyku sa t¢inkom sil deformuju. Znamena to, Ze pri ,’g/ m

valivom pohybe telies po podlozke vznikd silovy Géinok - odpor vodi e N
valeniu — ktory, rovnako ako iné pasivne odpory, pbsobi proti smeru
pohybu (odvalovania). PririeSeni valivého odporu vyuZivame pre Obr. 6.11

zjednodu3enie predpoklad, Ze v mieste styku telies pri valeni nedochddza k pre§mykovaniu.

Na Obr.6.11 je zndzorneny valec tiaze G, leZiaci na vodorovnej podlozke. Ak by boli obidve telesa
(valec aj podlozka) dokonale tuhé a hladké, valec by sa pri pdsobeni vodorovnej sily F po podlozke iba kizal.
U skuto¢nych telies viak v mieste ich styku pdsobi $mykové trenie — t.j. doty&nicova reakcia T < £, . N.
Znamena to, Ze pri - urcitej - dostatocne velkej doty¢nicovej reakcii T dochadza k prekonaniu trecich sil
a nastava valenie valeca po podlozke.
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V skutoCnosti sa vSak vplyvom sil F a G valec aj podlozka vzdjomnym kontaktom deformujt a preto je
normalova reakcia N posunutd v smere pdsobenia sily F o tzv. rameno valivého odporu e. Vznika tak odpor
(momentovy UCinok N.e) pdsobiaci proti zmyslu odvalovania valca. Inak povedané, po zataZeni valca
objemovou tiaZzovou silou G a akénou silou F, pdsobiacou v smere pohybu valenia, dochiddza k lokélnej
deformacii valca i podlozky (obr.6.12a). Elementarne reakcie dR st spojito rozloZzené po celej ploche styku
telies a ich vysledny ucinok je ureny vektorom vyslednice R, prechddzajicim konkrétnym bodom stykovej
plochy — bod C (obr.6.12b). Poloha bodu C, je uréena stradnicou e — rameno valivého odporu - a uréuje sa
pre rdzne materialy a zat'azenia opdt’ experimentalne.

Obr. 6.12
Ak nahradime vysledné silové G¢inky odporu proti valeniu, posobiace v stykovej ploche telies,

vyjadrené ich vyslednicou R (pésobi vbode C) stGstavou vnutornych silovych tuéinkov T, N a M,
(obr.6.12¢), kde veli¢ina M, predstavuje uz spomenuty moment valivého odporu. Takyto otaavy G¢inok
predstavuje pasivny odpor pri valeni telesa a pésobi vzdy proti zmyslu jeho valenia. Plati

M, =N.e, (6.18)
kde velicina e je uz uvedené rameno valivého odporu (¢asto uvadzany aj ako suéinitel’ valivého odporu).

Pri rovnomernom pohybe valca musi ststava sil spiﬁat’ zakladné podmienky rovnovahy (obr.6.12c¢)

> F,=0: F-T=0 5 F=
>F,=0: N-G=0 = N=G
ZMD =0 M —~Fa-Tr=0 =Ne-Fa-IFr=Ge~F{a+¥)=0
odkial’ z 3.rovnice pre vel'kost sily F potrebnej pre zaistenie valenia dostaneme I =T = % . (6.19)
Aby uvedena bilancia pasivnych tc¢inkov pri valeni platila, musi byt splnena tzv. podmienka valenia
T'>2N.f,, (6.20)

kde £, je uz znamy saéinitel’ §mykového (kinematického) trenia [-].

Pri splnenej podmienke valenia - tzn. ak plati 7> N . fi = G . f,, valec sa bude odvalovat’ (nepreklzuje),
ak T < N. f; , valec bude na podlozke preklzovat’. Ak pre vzdialenost’ a - t.j. rameno ak&nej sily F vzhl'adom

k osi valca (tzv. bod valenia 0) plati @ = 0, t.j. potom podl'a (6.19) pri » > e/ f, nastiva zadiatok valenia.

Ak rameno a<e/ f, —r bude sa valec po podlotke kizat’, resp. ak plati a > e/ f, —r bude sa valec po

podloZke odval'ovat’. Sucinitele valivého odporu  Tabulka 6.3
Experimentalne uréené hodnoty sucinitelov valivého Material telies e [mm]

odporu e pre vybrané dvojice materidlov su pre ocel’ na oceli 0,5

zaujimavost’ uvedené v tabulke 6.3. drevo na kameni 0,5
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Priklad 6.3: Urcite sucinitel’ valivého odporu materidlu valca a podlozky, ked bremeno hmotnosti m klesd
stalou rychlostou (obr. 6.13). Zadané: m=300 kg, G,=2 kN, r=0,5 m, a=30°

RieSenie:

Valec sa po naklonenej rovine pohybuje
rovnomerne smerom nahor u¢inkom sustavy sil,
pre ktort platia podmienky rovnovéhy v tvare

Y F,=0: -G sina+F-T=0=T

> F,=0: N-G,.cosq=0 =N

D My=0: M,-Tr=0 =M,
Z toho dostavame: F = Q=m. g =3 kN

T=F-G.sing , N=G, coscx

M, =Tr, =(F-G,sina)., .

Pre valivy odpor a jeho vyjadrenie preto mozZeme pisat’ M, = N. f, = N.e= G.cosxx .e. Z rovnosti
dvoch ekvivalentnych vyjadreni momentu valenia potom dostaneme
M,=M, = (F-G,sina)r=0G,.cosae.

. . F-G_sina
Odtial' pre stcinitel' valivého odporu e dostaneme e=-—————1r. Po dosadeni pre rameno
G,.cosa
. 3-2.sin30° 0.5
valivého odporu dostaneme e = —————.0,5= =e=0,577.

2.c0s30° T 0,8666

Priklad 6.4: Valec s hmotnostou M lezi polomerom r; na rovine, naklonenej pod uhlom a (Obr.6.14). Na
vonkajSom polomere r; valca je navinuté lano, ktoré je zatazené bremenom hmotnosti m. Vizbu medzi lanom
a valcom povazujeme za idedlnu. Urcite podmienky pre rovnovdahu sil na valci, ak je zadany sucinitel
Smykového trenia f; medzi valcom a naklonenou rovinou. Rameno valivého odporu je zndme. Zadané: M
=200 kg, r;=0,4 m,, r,=0,5 m, e=0,05 m, £,=0,12, g=10 m.s”°, a=45°

Riesenie:

Uvazujme ulohu ako rovinnu. Po uvolneni valca a nahradeni
vieobecnej vizby medzi valcom apodlozkou reakciami vo
valivej vizbe — t.j. zlozkou normélovou N, posunutou o rameno e
a zloZkou tangencialnou T. Uvazujeme tieZ so silou vlastnej tiaZe
valca G=M. g = 2000 N a tiaZe od zaveseného bremena O=m .
2. Je zrejmé, Ze na valec pdsobi vieobecnd rovinnd ststava sil,
pre ktori méZeme pisat’ 3 rovnice rovnovahy. Dostaneme

> F.=0: -T-Gsina—Q.sina=0
ZFE‘,:O: N-—-G.cosa—Q.cosa=0
> M;=0: —-Tr+Ne-rn0=0

Ako nezname vnich vystupuju parametre reakcii N aT Obr.6.14

a hmotnost’ bremena m (ur€uje zatazujiicu silu Q).



180 Pasivne odpory

Upravou z prvych dvoch rovnic dostaneme 7'=—(Q+G).sina a N =(Q+G).cosex.

Dosadenim rovnic do momentovej rovnice a jej Gpravou pre vel'kost’ hmotnosti bremena dostaneme

r.sina+e.cosa 0,4.sin45+0,05.cos45 0,318
m=M. . =200. - =200.
B, —n.SIna —e.cosa 0,5-0,4.sin45-0,05.cos45 0,182

m=349,5kg.

Spétnym dosadenim do rovnic pre T a N mozeme urcit’ zostdvajiice nezname parametre a plati

T'=—(0+G).sinx =—(349,5.10+200.10).sin45 = T=-3885 N,
N =(0Q+G).cosax =(3495+2000).cos45—= N=3885N.

Pri rieSeni tloh s uvaZovanim valivého odporu je nutné skontrolovat’ aj podmienku valenia, t,j. & plati
nerovnost’ |T| < fS|N I Ak do uvedenej podmienky valenia dosadime vzt'ahy pre sily T a N, jej upravou

ziskame podmienku valenia pre zadany pripad a pre kontrolu valenia dostaneme
Ifg a| </.

Ak sa zadana podmienka potvrdi mézeme povedat, Ze valec sa po naklonenej rovine iba odval'uje, tzn.
pri jeho pohybe nedochadza k pre§mykovaniu. Po dosadeni dostaneme

|tg a'st = 1g45°< f, = 0,70720,12 — podmienka splnena nie je.

Zaver: Pri pohybe valca po naklonenej rovine bude dochadzat’ k jeho zosmykovaniu po podlozke. Je
zrejmé, Ze uhol sklonu roviny o = 45° je prilis velky.

6.4. Trenie vlakien (pasov)

Prenos sil medzi telesami je v technickej praxi Casto uskutoffiovany aj prostrednictvom ohybnych
prvkov, akymi st land, remene, ocelové pasy a pod. Prave princip trenia medzi nimi a telesami, ktoré
obopinaju je ¢asto vyuzivany na prenos silovych u€inkov. Podl'a praktického vyuZitia takyto prenos silovych

ucinkov charakterizuji 2 hlavné pripady ato: dotykové
po[]jl;_vl_ékna plochy su v relativnom pokoji (napr. remenové prevody)

a
) - D alebo sa navzdjom Smykajii (napr. brzdové systémy).

Pri 3mykani ocelovych pasov, lan, remefiov, retazi
apod. (dalej iba vidkna), po povrchu telies s drsnou
valcovou alebo inak vSeobecne zakrivenou plochou, vznika
Specificky pripad Smykového trenia, ktoré budeme nazyvat
pdsové trenie (inak aj trenie vidkien).

Pri analyze pasového trenia predpokladame, Ze vlakno je
dokonale ohybné, nehmotné a je neprediZitelné (nenat'ahuje
sa). Osové sily, posobia vo vlaknach v smere doty¢nice k
zadanej obopinanej (obvykle valcovej) ploche.

Zakladnou ulohou je uréenie vztahu medzi velkost'ou
sil F; a F; na oboch koncoch vldkna, najcastejSie v pripade
pohybujiceho sa vldkna. Predpokladajme, Ze vo vypoétovom
modeli (obr.6.15a) je vldkno vedené okolo zakrivenej
vypuklej plochy telesa (napr. hnacie koleso), je namahané —
napinané - silami F,, F, a pohybuje sa v naznaGenom smere

pohybu valca, tj. vldkno sa voci valcovej ploche pohybuje
v smere pdsobenia sily Fa.

Obr. 6.15
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Ak st povrchy vldkna i telesa dokonale hladké (= 0), zrejmé by platilo aj F, = F,a teda aj v prierezoch
® a @, vymedzenych uhlom opdsania a, budi tangencidlne sily rovnaké (T; = T,). Pri styku skuto&ného
telesa a vlakna (f # 0), v smere pohybu vlakna jeho zataZenie od miesta @ k miestu @ narastd ato
v dosledku existencie $mykoveého trenia medzi valcom a vlaknom (tzn. plati T, > Ty).

Na uvolneny element vldkna (Obr.6.15b) posobia reakcie telesa dN a dT. Ak je vo vldkne na Tavej
strane elementu sila F, na pravej strane musi byt’ sila F + dF, aby mohol byt odpor proti pohybu telesa
(trecia sila dT) prekonany. Sily pésobiace na vybrany element s dizkou d/ (obr.6.15b) tvoria zvizok sil
a jeho rovnice rovnovahy mézeme zapisat' v tvare

Zﬁx:O: (F+dF).Cosd—W—F.cosd—w—dT=O
2 2

4 p : (6.21)

S F,=0: dN—(FerF).sinTW—F.sin—;/—:O

K uvedenym rovniciam, rovnako ako u inych druhov pasivnych odporov, pristupuje aj d’algia rovnica -

pre Smykové trenie medzi vlaknom a telesom - v tvare d1" = f, .dN. Pre relativne maly uhol dy/2 plati

cosdy/2=1, sindy/2=dy/2 apreto méZzeme rovnice rovnovahy (6.21) zjednodusit’ na tvar
dF =f,.dN a F.dy +dF.%~V— —dN . (6.22)

Po zanedbani malych veli¢in vysSieho radu (tzn. diferencidlov vy$§ich radov, napr. dF.(dw/2)) a po
dosadeni za dN z prvej rovnice do druhej dostaneme

dF

F, a
¢ dFf K &
Integrovanim -[ —}7 = f;\-[ dlﬂ dostaneme In 'Fz = f,;a' - ‘152' =l = exp(fk a) . Pri konstantnych
R 0 1 1

hodnotach f; a uhla o mdzeme ziskat’ tzv. Eulerov vzorec, definovany v tvare
b

F.
Cf -, 22 - phe F,=F.e"* (6.23)
b /‘"1

1

F>  kde F, je velkost tahovej hnacej sily [N], F; je velkost tahovej hnanej sily
[N], fx je suginitel’ mykového kinematického trenia [-] a a je tzv. whol
opdsania kolesa alebo valca vldknom [°] (Obr.6.16).

Fy
Z uvedeného vzt'ahu pre trenie vlakna po valcovej ploche vyplyva, ze

Obr. 6.16 pri pohybe vlikna v naznagenom smere bude F, > F;. Zo vztahu (6.23)
vidime, Ze pomer oboch sil vobec nezavisi na tvare plochy, rozhodujiice st iba dve charakteristiky a to: uhol
opdsania o a su€initel’ Smykového trenia f;. Z uvedeného vyplyva tvrdenie:

Pomer sil F,/ F, (vzfah medzi Cahovymi uilinkami vo vldkne) nezdvisi na tvare zakrivenia plochy
telesa, ale iba na vel’kosti sucinu uhla opdsania o a sucinitel'a Smykového trenia f,.

Ak sa vldkno po valci s polomerom r (obr.6.17) kize, je prenasany treci moment M, vel’kosti
M, =[dTr=|fi.dNr=|f.rdldy=f.r[dTe"" dy
0

M, =F .r(e"*-1)
odkial’ vyuZitim rovnice (6.23) a po iprave vyrazu pre jeho velkost’ dostaneme

M, =r.(F, - 8). (6.24)
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pohyb vlakna V pripade, ak sa vldkno nepohybuje, postupujeme pri odvodzovani
~7 T~ vztahu medzi silami F, a F; pésobiacimi vo vlakne, analogicky.

dN

V podmienkach rovnovahy (6.21) bude vSak namiesto trecej sily T

vystupovat dotyCnicova reakcia Ty arovnicu vtvare dF = f, .dN

nahradime nerovnostou d7. < f. .dN . Po tpravich mézeme dostat’

podmienku pre relativny pokoj medzi vldknom a valcom v tvare

F.
2 ph® (6.25)

1
z ktorej vyplyva, 7e pri zadanej sile F; moze mat sila F; na druhom
konci vldkna pri zachovani rovnovdhy silovych téinkov maximalnu

Obr. 6,17 velkost’, definovanu vztahom v tvare
Eo = F ol (6.26)

Zaverom je potrebné eSte uviest, Ze vztiahy (6.23) a (6.24) platia aj pre uhol opasania a>2n, t]. pre
pripad niekol'’ko nasobného ovinutia vlakna okolo valca.

Priklad 6.5: Okolo pevného valca je namotané lano, na ktorom je zavesené bremeno nezndmej hmotnosti m
(0br.6.18). Pri zdvihani bremena pésobi sila F, a pri spustani sila F,. Vypocitajte hmotnost' bremena m
a hodnotu sucinitela trenia f, medzi lanom a valcom. Zadané: F.=3 kN, F,=0,48 kN, a=5/2.7

Riefenie:
Teleso s hmotnostou m vyvoldva v lane tiazova silu Q=m. g .

1. Pre zdvihanie bremena - zavislost medzi akénou silou F, a bremenom Q
definujeme podl'a (6.23) v tvare [, =(Q.¢ S,
o S
Po dosadeni dostaneme £, =m.g.e’" = 3=m9,8le 7 .

2. Pre spti§t'anie bremena — zavislost medzi silou F, a bremenom Q je urcend
Obr. 6.18 Q rovnicou (6.23) vtvare Q=F, . el

s 4

Po dosadeni dostaneme m . g =F,. e’ = m.g=0,48.¢/",

Po vvjadreni hodnoty e’z jednej rovnice ajej dosadeni do rovnice druhej bude moZné urlit
Y Y ] ) )€ )

JE.F, _/3000.480

hmotnost’ bremena. Dostaneme m = m=122,3kg.
g 9,81
H i@ f e F; o ’ s i«
Odvodenie: I, =m.g.e”" = e"“= . Uvedeny vyraz dosadime do vztahu m.g=F,. e’ a
m.g
E
dostaneme m . g = F,. —— . Prenasobenim rovnice (m.g) ziskame (m. g) = FoF.=sm.g =l F
m.g
a pre hmotnost’ plati m = ———— . Uhol opésania je @ = 5/2.7z Napr. z rovnice pre zdvihanie méZeme
g
- 3000 . In2,5 0,9162
vyjadrit e** =—— = ¢#* =————=2,5, odkial' f, = e L f, =0,12.
m.g 122,3.9,81 o 5/2.x

Zdver: Hmotnost’ bremena je m = 122,3 kg a su¢initel’ $mykového trenia medzi lanom a valcom je f; = 0,12.
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Priklad 6.6: Urcite, kolkokrdt je potrebné namotat’ lano na nepohyblivy valec, aby sme pomocou sily F
udrzali v rovnovahe bremeno hmotnosti m, pésobiace na druhej strane lana (Obr.6.19). Sucinitel Smykového
trenia medzi lanom a valcom je f.. Zadané: F = 100 N, m = 50 kg, fs=0,15.

RiesSenie:
Bremeno hmotnosti # posobi na lano silou s velkostou Q =m . g.
Uhol opésania je a =27.p+7 =m.(2p+1), kde p je pocet plnych ototeni
lana okolo valca. Podl'a Eulerovho vztahu (6.23) pre pomer sil v lane plati
Q =F e_;‘;Afr.(ZpH)

Po matematickych upraviach (vyjadrenie nezndmej p zrovnice) dostaneme
vzt'ah pre potrebny pocet otoceni lana v tvare

1 ]nQﬁlnF_1
p~2 fom '

Po dosadeni zadanych hodnét dostaneme: Q = 50 .10 =500 N,

_1flnQ-lnF 3 1(In500-In100 ) _1(6,215-4,605
2\ for . 0,15.7 2 0,471

Ziver: Potrebny pocet otoceni lana s rezervou bezpeénosti je p = 2.

1} = p=1,209.

6.5. Sistavy telies s uvaZovanim pasivnych odporov

Metodika riesenia statickej rovnovahy sustav telies s uvaZovanim pasivnych odporov je zhodna s
riesenim ststav telies s idealnymi vézbami. Vztah na postdenie statickej uritosti sustavy telies s pasivnymi
odpormi je rovnaky ako pre sustavy telies s idedlnymi vdzbami. Rozdiel v rieSeni je iba v tom, Ze je potrebné
uvazovat readlne vézby medzi telesami, ktoré nahradzame prisluinymi reakciami. Ku $tandardnym rovniciam
rovnovahy, zostavenym pre uvolnené telesa, je potrebné viak definovat’ aj d’alsie - doplnkové rovnice,
zohl'adfiujice druh pasivneho odporu, pdsobiaceho v ststave telies. Zékladny postup rieSenia takychto
realnych sustav telies si ukazeme na ilustra¢nom priklade.

Priklad 6.7: Urcite velkost sily F tak, aby sa zadana sustava telies (Obr.6.20a) pohybovala konstantnou
rvchlostou. V dotyku kolesa (3) s ramom (1) uvaZujme s valivym odporom a v styku telesa (3) s podlozkou (1)
uvazujme so Smykovym trenim. Zadané: ms, ms, 1, I, Iy, v, fi, 5 s e.

Riesenie:
e ¥
y @ ; F F
X BﬁT; ANs v
'I.3 ...... evennnsodia !3 T] L
r 5 B 23
3 @ T3 @ Mm -
% %
DI EAN (RN 5 5
I8 h
L a) DR l; b)

Obr.6.20
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Sila F posobi na Teleso 3, ktorého tiaZe G; je zndma. Teleso 3 je na jednej strane volne opreté
o podlozku (1) a Smyka sa po nej (sticinitel Smykového trenia je /= f; aje zadany). Na druhej strane je
Teleso 3 spojené v bode B s kolesom (2), pohybujucim sa po vertikdlnej podlozke (1). Pre ¢ap (bod B) je
znamy polomer r, a koeficient ¢apového trenia je fr.

Na Obr.6.20b st uvol'nené telesa zadanej sustavy telies s vyznacenymi zat'aZujicimi silami a reakciami.
Orientaciu reakcii sme zvolili. Smer pohybu predpokladdme v smere vektora rychlosti v (t,j. zl'ava doprava).
Pre zvoleny stradnicovy systém méZeme podl'a Obr.6.20b napisat’ podmienky rovnovahy sustavy telies ako
11 algebrickych rovnic v tvare
Teleso 2:

D) D F,=0: -T,+B, =0
2) D F,=0: -B, +N,-G,=0
() D My=0: Nye—Tr+M,,=0
Teleso 3:
(4) D> F,=0: -T,—B,, +F=0
(5) D.,F,=0: By, +N,-G,=0
(6) Y My=0: —Nyby-T,r—M,,~F.(L, —r)+Gy.(L,—1)=0
Rovnice vyplyvajiice 7 principu akcie a reakcie:
(7) By, =By,
(8) B,,=B,;,
9 M., =M,,
Rovnice vyplyvajice z uvaZovania pasivnych odporov:
(10) M,y = f,r,\|BL, + B,
(Al T = f,-N,
Definovali sme celkom 11 rovnic s 11 nezndmymi parametrami — vel'kost’ zatazujucej sily F a vizbové
reakcie B, , Bm,Bny, Bmy, M,,..M,.., T,, T;,N,, N, , ktoré mdzeme ur¢it’ matematickymi tipravami.
Pri vySetrovani rovnomerného pohybu zadanej ststavy telies je nutné eSte skontrolovat’, ¢i je vobec
pohyb sustavy fyzikdlne moZny. Znamend to kontrolu toho, ¢i platia podmienky v tvare:

e N,>(0 -kontrola, aby sa teleso 2 neoddelilo od podlozky,

e N;> (- kontrola, aby sa teleso 3 neoddelilo od podlozky,

e T, > fi. N; - kontrola, aby koleso vykondvalo po podloZke iba valivy pohyb, t.j. aby nedoslo k pres-
mykovaniu kolesa po podlozke.

? Urcite potrebnii vel'kost’ sily F pre sustavu telies podla Obr.6.20. Zadané: m;= 100 kg, m;= 200 kg,
L=0dmbL=Im,l;=08m,r=04m,f,=03, f;=07, r«=5cm, e=2cm.

Zavere¢né poznamky:

V ulohé4ch, rieSenych v predchadzajicich kapitolach ucebného textu, sme vyhradne uvazovali
idealizované hmotné objekty — t.j. dokonale tuhé objekty s dokonale hladkymi vdzbami a s reakciami v
smere normaly na dotykovi plochu. VSetky redlne hmotné objekty maji vSak povrch drsny, mézu sa
¢iastoéne deformovat’ a preto sa v skutoénosti musi urcita ¢ast’ mechanickej energie vynaloZit’ na prekonanie
takychto ,,odporovych silovych ucinkov*.
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Napriklad mechanické sistavy — stroje, strojné zariadenia — si schopné vyvijat' vlastni pracovnii
¢innost’ az po prekonani pasivnych odporov medzi jednotlivymi, navzajom sa stykajicimi, ¢lenmi ststavy

Silové t¢inky, braniace vzajomnému pohybu dotykajucich sa telies nazyvame pasivne odpory. Takéto
odporové sily pésobia vZdy proti smeru relativneho pohybu dotykajicich sa telies a v ddsledku ich posobenia
nastdva rovnovdha hmotnych objektov pri inych silovych pomeroch ako v pripadoch, ked snimi
neuvazujeme. Pasivne odpory st vyvolané najmi drsnostou a vidzbami atémov v dotykovych plochach
(Smykové a Capové trenie, trenie vlakien), plastickou a elastickou deforméciou vo viizbach (odpor pri valeni)
aich vzdjomnou kombinéciou. Z ich podstaty je teda zrejmé, Ze takéto silové GCinky brania vzajomnému
pohybu telies v kontakte alebo pdsobia proti smeru ich relativneho pohybu. Za redine vizby teda
povaZujeme také spojenia telies, ktoré respektujn v mieste styku aj pasivne odpory.

Uvazovanie pasivnych odporov v ststavach telies je vztahované k slstavam telies v pohybe. Pre
rieSenie rovnovahy konkrétnej ststavy telies uvaZujeme s jej rovnomernym pohybom a obvykle preto
musime najskdr vyjadrit velkost niektorého pridavného parametra — potrebného na dosiahnutie
rovnovazneho stavu sustavy sil, pdsobiacich na hmotné objekty.

Sustavy telies v rovnovihe tj. v pokoji, si pri uvazovani pasivnych odporov prakticky vzdy staticky
neurcité. Pri pohybe je situdcia z pohl'adu rieSitelnosti jednoduchsia, pretoZe v dotykovych plochiach so
Smykovym trenim sa doty¢nicové reakcie Ty rovnaju trecim silam T, ktoré su uréené norméalovymi reakciami
N a prislichajicim stcinitel'om trenia £ Pri telesach s valivym odporom sa reSpektuje prisluina normalova
reakcia vysunuta o rameno valivého odporu e. V loZiskach sa uvazuje s momentom &apového trenia £; a pod.

Kontrolné otazky:

Definujte pojem pasivny odpor, uved’te ich prakticky vyznam a zddvodnite, kedy je potrebné s nimi uvazovat’.
Uved'te zakladné druhy pasivnych odporov a ako sa v skutoénych sistavich telies prejavuji.

Objasnite princip $mykoveho trenia, charakteristické veli¢iny, sposob urfovania, siivis medzi trenim a adhéziou.
Uved'te rozdiely medzi statickym a kinematickym trenim a charakterizujte suvis medzi suéinitel'mi f; a f;.

Uloha o naklonenej rovine — objasnite tlohu a spdsob jej rieSenia pri zdvihani telesa po naklonenej rovine.

Uloha o naklonenej rovine — objasnite tilohu a spdsob jej riedenia pri spstani telesa po naklonenej rovine.
Charakterizujte proces ¢apového trenia, uved'te rozdiel medzi axidlnym a radidlnym Capom a objasnite vztah pre

S g Ah de b b e

vypocet momentu capového trenia M, u radialneho &apu.

8. Objasnite vztah pre vypofet momentu capového trenia axidlneho &apu, zddvodnite potrebu uvaZovania
zabehaného a nezabehaného ¢apu a uved'te, aky ma uréovanie M; prakticky vyznam.

9.  Charakterizujte valivy odpor, objasnite hlavné veliCiny ovplyviiyjice jeho velkost' a uved'te vzt'ah pre uréenie
velkosti valivého odporu M,.

10. Objasnite pojem rameno valivého odporu a jeho suvis so suéinitelom valivého odporu, uved'te a zddvodnite
podmienku valenia,

11. Uvedte priklady praktickych aplikacii pri ktorych dochddza k treniu vldkien, uved'te hlavni tlohu pri riefeni
pasového trenia.

12, Objasnite Eulerov vzt'ah pre zavislost’ medzi silami na oboch koncoch vldkna. Uved'te na ¢om vel'kost' sil na
koncom pasu zéavisi a ako je moZné zniZit’ trenie medzi vldknom a valcom.
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Vzorové zadanie na semestralnu skasku

Priklad 1: (7 bod)

Na nosniku zatazenom silami F;, F,, momentom M a spojitymi zat'aZeniami g, g, urcite:

a) vizbove reakcie A, A, B a spravnost’ vysledkov overte kontrolnou podmienkou.

b) velkost vnutornych silovych veli¢in N, T, M, v bode X, vzdialenom 2,5 m napravo od bodu A.
Zadané: F|=25 kN, F,=50 kN, M=20 kN.m', ;=100 kN.m", ;=50 kN.m"', a=c=4 m, b=d=2m.

F F |F
' ql 1 q2
q, M I
A, =~
7
% —25-* a b | b_
A, |

Priklad 2: (7 bod)

Pre pratova sustavu podl'a obrazku vykonajte:

a) urdite statickd uréitost’ PS a vizbové reakcie.

b) metddou rezu vypocitajte velkost’ osovych sil

v pritoch 6 a 7. Vysledky overte postupnou uzlovou
metdédou. Zadané: F=200 kN, F;=300 kN.

F
! Priklad 3: (1 bod)
F, y4 ¢  Prezadany nosnik vykonajte:
a) ur€ite viizbové reakcie na nosniku
s ya a zakreslite priecbeh N, T a M, po celej
A L b o i g 4
a_l | B dlzke nosnika.

{ b} pre zadany material (zname oy)

navrhnite  optimalny  priemer ¢d
nosnika kruhového prierezu. Zadané: Fi=50 kN; F,=40 kN; a=1m; b=4 m; 1=8 m; d=50 mm, 64,,=150 MPa.

Teoretické otdzkv: (kaZdad otdzka za 0,2 bodu)
1. Podmienky rovnovahy pre RZS pri vypoctovom rieseni, uviest' slovne a matematicky.
2. Varignonova momentova veta pre vieobecnu ststavu sil — vzt'ah, objasnit’. Uviest’ vztahy pre vypocet

vyslednice (velkost’, miesto, zmysel, poloha - parametre p, q a h) ststavy sil.

3. Jednotka napitia a jej rozmer v zakladnych jednotkach SI. Premeiite hodnotu 10,25 MPa na Pa a hodnotu
1257 Pa na MPa.

4. Zavislost akych veli¢in vystihuje Hookeov zdkon pre t'ah/tlak, vzt'ah, jednotky a objasnit” ho.

5. Objasnite pojem absolutne prediZenie, ndkres, oznagenie, vypo&tovy vztah a rozmer. Objasnite pojem
pomemé prediZenie, nakres, oznatenie, vypoétovy vztah, jednotky.
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ZAVER

Predlozené skriptum obsahuje objasnenie najdélezitejsich principov a poznatkov zo statiky nosnych
konstrukcii a jeho hlavnym poslanim je spracovanie ucelenej Studijnej podpory pre prvii ast predmetu
» Zaklady mechaniky pevnych telies". 1de o $tudijnt literatiru vhodnt nielen pre zvladnutie teoretickej, ale
najmi pre prax dolezitejiej vypoctovej Casti predmetovej skusky a $tudijni podporu pre zvladnutie ur¢enych
poZiadaviek a poZadovanych znalosti pre Gspesné absolvovanie predmetu. Skriptum obsahuje zdkladné
teoretické poznatky statickej analyzy, zamerané na zvladnutie rie§enia rovnovahy silovych uéinkov na
nosnikoch s priamou a lomenou osou a na nosnikoch priehradovych. V3etky kapitoly obsahuji aj primerané
mnozstvo rieSenych prikladov, ktoré podporuju moznost hibsieho pochopenia rieSeného problému.

Statika sa zaobera predovSetkym podmienkami rovnovahy vzijomného silového pdsobenia hmotnych
objektov, ktora priamo suvisi aj s problematikou stability polohy telies. To ma priamy sivis aj oblastami
rizikového a krizového manaZmentu, pretoZe plati, Ze kazdy krizovy dej alebo jav je v podstate naruenim
rovnovazneho stavu systému, t.j. dochddza k naru$eniu rovnovahy Gi¢inkov na systém pésobiacich. Statika vo
vieobecnosti vSak rieSi iba pripady, ked’ sa hmotné objekty nachddzajii v stave pokoja a vychadza
z predpokladu, Ze vSetky hmotné objekty s tzv. dokonale tuhé (nedeformovatelné). V skutocnosti viak
kazdy realny hmotny objekt, vystaveny dostatone velkému dfinku vonkajsich zatazeni alebo inych
fyzikdlnych u¢inkov (napr. zmena teploty), svoj tvar a rozmery meni — hovorime, Ze sa deformuje.

S ohladom na obsahovi ndplii predmetu verim, Z¢ v dohladnej dobe sa podari spracovat’ aj
pokrafovanie tohto Studijného textu, zaoberajiceho sa mechanikou pevného, ale u deformovatelného telesa
— t.j. odborom, ktory objasfiuje pojmy ako mechanické napitie a deformacia, ktoré st najcastejiie vyvolané
pdsobenim vonkajsicho zatazenia na redlne hmotné objekty. Pojde najmi o otézky stvisiace s pevnostou a
pruznost'ou realneho telesa a preto tito &ast’ mechaniky telies v aplikovanej technickej forme nazyvame
ndukou o pevnosti a pruznosti prvkov konstrukcii (st. ndzov elastostatika),aj ked ani toto pomenovanie plne
nevystihuje jeho obsahovil rozmanitost' rieSenych problémov. Zaoberd sa javmi, ktoré charakterizuji
pevnost’ a elasticitu prvkov skutoénych konstrukeif a poskytuje metédy vhodné pre ndvrh (dimenzovanie)
alebo overenie (posudzovanie) prvkov rozlinych technickych systémov. Nedostatoéné reSpektovanie
takychto javov asuvislosti vedic ¢asto ku vzniku negativnych javov, s ktorymi sa v oblastiach Zaujmu
bezpecnostného inZinierstva stretdvame (napr. zrutené budovy, mosty, havarované lietadls, vykol'ajené
vlaky, ale aj zosuvy pddy, snehové kalamity, zaplavy a pod.).

Zostava iba verif, Ze preloZeny ulebny text bude vhodnou 3tudijnou podporou pre pochopenie
zasadnych principov a poznatkov z oblasti statiky. Bez pochopenia zdkladnych pojmov, principov
a sposobov statickej analyzy nie je moZné dostatotne pochopit’ zakladné pojmy a zvladnut hlavné principy a
stvislosti uvazované v aplikdcidch mechaniky poddajnych telies. Jednd sa najmé o pochopenie pojmov ako
zataZenie, vonkajSie a vnitorné silové ¢inky, pretvorenie a z neho vyplyvajlice mechanické napitie a
napitost, suvislosti medzi deformdciou, napitim a napatostou, objasnenie zakladnych druhov namahania
poddajnych telies a vztahy pre analyzu a kvantifikciu zékladnych parametrov ich napitosti a pretvorenia.
VEetky uvedené poznatky tvoria nutny teoreticky aparat pre pouZivané principy a spdsoby navrhovania a
posudzovania (kontroly) prvkov mechanickych konstrukcif, predovietkym s ohladom na postidenie miery
ich bezpecnosti a prevadzkovej spolahlivosti.
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