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Zaklady mechaniky

pevnych telies

Téma 4:

PRIAME A LOMENE NOSNIKY

- typy nosnikov, zatazenie, vazby, vypocCet nosnikov (staticka
urcitost,reakcie, vnutorne sily)



Uvod

Nosné konstrukcie sluzia k prenosu silovych ucinkov od von-
kajSieho zatazenia do dalSich telies (napr. stavebny objekt a
horninovy masiv, prip. prenos zatazeni od Cinnosti pracovneho
ustrojenstva stroja na jeho nosny ram resp. zemsky povrch).

Kazda nosna konstrukcia sa sklada z jedného alebo viac kon-
strukCnych prvkov, ktoré m6zeme uvazovat ako:
« jednorozmerné = pratovy prvok - prut, nosnik, stip, paka, ..
e dvojrozmerné = plosny prvok - stena, doska, Skrupina,
e trojrozmerné = priestorovy prvok — teleso - rozmery, P,V.

Zakladné konstrukcné prvky nosnych systemov maju podla ich
tvaru a sposobu prevadzkového zatazenia zauzivané nazvy, ako
napr. nosnik, stip, hriadel, paka, doska, stena, ram a pod.

Hlavné nosné &asti musia spifat podmienky dostatoénej inos-
nosti, stability, primerane] deformacie, ale aj hospodérnosq.



Uvod

Zakladné konstrukcné prvky, takychto, spravidla velfkorozmer-
nych, mechanickych systémov maju podla tvaru a sposobu ich
prevadzkoveho zatazenia zauzivané r6zne nazvy.

Podla tvaru a Specifickych rozmerov prvky nosnych
konstrukcii rozdelujeme na tri zakladne skupiny a to:

 Pratové prvky (prat, nosnik, stip, tram, paka, hriadel).
 Plosné prvky (doska, stena, Skrupina),
* Priestorove prvky (3D telesa).

Tvar a schematické znazornenie vybranych nosnych prvkov
su pre ilustraciu uvedene na Obr.4.1.



Legenda:
a — prut

b — doska
c — stena
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Uvod

L egenda:
d — obluk

e - lomena
(ramova)
konsStrukcia

f - pratova
(priehradova)
konstrukcia,

g — pohybliva
konsStrukcia
(mechanizmus)




Uvod
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Uvod

Pozadovana pevnost, tuhost’ a stabilita konstrukcie
musi byt vopred preukazana vypoctom.

Staticka analyza hmotného objektu vzdy obsahuje rieSenie:

-—)

. statickej urcitosti problému a uvolnenie objektu (telesa),
2. rovnovahy vonkajsich silovych uc¢inkov (akénych

aj reak¢nych),
3. rovnovahy vonkajSich a vnutornych sil, urcenie
extremnych hodnét vnutornych silovych velicin, urcenie
nebezpecnych prierezov.

V praxi sa najcastejSie vyskytuju konstrukcie, kde su hlavne
nosné Casti tvorené prutovymi prvkami s priamou alebo
lomenou osou. Ak su pruty primarne urcené k prenosu silovych
ucinkov od ich prieCneho zatazenia — nazyvame ich nosniky.









Uvod

Tvar a schematické znazornenie vybranych nosnych prvkov
(Obr. 2.1). Legenda: a — prat, b — doska, ¢ — stena,
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Uvod

Legenda: d — obluk, e — lomeny nosnik (ramova konstrukcia),
f — priehradova (prutova) konstrukcia, g — mechanizmus.




Uvod

Nosnu konstrukciu moze vo vSeobecnom pripade tvorit’ jediny
konstrukCny prvok, obvykle vSak pozostava z viac prvkov =
sustava telies, tvoriacich technické dielo — konstrukciu.

Konstrukéné prvky sU navzajom spojené vnutornymi
vazbami a konstrukcia ako celok je spojend so zemskym
telesom, prip. ramom prostrednictvom vonkajSich vazieb. Inak

by sa konstrukcia vplyvom zatazujucich SI| mohla zacat
nohybovat. .
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Uvod

1. Pratovy prvok (prut, nosnik) — diZka prvku je vyrazne vacsia
ako dva dalsie (prieCne) rozmery. Znazornuje sa ako dokonale
tuha Ciara. Je charakterizovana umiestnenim a rozmerom); tvar
Ciary moze byt priamy alebo zakriveny.

2. Plosny prvok — hrubka prvku je vyrazne mensSia ako dalSie
dva rozmery. Idealizacia je mozna tzv. rovinnym alebo v
priestore zakrivenym plosnym utvarom. Napr. v stavebne;
praxi su plosné prvky: steny (zatazené iba vo vlastnej rovine),
dosky (zatazenie kolmo k rovine) a skrupiny (zakriveny plos-
ny prvok). ldealizuje sa najCastejSie zodpovedajucim rovinnym
utvarom (charakterizovany umiestnenim, rozmermi a plochou).

3. Trojrozmerny prvok — idealizuje sa prostrednictvom doko-
nale tuhého telesa umiestneného v priestore (charakterizova-

né umiestnenim, rozmermi, objemom a tiazou).
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4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajSie zat’aZenie

4.1 Typy nosnikov, zat'azenie nosnikov

Nosnik = pratovy prvok — je nosny prvok technického diela,
urceny na prenos silovych ucinkov pésobiacich na konstrukciu.

V statike sa obvykle jedna o prenos statického silového poso-
benia telies, uvazovanie dynamickeho (v Case premenliveho)
zatazenia je menej vyuzivane.

Nosnik je teleso, ktorého jeden rozmer (dizka) je ovela
vacsi, ako d’alSie dva rozmery jeho prierezu (vyska a Sirka)
a je ulozeny tak, ze sa pri zat’azeni ohyba.

Nosniky v stavebnej praxi : napr. prieéna vzpera, nosny stip,
Sikma vystuha, horizontalne votknuta konzola a pod., resp.
v oblasti strojnych zariadeni, napr. nosné ramy, pracovné

ustrojenstva a vylozniky manipulaénych a zdvihacich strojov.
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4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

A. Pruty s priamou osou (nazyvané aj ako priame nosniky)
sU najjednoduchsSie a najCastejSie vyuzivané prvky nosnych
konstrukcii. Podla sp6sobu ich ulozenia (spojenia s dalSimi
telesami) rozoznavame:

e Jednoduchy (prosty) nosnik
 Konzolovy nosnik

Z uvedenych zakladnych druhov nosnikov boli v ramci
rozmanitosti ich praktickych aplikacii odvodené dalSie typy,
ako napr.

e Spojity nosnik
« nosnik s vloZzenym kibom (Gerberov nosnik),
 nosnik s previsnutym koncom a mnoho dalSich.

15



4.1 'Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

Al. Jednoduchy (prosty) nosnik — je priamy prut, ktory je na
jednom okraji viazany k okoliu dvojnasobnou vazbou (napr.
pevnym kibom) a na druhom konci jednoduchou vazbou (napr.

posuvnym klbom alebo kyvnym pratom). Je teda vzdy staticky
urcito ulozeny.

Podla geometrického tvaru a usporiadania moézu byt takéto -
jednoducho ulozené - nosniky:

e priame alebo
 lomené (tzv. ramové konstrukcie, ramy).

Priklady jednoducho ulozenych nosnikov a fyzikalny model nosnika na
dvoch podperach su uvedené na obr.4.1.
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4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie
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4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

— 02=4+0,2n
T
F1=10,0 kN
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L=3.540,2*n L=7+0,53"n L=2+0,2*n |
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4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

A2. Konzolovy nosnik — je priamy prut, ktory je na jednom
okraji viazany k okoliu trojnasobnou vazbou (obvykle dokonalym

votknutim) a na druhom okraji je volny. Priklady konzolovych
nosnikov a fyzikalny model konzolového nosnika su na obr.4.2.
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4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

A3. Spojity nosnik - priamy nosnik ulozeny na viac ako 2
podperach. Jedna podpera je pevna (pevny kib, dokonalé
votknutie), ostatné su posuvné (posuvny kib, klzné vedenie).
Cast nosnika medzi dvoma susednymi podporami nazyvame
pole, diZka pola je rozpétie. Priklady pouzitia st na Obr.4.3.
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4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

A4. Spojity nosnik s vlozenymi kibmi — tzv. Gerberov nosnik
m

Vlozenim kibov medzi polia spojitého nosnika nesmie
vzniknut pohyblivy mechanizmus, iba rota¢na vizba.

ky

Nerovnosti terénu vlozenim klbu spdsobuju iba mini-
malne pridavné namahanie nosnika nesuceho.

: Neseny nosnik
.I.:ll ‘m:n ﬁ y
s o :
Ir = Z\ é FAN

— Nesuci nosnik —
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4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

A5. Spojity nosnik s previsnutym koncom

-

Previsnuty koniec jednoducho ulozeného nosnika pocCitame
podobne ako konzolu. Zatazenie previsnuteho konca zhora
vyvolava tah v hornych vlaknach nosnika (t.j. zaporny moment).
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4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

Geometricky popis prutov:

V statike je zaloZeny iba na definovani diZky pruta a tvaru jeho
strednice. Prierezy pruta neuvazujeme. Obvykle prierez po celej
diZke uvazujeme konstantny (prizmaticky nosnik) ale moze byt
aj premenlivy. Priklady premenlivych prierezov st na obr.4.4.

(ﬂ) S <IN — mr——— e — - I

(b) I vy e |

Obr.4.4
Zmena prierezu : postupna (a,c), nahla (b) alebo mézu byt v miestach
podpier tzv. nabehy (d), kvoli zosilneniu konsStrukcie v miestach ulozenia. 23



4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

Nosniky uvazujeme ako viazané telesa. Ich zatazenie a uloze-
nie v rovinnej statike = sustava primarnych (zatazujucich) sil, aj
sustava sekundarnych sil (reakcii) tvoria rovinnu SS.

Prizmaticky prut (s nemennym prierezom), zatazeny a ulozeny
na podperach v rovine symetrie (obr. 4.5a).

Prierez nosnika ( L na strednicu)
T - Pazisko prierezu

Rovina siimernosti
F, /F:
q F, A n
\

Os nosnika (strednica, rim ma strednicu lomend).

SO
———T

b
77/7}7777, 7777777, Obr.4.5a



4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

Najcastejsie vazby v praktickych aplikaciach nosnikov (obr.4.6):

/I\

1. Kibové uloZenie pevné (-2 ° V) \

¥

2. Kibové uloZenie posuvné (-1° V)

77

AN

3. Dokonale votknute ulozenie (-3°V)/ 4

A
g

4. Votknuté ulozenie posuvné (-2 ° V) [~ 4

Obr.4.6

odobera 2°volnosti
(vodorovny a zvisly posun),
zostdva otdcanie v klbe)

odoberd 1°volnosti
(zvisly posun), zostava otdcanie v
klbe a vodorovny posun)

odoberd 3°volnosti
(vodorovny posun, zvisly posun,
otdcanie v kilbe)

odoberd 2°volnosti
(zvisly posun a otdcanie v kibe),
zostava vodorovny posun

Na obr.4.7 su uvedené najCastejSie vyuzivane druhy vonkaj-
sieho zat’azenia pri rieSeni nosnikov a ramovych konstrukcii v

praktickych aplikaciach.
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4.1 'Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

Prehlad zakladnych druhov zatazenia nosnikov v praxi:
Fi

M;
o (\‘
a) zatazenie osamelou silou b) zatazZenie osamelym momentom

Fo=q. Fo=1/2.q.1%
THTTE 9 o Mﬁ
/2 | ' _2/al ]

1

—

cl) spojité zatazZenie priecne - rovnoOmerné  c2) spojité zatazenie priecne —

nerovnomerné (napr. linearne)

Obr.4.7a 26



4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

E, =n.l
8 F, = 1/2.n.l
l l l - Fo=1/2.n.1 n
| L ¥ v 1 ]
- | |
= |
dl) spojité zatazZenie osové (normdalové) d2) spojité zatazenie osové (normalové)
- rovnomerné - nerovnomerné (napr. linearne)
M = (m,+m,)/2 .1
Mp=m. |
m ,
m ,

J— oo

el) spojité zatazenie momentové -

rovnomerneé

— P
_— —

I
e2) spojite zatazenie momentove -

nerovnomerné (napr. linearne)

Obr.4.7b 27



4.1 Tvpv nosnikov a rovinnvch ramov. vonkaisie zat’azenie
YP) )} ,

Vypoctovy model nosnika

V zadanom nosniku (Obr.4.5a) sa vyskytuju zatazenia vo
forme osamelych sil F,, F,, F;, spojitého zatazenia prieCneho g
a tzv. spojiteho zatazenia osoveho n.

Vypoctovy model nosnika, predstavovany jeho osou (tzv.
strednicou), prechadzajucou taziskami T; vSetkych prieCnych
rezov na nosniku, je uvedeny na Obr.4.5b.

Po transformacii zatazeni na os nosnika je os zatazena silami
F,, F,, F5 [N], spojitym zataZenim g, n [N.m], ale uz aj momen-
tom M [Nm] a spojitym momentom m [Nm.m-1] (vznikli pri preloZeni
sily F; a osového zatazenia n z povrchu nosnika do osi nosnika).

Z uvedeného vyplyva, ze vsetky zat’azenia pésobiace na
nosnik prenasame vzdy na jeho strednicu (pozdlznu os).

28



4.1 Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

Prierez nosnika ( L na st
T - tazisko prierezu

rednicu)

Rovina siimernosti
Ak
/ In

l / Os nosnika (strednica, rim ma strednicu lomena).

a)
¥
q I F,
Y i | W - _"._,;."- \ _1
A IS/ /0SB
I- Z '/74//74[/7/7["/ )
0 S DI AT AT D
! N/b
b)
F, F,
, I /
? i F3 |n
; DI
7 W/ M=F _.h/2 m = n.h/2 7 /;‘/ 777

Y Poznamka:

Spobsob zakreslenia podpier
(vazby nosnika) v miestach A, B
prostrednictvom tzv. kyvnych
prutov (podfa Obr.4.5b)
zodpoveda sposobu zakreslenia
pevnej vazby a pohyblivej vazby
a ich pozadovanych funkcii.

Obr4.5Db
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4.1 'Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

a) prosty nosnik (s previsnutym,

preénievajucim koncom)

Tl
Q14r Y

2 3
C "

o A
e) votknuty ram

Obr.4.6

F F
/N - )
q a ‘\ 2
AAAAAAARAA . | A B B |
M

S A B _/M

7
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b) votknuty (konzolovy) nosnik

TN IRE

=

™M
C -) g:
7z B

d) ram (lomeny nosnik) prosto ulozeny

Poznamka:

Ad b,c) Normalové sily kreslime pre
nazornost kolmo na strednicu, aj ked
v skutocnosti pdsobia v jej smere.
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4.1 'Typy nosnikov a rovinnych ramov, vonkajsie zat’azenie

Ciel a ulohy statickej analyzy nosnikov
Statika je ¢ast'ou mechaniky, zaoberajuca sa rovnovahou
silovych u€inkov na dokonale tuhe telesa.

Objasniuje a definuje podmienky rovnovahy / ekvivalencie silo-
vych sustav, ako aj rovnovahy medzi vonkajSimi a vnuatornymi
silami, pdsobiacimi na nosné konstrukcie a ich prvky.

Hlavna uloha statického rieSenia nosnikov spociva v
e overeni riesitelnosti ulohy - posudenie statickej urcitosti,
» vyrieseni statickej rovnovahy akcénych a reakcnych sil,

o vyrieseni velkosti, zmyslu a charakteru vnutornych
silovych uc¢inkov v Fubovolnom priereze na nosniku; t.j.
urcenie funkénej zavislosti priebehu vnutornych sil v jed-
notlivych Usekoch aich zakreslenie po celej dizke nosnika.

31



4.2 Vypocet sekundarnych sil - reakcii

4.2 Vypocet sekundarnych sil - reakcii

Prvou fazou statickych vypocltov nosnikov a ramov je
posudenie staticke] urCitosti ulohy, vychadzajucej z analyzy
ulozenia. Druhou fazou je uréenie sekundarnych vonkajSich
sil — reakcii vo vazbach, od uc€inku vonkajsich sil na nosnik.

Obmedzime sa opat iba na analyzu rovinnych problémoy, t.j.
silové ucCinky zatazenia, reakéné sily vo véazbach, ako aj
Idealizovany tvar konstrukcie uvazujeme v jednej rovine.

UrCovaniu statickej urcitosti konstrukcii (kap.1) a vypoctu reakcii
u staticky urcito ulozenych sustav telies (kap.3) sme uz venovali
pozornost’ v ramci predchadzajuceho vykladu.

Nakolko sa vo vSeobecnom pripade jedna o zatazenie nosnika
VRSS, podmienky rovnovahy, spolo¢ne s kontrolnymi rovnicami,
mozu mat preto iba niektory z nasledujucich tvarov: 32



4.2 Vypocet sekundarnych sil - reakeii

a)

SFix=0 0) | YMa=0 C) | YMa =0
YFiy=0 SMg =0 YMg =0
YMa =0 YFix =0 YMc=0
SMg =0 YFiy=0 SFix =0
KONTROLNE ROVNICE

Tvar rovnic typ a) je zakladny a je vhodny najma pre votknuté
nosniky. Pri rieSeni jednoducho ulozenych nosnikov je vhodné
vyuzit typ b). Rovnice typ c) su vhodné najma v pripadoch
ulozenia na 3 kyvnych pratoch alebo posuvnych podperach.

Musi vSak vzdy platit, ze posuvné a otacavé ucinky vyslednice
sustavy sekundarnych sil (reakcii) 2R; a vyslednice primarnych
sil ZF; sa musia navzajom rusit’ = t.). teleso je v pokoiji.

2
O



4.2 Vypocet sekundarnych sil - reakeii

Priklad 4.1: UrcCite reakcie na jednoduchom nosniku (obr. 4.9).

Zadané Fl’ F2, F3, 0(, ﬁ, |1, |2, |3, |4

Priklad 4.2: UrcCite reakcie na prostom nosniku (obr. 4.10).
Zadane: F,q, M, «, a, b, c.

Priklad 4.3: Urcite reakcie a moment v bode votknutia pre
votknuty ram (obr.4.11). Zadané: F, q,, 4., M, a, b, c, d.

Priklad 4.4: Urcite reakcie v bodoch podopretia pre nosnik

s vloZzenym kibom (Gerberov nosnik) podfa obr. 4.12. Zadané:

F.,F., g, M, q, a, b, c.
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4.3 Vnutorné silové veliCiny v priamych prutoch

4.3 Vnutorneé silové veli€iny v priamych pratoch

Okrem standardného vypoctu reakcii, ako sekundarnych silo-
vych ucinkov, uvadzajucich sustavu akcnych sil do rovnovahy,
mozeme v statike vykonat' aj analyzu vnutornych silovych
veli¢in v ktoromkolvek bode (priereze) telesa (nosnika, ramu).

Znamena to, ze v lubovolne zvolenom priereze vieme urdit’ si-
lové veliCiny, charakterizujuce namahanie telesa v tomto mieste.

Analyzovat’ vnutorne silové veli€iny pre rb6zne typy
nosnikov a ramovych konstrukcii, pri roznych kombinaciach ich
ulozenia a zatazenia, patri medzi zakladné znalosti zo statiky.

Ziskané poznatky z analyzy vnutornych silovych ucinkov (napr.
metdoda mysleného rezu, velkost vnutornych sil v priereze
telesa a pod.) budu tvorit’ zaklad vedomosti pre d’alSiu cast’
predmetu venovanu podstate mechaniky poddajnych telie%5



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Tieto znalosti budl potrebné najma pre pochopenie zaklad-
nych suavislosti v oblasti navrhovania (dimenzovania) a posu-
dzovania (kontroly) skuto€nych (uz nie ako v statike -
idealizovanych) telies.

Pri analyze vnuatornych sil na nosnikoch uvazovanych v rovine
su analyzované nasledovné vnutorné silové veli€iny:

1. osova (normalova) sila N,
2. priecna (posuvajuca, tangencialna) sila T,
3. ohybovy moment M.

36



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Zakladné uvahy, predpoklady a suvislosti

Nosnik je spojité teleso a teda v flubovolne zvolenom priereze
m, kde predpokladame vedeny fiktivny, tzv. mysleny rez, na osi
pruta nemozu nastat ziadne relativne posuny, ani vzajomne
pootocCenie prierezov (prut je predsa homogénny, celistvy !!!).

V priereze m preto predpokladame (uvazujeme) existenciu
vnhutornej vazby, spir“\ajt]cu podmienky nulového pohybu (musi
odoberat’ 3°V). To splfia iba vazba - dokonalé votknutie (obr.

4.20). .
\/’ £1 F 2 B/ Fs
::I ' b
i rovina e
' myvsleného rezu 15
I{ h Sle & Sle B S|l

Obr.4.20 37



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Inak povedané: ak myslenym rezom m, vedenym cez uvazo-
vany prierez kolmo na os prata, myslene prerusime vnutornu
vazbu v nosniku, jej uCinok vyjadreny vyslednicou vnutornych sil
R, m0zeme nahradit zodpovedajucimi zlozkami interakcnych sil
(obr. 4.21), rovnako ako pripad dokonalého votknutia, t.j. tromi
zlozkami — silami F,=N_,, F, =T, a momentom M=M,.

| - Pava Cast’ '(__ﬂ Il - prava cast’
1 i
|\/Iom iﬁ
[ttt sl ol =
| 1 I
: ( Wi | b
| M7 | é
Nm -\'ll?i“.' |_____________________ﬁssi;ssssssss
I
Tm B
q

I Lo
RN Slets

Obr.4.21
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Nakolko predpokladame, ze sustava vonkajSich sil (primarnych
| sekundarnych), pésobiaca na nosnik, je pri statickom rieSeni v
rovhovahe, musia byt’ podmienky rovnovahy splnené aj pre
kazdu jej myslenym rezom oddelenu cast’.

Zlozky vyslednice vnutornych sil, napr. 'N., 'T,,, 'M., mdézeme
teda urcit z podmienok rovnovahy formulovanych pre sily p6so-
biace na lavu Cast nosnika (Cast |). Naopak, zlozky vyslednice
vnutornych sil "N, "T., "M_ musia vyhovovat podmienkam
rovnovahy sil, pésobiacich na Cast |l (vpravo).

Hodnoty vnutornych sil na oboch castiach myslene rozde-
leného telesa vsak musia byt rovnaké a preto musi platit

SN =N L. ~M =M_
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Z poznatkov o silovych sustavach uz vieme, ze ak zmenime
orientaciu vSetkych sil v jednej z dvoch ekvivalentnych sustav
sil, sily obidvoch sustav budu v rovnovahe.

V dbsledku toho su zlozky vyslednice vnutornych sil "N, "T
"M, ekvivalentné so sustavou vonkajSich sil pdsobiacich na
Cast Il a zlozky vyslednice wvnuatornych sil 'N, 'T., 'M, su
ekvivalentné so sustavou vonkajSich sil, pésobiacich na Cast |.

;v _ X )
| — Pava cast Il — prava cCast

g "
NG T ; N, TN, S s
Ay T T B
h e PRI
< >l> <>« SAPEN
Obr.4.21
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Pri rieSeni praktickych udloh to vSak neznamena, ze musime
urcovat vnuatornée sily pre obidve Casti nosnika (Cast' | aj Cast II).

Pre vypocCet obvykle volime tu Cast nosnika, ktora obsahuje
mene| zatazujucich ucinkov, prip. u ktorych druhov zatazeni je
transformacia na zakladny druh silového posobenia (nahradné
bremeno) jednoduchsia.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

4.3.1 Vypocet vnutornych silovych ucinkov v priereze m

Hodnotu vnutornych sil v uvazovanom priereze m urCime ako
algebraicky sucet (suma) zloziek vSetkych vonkajSich sil,
posobiacich na uvazovanu Cast pruta ,,stanovenym® spésobom.

Znamienkova dohoda: zmysel posobenia vnutornych sil
povazujeme za kladny, ak platia ich zmysly podla obr. 4.22.

normala roviny priecneho rezu
rovina prie¢neho rezu

4"'{??:

kladne uc¢inky —————— T kladne uc¢inky
vonkajsich sil i M vonkajsich sil

posobiacich na casti1 posobiacich na casti I1

Obr.4.22
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

O, e, ()

] | | | ]
I

=R LT i A I K
® 5 O O o ©® 5 ©

1. Normalova (osova) sila N

Zlozka N, pGsobi v smere normaly roviny prie€neho rezu m a
preto sa nazyva aj ako normalova sila. Pre priamy prut je smer
normaly obvykle totozny so smerom osi pruta a preto je Casto
zauzivané aj pomenovanie - osova sila.

Jej hodnotu v uvazovanom priereze m urCime ako algebricky
sucet zloziek vsetkych vonkajSich sil, ktoré posobia na
uvazovanu cCast pruta v smere kolmom na rovinu prieCneho

rezu m, tzn. v smere osi pruta. 43



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Napriklad, pre nosnik na obr.4.20 vypocCitame hodnotu norma-
love) sily N v reze m bud :

Ax  rovina
Ay ' mysleneho rezu B
‘Fl | !FE | J!-r3 | !F4
el >33l

e Uvazovanim posobenia iba zloziek vonkajSich sil na Casti I (isek prata a—m)

) e

e alebo pre sily posobiace na uvazovanej Casti II (usek prata b—m) z rovnice

o | .



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

2. PrieCna (posuvajuca, smykova, tangencialna) sila T

Vnutorna silova veliCina T,, pOsobi v smere roviny priecheho
rezu m a preto ju obvykle nazyvame priecna sila. Jej pésobe-
nim maju okrajové prierezy dizkového elementu prata tenden-
ciu vzajomne sa posunut a preto sa pouziva aj oznacenie
posuvajuca sila.

Jej hodnotu v uvazovanom priereze m je mozné urcit' ako alge-
braicky sucCet (suma) zloziek vSetkych vonkajsich sil, p6so-
biacich na uvazovanu cast pruta v smere roviny priecneho rezu,
tzn. v smere kolmom na os prata.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Napriklad, pre nosnik podla obr.4.20 urCime hodnotu priecCnej
sily T v mieste rezu m bud :

AX -I l‘-rl::'l;'.-illﬂ trn
Ay ' mysleného rezu ’t B

[ [

>l< >l<lss)

> €

e uvazovanim pdsobenia zloziek vonkajsich sil na Casti I (asek prita a—m) zo zapisu
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

3. Momentovy (ohybovy) ucinok Mg

Vnutorna veliCina M, ,, vyjadruje otacavy ucinok vyslednice
vnutornych sil R, posobiacich v priereze m vzhladom k zvole-
nému bodu na osi nosnika a nazyva sa ohybovy moment.

Velkost ohybového momentu v uvazovanom priereze m moze-
me urcit’ ako algebraicky sucet (sumu) statickych momentov

od vSetkych vonkajsSich sil a silovych dvojic, pdsobiacich na
uvazovanu cast’ pruata (I - lavu alebo ).

Pre nosnik podla obr. 4.20 je pre rieSenie momentovych
ucinkov lepsie vyuzit znazornenie podla obr. 4.23.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Velkost ohyboveho momentu v reze m mézeme urcit uvazo-
vanim otacavych ucCinkov od vonkajsich sil (Obr.4.23) bud:

Fisma Fs.cosf

N T

Obr.4.23
e na Casti I (Gsek prata a—m) zo zapisu

e alebo pre sily pdsobiace na uvazovanej Casti II (asek pruta b—m) zo zapisu

+ R My =3 "My, =B+ 15 +1,) - Fy.cos B M1, + 1) B,




4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Poznamky:

Vieme, ze v statike s pretvorenim konstrukcie vobec neuvazu-
jeme (vSetky telesa uvazujeme ako DTT). V statickych vypoctoch
preto vplyv pretvorenia konstrukcie na zmenu p6sobisk pri-
marnych silovych ucinkov neuvazujeme (t.]. zmenu posobiska
zatazujucich ucinkov vplyvom deformacie zanedbavame).

V praktickych ulohach statiky su rozmery konstrukcie zvyCajne
,Jradovo” vacsie ako hodnoty pretvorenia = posunutie posobisk
zatazenia vplyvom deformacie telesa je uplne zanedbatelné.

Realne konstrukcie vSak nie su dokonale tuhé a preto sa poso-
benim vonkajSieho zatazenia pretvaraju (deformuju). Aby vSak
bola konstrukcia realne pouzitefna, musia byt jej pretvorenia
vV porovnani s jej rozmermi mensSie radovo (napr. geometricke

rozmery konstrukcie v [m], pretvorenia v [mm]).
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

4.3.2 Funkcna zavislost’ medzi prieChym zat’aZenim q, prieChou
silou T a ohybovym momentom M _

Vyberme z pruta, na ktory posobi sustava sil v rovnovahe, v
jeho fubovolnom priereze x, element diZky dx (obr.4.25).
Uvazujme, ze na element dx pésobi iba spojité prieCne zataze-
nie (kolmo na os pruta) s intenzitou g(x). Odstranené Casti pruta
mozeme nahradit’ vnutornymi silovymi ucinkami — priecnou silou
T a ohybovym momentom M.

q(x)

Mo() [TTT11 ] Mo(o+dMa(x)

T(X)T ; iT(>5+oﬁ'ix) ________

X X
— — | —

Obr.4.25 50




4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Osovu silu N v pripade zatazenia spojitym prieCnym zatazenim
g(x) neuvazujeme, nakolko jej vplyv na zavislost medzi priecC-
nym zatazenim g a vnutornymi uCinkami T a M, sa neprejavi.

Plati: ak je prut v rovnovahe - podmienky rovnhovahy musia
platit' i pre kazdu jeho Cast. Vieme, ze spojité zatazenie na ele-
mentarnom useku dx mdézeme aproximovat’ elementarnym nah-
radnym bremenom F,=q(x).dx s posobiskom v strede Useku dx.

1. Silova (suctova) podmienka rovnovahy sil pre element dx
T(X)-[T(X)+dT (x)]-q(x).dx=0

Po uprave ziskame zavislost medzi prieChnym zatazenim g a
priecnou silou T v tvare dT (x)

T(X)-T(X) -dT(x)-q(x).dx=0 = I =-g(x) 4.9
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

2. Momentova podmienka rovnovahy, formulovana napr. k pra-
vému okraju elementu (x+dx) je

~M (x) =T (x).dx + q(x).dx.d—zx+[M (x)+dM (x)]=0

dM (x) =T (x).dx + q(x).% = T(X).dx =dM (X) + q(x).%

Ak zanedbame posledny Clen na lavej strane rovnice (obsahu-
je tzv. infinitgezimélne - takmer nekonecne) malu veliCinu druhého
radu (q0.9), po Uprave dostaneme vztah

dM(x) _ + (%) (4.10)

Vztahy (4.9 a 4.10) s zname ako Schwedler-Zuravského

vety, ktore slovhe mdzeme vyjadrit nasledovne:
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

1. Spojité zat'azenie q(x) predstavuje zapornu hodnotu
prvej derivacie posuvajucej sily T(x).

2. V uvazovanom priereze sa hodnota funkcie priecnej sily
T rovna hodnote derivacie funkcie ohyboveho momentu M..

Prakticky vyznam S-Z viet:

e pri znamom priechom zatazeni g(x) mozeme v danom priere-
ze alebo useku, urcCit charakter priebehu priecnej sily T, ako aj
ohybového momentu M.

 z vlastnosti derivacie funkcie vyplyva, ze v poradi veliCin q, T,
Mg sa jedna vzdy o funkciu (krivku) o jeden rad vyssiu.
Odvodené zavislosti (4.9) a (4.10) su za predpokladu - spojitosti
funkcie zatazenia - platné nielen pre elementarny usek dx, ale

aj pre lubovolny Usek koneénej dizky. V tomto pripade budu na
vySetrovanom Useku spojité aj funkcie vnutornych sil (Obr.4.26),



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

g...nulovy = T..konst. = M, ... linearny

q=0

T q ... kondt. = T ... linearny = M, ... kvadraticky

T - konStantné

,mﬂ’l‘ﬂ'l'mT#

== M, - linearny

—
]

g ...linedarny = T ... kvadraticky = M, ... kubicky

L]

T

q - konStantné

"mﬂ*l“mm

T - linearne ‘““‘L-LLLLLU_H

il

MWWWTW“

q - linearne

T

T - kvadraticka
parabola

M, - kubicka
parabola

Obr. 4.26

M, - kvadraticka
parabola

q




4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Poznamka:

Je mozné si vSimnut, ze vSetky druhy pOsobiacich zatazeni -
silove ucinky vo forme F;, M;, F,, F,, M, rozdeluju strednicu
priamych aj lomenych nosnikov na useky.

V tychto usekoch poOsobia, napr. iba osamelé sily F, alebo
osamele momenty M,, spojite zatazenia typu g, n, m su rovne
nule alebo r6zne od nuly a pritom moézu byt uvazované ako
zataZenia statické (konstantné) alebo po diZke tseku premenné
(t.]. definované vo forme funkcie q(x), M(x), m(x)).

Od druhu a sp6sobu zatazenia usekov je vo velkej miere
zavisla nielen velkost, ale aj tvar funkcie priebehu vnutornych
silovych veli€in, na analyzovanom useku.

Znamena to, ze na kazdom useku nosnika platia vSetky
dosledky vyplyvajlce z podstaty Schwedler - Zuravského vety. 56



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

4.3.3 Priebehy vnutornych veliCin pre vybrané zat’aZenia

Kazdy staticky model, u ktorého su vonkajSie sily v rovnovahe
(napr. obr.4.27), je mozné myslenymi rezmi rozdelit' na:
e Useky, ktoré su po celej ich diZke zatazené bud iba spojitymi
uCinkami (c-d, f-g) resp. nie su zatazene (a-c, d-e, e-f) a na
 body (kvazi Useky s takmer nulovou diZkou), definované v
miestach podopretia (a,b), ako aj v posobiskach osamelych sil
(e,g) a silovych dvojic - momentov (c).

: £ F
M q; ? ” g‘
Aca (N gl W iiiiieiyuy

I e ————————————————— e i
=" d e f b 2
Ay T/ B

Obr.4.27 56



Pri objasfiovani zavislosti priebehu vnutornych sil na usekoch
s roznym druhom zatazenia vychadzame z predpokladov:

« ak sU vonkajsSie sily, pdsobiace nateleso v rovnovahe,
musi byt’ v rovhovahe aj kazda jeho cast’;

 hodnoty vnutornych sil na zaCiatku alebo na konci useku
suU uz zname z predchadzajucich krokov riesenia,

 polohu miestarezu m na osi pruta udava suradnica x.

Zasady pre zakreslovanie priebehov vnutornych sil:

e kladné hodnoty N, T vynasame na stranu hornych
vlakien, zaporne hodnoty T na stranu dolnych;

e kladné hodnoty M, vynasame na stranu dolnych (nat’aho-
vanych) vlakien, zaporné na stranu hornych (stlacanych)
vlakien.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

a) Prierez, v ktorom pdsobi osamela sila

Ak v zadanom priereze pruta posobi osamela sila F (obr. 4.28),
myslenymi rezmi, vedenymi tesne okolo prierezu, vyberieme z
nosnika elementarny Usek prata (I-n), s dizkou limitne sa
bliziacou nule.

Predpokladame aj, ze hodnoty vnutornych sil na zaciatku / kon-
ci useku su uz zname z predchadzajucich krokov riesenia.

Neznamu hodnotu normalovej sily N urCime ako:

sl clebo += [N

Neznamu priec¢nu silu T uréime ako

A [Tno=Toi —Focosp] atebo +3
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

omI omn

Hodnoty ohybovych momentov
M suU rovnaké a plati

HE Moo =Mo ] +5

V grafickom zobrazeni sa poso-
benie sily F prejavi (obr. 4.19) :

o ,Skokom* v priebehuNaT

e ,Zlomom* v priebehu M.

ﬂ
lll @
Ifj@) O

Obr.4.28
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

b) Prierez, kde posobi osamela silova dvojica - moment

POsobenie osamelého momentu M

Vv niektorom priereze priameho pru- Mo m- *" :
ta nema na priebeh normalovych, ( (-\ ) v

ani osovych sil ziadny vplyv. Ich N
hodnoty su rovnake a platl’ T 'T »JT
m- W ' m-n

Pre urCenie hodnoty ohybového momentu M, platia vztahy

P alebo + M -

V grafickom znazorneni bude v priebehu M ,skok” (obr.4.29).
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Mo m M M o M, o ;ﬁ M

om-
P“Tm—feg Q 9_»};}1 }“Tm—f @Q

et

Obr.4.29 Obr.4.28

61



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

c) Nezat’azeny uUsek pruta

Majme lubovolny nezatazeny usek priameho pruta, definovany
v lokalnych suradniciach so zacCiatkom v bode z.

Normalova sila N ma v kazdom priereze Useku konstantnu
hodnotu, vyjadrenu podfa dohody znamienok (obr.4.15) v tvare

e o +2 [T
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Priec¢na sila T ma taktiez v kazdom priereze useku konstantni
hodnotu, vyjadrenu podla konvencie (obr.4.15) v tvare

+ 1 alebo +@

Funkciu priebehu ohybového momentu M, v uvazovanom
priereze X vyjadrime zapisom podla dohody (obr. 4.15) v tvare

+ alebo + P [M0) =My, —T . (1-%)

z ktorého je zrejmy linearny priebeh (zmena) hodnot ohybového momentu
vzhlfadom na premennu x, udavajucu polohu uvazovaného prierezu.

* Na zobrazenie linearnej funkcie staCi poznat dve jej hodnoty.
Ak uz pozname hodnoty vnutornych sil na zacCiatku useku (bod

z), staCi preto dourcit’ iba hodnotu M, na konci useku (bod k).
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Pre [ubovolny nezatazeny usek musi byt zachovany charakter
priebehu tak, ako je zndzornené napr. na obr. 4.32.

e kladné hodnoty Na T
vynasame na stranu hor-
nych vlakien, zaporné na
stranu dolnych a su pre
cely usek konstantné;

» kladné hodnoty M,
vynasame na stranu dol-
nych vlakien, zaporné na
stranu hornych vlakien a
priebeh funkcie M, je
linearny.

|\/|0 7-k Mo K-z

£ s

+ o

Obr.4.32
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

d) Usek s rovhomernym spojitym prieénym zat'azenim

Majme usek priameho pruta so zaCiatkom v bode z.
Predpokladame, ze intenzita spojitého zatazenia je konstantna
a vyjadrena funkciou v tvare q(x) =g

q-X a:;'; ([ —x)
x/21x/2 (I—=x)/2 1 (I=x)/2
‘HH‘{ },{ }‘
I
\ Mo 2.« Y q(x)=q V Mo k- T
Nk T3 1y 111 N2
T,k ‘{ . 7
< >
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Normalova sila N ma v kazdom priereze useku konstantnu
hodnotu vyjadrend zapisom podla konvencie (obr. 4.15)

+4 slebo += [NG=N, ]

Funkciu priecnej sily T v priereze m na analyzovanom
useku vyjadrime zapisom podla konvencie (obr. 4.15)

+1 alebo U T () =T, +q.(1-x)

a jasne vyjadruje linearnu zmenu hodnot priecnej sily T podla
premennej X, udavajucej polohu zvoleneho prierezu na prute.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Funkciu ohyboveho momentu M, v uvazovanom priereze m
vyjadrime podla konvencie (obr. 4.15) v tvare

. 2 : I_ 2
+ﬁ> alebo +<ﬁ M(x)=M,_, -T k‘z'(l_x)_q( ZX)

a vyjadruje kvadratickl zmenu hodnot ohybového momentu
M, pre premennu X, udavajucu polohu uvazovaneho prierezu.

* Pre zobrazenie funkcie 2. stupna - kvadraticke) paraboly je
nutné poznat aspon 3 funkcné hodnoty. Okrem hodnét M, na
zacCiatku (z) a konci (k) useku je nutné urcit este hodnotu, prislu-
chajucu dalSiemu prierezu, napr. s (definovany v strede Useku).

Priebehy vnutornych sil N, T, M, graficky znazornime na
zaklade vycCislenych hodnét pre nosnik ako celok.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Pre lubovolny usek pruta, ¢ |
'AY ANy T P x24x/2 (I—-x)2 1 (I-x)2
zat,a%eny spoptyrp priecnym ol Si< >
zatazenim s konstantnou Y Y M
Mo 2. q(x)=q 0 k-z

iIntenzitou, musi byt zacho- ~.;
vany charakter priebehu

vnutornych sil v stulade so
znazornenim na obr. 4.33.

Obr.4.33
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Prechodovy prierez

V zavislosti od konkrétne rieseného problému moze (ale nemu-
si) nastat pripad, ze v urcitom priereze ,p“ je hodnota prie¢nej
sily T rovna nule (T = 0).

Takyto prierez nazyvame prechodovy prierez a je charakte-
risticky tym, ze prave v tomto mieste nosnika hodnota prieCnej
sily T meni svoje znamienko (pretina nulovl os).

|dentifikacia prechodoveho prierezu je velmi dolezita. Pretoze,
prave v tomto mieste na nosniku bude funkcia ohybového
momentu M, dosahovat extremne hodnoty.

Z matematiky je zname: Spojita funkcia ma v rozsahu skuma-
ného intervalu lokalny extrem (MAX / MIN) v tych bodoch, v
ktorych je] prva derivacia je rovna nule. Tu je zrejma suvislost a

tieZ aj dosledok Schwedler — Zuravského viet.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

 Polohu prechodoveho prierezu p, urcenu suradnicou X,
zistime tak, ze do funkcie priebehu priecnej sily T dosadime za
X=X, a pre hodnotu priecnej sily T, = T(x = x;) = 0 a dostaneme

e Extréem ohybového momentu M, ., urCime pomocou para-
metra polohy prechodoveho prierezu x,. Dosadime za x=x; do
funkcie ohybového momentu. Napr. pre zatazenie g=kons. plati:

q.(1 - x,)’
alebo + <R [M, =M =M(x=x)=M, , - T, ,.(1—x,)—




4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

e) Usek s nerovhomernym spojitym prieénym zatazenim

Majme lubovolny usek priameho pruta (obr.4.34) so zaCiatkom
v bode z. Linearna zmena intenzity zatazenia je vyjadrena
funkciou v tvare

q(x) ===

tzv. trojuholnikové priecne spojité zat'azenie.
Dbkaz:

q I O.X . e IR
- — — X |/
a0 x0T ke .

Vv

 Normalova sila N ma v kazdom priereze useku konstantnu
hodnotu vyjadrenu podla konvencie (obr. 4.15) v tvare

+4 alebo +':>.

71



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Pre fubovolny usek pruta,

zatazeného linearnym rastu-
cim alebo klesajucim spojitym
priecnym zatazenim, musi byt

zachovany charakter priebehu

tak, ako je znazorneny na obr.

4.34.

Obr.4.34
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

* Funkciu priecnej sily T v uvazovanom priereze m analyzova-
neho useku urcime podla znamienkove] konvencie v tvare

ktory vyjadruje kvadratickl zmenu hodnot T pre premennu
X, udavajucu polohu prierezu.

Vieme uz, ze pre zobrazenie funkcie druhého stupna je nutné
poznat aspon tri funkéné hodnoty.

Okrem hodnét prieCnych sil na zaCiatku (z) a na konci (k)
useku je preto nutné dourcit’ aj tretiu hodnotu, napr. hodnotu
prieCnej sily T, prisluchajucu prierezu s, definovanému napr. v
strede useku.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

e Funkciu ohybového momentu M, v uvazovanom priereze m
analyzovaného useku je mozne vyjadrit podla konvencie
znamienok a podla obr.4.34 zapisom v tvare

a vyjadruje pre premennu X, udavajucu polohu analyzovaneho
prierezu, zmenu hodnot ohybového momentu M vo forme
funkcie tretieho stupna.

Pre zobrazenie funkcie tretieho stupna (tzv. kubickej
paraboly) je potrebné poznat aspon Styri funkéné hodnoty.

Preto je nutné okrem hodn6t M, na zaciatku a konci Useku,
urCit eSte dalSie dve hodnoty, prislichajlice napr. prierezom vo

vzdialenostiach x; =1/ 3, resp. x, = 2.1 / 3 od zacCiatku useku.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

* Polohu prechodoveho prierezu ur€enu suradnicou x, zistime
tak, ze do funkcie prieCnej sily T dosadime x=x,. Pre znamu
hodnotu priecnej sily T, =T(x=x,)=0 v pripade nerovnomerneho
trojuholnikového prieCneho zatazenia dostaneme vztah v tvare

* Hodnotu extrému ohyboveho momentu M, ..., vV prechodo-
vom priereze p urCime dosadenim za x = x;, do funkcie pre M, .
Potom pre zadany usek nosnika podla obr.4.34 plati
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Poznamka: x/3 2%/3
‘4: > < :a-‘

M 0z-k (}'(T) = ( (}'D X M 0 k-z
V-

[

AK je spojite linearne zatazenie
g(X) useku reprezentované
funkciou, ktorej priebeh zo Tkz
zaciatocnej hodnoty (z) klesa

do nulovej hodnoty na konci
Gseku (k), vyhodnejsie je zvolit {
zaciatok lokalneho systemu

v bode k (obr. 4.35), t.J. na

strane nulovej] hodnoty 5
spojitého zatazenia. +
Zjednodusi sa tym rieSenie.

Obr.4.35 76



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

4.3.5 Zaverecné poznamky k analyze vnutornych sil

S-Z vety su délezité najma v procese uréovania priebehov vnu-
tornych silovych veliCin T a M,, ale aj pre kontrolu spravnosti ich
urcenia.

Z 1.S-Z vety: dT(x) / dx = -q(x) = spojité zatazenie q(x) pred-
stavuje zapornu hodnotu prvej derivacie priecnej sily T(x).

Ak na urcitom useku =0, posuvajuca sila T bude na useku
konstantna = =0 ; T(x)=konStanta.

q>0 q<0

Rl

X [ R T R X X
T T = kong T T

= Konst. , ]

T klesa T rastie
——— _— X \‘_\‘-‘ X _'_,—F/ X
= - . r -— T -

— L
U —
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Ak g>0 (| orientované nadol) - na useku T (x)<0 = T(x) klesa.
Podobne, na useku, kde g<0 (1 orientované nahor), posuvajuca
sila T(x) narasta = T(X) ma stupajuci priebeh.

Z 2.S-Z vety: dM_ / dx = T(x) je zrejmé, ze T(X) je prvou deriva-
ciou M(x). Ak je funkcia priebehu M(x) znama, mozno ju vyuzit
pre urCenie funkcie priebehu priecnych sil T(x).

Ak T(x)>0, hodnota M_(x) rastie. Naopak, ak T(x)<O, priebeh

M(X) klesa. V mieste, kde T(x)=0, dosahuje ohybovy moment
extrem, t.J. lokalne max / min = prechodovy prierez.

Ak do 2.S-Z vety dosadime za T z 1.vety dostaneme vztah
d*M (x)
—0(X) =
q(x) 7
a plati: g(x) predstavuje zapornu hodnotu druhej derivacie M(x).
7

(4.17)

3



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Pre g>0 je preto M (x)<0 a krivka priebehu M(x) je konkavna.
Naopak, pre g<0 je M (x)>0 a priebeh M(x) je konvexny.
q =0 g <)

Litisddd! X |1“i1l1' X

M1 ATl :

il RIct |y

Uvedené Uvahy platia iba v pripade postupu zlava doprava.
Pri opacnom postupe sa v rovniciach S-Z viet zmenia znamien-

ka, rovnica (4.17) sa vSak nemeni.

Je nutné dodat, Ze S-Z vety neplatia v miestach pésobenia
osamelych sil alebo momentov. V tychto prierezoch nastavaju
v priebehoch silovych veliCin T a M, nespoijitosti, obvykle vo
forme zlomov alebo skokov (Obr.4.29 a 4.28). 29



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Mo m M M o M, o ;ﬁ M

om-
P“Tm—feg Q 9_»};}1 }“Tm—f @Q

et

Obr.4.29 Obr.4.28
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Priklad 4.5: Urcite vypoctom velkost a priebeh vnutornych
veliCin N, T, My na prostom nosniku (obr.4.31) od osamelej sily
F. Dané: F=500 N.

Priklad 4.7: Na zadanom nosniku urcite vypoctom priebehy
veliCin N, T, Mg, vyvolané sikmou silou F (obr. 4.33). Dané: F =
500N, a=2m,b=4m,|=6m, o =300.

Priklad 4.8: UrCite vypocCtom aj graficky velkost a priebehy
vnhutornych sil na prostom nosniku od spojiteho rovnomerného
zatazenia (obr. 4.34).

Priklad 4.9: UrCite vypoctom priebehy N, T, M5 na nosniku
s osamelymi silami (obr. 4.35). Dané: F; = 2 kN, F, = 3 kN, F; =
2 kN, F, = 3 kN, a, = 60°, ay = 45°, a, = 60°.
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Zaver prednasky

Otazky???7?

Dakujem za pozornost
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4.3 Vnutorné silové veliciny v lomenych prutoch

Vnutorné veliCiny na nosniku s lomenou
osou - ramova konstrukcia
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

@ ®

[ I B B

A
Ay Obr.4.36

Majme zadany lomeny nosnik -
ram (obr.4.36a). Sily F,, F,, mo-
menty M, M,, a spojité zataze-
nie g - spoloCne s reakciami A,

> A, B tvoria vSeobecnu sustavu

vonkajsich sil, ktoré zadanu ra-
movu konstrukciu zatazuju.

Uz vieme, Ze vSetky vonkajSie
zatazenia vyvolavaju v telese
vznik tzv. vnutornych silovych
veli¢in, posobiacich vo vSetkych
prierezoch analyzovanej

ramovej konstrukcie.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Rovnako ako na priamych nosnikoch, aj na rovinnych ramo-
vych konsStrukciach vnutorne sily zistujeme v prierezoch
kolmych na os (strednicu) ramu (napr. rezmi m-m, n-n, |-l atd.).

Na vyrieSenie vnuatornych sil v zadanej ramovej konsStrukcii
pouzijeme napr. favu Cast telesa, myslene (fiktivne) oddelenu
rezom m-m od pravej Casti ramovej konstrukcie (Obr.4.36Db).

Nosnik (prutovy prvok) v statike povazujeme za dokonale
tuhe (spojité) teleso a teda predpokladame, ze v fubovofnom
reze na osi pruta nemozu nastat ziadne, ani relativne posuny,
ani vzajomne pootocenie prierezov. V kazdom priereze pruta
predpokladame preto existenciu vnutornej vazby — typu
dokonalé votknutie (obr. 4.36¢). V mieste mysleného rezu
preto nahradzame ucinok fiktivne odobratej Casti konstrukcie

celkom 3 velicinami — sily N, T a moment M,,. -



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych prﬁtoch

Zatazenie:

e vonkajSie sily:
Fi, 0=Fg A Ay My

e vnutorne sily:

FP, ako vyslednica
sil, ktorymi v priereze
m-m poOsobi prava (P)
cast myslene rozdele-
neho ramu sa Cast [avu

* Alem (L), aby po odpojeni
N pravej casti zostalo
A b) ” ) teleso stale v stave

statickej rovnovahy.
Obr.4.36 86



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

FPu Ked vykondme naznacenu
T={xFr A - L ,
_ iy redukciu vnutornych sil a

// uréenu vyslednicu FPL presu-
nieme z povrchu prata do
taziska prierezu T, (tzn. na

1. >F-P=N strednicu prata - obr.4.36d) je
., y e . .
M.=S Mo mozne v pouzitej sgradnlf:ovej
sustave X,y zadefinovat tzv.
_Obr4.36d vhutorné silové veliéiny,
vznikajlce v priereze m—m.
S>FE =F*=N ..osova(normalova)sila
Z F;L’ = pr “= T .. prieéna (tangencialna) sila v priereze mm
ZM:;E =M™ =M_ . ohybovy moment Obr.4.27d




4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Spbésob urcenia vnutornych silovych ucin-

Fl
kov, vyjadrenych prostrednictvom veliCin @ “1 T .
N, T a Mg vyplyva opat’ z podmienok rov- gLt ! m_
‘ X

novahy sil. Pre Cast (L) potom plati : . M,

. ——p [ '

Y F +N=0 D
IX D C M,

F +T=0
2LF T (4.11)
> M +M, =0.
A,

A
Analogicky by bolo mozné napisat rovnake

rovnice rovnovahy aj pre rieSenie pre pravt A,

cast (P) ramu. 88



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Nakolko vonkajSie (primarne i sekundarne) sily na telese tvo-
ria rovnovaznu sustavu, musia aj velkosti silovych velicin N, T,
M, na obidvoch stranach zvoleného prierezu tvorit rovnovaznu
sustavu sil. Musi teda platit:

N=[F =R T=[2R [2F ] M= [EM [,

 Osova (normalova) sila N je v flubovolnom priereze telesa
rovna algebraickému suctu (sume) priemetov vSetkych sil po-
sobiacich po jednej strane od zvoleného rezu v smere osi (v
smere normaly) prierezu a plati:

N = ZFi resp. N = ZF.}; (4.12)
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

* Priecnha (posuvajuca, tangencialna) sila T je v lubovolnom
priereze telesa rovna algebraickému suctu (sume) priemetov
vSetkych sil posobiacich po jednej strane od zvoleného rezu
smerujucich do roviny rezu (do prierezu) a plati:

T = Z F§ resp. T = Z F:; (4.13)

 Ohybovy moment Mg je v lubovolnom priereze telesa rovny
algebraickemu suctu (sume) statickych momentov vsetkych sil
a silovych dvojic pbésobiacich po jednej strane od zvoleného
rezu vzhladom k zvolenému bodu telesa (t.j. k bodu strednice)
a plati:

MO=Z|\/|§ resp. MO:ZM:Z (4.14)
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Pre urCenie velkosti vnutornych sil teda vo vSeobecnosti plati:

Velkost’ vnutornych silovych veliéin N, T a M, v Ffubovol-
nom priereze telesa sa rovna algebraickemu suétu (sume)
prislichajucich u€inkov po jednej strane vysSetrovaneho

prierezu.

Pri algebrickom scéitani po jednej strane prierezu musime brat’
ohlad aj na zmysel pdsobenia vnutornych sil v sulade s
dohodnutou znamienkovou konvenciou, podla obr.4.37.

m

®

) oD

P

= < |

| ||
® 5 © O 510

Obr.4.37




4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Posobenie vnutornych sil a momentov v opachom zmysle, ako
je uvedena dohoda podla obr.4.37 oznaCujeme znamienkom
minus (-) .

Poznamka: Znamienkova dohoda zavisi na orientacii telesa, t.j. na urceni
Jjeho lavého a pravého konca, resp. v pripade momentu na hornych a dolnych
viaknach prieCneho rezu. Pri inej nez vodorovnej polohe nosnika (napr. zvislici
ramu) potom nemusi byt tento dohovor vzdy jednoznacny.

Vieme vsSak, ze Ci urCujeme vnutorné sily z pravej alebo z lavej
strany vySetrovaneho prierezu, vysledné velkosti a zmysly
vnutornych sil musia byt’ rovnake.

Vo zvolenom priereze m-m (obr.4.36) bude po oznacCeni jednot-
notlivych usekov strednice v statickom modeli ramu s ohladom
na znamienkovu konvenciu velkost vnutornych sil urcena z
podmienok rovnovahy vonkajsich a vnutornych sil v tvare:
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

® Y :Fq 4.X  N=YF =A-F
a4 {[ T=YF =A-F,=A-qx
a |- X )

Fl Momm:ZME_:A((a‘Fb‘FC)'*'AyX_F]_a_Fq§+W:

b g —
D W :A&.(a+b+c)+ﬁy.x—Fl.a—q.X?+M—1

Pri rieSeni praktickych uloh davame

—

c prednost tej strane prierezu, na ktorej
je menej vonkajsSich sil a teda vypocCet

A, je jednoduchsi (aj rychlejsi).
A=0 —— , A : Sy v
X Uvedenym sposobom je mozne urcit
A, hodnoty N, T a My v lubovolnom

Obr.4.36 mieste nosnika alebo ramu. 03



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Pri vySetrovani namahania, ako aj pretvorenia telies je nutné
poznat nielen velkost vnutornych sil v ktoromkolvek nahodne
zvolenom priereze, ale aj ich priebeh po celej ich dizke telesa.
Iba tak je mozné urCit miesto pbdsobenia a hodnotu
maximalneho namahania, ¢o v pripade nosnikov/ramov zna-
mena urCit nama& velkost a miesto pdsobenia
maximalneho ohybového momentu Mg,

Pri rieSeni tychto uloh nestaci vsak vyriesit iba lokalne hodnoty
velicin N, T a Mg, ale je potrebné najst a poznat' aj zakonitosti
ich priebehu, ako funkcie jednej premennej, napr. v zavislos-ti
na charaktere primarneho zat’azenia (obr.4.38) Casti telesa.

Premenna X, najCastejSie reprezentuje vzdialenost’ miesta

,mysleneho rezu® od pocCiatku suradnicovej sustavy.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

W/

Obr.4.38

Teleso, ktore analyzujeme,
napr. ram podfa obr. 4.38 je
mozné rozdelit na jednotlive
Casti, zatazené nasledovne:

, « AE,EG,DC —q=0

« GH,HB — q =konst.

e Vv bodoch A, B, E, | na osi
ramu poOsobia osamele sily
A B, F,F,,
e Vv miestach strednice C, H
posobia silové dvojice —
osamelé momenty M,, M,
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

VypocCet v priereze m-m, tzn. vypocCet uUseku G-H (kde
g=konst.) ukazuje, ze v zavislosti na mieste rezu X, je v tomto
Intervale vnutorna velicina :

N :N=A-F = konstantna (tzn. nezavisla na x)
T T=A-F=A-0x = linearna funkcia x (x')
Mo:M, =A.(b+c+a)+Ax-Fa-qx/2+M,= kvadraticka funkciax (x’)
Nakolko sa priame nosniky a rovinné ramy Casto vysetruju pri
pripadoch ich prieCneho spojitého zatazenia q(x), je vhodné
poznat vztahy a suvislosti umoznujuce urcit prave charakter

priebehu T(x) a M(X) aj pre rozlicné druhy spojiteho zatazenia
nosnikov.
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch
Ak vyjmeme z telesa fiktivny elementarny prvok s diZkou dx,

zatazeny spojitym prieCnym zatazenim q(x) (obr. 4.39), potom
pre rovnice rovnovahy elementu, napr. k bodu C[x+dx] plati:

qﬁf_l/rr (Mm=0)
| | Mg +dMyg
D —

T+dT

dx

MF,=0 :T—(T+dT)-q(x).dx=0 :>T—T—dT—q(X).dXz>(;—T:'CI(X)
X
dM,

ix "
X o7

D> M =0:-M,-T.dx+(M, +dM0)+q(x).dx.d—2X:0:>—T.dx+dMO =



Po ich Gprave dostavame tzv. Schwedlerove — Zuravského
vety (4.10) v tvare:

dTm
= =—a()
Z tychto diferencialnych rovnic 1.radu je pri X
znamom priechom zat’azeni g(x) mozeme
v zadanom useku pruta urcCit’ aj charakter dM,
priebehu (tvar krivky) veli&in T a M, ax !

Z vlastnosti derivacie funkcie vyplyva, ze v poradi veli€in
g, T, M, sa jedna vzdy o krivku radovo vyssSiu.

Z uvedeneho vyplyva prakticky s vyhodou vyuzitelné tvrdenie:

Pomocou priebehu T(x) mozno kontrolovat’ spravnost’
priebehu Mg,y @ naopak (!)
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4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

q=0 = Q...konstanthnd = Mo ... linearny

q = konst. = Q ... linearna = Mpo ... kvadraticky

LT

Q - konStantné

,.,.ﬂ‘l"lﬂ'mTﬂTF’”' " I ! l q - k0n§tlalllt‘|11é !

ﬂmm
Q - linearne \‘U‘J*LLLU_LLU

= M, - linearny

g ...linearne = Q ... kvadraticka = Mo ... kubicky x]’l’ﬂTTHﬂ
M, - kvadraticka

q - linearne

N

”Q - kvadraticka
parabola

T,

M, - kubicka Obr440 99

parabola




4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Okrem vlastnych priebehov vnutornych veliCin T a Mg je Casto
nutné urcit' aj polohu takeho rezu p-p, v ktorom je ohybovy
moment M, na celej konstrukcii maximalny.

Ulohou je teda uréenie polohy tzv. prechodového prierezu
(x,) a velkosti ohyboveho momentu (Mg,,,) v takto urCenom
priereze p).

Je zrejmé, ze ked ma ohybovy moment Mg linearny priebeh, je
urCenie polohy a velkosti Mg, Z priebehu jednoznacné. Ak le-i
Momax V Useku, kde je priebeh Mg(x) krivka 2. alebo vySsieho
stupna, musime jeho polohu a velkost urCovat vypocCtom.

Maximalny moment Mg, j& mozné urcCit z podmienky pre
extrém funkcie jednej premennej v tvare

dM 0
dx




4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Z tejto podmienky je mozne urcit take miesto x,,, pre ktore plati

I\/IOmax — MO(Xp)

(4.15)

Z 2.Schwedler - Zuravského vety (dM, / dx = T) plati, Ze
extrem ohyboveého momentu je prave v mieste, kde T =0
(tzn. prie€na sila T meni svoje znamienko). Takéto miesto
nazyvame prechodovy prierez.

Z uvedenych skutoCnosti tiez vyplyva, ze v miestach na
telese, kde poOsobia osamelé sily F; su v priebehoch veli€in N
a T skoky a v priebehu Mg zlomy (t.J. nahle zmeny hodnot M).



Ak sa vo vySetrovanom useku nosnika nachadzaju aj spojité
zatazenia typu - spojité zat’azenie osové - n(x), prip. spojité
zat'azenie momentové - m(x), potom vztahy pre S-Z vety budu

VvV tvare
dN resp. dM
dx dx

s rovnakym vyznamom pouzitia ako pre g(X) .

=T=m(X) (416

Pri kresleni priebehov na priamych nosnikoch plati:
e kladné hodnoty N (tah) a T (Tzdola nanor) vynasat’ nad osou,
» kladné hodnoty M, na stranu natahov. vldkien (pod os).

Pri kresleni priebehov na ramoch plati:
 hodnoty N a T vynaSame lFubovolne (F'ub. stranu ramu),

 hodnoty M, zakreslujeme na strane t'ahanych viakien.
10

n



4.3 Vnutorné silové veliciny v priamych pratoch

Priklad 4.10: UrcCite priebehy N, T, M5 na pravouhlom rovinnom
rame (obr. 4.36). Zadané: F, =2 kN, F, =3 kN, g =1 kKN.m™.
Mierka diZzok : m, = 0,1 m.mm.
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