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Zaklady mechaniky

pevnych telies

Téma 5:

ROVINNE SUSTAVY TELIES

- rovinneé prutove sustavy, staticka urcitost’ PS,
metody rieSenia rovnovahy sil na PS



Uvod

Sustava telies (ST) — je tvorena telesami navzajom pohyblivo
spojenymi, t.j. je mozny ich vzajomny pohyb (ktory je od ST bud
pozadovany alebo uvazujeme iba s urcCitym relativnym vzajom-
nym pohybom). V takychto mechanickych sustavach je obvykle
viac telies spojenych (podopretie, uchytenie) nielen so vztaznym
priestorom (zemsky povrch, iné telesa a pod.), ktoré nazyvame
ram, zaklad, ale aj medzi sebou navzajom.

Sustavy telies obvykle rozdelujeme na sustavy: nepohybliveé
alebo pohybliveé (tzv. mechanizmy, rieSené v kinematike).

Vazby mozu byt definované medzi :
e telesami sustavy a ramom - tzv. vonkajSie vazby,
o telesami sustavy telies navzajom - tzv. vnutorné vazby.

V rdmci rovinnych sustav telies je zatazenie aj vazby také, ze
silové ucinky na sustavu posobiace tvoria rovinnu sustavu sil. ,



Uvod

Ciel statického riesenia sustav telies: vyrieSenie rovnovahy
vonkajsSich, ale aj vnutornych silovych ucinkov —t.j. urenie
vazbovych reakcii a vnutornych sil - v ramci sustavy telies.

U pohyblivych sustav je navySe nutné uréit’ aj tzv. pridavneé
vonkajsie silové ucinky, potrebné pre zaistenie rovnovahy sil
v sustave telies (za uCelom obmedzenia ich pohybu).

Pri statickom rieseni sustav telies su opat ich skutoéné tvary a
prierezy nepodstatné. Pre ST je preto mozné, rovnako ako pre
telesa, vytvarat ich zjednodusené fyzikalne modely, modely ich
vzajomnych vazieb a ich integraciu do jediného mechanického
modelu (obr.5.1) .

Vazba (Casto nazyvana aj ako kinematicka dvojica) je obvykle
tvorena dvomi geometrickymi prvkami, v ktorych dochadza ku

styku dvoch telies a ktoré vymedzuju vzajomny pohyb telies.
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Uvod
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Schéma nepohyblivej ststavy - most Vypoctovy model mosta

Obr.5.1



Uvod
Medzi najvyznamnejsie nepohyblivé sustavy telies zaradujeme
tzv. prienradové konstrukcie (priehradovy nosnik).

Prvky priehradovych konstrukcii - zvislice, diagonaly (prieCky),
pasy, styCnikove telesa (plechy) a dalSie su obvykle z valcova-
nych profilov rozneho tvaru (obr. 5.2) a usporiadania.
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Obr.5.2

Prierez (prierezova plocha) prvkov mdéze byt rézny, ¢o do
velkosti a tvaru, ale po dizke konkretneho prvku priehradove;
konsStrukcie je obvykle konStantny a preto nema na jej staticky

vypocet vyznamny vplyv.
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Uvod

Na Obr.5.3 su priklady priehradovych konstrukcii (vn stoziar,
nosna a stresna konstrukcia stadiona a mostna konstrukcia).




5.1 Rovinné prutové sustavy

5.1 Pratova sustava = mech. model prienradovej konstruk.

Najjednoduchsi vypoctovy model priehradovej konstrukcie
predstavuje tzv. prutova sustava (PS).

Prutova sustava = Specialna sustava telies, vyuzivana hlavne
pri navrhovani alebo posudzovani velkorozmernych nosnych
konstrukcii v mostovom a pozemnom stavitelstve a konstrukcii
rozlicnych nosnych, zdvihacich a manipulaénych zariadeni.

Hlavné aplikacie su v oblastiach konstrukcie mostov, stoziarov
a stresnych konstrukcii z dovodu ekonomickej nenaro€nosti
pouzitia priehradovych konstrukcii v porovnani s ramovymi,
alebo betdonovymi konstrukciami. Jedna sa hlavne o stoziare
vysokého napatia, rozlicné veze, rampy, streSné a mostné
konstrukcie, anténne systémy, vylozniky zeriavov apod.
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5.1 Rovinné pratové sustavy

Podla usporiadania prutov delime prutové sustavy na rovinné
a priestoroveé (obr.5.4). Konstrukéné prvky (pruty) a zatazenia
Vv rovinnej prutovej sustave lezia v jednej rovine, usporiadanie
priestorovej prutovej sustavy vytvara priestorovy utvar.
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5.1 Rovinné pratové sustavy

Na obrazkoch 5.5 a 5.6 su priklady priehradovych konstrukcii.
Tieto su najCastejSie tvorené trojuholnikovymi jednotkami
a ich prisluchajuce fyzikalne modely nazyvame prutova sustava.
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Obr.5.5
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5.1 Rovinné prutové sustavy

Zatazenie prevedené do uzlov
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' Obr.5.6
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5.1 Rovinné prutové sustavy

Prutovad sustava — sustava telies zlozena z nehmotnych,
binarnych ¢lenov s 2 rotacnymi (rovinny klb) prip. sférickymi
(priestorovy klb) vazbami, ktoré nazyvame pruty.

Prut je jednorozmerné modelové teleso, jednoznacne uréené
svojou strednicou (ako spojnicou tazisk priecnych prierezov). V
pripade PS budeme uvazovat vyhradne s priamymi pratmi.

Spojenim viacerych pratov v spolocnych bodoch — uzloch,
vznika pratova sustava = tzv. nepohyblivé prutove teleso.

e Pruty su tzv. dokonale &tihle (okrem diZky su dalSie rozmery
zanedbatelné) priame prvky, obvykle nahradené iba strednicou.

e Uzly (kiby, sty&niky) st miesta spojenia pratov. V uzloch PS
uvazujeme s moznostou (iba CiastoCného) pootoCenia prutov.

« Zat’azenie je v PS zasadne uvazované iba v uzloch (tzn.

vonkajSie zatazenia transformujeme iba do uzlov).
12



5.1 Rovinné pratové sustavy

Konstrukéné prevedenie uzlov (styCnikov) byva pre rovinné
ulohy najcastejSie realizované sp6sobmi podla obr. 5.7:




5.1 Rovinné prutové sustavy

Na obr.5.8 je Casto vyuzivané spojenie prutov priehradovej
konsStrukcie prostrednictvom skrutiek / nitov a jeho teoreticky
model (s uvazovanou klbovou vazbou).
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Obr.5.8
Zakladna podmienka:

Osi prutov sa pretinaju v jedinom bode (t.).f
umoznuju iba vznik osovych sil). Tie v uzle
predstavuju usporiadanie sil ako RZS).




5.1 Rovinné pratové sustavy

Pratovu sustavu, ako vypoctovy model priehradovej konstruk-
cie, vytvarame na zaklade nasledovnych predpokladov:

e Jednotlivé telesa su Stihle a preto ich mézeme uvazovat ako
jednorozmerné prvky - pruaty.

e Uzol, ako miesto spojenia prutov (prienik osi prutov) uvazu-
jeme ako kibové spojenie, tzn. neprenasa otacavé uginky od
osovych sil do uzla vstupujucich. Uzol preto m6zeme povazo-
vat’ za pOsobisko zvazku sil = Uzol = posobisko RZS.

 Zatazenie uvazujeme iba v uzloch (styény bod, kib).

» Osi prutov, prechadzaju taziskami prierezov ich profilu a pre-
tinaju sa v jedinom bode. Pruty PS preto prenasaju iba
osoveé (normaloveé) sily = silovy u€inok od vonkajsieho
zat’azenia v prute PS je iba tahovy / tlakovy.
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5.1 Rovinné prutové sustavy




5.1 Rovinné prutové sustavy
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5.1 Rovinné prutové sustavy

5.1.2 Namahanie pratov v prutovych sustavach

Z vymedzenia zjednodusSujucich teoretickych predpokladov
tvorby PS vyplyva, ze pruty v ramci PS m6zu byt namahané
Iba tahom, tlakom alebo pripadne tzv. vzperom.

pokladu, ze zatazenie PS 1

Vyplyva to najma z pred- lF
11
uvazujeme iba v uzloch.

lch zat'azenie sa potom
prenasa vyhradne cez
osove (normalové) sily v
prutoch, stykajucich sa
prave v zatazenych
uzloch.
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5.1 Rovinné prutové sustavy

1. Cisty (jednoduchy) t'ah / tlak
Je namahanie priameho prizmatického prata (obr.5.9) ak plati:

e prieCne prierezy sa vplyvom zatazenia iba vzajomne oddaluju
(tah) alebo priblizuju (tlak) a nasledne sa deformuju, t.j. meni
sa velkost prierezu, ale nemeni sa jeho tvar),

 jedinou nenulovou zlozkou vyslednice vnutornych silovych
ucinkov je osova (normalova) sila P,= N,

« deformacie su z hladiska statickej analyzy pruta nepodstatnée
a preto s nimi pri rieSeni rovnovahy sil u PS neuvazujeme.

TAH - TLAK
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5.1 Rovinné pratové sustavy

2. Vzperna stabilita prata

Z vymedzenia Cisteho tlaku vyplyva, ze prieCne prierezy sa
vzajomne iba priblizuju alebo oddaluju.

Ak vsak tzv. tenku tyC (t.j. pomer rozmeru priecneho prierezu k
diZke prata je maly) namahame tlakom, ty¢ sa najskor stlaga
(prierezy sa priblizuju), ale od isteho okamihu — pri istej velkosti
zatazujucej sily F - sa tyC zacne aj prehybat. Podstatnou
deforméciou sa stava ohyb.

V pociatku zatazenia prutov na vzperny tlak je podstatnée stla-
canie osi pruta a nepodstatné jej ohybanie. Po zvacseni zata-
Zzenia a prekrocCeni tzv. kritickej sily vzperu sa podstatnym
stava ohyb, nepodstatné je stlacanie. Rozhranie tychto stavov
nazyvame medzny stav vzpernej stability.

Medzny stav vzpernej stability je stav, v ktorom sa meni
charakter podstatnej deformacie z tlaku na ohyb.



5.1 Rovinné prutové sustavy

Hodnota kritickej sily F,, pri namahani pruta na vzperny tlak:

E;I alebo F_ =7’ EZ'I (5.1)
kde o je hodnota urCena ulozenim pruta (narﬁdr. volny prut o = n),
redukovana dizka | .4 sa urCuje na zaklade obr. 5.10.
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Obr.5.10

Uvedené sposoby ulozenia pruta (tzv. Eulerove pripady vzperu, Obr.5.10) nie
su vSak pre priehradoveé konstrukcie typické a problemy stability a vzperne;
pevnosti pratov budu preto detailnejSie analyzované az v nduke o PaP. 21



5.1 Rovinné prutové sustavy

Zakladna uloha rieSenia rovinnych prutovych sustav

Z uvedenych Gvah vyplyva, ze kazdy prut PS budeme pri jej
statickej analyze uvazovat ako prvok - namahany iba norma-
lovou (osovou) silou. Désledok: ak zatazenie a ulozenie PS
uvazujeme iba v uzloch, kazdy uzol predstavuje zvazok sil.

Plati teda, ze ak je PS ako celok v pokoji, musi byt v pokoiji aj
kazda jej Cast), t.j. bilancia vonkajSich a vnutornych sil v kaz-
dom uzle PS je nulova — silové u€inky su v rovnovahe.

Analogicky plati: PS je v rovnovahe iba vtedy, ak je v rovnhova-

he kazdy jej uzol. Znamena to, ze pre vSetkych u uzlov PS musi
byt u rovinnej pratovej sustave splnenych 2.u rovnic typu:

;F‘X:O | ;Eyzo -
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5.1 Rovinné pratové sustavy

V rovniciach (5.2) su zahrnuté uz aj tri podmienky rovnovahy
vonkajsich sil posobiacich na rovinnu sustavu telies, potrebné
pre urCenie vazbovych reakcii. VoPnych rovnic, zostavajucich
k vypocCtu osovych sil, mame teda k dispozicii iba 2u - 3.

Zakladné kroky rieSenia PS:

e posudenie celkovej statickej urcitosti PS,

« vypocet vonkajsich vazbovych reakcii (velkost’ a zmysel)

e urcenie osovych sil (velkost’ a zmysel - t'ah / tlak)
pdsobiacich v jednotlivych prutoch PS.

Aby sme mohli PS, charakterizovanu sustavou (2u-3) rovnic
rovhovahy silovych ucinkov, metodami statiky jednoznacCne
vyriesit, musi byt vzdy analyzovana PS nielen staticky, aj tzv.
tvarovo urcita.
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5.1 Rovinné prutové sustavy

Posudenie statickej urcitosti u rovinnych PS

Zvoleny spdsob statického rieSenia PS zavisi najma od miery
ich statickej urcCitosti (t.j. moznosti rieSenia PS v ramci postupov
pre statické posudzovanie a navrh konstrukcii).

Obvykle rozlisujeme staticku urcitost”
e vonkajSiu,
e vnutornu a
e celkovu.

Prutova sustava je v stave celkovej statickej ur&itosti, ak spifa
podmienku vnutornej, ako aj vonkajsej statickej urcitosti.

V inom pripade sa jedna o staticky neurcité (preurcCené alebo
podurcene) prutove teleso. Pri jeho rieseni je nevyhnutné uva-
zovat aj s prisluchajucim poctom podmienok — deformacnych

podmienok - vychadzajucich z analyzy pretvorenia. ”



5.1 Rovinné prutové sustavy

1. Vonkajsia staticka urcitost’ PS - vztahuje sa k moznostiam
urcenia vonkajSich vazbovych (stykovych) sil na uvolnenom
prutovom telese z pouzitelnych podmienok statickej rovnovahy.
Musi analogicky s nosnikmi platit

n=n,-n, = Nn,=n, (5.5)
kde n, je pocCet pouzitelnych statickych podmienok rovnovahy (
VvV rovine n,=3, priestor n,=6), n, je pocet vazbami odobranych
%V, t.J. neznamych parametrov vonkajsich vazbovych reakcii.
Rovinna PS je vonkajso staticky urcita, ak plati 3 = 3, inak ide o
staticky neurcité ulozenie.

2. VVnutorna staticka urcitost’ PS - vyjadruje moznost uplneho
urcenia osovych sil vo vSetkych prutoch PS. Podmienka je
zalozena na tom, ze pocet pouzitefnych podmienok statickej
rovnovahy je pre rovinnu sustavu (2.u), resp. pre sustavu pries-
torovu (3.u). o5



5.1 Rovinné prutové sustavy

Podmienka vnutornej statickej urcCitosti ma potom tvar:
2u—n, =p (rovinna sustava),
resp. 3u—n,=p (priestorova sustava) (5.6)
kde: u je pocCet uzlov PS, p je pocet prutov PS a m=n, je pocCet
moznych podmienok rovnovahy (rovine m=3, priestor m=6).
3. Celkova staticka urcitost’ PS — vyjadruje moznost urCenia

vSetkych neznamych parametrov PS zo vSetkych pouzitelnych
podmienok statickej rovnovahy.

Z rozboru vonkajsej a vnutornej statickej urcitosti je zrejme, ze
celkovu podmienku statickej urcCitosti mé6zeme vyjadrit' v tvare:

2U = p + n, (rovinna sustava telies)
resp. 3u =p + n, (priestorova sustava telies) (5.7)

Prutova sustava je staticky urdéita, ak spifna podmienky
vonkajsej, ako aj vnutornej statickej urcitosti. 26



UrCit nezname sily v prutoch PS od vonkajsich (primarnych
a sekundarnych) sil pésobiacich na PS v jej uzloch m6zeme
metodami statiky len vtedy, ked' je analyzovana sustava nielen
staticky, ale aj tvarovo urcita!

Rovinna PS: ak ma byt PS s poCtom prutov p staticky aj
tvarovo, musia byt splnené nasledovné vztahy:

e pre volnu (pohyblivu) PS: 2U=p+3 (5.10)
e pre viazanu (nepohyblivl) PS: 2.u=p + 2p, + p; (5.11)

kde p je pocet prutov, u pocet uzlov, p, pocet vazieb, odobera-
jucich viazanej PS 2°V a p, pocCet vazieb odoberajucich 1°V.

27



5.1 Rovinné prutové sustavy

Je mozné sa presvedcCit, ze napr. mechanicky model mostnej
konstrukcie (Obr. 5.6) je staticky i tvarovo urcita sustava telies.

V tomto pripade plati: uzly u = 6, praty p = 9, vazby typu 2 -
p,=1 a vazby typu 1 - p,=1. Podla vztahu (5.11) pre viazanu
sustavu telies dostaneme 2.6=9+2.1+1=12=12.

28



5.1 Rovinné pratové suastavy

V pripade zistenia statickej neurcitosti sustavy telies, je po-
trebné takto usporiadanu sustavu uvolnit (rovhako ako staticky
urcitu), avsak z dévodu nedostatocného pocCtu rovnic rovnovahy
je nutné doplnit’ potrebny (chybajuci) pocCet dalSich podmienok,
vychadzajucich podstaty pretvorenia (deformacie) telesa.

V takomto pripade je potrebné Standardné metody statického
rieSenia PS doplnit o poznatky z mechaniky poddajnych telies.

Otazka statickej urCitosti a z nej vyplyvajucej riesitelnosti
sustav telies je zlozitejSia ako u jediného telesa a je preto nutné
rozboru statickej urcitosti (Ci uz nepohyblivych alebo pohybli-
vych) ST vzdy venovat primeranu pozornost.

29



5.2 Rozdelenie staticky urcitych prutovych sustav

5.2 Staticky urcité prutové sustavy aich rozdelenie

Osove sily v pratoch je mozné urCovat analytickymi alebo
grafickymi postupmi. Volba vhodne] metody zavisi iba na druhu
analyzovanej staticky a tvarovo urcitej PS.

Rovinne, staticky i tvarovo urcité, PS podfa usporiadania ich
pratov najCastejSie delime na: jednoduché, zlozeneé a zlozité.

5.2.1. Jednoducha prutova sustava

Jednoducha PS (obr.5.12) vznikne vtedy, ked k zakladnemu
trojuholniku pruatov, je kazdy dalSi uzol PS pripojeny najviac
dvoma prutmi (ktoré nie su totozne) a sustava obsahuje aspon
jeden tzv. dvojny uzol.

Dvojny uzol obsahuje iba 2 nezname osove sily (= poCet

podmienok / rovnic rovnovahy v nhom definovanych).
30



5.2 Rozdelenie staticky urcitych pratovych sustav

Overenie statickej urcitosti:
u :5,p :7,p2:1, p1:1.

Podla (5.4) plati:
2U=p+2p+p
25=7+21+1

= podmienka riesitelnosti
metodami statiky splnena!

Obr.5.12

RieSenie zaCiname vzdy v dvojnom uzle (t.j. uzol, v ktorom su
klbovo spojené max. 2 pruty, napr. uzly | alebo V na obr. 5.12).

Analyticke rieSenie = postupna uzlova metdda, prip. je]
univerzalna maticova verzia, tzv. vSeobecna uzlova metoda.

Grafické rieSenie = graficka verzia postupne] uzlove]
metody alebo tzv. Cremonov obrazec. 31






5.2 Rozdelenie staticky urcitych pratovych sustav

5.2.2 Zlozena prutova sustava

Zlozena prutova sustava (obr. 5.13) vznikne spojenim dvoch
jednoduchych PS prostrednictvom 3 prutov, ktoré sa nepreti-
naju v spolo€nom bode a prutové teleso neobsahuje ziadny
dvojny uzol.

Overenie statickej urcitosti:
u=10,p=17,p=1, p1 =1

Podl’a (5.1) plati:
2U=p+2p2+p
210=17+21+1

= podmienka riesitel'nosti
splnena!

Obr. 5.13
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5.2 Rozdelenie staticky urcitych pratovych sustav

RieSenie zlozenych (ale aj jednoduchych) PS realizujeme
najCastejSie pomocou tzv. metody rezu (Casto aj priesecna
metoda).

Analytické rieSenie = metoda rezu (Ritter)
Grafické rieSenie = metoda rezu (Culmann)

Ich pouzitie je potrebné a vhodné vtedy, ak PS neobsahuje
ziadny dvojny uzol a je mozné viest taky fiktivny rez m-m, ktory
pretina maximalne 3 pruty PS (tie vSak nesmu tvorit RZS, t.j. ich
nositelky sa nepretinaju v jednom spolo¢nom bode).

34
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5.2 Rozdelenie staticky urcitych pratovych sustav

5.2.3 Zlozita prutova sustava

Zlozita prutova sustava (obr. 5.14) neobsahuje ziadny dvojny
uzol a ani ziadnym rezom m-m, vedenym cez 3 pruty nie je
mozné sustavu rozdelit’ na dve Casti.

F> Overenie statickej urc¢itosti:
U:6,p:9,p2=1, p1=1.

Podrl'a (5.1) plati:
2u=p+2p+p;

26=9+21+1
— podmienka riesitelI'nosti splnend!

Analyticke rieSenie = metdda nahrad-
ného prata (Hanneberg)

Graficke rieSenie = metoda neurcitej
mierky.

Obr. 5.14
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5.3 Metody riesenia staticky urcCitych rovinnych PS

5.3.1 Principy rieSenia ST, metody rieSenia

Cielom statického rieSenia sustav telies je overenie statickej
urcitosti sustavy, vypoc€et vonkajSich a vnutornych vazbovych
reakcii a urCenie vnutornych silovych veliCin v jednotlivych
telesach, tvoriacich ST. U pohyblivych ST — mechanizmov, urcu-
jeme aj pridavne silové ucinky, ktoré by boli potrebné pre
zaistenie rovnovahy takejto pohyblivej sustavy.

Podstata rieSenia statickej rovnovahy sustav telies:
Ak je sustava telies v pokoji, je v pokoji kazdé teleso, ako
aj flubovolna skupina telies. Znamena to, ze sily poésobiace
na kazdom telese / skupine telies su v rovnovahe.

Pri rieSeni ST nie je nutné rozliSovat’ pohyblivé a nepohyblive
sustavy, pretoze podstata ich statickeho rieSenia pri uvazovani
tzv. idealnych vazieb medzi telesami je rovnaka. 37



5.3 Metody riesenia staticky urcitych rovinnych PS

RieSenie sustav telies je zalozené na tychto principoch:

1. Rovnovaha centralnych silovych sustav, ktoré pdsobia na
jednotlivé uzly - (znama tiez ako metoda
styCnych bodov), resp. graficka

2. Rovnovaha sil, pésobiacich na ¢ast’ PS, rozdelene] mysle-
nym rezom — (znama aj ako prieseCha metoda),
resp. graficka verzia,

3. Superpozicie vplyvov, zalozenom na analyze jednotlivych
vplyvov a ich vyslednom scCitani) a proporcionality medzi
vonkajsim zat'azenim a osovymi silami v telese -

, resp. graficka

Zvoleny sp0Osob rieSenia sustav telies zavisi predovsetkym od
ich geometrického usporiadania a miery statickej urcitosti.
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5.3 Metody riesenia staticky urcitych rovinnych PS

Pri statickom rieSeni budeme predpokladat, ze vazby medzi
vSetkymi telesami su idealne — t.J. poCitame bez uvazovania
vplyvu tzv. pasivnych odporov.

Volba spdsobu statickej analyzy PS zavisi na ich charaktere,
spOsobe zatazenia a na tom, aké spOsoby rieSenia pozname.
Vo vSeobecnosti pri analyze ST m6zeme pouzit metody:
e experimentalne alebo
* vypoctove.

Experimentalne metody — ich princip spociva v pozorovani a
popise vysledkov skiumanych situacii a hfadani exaktnych
savislosti medzi vstupnymi a vystupnymi veliCinami.

Vypoctoveé postupy — princip je zalozeny na matematickom
popise zavislosti posobiacich silovych ucinkov a spravania sa

sustavy telies pod zatazenim. -



5.3 Metody riesenia staticky urcitych rovinnych PS

Vypoctove metddy obvykle rozoznavame:
e analyticke,

e graficke a

 numericke.

Analytické a grafické metddy: obvykle tvoria nastroj na
prvotny pevnostny navrh konstrukcie, pre ziskanie primarne;
predstavy tykajucej sa prevadzkoveho namahania ST. Je
mozneé ich napr. vyuzit pri posudzovani logickej spravnosti a
pripustnosti vysledkov ziskanych numerickym rieSenim.

Numericke rieSenie je v su€asnosti v praxi najviac vyuzivane,
ale vyzaduje Specificku softverovu podporu, zrucnost pri jej
praktickej aplikacii, ako aj pochopenie suvislosti a znalosti
principov rieSenia sustav telies.
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5.3 Metody rieSenia staticky urcitych rovinnych PS

il souber Upravy Zadbvini Pomichy Vipolst Mestaven Ohna Wipovida

EE FIN|EC - [D:\Data\Fin 10\most.f3e *]

Soubor  Uprawy  Zadawdni Pomicky Wypofet Mastaveni Okna  Mapovéda

Lo LN EE
A K L offser: 0,000 = F

2| BEETH

DSl B & - ®i® @Qa+ DoE0O000 ¢9e 80 ? DEED B®  dup e E BB E o- e e eah BDoDd | ¢y
Ll © vichost * k= = [ S ) e
e P . . - O B el S LD e B
Zadheérd visledky "
O ez sorepien -

5 Sy @ Informace o projektu ™ <% @ Mpodid ~ 4 P | F|prabs  [neni

" Dloe &) Redim zadévani -

® ZatiBovad stavy E -

O Eombinace M5 Infarmace o wisledeich

O ronbinace MSP 8- Dimenzaéni preky

Y Tidard eyt Dimenzovéni

T T L T T e ——
e S

-“ 5 R PR (Rt et | (i [|

Swm FRA ~ALL @a C EmuRe

Legenda =

¥niténi sily
T

M3, Mz M2, Iy [kium]

W3, Wa Wz, Wy [kr]

My Ty Ty B [khim, khim?]
Reakce [kM, kidm]
Kontaktni napéti

KN KM [MPa]
Deformace S==

vy vl beary - [mm, mrad] Tabulky - informa... 01
= m o T
=" Déka L 45 6.000 24.000

e w[aE oo [ mmen
Stfecha H: | 42 5000 20,000
VySka okapu hg: 6.000 =/ [m] [] Nab&h
Sdonstfechy @ MOER] 1 Dekanabdule [ B
Vyika higbene  he 117742 m]

Odsazeni hiebene or: l:l [m]
Odsazeni okapu  oe: [m]

Typ podpory

e g T [

Lt s

e

BLu=y TorEw

[Kous (aam A

BE

)& (@ BE ®

Stom




5.3 Metody rieSenia staticky urcitych rovinnych PS

5.3.2 VSeobecny postup statickeho riesenia PS

Ciel statického rieSenia: urcCenie velkosti osovych sil v pru-
toch PS a ich zmyslu (t'ah / tlak). Bez posudenia staticke;
urcitosti, ako aj vypoctu parametrov vonkajsich vazbovych
sil —vazbovych reakcii, vnuatorné sily vsak riesit nevieme.

RieSenie PS pozostava z niekolkych krokov:

1. Definovanie sustavy telies, analyza a popis vonkajSich
a vnutornych vazieb v sustave, uvol'nenie ST.

2. Posudenie statickej, prip. aj tvarovej urcitosti sustavy.

3. Urcenie reakcii vo vonkajsich vazbach (t.j. reakcné sily,
pdsobiace na sustavu v miestach jej ulozenia),

4. RieSenie vnutornych (osovych) sil v ST vhodnym
analytickym, grafickym, prip. numerickym postupom.

5. Interpretacia vysledkov.
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5.3 Metody riesenia staticky urcitych rovinnych PS

1. Analyza sustavy telies a rozbor pohyblivosti

Spociva v identifikacii, Ci je ST pohybliva alebo nepohybliva.
Definovanie vonkajsich a vnutornych véazieb v ramci ST obsa-

huje analyzu usporiadania sustavy a analyzu vazieb medzi jej
jednotlivymi telesami.

Pratové sustavy v rovine uvazujeme ako rovinné ST - prutov -
s uzlami vo forme rovinnych klbov.

2. Staticka urcitost’ prutovych sustav

Pre staticku urcitost’ prutovych sustav plati:
PS je staticky urcita, ak pocet neznamych silovych veliCin
(t.]. vazbove reakcie a osove sily v prutoch) je rovny poctu
pouzitelnych rovnic rovnhovahy definovanych pre PS.

PS je mozné vyrieSit metdodami statiky iba vtedy, ak je sustava

staticky urcito ulozena, a je aj tzv. tvarovo urcita. 43



Ak ma byt PS s pocCtom prutov p tvarovo i staticky urcita,
musia byt splnené nasledovné vztahy:

e Pre volnu (pohyblivu) PS: 2U=p+3
e Pre viazanu (nepohyblivd) PS: 2.u =p + 2p, + p;

kde p je pocet prutov, u pocet uzlov, p, pocet vazieb, odobera-
jucich viazane] PS 2°V a p, pocCet vazieb odoberajucich 1°V.

3. Urcenie reakcii vo vonkajSich vazbach

Tretou fazou statickej analyzy PS je urCenie sekundarnych
vonkajsich sil — t.J. reakcii vo vonkajSich vazbach, ako dbsledku
posobenia primarnych vonkajsich sil v uzloch PS.

U rovinnych PS musi platit, ze zatazenia, vazboveé reakcie,

ako aj idealizovany tvar (model) ST lezia v jednej rovine.
44



5.3 Metody riesenia staticky urcitych rovinnych PS

Postup urCenia vazbovych reakcii u priehradovych nosnikov
je rovnaky ako u priamych / lomenych nosnikov. Opat' je mozné
vyuzit podmienky rovnovahy VRSS v tvare:

a)

Pri rieseni PS najCastejsie vyuzivame tvar rovnic typu b).

> Fiy=0

ZMA:O

ZMB=O

b)

ZMA=O

ZMBZO

> Fiy=0

c)

ZMAzO

ZMB:O

ZMC:O

KONTROLNE ROVNICE

(5.12)

Posuvne a otaCave ucinky vyslednice reakcii 2R; a vyslednice
sustavy primarnych zatazujucich sil 2F, sa musia navzajom
rusit (2R, + 2F; = 0) = sUstava telies je v statickej rovnovahe. 45



5.3 Metody riesenia staticky urcitych rovinnych PS

4. RieSenie osovych sil v PS a interpretacia vysledkov

 Analyticke metody (a CiastoCne aj grafické) su vhodnym
nastrojom pre pochopenie podstaty teoretickych postupov a
principu vypoctov prutovych sustav.

« Numerické metody su aktualne v praxi najpouzivanejSie, ale
vyzaduju Specificku softvérovu podporu, zrucnosti v jej pouzi-
vani, ako aj zvladnutie teoretickych zakladov rieSenia PS.

5. Interpretacia vysledkov

Po ukoncCeni vypoctov v ramci analyzy PS je vhodné ziskaneé
vysledky aplikovat pri posudeni unosnosti uz vyuzivanych, prip.
dimenzovani novo navrhovanych Casti PS, volbe vhodnych
spojeni telies, prip. dalsich vypoctov v ramci PaP.
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5.4 Metody riesenia jednoduchych prutovych sustav

5.4 Metody rieSenia jednoduchych prutovych sustav
Metodami statiky je mozné riesit’ iba staticky urcité PS. V tomto

pripade je mozné urcCit nielen vazbove reakcie (= vonkajsie

stykové sily), ale aj vnutorné (osove) sily v kazdom prute PS.

Na vyjadrenie deformacie PS ako celku, resp. jej prvkov a tym i
na riesenie staticky neurcitych uloh sustav telies, je nutné pouzit
vztahy z oblasti mechaniky poddajnych telies.

Analyticke riesenie = postupna uzlova metoda, prip. je]
univerzalna maticova verzia, tzv. vSeobecna uzlova metdda.

Grafické rieSenie = graficka verzia postupne] uzlove]
metody alebo tzv. Cremonov obrazec.

47



5.4 Metody rieSenia jednoduchych pratovych sustav

5.4.1 Postupna uzlova metdéda (PUM)

Pri postupnej uzlovej metode (je znamych viac variantov) sa
rieSi rovnovaha v kazdom uzle jednoduchej PS ako rovnovaha
sil v rovinnom zvazku sil.

Riesenie opat zacCina posudenim statickej urCitosti a
vypoctom reakcii, ako vonkajsich reakénych sil, ktoré vo
vSeobecnosti spoloCne s akénymi (vonkajSimi primarnymi)
silami, predstavuju vSeobecnu sustavu sil, pdsobiacu na
uvolnenu PS.

Vlastny vypocet osovych sil v prutoch zaCiname vzdy v tzv.
dvojnom uzle (t.j. uzol iba s dvomi neznamymi osovymi silami)
a po vyrieSeni rovnhovahy v tomto uzle PS, pokraCujeme v
rieSeni rovnovahy v dalSom, novovzniknutom, dvojnom uzle.
Tomu odpoveda aj postupné Cislovanie uzlov, napr. I, II, 1lI, ... 8



5.4 Metody rieSenia jednoduchych pratovych sustav

e Analytické riesenie :
na zacCiatku predpokladame, ze vSetky zatial nezname osové
sily v prutoch su tahoveé (+), t.j. p6sobia smerom von z uzla.
Vo vysledkoch rovnovahy sil v uzle sa tento predpoklad potvrdi
— v prute vznika skutoCne tah (+) alebo nepotvrdi (bol nesprav-
ny) a teda v prute vznika tlak (-).

Pre rieSenie rovnovahy v uzle vyuzivame
zname rovnice rovnovahy u RZS: a)

ZF =0 izllFiy—O tlak £ah

Metodu casto volime aj na dorata-

nie osovych sil v pratoch napr. po

aplikacii inych metdd analyzy PS.

Po vyrieSeni vSetkych osovych sil v uzle zakreslime ich zmysly
alebo u kazdého pruta oznaCime tah (+) alebo tlak (-). 49




5.4 Metody rieSenia jednoduchych pratovych sustav

 Princip grafického rieSenia

Graficky spOsob je nazorny a princip je zalozeny na grafickej
podmienke rovnovahy RZS, t.j na uzavreti silovych obrazcoyv,
vytvorenych pre kazdy uzol PS a to bud samostatne alebo v
jedinom obrazci — tzv. Cremonova metoda.

Hlavna myslienka : dve silové podmienky pri analytickom
rieSeni mézeme pri rieSeni grafickom nahradit’ jedinou
podmienkou — a to uzavretim vytvoreného siloveho obrazca!

Rovnako, ako pri analytickom rieSeni, aj tu musime vsak
zacCat uré¢enim vazbovych reakcii vznikajucich vo vazbach.

* VV\yhody: univerzalnost a jednoduchost’; Casto volena na dora-
tanie osovych sil pri vyuziti inych metdd rieSenia PS.

* Nevyhody: pri zlozitejSich sustavach relativne pracna; nutnost
postupovat postupne cez vsetky uzly. 50



5.4 Metody rieSenia jednoduchych pratovych sustav

Priklad 5.1: V prutovej sustave (obr. 5.16) urcCite vypocCtom aj
graficky osové sily Si vo vsetkych prutoch sustavy. Dané: F, =
F,=F;=F,=F=20KkN, a =45°.

lFl 2N Fs

11 < Ay S IV
K CL a
3 5 -1
o o
Ax I S ? P S 6 V F4
Pzh20 _ 20 M 20 204
Ay Fy 1=8.0m B
Obr. 5.16
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5.4 Metody rieSenia jednoduchych pratovych sustav

5.4.2 VSeobecna uzlova metdéda (VUM)

Zaklad pre urCenie osovych sil v PS uzlovou metdédou tvori
zostavenie rovnic rovnovahy pre vSetky uvolnené telesa naraz
a ich nasledné vyriesenie (sustava 2u rovnic). Podstata spocCiva
v uvolneni a vyrieSeni rovnovahy sil vSetkych uzloch PS.

Vo vSetkych prutoch zavedieme osoveé sily — zmysel na uvod
predpokladame ako t'ahovy (t.j. pdsobia smerom von z uzla ).

Lubovolnu, staticky urcitu, rovinni PS mozeme riesit zosta-
venim sustavy (2.u) linearnych rovnic typu

2. Fi =
ZFiy ~

pre vsetky i =1, 2, ..., u, vytvorenych pre kazdy jeden uzol PS.52



5.4 Metody rieSenia jednoduchych pratovych sustav

V maticovom vyjadreni ma takato sustava 2.u rovnic tvar
A.x-b=0

A.X=Db (5.13)

kde A - Stvorcova matica koeficientov pre n neznamych osovych
sil a reakcii (popisuje usporiadanie sil v PS, rozmer 2u x 2u; X -
stipcova matica neznamych sil v prutoch PS a vonkajSich vaz-
bovych reakciach, rozmer 2u x 1; b - stipcova matica vonkajsich
zatazeni v uzloch, rozmer 2u x 1 a O je nulova matica, 2u x 1.

Ked je matica sustavy A regularna je hladané rieSenie uréené

vztahom Y — —A_l.b (5.14)

Co v maticovom zapise predstavuje vyjadrenie podstaty tzv.

vSeobecnej uzlove] metody. -



5.4 Metody rieSenia jednoduchych pratovych sustav

Pri zostavovani sustavy rovnic rovnovahy je poradie uvolno-
vania uzlov [ubovolné a vSetky nezname takto mozno urcCit
naraz. Pouzitie metody pri rieSeni skutocnych priehradovych
konstrukcii vSak vyzaduje vyuzitie VT a vhodneho softvérového
vybavenia.

 Vyhody:

- univerzalnost a relativna jednoduchost;

- Casto zvolena na doratanie pri aplikacii inych metod pre PS;
- zostavene rovnice umoznuju jednoduchu analyzu statickej
urcitosti.

* Nevyhody:
- pri zlozitejSich sustavach moéze byt vyrazne pracna;
- nutnost’ pouzitia vypoctovej techniky s vhodnym softvérom

(Mathematica, Matlab a pod.).
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5.4 Metody riesenia jednoduchych pratovych sustav

Priklad 5.2: V zadanej prutovej sustave (Obr.5.15) urCite
osove sily v prutoch pomocou vSeobecnej uzlove] metody.
Dané: F=2000 N, AG=BG=EC=CD=a, uhol GBE=60°.

B _ C D
777
o; O C
N G _|E
F Obr.5.15
A 4
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Obvykle vyuzivame tzv. metddu rezu (inak aj priese¢na met.),
znamu Vv dvoch zakladnych podobach:

« analytickej - tzv. Ritterova metoda rezu a

« grafickej - tzv. Culmannova metdda rezu.

Obomi uvedenymi sp6sobmi vsak mézeme riesit’ vnutorné sily
aj v jednoduchych PS.

Metddu rezu pouzivame vtedy, ak nam postacuje urcit osove
sily iba v niektorych pratoch alebo ak chceme vyriesit sily vo
vSetkych prutoch PS a nie je mozné pouzitie uzlovej metody.

Princip: uvolnime C&ast PS tak, ze mysleny (uvolfiovaci) rez
vedieme prave cez prut, ktoreho osovu silu chceme uréit.
Hladanu osovu silu (velkost a zmysel) potom jednoducho
urCime rieSenim rovnovahy na vybranej uvolnenej Casti PS. .,



Princip: spocCiva v definovani a rieseni podmienok statickej rov-
novahy sil pésobiacich na teleso, resp. jeho jednu, myslenym
rezom m-m, odrezanu cast. Mysleny rez zasadne vedieme cez
max. tri pruty, ktoré sa nesmu pretinat v spoloCnom bode.

Po uvolneni sustavy a jej preruseni myslenym rezom, musia
byt osove sily v prerezanych prutoch v rovnhovahe s vonkajsimi
silami, posobiacimi na jednu z oddelenych Casti PS.

NajvhodnejSie su podmienky rovnovahy momentove, obvykle
definované vzhladom k bodom, ktoré su priesecnikom nosite-
liek osovych sil niektorej dvojice z prerezanych prutov.

* V\yhoda metody: rychlost, jednoduchost, vhodna najma vtedy
ak staci urcit iba niektoré osové sily v PS.

http://prutovesoustavysil.webnode.cz/zakl-informace/ 57



Priklad 5.6: Analyticky urcCite osové sily v zadanej prutovej
sustave (obr. 5.18). Dane: F; = 3 kN, F, = 6 kN.

£ ®

2 | m 13
| 9 b 2m
12| 13 *
; 3m 0 % omB S
m
/m B
Obr. 5.18
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5.7 Zaverecné poznamky k rieseniu prutovych sustav

Aktualne v mechanike telies dominuju postupy numericke.
Z dostupnych metdd preto obvykle volime numericky
orientované postupy so softverovou podporou, prip. vSeobecnu
uzlovd metodu (VUM). Jednym z nastrojov je produkt ANSYS
[http://www.ansys.com/Products/Simulation+Technology/
Structural+Analysis/ANSY S+Mechanical].

Priklad 5.8: UrcCite numericky, napr. v prostredi ANSYS, osové
sily v pratoch zadanej PS (Obr.5.25),

Obr.5.25 59
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5.7 Zaverecné poznamky k rieseniu prutovych sustav

Na Obr.5.25d je uvedeny tvar deformovanej a nedeformovane;
sustavy a na Obr.5.25e je graficke zobrazenie sumarnych
(celkovych) posunuti jednotlivych uzlov a prutov.

Numericka analyza silovych ucinkov pésobiacich na PS sluzi
Iba na ziskanie hrubej predstavy o charaktere jej zatazenia.
Ziskane vysledky dalej sluzia ako vstupné udaje pre realizaciu
napatovo — deformacnej analyzy jej jednotlivych Clenov,
ktorej vysledkom su obvykle navrhy diZkovych rozmerov prutov,
tvaru a rozmerov ich prierezu, materialovych vlastnosti alebo
ich posudenie z hfadiska pozadovanej miery bezpec€nostsi
konstrukcie a jej prvkov.
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Zaver prednasky

Otazky???7?

Dakujem za pozornost
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