Goniometricke funkcie a
riresenie vseobecneho
trojuholnika
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Slovne: Pomer stran sinusov protil'ahlych uhlov vo vSseobecnych trojuhol-
nikoch je konStantny a rovna sa priemeru opisanej kruznice.
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Kosinusova veta o
azZ=bz2+c2-2bccosa b2 =x2+\2 =>
bZ2=a2+c2-2accospf V2 = b2 - x2
c2=a2+b2-2abcosy &= V2t y? =>
V2:a2_y2
C b2 -x2=a2-y2 X+y=c
y=Cc—X
b a b2 - x2 = a2 - (c — x)?
,}( b2 - x2 = a2 - (c? - 2cx + x?)

b2=a2-c2+ 2cx

e ./r JB cosa=x/b=>x=Db.cosa
X
A C C['], y

B Po dosadeni do vzorca dostaneme
a2=bh2+c2-2.b.c.cosa

Slovne: Obsah Stvorca nad stranou vSeobecného trojuholnika sa
rovna suctu obsahoyv stvorcov zostrojenych nad zvysnymi dvoma
stranami, zmensenému o dvojnasobok sucinu tychto dvoch stran

a kosinusu uhla, ktory zvieraju.
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Kosinusova veta o
b2:y2+V2 =>
v2 = p2 - y2
a2 =Vv2+x% =>
V2 = a2 - X?
b2-y2=a2-x2
X=C+y
b2-y?=a?-(c+y)
b%-y?=a?-(c*+ 2cy +y?)
m bz =a?-c?-2cy
D v A C B cos (m-a) =-cosa=Yy/b =>y=Db. (-cos a)
b2=a2-c2-2c(b.-cos a)
obr. 2. b2=a2-c2+2c.b.cosa

a2=b2+c2-2.b.c.cosa



Praktickeé priklady




PR1: Dopravné lietadlo, ktoré prave prelieta nad miestom 2 400 m vzdialenom ol
od miesta pozorovatela, je vidiet pod vySkovym uhlom a = 26°20". V akej vySke
lietadlo leti?

/
g

Dané: AB = 2400 m, o = 26°920". ERE R

L

Nacértneme situaciu:
e \/y3ku lietadla uréime ako diZku Usecky LA.

e K vypocCtu vyuzijeme tg o.
alfa

tg o = |LA| : |AB]
ILA| = |AB] . tg a = 2 400 m . tg 26°20 A 2400 m
ILA| =2 400 m . 0,495 = 1 188 m

Lietadlo leti vo vySke priblizne 1 188 m.



PR2: Zo skaly vo vyske 60 m je vidno vrchol stoziara pod hibkovym
uhlom a = 42° a patu stoziara pod hibkovym uhlom = 55°,
Vypocitajte vysSku stoziara.

Dané: AB =60 m, a = 42°, 3 =55° Hradané: PV

Naértneme situaciu: A

e VysSku stoziara uréime ako rozdiel |AB| - |[MV]| = |PV] . a.

e MV=7?

e Aby sme mohli z AAVM uréit’ [MV|, vypocitame si p

najskor |AM| = |BP|. K vypoétu pouzijeme tg y.
vy =90° - B =90° - 550 = 350

e tgy=|BP|:|AB| 60m
IBP| =|AB| .tgy=60m .tg 35°=60 m . 0,7002
IBP| =42,012m =42 m
e Vypoditame |MV]|
tg a = |MV| : |[AM|
IMV| = |AM| . tg o =42 m . tg 42°= 42 m . 0,9004

IMV| = 37,8168 m =

e |PV|=|AB|-|MV|=60m—37,8m
IPV| =222 m

Stoziar ma vysku 22,2 m.



PR3: Kabinka lanovky z Tatranskej Lomnice (903 m n. m.) na Skalnaté pleso ::.
(1 772 m n. m.) prejde drahu 3,682 km. Vypogcitajte priemerny uhol stupania
lanovky.
Dané: TS = 3682 m, SX=869 m Hladané: a
S Skalnaté

Nacrtneme situaciu: Lemn 2 pleso
e ATXS je pravouhly s pravym uhlom pri

vrchole X

TS| =3,682 km =3 682 m

IXS|=1772m -903 m

|IXS| =869 m

|ZXTS|=a=?°0° /

903mn. m X

e K vypoctu pouzijeme sin uhla a

sina = |XS|: TS|
Ssina=869m:3682m= 0,236 013
o = 13,651 34°=13°39'5""

Priemerny uhol stipania lanovky je 139395,



PR4: Schodisko vediice do budovy ma dizku 7,2 m a stapa pod uhlom a=30°. Na konci
schodiska vedie do budovy rovna plocha dlha 3 m.

a) Po kolkych schodoch musime vystupit’ k vchodu, ak ma jeden schod vysku 12 cm?
b) Aka je vzdialenost’ prvého schodu pri chodniku od prie€elia budovy?

Dané: AB=7,2 m, a = 30°, AE =3 m Hladané: ps, BD
Nacértneme situaciu:
e VysSka schodista

|AB| =7,2m, |ZABC| =a = 30°, |AC| =? m

K vypocétu pouzijeme sinus uhla a

sin a = |AC| : |AB| = |AC| = |AB] . sin a

|JAC| =7,2m .sin30°=72m .0,5=3,6m
e Pocet schodov:

ps = vyska schodist’a : vySka schodu 5 -

ps =AC /vs = 3,6 /0,12 = 30. C
e Vzdialenost’ prvého schodu od priec¢elia budovy:

|AC| = |DE| =3,6 m, |BD| = |BC| + |CD|

K vypocétu pouzijeme kosinus uhla o
cos a = |BC|: [AB| = |[BC| = |AB| . cos o= |[BC| = 7,2 m . cos 30°
IBC|=7,2m . 0,866 = |BC| = 6,235 m. Dlzka useéky BD = 3m + 6,235 m = 9,235 m.

Ku vchodu do budovy musime vystupit’ po 30 schodoch. Vzdialenost’ prvého
schodu od priecelia budovy je 9,24 m.



PR5: Deti pustali $arkana na $ndre, ktora mala diZku 45 m. V istom okamihu ::.
zvierala Snara s vodorovnou rovinou uhol a=45°. V akej vySke od zeme sa
sarkan nachadzal, ak diet’a drzalo koniec Snury vo vysSke 1,7 m od zeme?
Dané: AB =45m, a=45° XB=1,7m  Hladané: AY
Nacrtneme situaciu: 5
e AABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C
|AB| = 45m, |ZABC| =a =459, |JAC| =? m
K vypoétu pouzijeme sinus uhla o
sin a = |[AC| : |AB| = |AC| = |AB]| . sin a 45 m
|AC| =45 m . sin 45° =45 m . 0,707
|AC| =31,8198 m = 31,82 m
ol
e \VySkav ktorej leti Sarkan: B C
|AY| = |AC| + |CY| =31,82m + 1,7 m X11’7 m .
|AY| = 33,52 m

Sarkan bol v danom okamihu vo vyske 33,52 m od zeme.



PR6: Stip televizneho vykryvaéa je vysoky 75 m. Siestimi lanami je upevneny
v troch patinach svojej vysky. Lana zvieraju s vodorovnou rovinou, ktora
prechadza pitou stipa stojaceho kolmo na tuto rovinu, uhol o = 55°.

Kol'ko metrov lana potrebujeme na upevnenie stipa, ak na ukotvenie lan
musime poéitat’ so 7 % ich dizky navyse?

Dané: CV =75 m, a = 55°, pl =6, AC = 3/5.CV Hradané: d6l V

e Nacrtneme situaciu:
AABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C
|CV| = 75m, [£ZABC| = a =55°, |JAC| =? m, |AB| =? m

e K vypoétu pouzijeme sinus uhla a A
|AC| =(]CV|:5).3=(75m:5).3
|AC| = 45 m — vySka v ktorej su upevnené lana

sin a = |AC| : |AB| = |AB| = |AC] :sin a
|AB| =45 m : sin 55° =45 m: 0,819 15
|AB| = 54,935 m

e Dizka sSiestich lan + rezerva: - $
d6l = |[AB| . 6. 1,07 = 54,935 . 6 . 1,07
doel = 352,683 m

Na ukotvenie stipa potrebujeme 352,683 m lana.



PR7: Kosinusova veta a? = b? + ¢c? — 2bc.cosa plati pre kazdy trojuholnik.
Dokazte, ze tato veta plati aj pre trojuholnik so stranamia=5cm, b =12 cm,
c =13 cm.

Dané: a, b, c

azZ=h2+c2-2bccosa
b2=a2+c2-2accospf
c2=a2+b2-2abcosy

92 =52 — 25 a’ :144+169—2.12.13.% =25

Zaver: Kosinusova veta plati aj pre zadany trojuholnik.

Uloha: Overte platnost COS vety na d’alSom, Vami zvolenom trojuholniku.
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PR8: Urcite priblizne velkost’ uhla B, ktory zvieraju navzajom stenova a teleso- ::.
va uhloprie€ka kocky? Diskutujte vysledky. Ako by to bolo v pripade kvadra?
Dané: AB = a Hradané: 3
Nacrtneme situaciu:
e Trojuholnik ABD je rovnorame'nny a pravouhly s pravym uhlom pri vrchole A.
Z Pythagorovej vety uréime dlzku strany BD = u: ¥ G
uz=a’+a?
u? = 2a?
e Trojuholnik BDH je pravouhly s pravym uhlom pri
vrchole D. DIZku strany BH = w si opét’ vyjadrime E ' F
z Pythagorovej vety: W
w2 =a?+ u?
w? = a2+ 2a?
w2 = 332 a \
e Uhol DBH : pouZijeme kosinus uhla 3 = DBH: Ds . hC
/ 2a’ 2 6 u B a
COS B=,|—5 = COS = \ﬁ = COS ﬂzi =0,8165 .\
A B

Z tabuliek uré¢ime B = cos1(0,8165) = B = 35°20°

Stenova a telesova uhlopriecka kocky navzajom zvieraju uhol 35°20".



PR9: Priemer pohara je d=6 cm. Dzus v hom siaha 1 cm pod horny okraj. O
aky najvacési uhol mézeme naklonit’ pohar, aby sa dzas z pohara nevylial?

Dané: d=BC=6cm, HPadané: ¢

Nacrtneme situaciu:

e Treba si vSimnut, ako sa meni vyska nezamacanej
steny pohara AC, ked’ pohar naklonime pod najvac-
Sim moznym uhlom, kedy sa dzus eSte nevyleje.

e Uhol naklonenia pohéra je potom uhol ¢ = ZABC.

e K vypocétu pouzijeme sinus uhla ¢.
sing=|AC|: |BC|=2:6=0,3333
sin't (0,3333) = ¢ = ¢ = 19947’

Pohar mé6zeme naklonit’ najviac o uhol 1947,
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PR10: Lietadlo na obrazku klesa pod uhlom 10°. Po dosadnuti na pristavaciu | ©9©®
. : L y , . o0
drahu potrebuje s ohfadom na svoju rychlost’ este 1,8 km drahy na bezpecné | ¢
zastavenie. Kolko metrov pred koncom pristavacej drahy lietadlo zastane?
Dané: a =10°, pd=1800 m Hladané: z _"
‘1 )
Nacrtneme situaciu: 10°
e Najskor vypocéitame, v akej vzdialenosti od zaciatku
pristavacej drahy lietadlo dosadne na drahu. > 000
m

K vypocétu pouzijeme tangens uhla:
tg 80° =x : 2000 m

x =2000. tg 80°=2000.5,6713

x =11 342,56 m L8 km 13,5 km

Pristavacia X:f)
draha -

e Lietadlo potrebuje eSte drahu pd =1 800 m na
zastavenie, t.j zastane vo vzdialenosti od zaCiatku
drahy: 1800 m + 11 343 m =13 143 m

e Lietadlo zastavi vo vzdialenosti z od konca drahy:
z=13500m —-13 143 m =35/ m

Lietadlo sa zastavi 357 m od konca pristavacej drahy.



PR 11: Na zaklade uda-
jov v obrazku urcte
nezname parametre
trojuholnika ABC.

AABC
b=6cm
¢=14cm
=98
A=2
o="7
-2

Riedenie:
V trojuholniku pozname dve strany a uhol, ktory lezi oproti vécie) z nich.
Trojuholnik je uréeny podl'a vety Ssu a budeme ho riesit’ sinusovou vetou.

a b_t?

singg smf sy

. \. /’ "\
a_ b o
(neznima je )
sing sin @

G‘\ _ /,C'

s Y

/i siny¥=c.sina

c.sina
sy

]-1 sin 56°53'14.17"
51 98°

l= 11.84160486 em

: sy



PR12: Na zaklade zadanych udajov vypocitajte nezname parametre
trojuholnika ABC. Dané: a=40°, =110°, b=9 cm.

4::|:=dE]‘;
B=110"

B = S
2 F

siry O sin S

. (=]
Ig:=-!.‘-- Elﬂt:.‘r.:'; sam A0 =9‘ D,-Ed2=51]5

sine A5 sin110° 0935

a = 6,15

Thol 4 dostaneme jednoducho:

r=180"—ila+ 8i=180—-150°= 30°

FPoslednd stranu ziskame zasa pomocou sinusowe)] vety:

] - P
E= T P =in ¥

B-mingy P-sn30° 9.05

= = 48
san J9 sarn 1 10° 0,939

e ==

c = 4 Borr




PR13: Vypoéitajte velkosti vnutornych uhlov v trojuholniku ABC, ak su o0
zadané dlzky jeho stran: a=6,8cm, b=4,5cm, c =3,1 cm. ®

RieSenie:
Pomocou vyuZzitia kosinusovej vety vypocitame velkost vnutorného uhla a:

a’ =b®+c’-2b.c.cosa

2 2 .2
i = +20b 2 _05871=> o =125,951°
.0.C

Rovnako postupujeme aj pri vypocte dalSieho vnuatorného uhla,
napr. . Plati :

b’ =a’+c’—2.a.c.cos S

2 .2 2
cos f == +2a D% _0,8444 = p =32, 302°
.a.C

Skaska spravnosti:

¢’ =a’+b*—2.ab.cosy a+B+y=m
125,951°+32,392°+21,657°= 180°

COS y = =0,9294 = y =21,657°



PR14: Siels

Priklad 7.1 Pouzitim definicie derivacie vypocitajte derivaciu funkxie f(x)=x" v bode a.
Riesenie:

Pouzijeme vzorec f'(a)=lim f{x)=/1a) :

X— xX—a

» —a’ x—a)(x+a , \
flﬂ)zMni—ilcﬂmJT a)( GJ:Mnhwﬂjza+n:2

—=a ¥ —ql X—a x—a X—=a

Priklad 7.2 Pouzitim definicie derivacie vypocitajte derivaciu funkxie f(x)=x" v bode a.
Riesenie:

e oy fx)=fla)
Opét pouzijeme vzorec f (a)=lim—— fa, .
7 X—d X —a
Iy . .YS _GB . [ 'T_”‘] 'Yj Tax+ nz . f 70 7 7 7
f(a)=lm——=lim- : ( ] =lim(x’ +ax+a’)=a’+a’ +a’ =3a’

X—d xX—a X—a X —a X—q !
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