STATIKA : KAPITOLA 3

Priklad 3.10: Urcte vazbové reakcie vo votknuti (bod A) pre rovinny ram. Rozmery i zatazenia si zrejmé
z obr. 3.28. Zadané: F=20 kN, g=10 kN/m, M=30 kNm.
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RieSenie:
Pre urcenie vdazbovych reakcii Ax, Ay @ Ma (t.j. moment vo votknuti = moment od akénych sil vzhl'adom
k bodu A =0) pouZijeme napr. podmienky rovnovahy (typ 1) podl'a (3.41a) a dostaneme

>F =0 : A-F=0
>F,=0 : A-F =0
M, =0 : -M-F.2+F.4+M, =0

Po dosadeni hodnét zo zadania dostaneme

Fq=0q.4=40 kN,
«=F =20 kN,
A, = Fq =40 kN,

Ma=M+Fq.2-F.4=30KkNm.

Kontrolna rovnica: zvolime napr. rovnicu rovnovahy otacavych u¢inkov k bodu B, t.j. Y Mg = 0 a plati
>M;=0 = M,-M-A4+A6+F.2-F2=0

= splnené - rieSenie je spravne.
30-30-40.4+20.6+40.2-20.2=0=0=0

Poznamky: 1. Spojité zatazenie intenzity q (N/m) je v mechanike telies vhodné transformovat’ do formy tzv. ndhradného
bremena Fq. 2. V ulohdch technickej praxe sa najcastejSie objavujui zatazenia vo forme rovnomerného spojitého
zatazenia priecneho, ale aj v tvare spojitého priecneho zatazenia nerovnomerného (obvykle trojuholnikové).



Priklad 3.11: Na nosniku zatazenom osamelymi silami F1, F», momentom M a spojitymi zataZeniami Q1 , Q2
urcite vizbové reakcie Ax, Ay, B (0br.3.29). Zadané: F1 = 2 kN, Fo =4 kN, M =2 kNm, q: = 1 kNm™, g2 =
05 kNm™, ¢=30°%a=3m,b=1m,c=25m,d=15m.
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Obr. 3.29
RieSenie:

Spojité prie¢ne zat'’aZenia s intenzitami qi1, g2 [N/mm] nahradime nahradnymi bremenami Fq a Fqg (1.
transformovanymi osamelymi silami posobiacimi v t'aZisku trojuholnika resp. obdiznika) a potom plati :

1 N T . . .
F.= E.ql.a ... p0sobi v jedne;j tretine dlzky a zakladne trojuholnika =al3

F,.=0,.(c+d) .. pdsobi uprostred dizky (c+d) = (c+d)/2.

PouZime napr. podmienky rovnovahy typ (2), tzn. 2 podmienky momentové

a c—d :
>M, =0 :—Fq1.§+ M-F.(a+b)-F,.(l _T)+ F,.sina.(I+d)+F,.cosa.d+Bl=0

c—-d

a :
2M;=0 -Al+F_(l —§)+M +FR.(b+c)+F,,. +F,.sina.d + F,.cosa.d =0

a 1 podmienku silovd

> F. =0 A +F,.cosa=0.

Kazda z uvedenych podmienok rovnovahy sil pdsobiacich na nosnik obsahuje iba jednu neznamu.
Po vyjadreni nezndmych parametrov (Ax, Ay, B) z rovnic rovnovahy - pre zadané hodnoty dostaneme:

Fa=15KkN, Fp=2kN, Ac=-3464kN, A,=3726kN, B=-0,226KkN

Kontrolna podmienka :
>F =0 :A-F -F-F,+B+F,sina=0
3,726-1,5-2-2-0,226+4.0,5=0= 0=0 - splnené.



Priklad 3.12: V rovine dosky (obr.3.30) pdsobia sily F1, F2, Fz a momenty M1, M. Nahrad’e ucinok takejto
sustavy sil ekvivalentnym ucinkom inej sustavy — tvorenej silou Fg, pdsobiacou v bode B a momentom Me.
Zadané: F1 =100 N, F, =100 N, F3 = 150 N, 3 = 45°, 5= 30° M1 =30 Nm, M, = 60 Nm, a = 0,1 m.
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Riesenie:
Ide o rieSenie statickej ekvivalencie dvoch VSS-R - tzn. znamienko © v rovniciach rovnovahy/ekvivalencie:
>R ->F,=0 :F,-F,-F,=0
>R ->2F,=0 :-F+F, +F,—(-F,)=0
>M,->M,=0:F,.(2a)+M -M,-(-F,a+M;)=0

Po vyjadreni zloZiek sil pomocou sin / cos ich smerovych uhlov dostaneme:

>R, —2F,=0 :(F,.cosB,—F,.cosf,)~(F,.sina,)=0 = F,.sina=F,
>R —-2F,=0 (=R +F,sing,+F.sin B,)—(-F,.cos,) =0 = F,.cosa=F,
2M,-2M, =0:(F,sing,2a+M,-M,) - (-F,.cosar;.a+ M) =0 =M,

Vyjadrenim neznamych Fex, Fsy @ Mg dostaneme

F,.sina, = F,.cos 5, — F,.cos 3, =100.cos 45-150.c0s30 =-59,2 N = F,,

F,.cosa, = F, —F,.sin B, —F,.sin 8, =100-100.sin45-150.sin30 =-45,7 N = F,

M, =F,.sing,2a+M, -M, +F,.cose,.a=100.5in45.0,2+30-60-45,7.0,1=-20,43Nm =M,

F, =F2 +F; =./6593,13 =74,78 N.

Urcenie smerového uhla ekvivalentnej sily Fg : y
(04:]
Fx
tg o = e = 92 1 995 o —arctg(1, 295) = 52,33° - LN
F, 457
resp. cez
F

cosa, = F—By = % =0,61126 = a = arccos(0,61126) = 52,33° =

3 B 1 FB FBy

a, =—n—ay=270°-52,32° = o, =217,67°
2 Obr. 3.30a

Poznamka: Uloha méze byt zadand aj opacne — iillohou je ndjst inii silovii siistavu, ktord bude so zadanou silovou
ststavou v rovrnovdhe. Je zrejmé, Ze vysledkom riesenia by boli rovnako vel'ké hodnoty Fg a Mg , ale opacného zmyslu.



Priklad 3.13: Rovinna konstrukcia Zeriava (Obr.3.31) o vlastnej tiazi G je zatazend bremenom Q. RieSte
rovnovahu vonkajsich sil akcnych a reakcnych, tvoriacich VSS-R., t.j. urcite velkost a zmysel reakcnych sil
v podperach. Zadané: G=13 kN, Q=10 kN, a=3 m, b=2 m, 1=10 m.
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RieSenie:

Teleso uvolnime, tzn. aj ked typ vdzby — pevny kib vyzaduje 2 zloZky - A« aj Ay s ohladom na
charakter primarnych zat'azujucich sil G, Q zavedieme v bode A iba zvisll zloZku reakcie — ozn. ako sila A;
v bode B s ohl'adom na typ vézby a zat'azenie taktieZ iba zvislu reakciu — sila B.

1 Staticka urcitost: n=ny-ng =3 -3 = 0°V - staticky urcita tloha.
I1. Vazbove reakcie: vhodné su rovnice rovnovahy typ (2), t.j. 2 momentové podmienky

(26+100)

M, =0: Aa-Gb-Ql=0= A3=132+1010 = A= =42 kN,

t.j. kladna hodnota sily A znamena, ze skuto¢na reakcia ma rovnaky zmysel ako bol pdvodne predpokladany
smer zvoleny na zacliatku rieSenia. Plati: Reakcia A vyvodzuje na priite AC t'ahovy udinok.

>M,=0: Ba-G.(a+b)-Q.(I+a)=0
(13.5+10.13) 195

B.3-13.5-10.(10+3) =0 = 13.5+10.(10+3)=B.3 = B =t == =65 kN

Kladna hodnota sily B znamena, 7e skuto¢na reakcia B ma zmysel podla predpokladu. Plati: Vysledny
ucinok reakcie B na konstrukciu je tlakovy.

I11. Kontrolna podmienka:
2 F,=0: B-A-G-Q=0=65-42-13-10=0 = 0=0 -splnené.



Priklad 3.14: Vysokozdvizny vozik s hmotnostou m a konstrukciou uréenymi rozmermi je zatazeny vlastnou
tiazou G. Jeho tazisko sa nachddza vo vzdialenosti b od predného kolesa (obr.3.32). Urcite sily, posobiace
v bode styku podloZky a vozika a aké maximdlne bremeno mozeme nalozit' s ohladom na bezpecnost' proti
prevrateniu. Zadané: m=4425 kg, Q=32 kN , 1=1740 mm, a=968 mm, b=930 mm.

RieSenie:

Hradame: A, B, Qmax="?
G =m.g =24425.10 = 44,25kN, Q = 32 kN

|. Staticka urcitost:

n=ny-ng=3-3=0°V-1loha je staticky urcita.

Obr.3.32

I1. Vazbové reakcie: (Obr.3.32)
>Mg;=0:Q.(I+b)-Al+G.(I-a)=0
- QU+b)+G.(I-a) 32.(1,74+0,93)+44,25.(1,74-0,97)
- | - 1,74

G.a-Qb 44,25.0,968-32.0,93 12,624

M,=0:Bl-G.a+Qb=0 =B-= - — B =7,514 kN
2 M Q | 1,74 1,74

= A

= A=68,74 kN

Kontrolna podmienka: 2 F, =0: —Q+A-G+B=0=-32+68,74-44,25+7,514=0kN = 0=0.

I11. Maximalne bremeno s ohladom na bezpecnost proti prevrateniu

Uvaha: max. bremeno Qmax musi vyvolavat’ klopny moment [
Muop mendi ako moment stabilizujici Mg, (Obr.3.32 a). Musi klopny ’i stabilizacny
platit’ podmienka moment ‘ moment

M stab =M klop i

Sila B v bode B je iba sekundarna, tzn. uvaZzujeme, Ze jej
otaCavy ucinok k bodu otacania A je nulovy ateda plati B=0.
Musi platit’ momentova podmienka: Os (bod) klopenia

>M,=0: Mstab+Mklop:—G.a+QmaX.b:0 Obr.3.32 a
-G.a+Q,,y-b=0

G.a 44,25.0,968

b 0,93

IV. Interpretacia vysledkov: Sily vznikajuce v miestach kontaktu vozika s podloZkou st — na prednom kolese
A=68,74 kN, na zadnom kolese B=7,514 kN a maximalne mozné bezpecné bremeno je mo=4606 Kg.

Qax = =46,06 KN = m, <4606 kg



Priklad 3.15: Urcte velkost vizbovych reakcii v pravouhlom rovinnom rdme. Zadané: F1 = 2 kN, F> = 3 kN,
q =1 kN.m™. Tvar a rozmery ramu podla obr.3.33.

F1 RieSenie:

1. Staticka urcitost: n=3 -3 =0°V — staticky urcité.

= om om Il. Vazbové reakcie: Fe=q.1 = Fq=4KkN
= 2m YM, =0:-F,.2-F.2+F,2+B.4=0
.= ! legue=? = B=15kN
-
.- YMg=0:—A4-F .2+F.2+F,2=0
= A,=0,5kN
Ax ‘fB YF,=0: —~A+F,—-F,=0
A obr.333 — A, =1kN

Kontrolna podmienka

>F,=0:-A +F-B=0=0=0 - splnene.

Priklad 3.16: Urcte vypoctom velkost a polohu vyslednice dvoch rovnobeZnych sil F1 a F», ktoré majd
opacny zmysel (obr.3.34). Zadané: F1 =500 N, F; = 100 N, p = 4 m (vzdialenost sil).

RieSenie:
 Analyticky:
Vyslednica R =) F, =—F, +F, =-500+100 = R = —400 N,

Poloha vyslednice: z momentovej rovnice pre otacavy uc¢inok vzhl'adom k 'ubovolne zvolenému bodu r plati
R.h=M

Rh=> (F.p,)=F.p,+F.(p,+ p)

ﬁi P, /i p=4,0m ',é/
yahl

R.0=-500.p, +100.(p, +4)
R.0=-500p, +100p, +400
0=-400.p, +400

-400
=——=1,0m
P1= 100
Skuiska : .
Z:MiA1 =R.p+F.p=0

—400.1+1004=0 = 0=0 Obr.3.34



Priklad 3.17: Vypoctom rozloZte zadand silu R (obr.3.35) na dve rovnobezné sily, ktorych nositelky (smer
i vzdjomnd vzdialenost) sU zndme. Zadané: R =4 kN, p1=1m, p,=3m.

RieSenie:
o Analyticky:

Zvolime bod otacania na jednej z nositeliek neznamych sil (urychl'uje to vypocet), napr. na nositel’ke f,
sily F» je to bod A; (obr. 3.35). Podl'a momentovej vety k bodu A; plati

R,
Rp,=F(p,+p,)+F0 = F=—P

Pi+ P,
Ji
I E N N _
1+3 4
resp. ak zvolime bod otacania na nositel’ke fi sily F1
(napr. bod A;) plati N Q?/
R. ;
Rp,=F(p+p)+F0 = F=—P 0
P+ P, Fiy
41 4 FL =
= F,=——=—=1kN. r
1+3 4 /

M, =0: Rp—Fpu(p+p,) =0 = 41-1(1+3)=0 = 0=0

Poznamka: Ulohou by mohlo byt napriklad aj urcenie miesta nositelky (vzdialenosti ps, p2) vopred znamych (zadanych)
sil F1, Fz .

Priklad 3.18: Vypoctovo urcte vyslednicu Styroch rovnobeznych sil podla obr.3.36 atieZ velkost reakcii
v bodoch podopretia telesa. Zadané: F1=300 N, F.=400 N, Fs=500 N, F+=600 N, a=1,85 m, b=3,35 m,
c=5,35m, d=7,4 m, I=12 m.

Y .
< =
F,
F1
A=0 B
Ax :Z%m R /77777_A_777777 X
7 Y
Ay - h B
“ & >
P d —>
< ' -
RieSenie: Obr.3.36

4
Velkost’ a zmysel vyslednice: R= Z F

i=1

4
R=SF =F +F,+F, +F, =-300-400-500-600) = -1800 N

i=1



4
Poloha vyslednice: RXz = F.x
i=1

4
E .x
; "' -Fa-Fb-F.c-F.d -300.1,85-400.3,35-500.535-600.7,4

Xg =
R —-1800

=5,006 m

Dal3i mozny spdsob: pomocou vypoétu v tabulke, rovnako ako u redukcie VSS-R :

Sar. Priemety sil do sar. osi x a'y Momenty zloZiek vzh’adom k
i Fi ai | cos | sin pociatku bodu 0
(N) ) | @ | ai Xi Vi Fix=Fi.cos ai Fiy=Fi.sin ai Mix=-Fix.Yi Miy=Fiy.Xi
(m) | (m) (N) (N) (N.m) (N.m)
1] 300 1,85 0 0 -300 0 -555
2| 400 3,35 0 0 -400 0 -1340
3| 500 2701 0 | -1 5,35 0 0 -500 0 -2675
41 600 7,40 0 0 -600 0 -4440
Rx=0N Ry=-1800N| My=0N.m [My=-9010 N.m
M =-9010 N.m

Velkost vyslednice: R =,/R? +R? =+/0? +(~1800)* =+/3240000 =1800 N
Je to absolutna hodnota velkosti, pozor na jej orientaciu 11! Zlozky Ry a Ry urcujii kvadrant kam smeruje.

S s o R, _-1800 0
Smer vyslednice (u rovnobeznych sil je vopred zrejmy) : 19 g :R_: 0 -0 =ag =210
M -9010
Y ice: Xg=p=—=——=5,006m
Poloha vyslednice: Xz =P === "o

y
e Vypocet reakcii v bodoch podopretia — body A, B .

Zvolime podmienky rovnovahy, napr. typ a) a dostaneme:
>F,=0 : A =0
ZFiyzo : A-R+B=0 = A =R-B=1800-751=1049 N

ZMi:o: B.I-M =0 =>B=—=——=751IN

M 9010
| 12

Kontroln& rovnica :
ZMB =0: —-Al+R.(I-x3)=0 = -1049.12+1800.(12—5,006) =0 = —12588+12589=0



Priklad 3.19: Urcite vypoctom polohu statického stredu sustavy rovnobeznych sil (obr.3.37).
Zadané: F1 (1; 2,5; 909 200 N), F2 (2,5; 1,5; 270 100 N), F3(4; -0,5; 90 % 400 N), stradnice bodov v [m].

RieSenie:

e Analyticky: Dosadenim zadanych parametrov SRS so zretelom na ich znamienka do rovnic

(3.54) zistime suradnice statického stredu C zadanej sustavy rovnobeznych sil a dostaneme

+y | R
' F. .. -
- Y FX _ 2001+ (-100).2,5+4004 o o
’@ > F 200 + (—100) + 400
)

Ai(xi,Yi ”
—  Yry

200.2,5+ (—100).1,5+ 400.(-0,5)
C(xc, Ye) Ye = = =0,3m
Ye > F 200+ (—100) + 400
0| Xc | +X
Obr. 3.37
A
R

. . —-

F
7 e 2 ———4lﬁ/

1cm=1m 1cm=100N
L 1 L1

a)

Obr. 3.37 a,b



Priklad 3.20: Analyticky urcite tazisko tuhej lomenej ciary 1,2,3,4, leziacej v jednej rovine (obr.3.38).

RieSenie:

Ked’ rozdelime lomenu ¢&iaru na tri rovné casti 12,23,34,

odizkach h=2m, lb=5m, ls= 3 m, pre stradnice tazisk
jednotlivych ¢asti potom dostaneme

T/_..i__ ..... -

5,0 X1 =0, Xo=15m X3=(3,0+15)=45m,

2 Yz
: yi=1,0m, y,=20m ys=4,0m.
2
03¢ 30 X
Obr. 3.38 Tazisko T lomenej &iary 1234 ma podra (3.55) suradnice
l;x ;.
‘= 2% 20+515+345_21 2im. y. = 2y 21452434 24 oam

3, 24543 10 A1 2+45+3 10

Priklad 3.21: Urcite vypoctom velkost vlastnej tiaze a suradnice tazZiska Zeriava (obr.3.39) zostaveného
7 homogénnych priitov rovnakého prierezu pi=5,5 kg.m.

4.5m RieSenie:
e Analyticky:

Relativne pracne, pomocou trigonometrickych
funkcii, vypoéitame dizky jednotlivych pratov. Plati:
G)  55q 1=4609m 1;=4949m, ;=1 =2,692m,ls=2m.

2 5 =5 Taziské pritov uréime priamo z Obr.3.39:
X, =3,25m, X, =375m, X =0,50m,
\ y, =3,00m, y, =175m, y, =125m,
G X X, =1,50m, x =100m
Obr. 3.39 Y, =1,25m, y, =0m
Pomocné vypocty pre vypocet taziska prutovej konstrukcie Tabulka 3.4
i XTi [m] YTi [m] li . XTi li . Vi
1 3,25 3,00 14,98 13,827
2 3,75 1,75 18,56 8,66
3 0,50 1,25 1,346 3,365
4 1,50 1,25 4,038 3,365
5 1,00 0,00 2,00 0,00
40,924 29,217
Pre stradnice taziska potom z Tab.3.4 dostaneme
l.x l..
N _2hx _M092 ) e _ 2 hYs 29,217 _1724m.
Dl 16,942 Dl 16,942

Celkova sila vlastnej tiaze vyloznika: G=pL.g.>li = G=55.9,81.16,942=914,1N.



Priklad 3.22: Nadrozmerné teleso (obr.3.40) je potrebné pred prepravou ulozit bezpecne na vozidlo a preto
je z hladiska stability a bezpecnosti jazdy nutné urcit suradnice taziska. Zadané parametre su v Obr.3.44.

RieSenie: y 6.0m 4.0m 3.0m
Zlozeny prierez rozdelime na Styri Casti: - -
dva obdizniky (T, T2), jeden trojuholnik (Ts) \ / 2,0m
ajeden kruh (T,), ktorého plocha je tzv. A
negativna (tzn. musime ju pri zistovani \T1/ | ,;\ // |
celkovej plochy A zloZeného prierezu 8,0m = _/j(\ : ><T :\ 6.0m
odritat’). 7N/ e 1Y
3,0m 2 » ™
/ | N | / \ | /'3 N
Suradnice t'azisk T; (xti, yri) jednotlivych 0| 3.0m e L =
casti zlozeného prierezu telesa (pre i=1,2,3,4) fem=0m
st spolu s vysledkami vypoétov dalsich 6,13 ' :
potrebnych parametrov uvedené v tab.3.5. Obr. 3.40
Pomocné vypocty pre vypocet taziska zloZenej plochy Tabulka 3.5
i XTi [M] yri [m] Ai [m’] yTi. Ai XTi. Ai
0 1 2 3 4=(2x3) 5=(1x3)
1 3,00 4,00 48,00 192,00 1440
2 8,00 3,00 24,00 72,00 192,0
3 11,00 2,00 9,00 18,00 99,0
4 3,00 3,00 -19,63 -58,89 -58,89
61,37 223,11 376,11
Podra rovnic (3.58b) su suradnice t'aziska prepravovaného telesa
‘= DA T . = DAY _281 g0,
DA 6137 > A 6137

Poznamka: Nadrozmerné telesa su telesd, ktoré majii rozmery vicsie, ako su technickymi normami stanovené priecne
prechodové prierezy komunikdcii. Obvykle prekracuju aj dovolené zatazenie dalsich stavieb na komunikdciach (najmd
mosty), pri vybere a priprave trasy je nutné brat na to zretel a ich tzv. zodolliovaniu venovat pozornost.



Priklad 3.23: Urcte sUradnice faziska telesa podla obr.3.41. Zadané: a=100 mm, b=80 mm, ¢=180 mm,
d=400 mm, e=30 mm.

y‘ Riesenie:
‘ Jednéd sa oteleso sumerné podla osi X, preto
musi platit’ yr = zr = 0.

‘ | Zlozené teleso rozdelime na dva zakladné
op — — ff———————71% _  geometrické Gtvary s objemami V1 a V.. Dostaneme
: _d V, =ab.c=100.80.180 =1,44.10° mm®
1 j V, =eed =30.30.400 = 0,36.10° mm®
7z O/

L b Obr. 3.41 V =V, +V, =1,8.10° mm®

Urc¢ime suradnice t'azisk obidvoch zakladnych geometrickych utvarov a dostaneme

X :9:40mm N & :b+9:280mm
2 ? 2

Pre slradnicu t'aziska xr (ak plati G, = m,.g = p\V,.g ) dostaneme

2
x = ;Gi'xﬂ _ PVL.GX + pN,.9.% |
G pV.g
Po skrateni vyrazu o p.g dostaneme zjednoduSeny vzt'ah v tvare
CViXe VX, 144.10°mm®.40mm +0,36.10°mm®.280mm
Y, - 1,8.10°mm’® -

88mm

Xt



Vztahy pre urcenie suradnic tazZiska pre vybrané geometricke utvary Tabulka 3.6
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