8. Uvod do statiky staticky uréitych pratovych sustav

Statika stavebnych konsStrukcii je nduka o vypoctoch stavebnych konstrukceii, ktorych
modelom je statickd schéma vytvorena z prutov. V d'alSom vyklade sa obmedzime len na
analyzu rovinnych problémov, t.j. takych pripadov, kedy silové ucinky zatazenia, reakcné sily
vo vizbach a idealizovany tvaru prutovej konstrukcie lezia v jednej rovine.

Prvou etapou statickych vypoctov je uréenie sekunddarnych vonkajsich sil — reakcii vo
vizbach od u¢inku pdsobenia primdrnych vonkajsSich sil — zat’aZenia aurCenie zloZiek
vyslednice vnutornych sil v kazdom priereze konstrukcie.

8.1 Prut s priamou osou

Medzi najjednoduchsie typy nosnych konstrukcii patria prity s priamou osou. Podla
sposobu podopretia maju statické modely v stavebnej praxi zauzivané pomenovania.

Priamy prut (obr. 8.1), ktory je na jednom okraji viazany k okoliu dvojnasobnou
viizbou — pevnym kibom a na druhom jednoduchou vizbou — posuvnym kibom alebo kyvnym
prutom, sa nazyva prosty nosnik.

Priamy prat (obr. 8.2), ktory je na jednom okraji viazany k okoliu trojnasobnou
viazbou — dokonalym votknutim a na druhom okraji je vol'ny, sa nazyva konzola.
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8.1.1 Vnutorné sily v prie€nom reze pruta

Prvym krokom rieSenia je vypocet reakcii vo vézbach podla zasad uvedenych v stati
5.2.2. Posuvné a otacavé ucinky vyslednice ststavy zovSeobecnenych sekundarnych sil XR;
a vyslednice sustavy zovseobecnenych primarnych sil ZF; sa musia navzajom rusit’.

Poznamka: Pojmom sustava zovSeobecnenych sil budeme nazyvat sustavu, ktorej
zlozkami su sily a silové dvojice, t.j. momenty.

Pre prosty nosnik (obr. 8.3) vypogitame reakciu R, v posuvnom kibe z momentovej
podmienky rovnovahy formulovanej k bodu a

G MI+> MI=0:
Ry (41,41 +1,)~F -sina-l,~F,-( +1,)~F,-cos B-(l, +1, +1)=0. (8.1

Zvisla zlozku reakcie R,. vpevnom kibe uréime zmomentovej podmienky rovnovéhy
formulovanej k bodu b



OYMI+> M =0
R, -(,+L,+L+1)-F sma-(L+L+1)-F,-(,;+1,)-F,-cos-[,=0. (8.2)

Vodorovnii zlozku reakcie R, vypo&itame v pevnom kibe zo stiétovej podmienky
<—2ij+2Fix=Oz R, —F -cosa+F,-sinf=0. (8.3)

Nosnik je spojitym telesom a v 'ubovol'nom priereze m na osi pruta nemoézu nastat’
relativne posuny ani vzdjomné pootoCenie. V uvazovanom priereze pruta preto
predpokladame existenciu vuitornej vizby — dokonalého votknutia (obr. 8.3).

PreruSme myslenym rezom, vedenym v uvazovanom priereze m kolmo na os pruta,

vnatorni  vdzbu. Uginok vnlitornej vizby nahradime zodpovedajucimi  zlozkami
zovseobecnenych interakénych sil (obr. 8.4).
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Pretoze ststava zovSeobecnenych vonkajSich sil, ktord podsobi na cely prat, je
v rovnovéahe, podmienky rovnovahy musia byt splnené aj pre kazdi jej cast. Zlozky
vyslednice vnatornych sil 'V, 'V,. "M, modzeme teda vypoéitat z podmienok rovnovahy
formulovanych pre sily posobiace na Gast Ia zlozky vyslednice vnitornych sil "N, "V,
a1, musia vyhovovat’ silovym a momentovym podmienkam rovnovahy zovieobecnenych
sil, ktoré posobia na ¢ast’ II. Hodnoty tychto sil musia byt’ rovnaké.

]Nm:HNm = Nm ’ ]Vm:HVm = Vm b IAlmznj‘lm :Mm' (84)

V stati 1.6 sme sa zaoberali ekvivalenciou a rovnovéahou silovych sustav a uviedli sme
vetu: ,,Ak zmenime orientaciu vsetkych sil v jednej z dvoch ekvivalentnych silovych ststav,
budt sily obidvoch sustav v rovnovahe.“ V dosledku tejto vety st zlozky vyslednice
vnutornych sil "N "Wy "M, ekvivalentne so sﬁstavou vonkajsich sil, ktoré pdsobia na
cast I a zlozky vyslednice vnitornych sil 'N,., "V,.. "M, st ekvivalentné so sustavou

vonkajsich sil, ktoré posobia na Cast’ 1.



Zlozka N,, posobi v smere normaly roviny prie¢neho rezu a nazyva sa normdlovd sila.
Pre priamy prut je smer normaly totoZzny so smerom osi pruta a v stavebnej praxi je zauzivany
aj ndzov osovd sila. Jej hodnotu v uvazovanom priereze m urCime ako algebricky sucet
zloziek vsetkych vonkajsich sil, ktoré pdsobia na uvazovanu ¢ast’ prata v smere kolmom na
rovinu prieéneho rezu (v smere osi pruta).

Poznamka: Algebricky sucet znamenda, zZe orientdciu posobenia v sulade s konvenciou
znazornenou na obr. 8.5 povazujeme za kladnu, nesuhlasné (opacné) posobenie
zodpovedajucich zloZiek zohladnime zapornym znamienkom.
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Pre nosnik znazorneny na obr. 8.3
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vypocitame hodnotu normdlovej sily uvaZovanim posobenia zloziek vonkajSich sil na casti |
(Gsek pruta a—m) zo zapisu

. N,=R, —F -cosa i (8.5a)

alebo pre sily posobiace na uvazovanej Casti I (asek prata b—m) zo zapisu

~2:|N, =—F,-sin /. (8.5b)

Zlozka V,, posobi v smere roviny priecneho rezu a nazyva sa priec¢na sila. Pretoze jej
pdsobenim maju okrajové prierezy dizkového elementu prita tendenciu vzajomne sa posunit’
je v stavebnej praxi zauzivany aj nazov pesuvajuca sila alebo Smykova sila. Jej hodnotu
v uvazovanom priereze m urime ako algebricky sucet zloziek vSetkych vonkajSich sil, ktoré
poOsobia na uvazovanu Cast’ pruta v smere roviny prieéneho rezu (v smere kolmom na os
pruta).



Pre nosnik znazorneny na obr. 8.3
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vypocitame hodnotu prie¢nej sily uvazovanim posobenia zloziek vonkajSich sil na casti |
(Gsek pruta a—m) zo zépisu

T; V =R_—F -sina i (8.6a)

alebo pre sily posobiace na uvazovanej Casti II (asek prata b—m) zo zapisu

V[V =R +F, -cos p+ F)). (8.6b)

Zlozka M, vyjadruje otaCavy ucinok vyslednice vnutornych sil v priereze k bodu na
strednici anazyva sa ohybovy moment. Hodnotu ohybového momentu v uvazovanom
priereze m urcime ako algebricky sucet statickych momentov vSetkych vonkajsich sil, ktoré
pdsobia na uvazovanu Cast’ pruta.

Pre nosnik znazorneny na obr. 8.3
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vypocitame hodnotu ohybového momentu uvazovanim pdsobenia vonkajsich sil na Casti I
(Gsek pruta a—m) zo zapisu

O.|m, =R, -(+'L) - F, -sina 'L, (8.7a)

alebo pre sily posobiace na uvazovanej Casti I (asek prata b—m) zo zapisu

O M, =R, -("L +1,+1,)~F, -cos p-("L, +1,)~ F, - "1, (8.7b)

Realne stavebné konstrukcie nie su dokonale tuhé. U¢inkom zat'aZenia sa pretvaraju.
Aby bola stavebnd konStrukcia pouzitelnd, musia byt vSak pretvorenia v porovnani
s rozmermi konS$trukcie rddove malé. Vplyv pretvorenia na zmenu pdsobisk zatazenia vo
vypoctoch mézeme takmer vzdy zanedbat’.



8.1.2 Zavislosti medzi prie€nym zat'azenim pruta, prie€nou silou
a ohybovym momentom.

Vyberme z pruta, na ktory posobia vonkajsie sily v rovnovahe, v 'ubovol'nom priereze
x element dizky dx (obr. 8.6). Uvazujme, Ze na element pdsobi len spojité zat'azenie kolmo na
os pruta, ktoré ma v uvaZzovanom priereze intenzitu ¢(x). Odstrdnené casti nahrad'me
vnutornymi silami — prie¢nou silou a ohybovym momentom. Osova silu neuvazujme, jej
vplyv sa pri odvodeni zavislosti medzi prie¢nym zatazeni a vnitornymi silami neprejavi.

q(x)
M(x) m M(x) + d M(x)

N
.

Pretoze je cely prat v rovnovéahe, musia byt splnené¢ podmienky rovnovahy aj pre jeho
elementdrnu Cast’. Spojité zat'azenie mozZzeme aproximovat (priblizne nahradit’) konstantnym
zat'aZenim a posobisko elementdrneho nahradného bremena uvaZovat’ v strede elementu.

Zo suctovej podmienky rovnovahy sil

V(x) = [V (x)+dV(x)]-gx)-de=0 (8.8)
dostaneme po uprave zavislost’ medzi priecnou silou a prie¢nym zat'azenim v tvare
dV(x)
=—q(x 8.9
. q(x) (8.9)

a zo vztahu (8.9) po integracii dostaneme funkciu, ktora popisuje zmenu prie¢ne;j sily pozdiz
osi nosnika, v tvare

V(x) :—j g(x)dx +C, (8.10)

V momentovej podmienke rovnovahy, formulovanej k pravému okraju elementu,

M (%)~ [M(x) +dM (x)]+ V(x)~dx—q(x)-dx-%=0 (8.11)
posledny clen na Tavej strane rovnice zanedbame, pretoze obsahuje infinitezimalne mala

veli¢inu druhého radu a po uprave dostaneme vzt'ah

% =V(x) (8.12)

znamy ako Schwedlerova-Zuravského veta:



V uvaZzovanom priereze sa hodnota funkcie priecnej sily rovna hodnote derivacie funkcie
ohybového momentu.

Zo vztahu (8.12) po integracii vyjadrime funkciu, ktord popisuje zmenu ohybového
momentu pozdlZ osi nosnika, zapisom

M(x) = [V(x)dx+C, ==[[q(x)dxdx + Cx + C, (8.13)

Vo vzt'ahoch (8.9) a (8.12) su C; a C; integrané konStanty, ktoré ur¢ime z okrajovych
podmienok.

8.1.3 Urc€enie a znazornenie funkcii vnutornych sil pre bezné typy
zat'azenia

Zavislosti odvodené v predchadzajucom odseku platia nielen pre elementarny tsek
pruta, ale aj l'ubovolny tisek koneénej dizky za predpokladu, Ze funkcie zat'aZenia s spojité.
Potom budu na vySetrovanom useku spojité aj funkcie vnutornych sil.

Kazdu riesent konstrukciu, ktorej vonkajsie sily su v rovnovéhe (obr. 8.7), moZzeme
myslenymi rezmi rozdelit’ na Gseky, ktoré st v celej dizke zatazené spojitymi ainkami, resp.
nie su zatazené, a singuldrne body, kvazi tiseky s nulovou dizkou, ktoré volime v miestach
podopretia a posobenia osamelych sil a dvojic.
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Nezat'azeny uUsek pruta

Analyzujme lI'ubovolny nezatazeny usek priameho pruta (obr. 8.8) v lokédlnych
stiradniciach so zaciatkom v 'avom bode z.
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Polohu l'ubovol'ného prierezu m na strednici prita udava suradnica x. Predpokladajme,
ze hodnoty vnutornych sil na zaciatku alebo na konci useku st zname z predchadzajtcich
krokov rieSenia. Opédt pripominame, Ze ak st vonkajsie sily posobiace na celil konstrukciu
v rovnovahe, musi byt v rovnovahe aj jej 'ubovol'na Cast’.

Normalova sila ma v kazdom priereze tiseku kon$tantni hodnotu vyjadrent zapisom
podl'a konvencie (obr. 8.5)

&« INx)=N_,| alebo —:|N(x)=N,_.|.

Prie¢na sila ma tiez v kazdom priereze useku konstantni hodnotu vyjadrent zapisom
podl’a konvencie (obr. 8.5)

T VVx)=V_]| alebo L:[V(x)=V,_.

Funkciu ohybového momentu v uvazovanom priereze m analyzovaného useku
vyjadrime zapisom podl'a konvencie (obr. 8.5)

O: M) =M_ +V_ x| alebo O:\Mx)=M, -V, -(I-x)

a vyjadruje linedrnu zmenu hodnét ohybového momentu pre premennu x, udavajucu polohu
uvazovaného prierezu.

Pre zobrazenie linearnej funkcie potrebujeme poznat’ dve jej hodnoty. Postacuje teda
ur¢it’ hodnotu ohybového momentu na konci useku pre zndme hodnoty vnitornych sil na
zaciatku useku, alebo opacne, na zaciatku useku, ak st hodnoty vnutornych sil zname na jeho
konci.

Priebehy jednotlivych vnutornych sil N, V, M graficky zndzornime na zaklade
vyc¢islenych hodnét pre konstrukciu ako celok. Pre 'ubovolny nezat'azeny usek musi byt
zachovany charakter priebehu tak, ako je to zndzornené na obr. 8.8.

Kladné hodnoty N a V vyndSame na stranu hornych vlikien, ziporné na stranu
dolnych a st pre cely usek konStantné. Pre vykreslenie priebehu ohybovych momentov
plati opacna dohoda. Kladné hodnoty M vynasame na stranu dolnych vlikien, zaporné na
stranu hornych vlakien a priebeh funkcie ohybovych momentov je linearny.

Usek zatazeny rovhomernym spojitym prieénym zat'azenim

Analyzujme opat’ l'ubovolny tsek priameho pruata (obr. 8.9) v lokalnych suradniciach
so za¢iatkom v 'avom bode z.

Polohu l'ubovol'ného prierezu m na strednici pruta udava suradnica x. Predpokladajme,
ze hodnoty vnutornych sil na zaciatku alebo na konci useku st tiez zname z predchadzajticich
krokov rieSenia. Intenzita zataZenia je konstantnd, vyjadrend funkciou g(x) = gq.

Normalova sila ma aj pre tento pripad v kazdom priereze Gseku konstantnu hodnotu
vyjadrent zapisom podl'a konvencie (obr. 8.5)

&« |N(x)=N_,| alebo —2:|IN(x)=N,_.|

Funkciu priec¢nej sily vuvazovanom priereze m analyzovaného useku vyjadrime
zapisom podla konvencie (obr. 8.5)

V)=V i —qx alebo L |V(x)=V,_.+q-(I-x)




a vyjadruje linedrnu zmenu hodndt prie¢nej sily pre premenni x, udavajucu polohu
uvazovaného prierezu.

Funkciu ohybového momentu vuvazovanom priereze m analyzovaného useku
vyjadrime zapisom podl'a konvencie (obr. 8.5)

il “(I-x)
q2 alebo : M(x):Mk_Z_Vk_Z.(z_x)_%

O:MxX)=M_, +V_, -x-

a vyjadruje kvadraticki zmenu hodn6t ohybového momentu pre premennt x, udavajicu
polohu uvazovaného prierezu. Pre zobrazenie funkcie druhého stupiia — kvadratickej paraboly
potrebujeme poznat’ minimalne tri funkéné hodnoty, preto je nutné okrem hodnot ohybovych
momentov na zaciatku a konci useku urcit’ eSte napr. hodnotu prislichajicu prierezu s
v strede Useku.

q-x
x21x2 (1=x)/2 1 (I-x)2

Priebehy jednotlivych vnltornych sil N, V, M graficky znazornime na zdklade
vyc¢islenych hodnot pre konstrukciu ako celok. Pre l'ubovol'ny tsek pruta , ktory je zat'azeny
spojitym prieCnym zatazenim s konStantnou intenzitou, musi byt zachovany charakter
priebehu tak, ako je to znazornené na obr. 8.9.

V konkrétne rieSenej ulohe mdze, ale nemusi, nastat’ pripad, Ze v uréitom priereze P je
hodnota prieCnej sily nulova. Tento prierez nazyvame prechodovy prierez, meni sa hodnota
priecnej sily z kladnej na zapornu, alebo naopak. Je dolezitym prierezom, pretoze v tomto
mieste konstrukcie bude mat’ funkcia ohybového momentu extrém.

Poznamka: Na zaklade poznatkov ziskanych v predmete matematika vieme, Ze spojita
funkcia ma v rozsahu skumaného intervalu lokalny extrém (maximum alebo minimum) v tych
bodoch, v ktorych sa jej prva derivacia rovna nule.

Polohu prechodového prierezu p urcent suradnicou x,, vypo€itame tak, ze do funkcie
priecnej sily dosadime x = x,, a pre znamu hodnotu priecnej sily V), = V(x = x,) = 0 dostaneme



Hodnotu extrému ohybového momentu vypocitame dosadenim x =x, do funkcie
ohybového momentu

q-x
O: Mp=Mext=M(x=xp)=Mz_k+Vz_k-xp— 2”
alebo
q-(I—x,)’
- Mp=Mm=M(x=xp)=M,H—V,H-(l—xp)——2 £

Usek zatazeny linearnym (trojuholnikovym) spojitym prieénym zat'azenim

Analyzujme opét’ 'ubovol'ny Gsek priameho pruata (obr. 8.10) v lokélnych suradniciach
so zaCiatkom v lavom bode z. Polohu l'ubovolného prierezu m na strednici prata udava
suradnica x. Predpokladajme, ze hodnoty vnutornych sil na zaciatku alebo na konci useku st
tiez zname z predchddzajicich krokov rieSenia. Linedrnu zmenu intenzity zat'azenia vyjadruje

funkcia ¢g(x)= %x .

Normalova sila ma aj pre tento pripad v kazdom priereze tseku konStantni hodnotu
vyjadrent zapisom podl'a konvencie (obr. 8.5)

«: INx)=N_,| alebo —:|Nx)=N,_,|.

Obr. 8.10



Funkciu priecnej sily v uvazovanom priereze m analyzovaného useku ur¢ime podl'a
konvencie (obr. 8.5) zapisom

1 q 2
VWeo=v, ¢ x=v_ L.«
T. (x) z—k 2q('x) z—k 2]

a vyjadruje kvadraticki zmenu hodndt priecnej sily pre premennu x, udévajicu polohu
uvazovaného prierezu. Pre zobrazenie funkcie druhého stupna — kvadratickej paraboly
potrebujeme poznat’ minimalne tri funkéné hodnoty, preto je nutné okrem hodnét prie¢nych
sil na zaciatku a konci useku urcit’ eSte napr. hodnotu prisluchajicu prierezu s v strede useku.

Funkciu ohybového momentu vuvazovanom priereze m analyzovaného useku
vyjadrime zapisom podl'a konvencie (obr. 8.5)

O: M(x):Mz—k +Vz—k .x_%Q(x).x.%x:Mz_k ‘|‘Vz_k -x_%-)f

avyjadruje pre premennu x, udavajicu polohu uvazovaného prierezu, zmenu hodnot
ohybového momentu podl'a krivky tretieho stupiia. Pre zobrazenie funkcie treticho stupna —
kubickej paraboly potrebujeme poznat minimalne Styri funkéné hodnoty, preto je nutné
okrem hodndt ohybovych momentov na zaciatku a konci tseku urcit’ eSte d’alSie dve hodnoty
prislichajiice napr. prierezom ¢, a f,, ktoré sa nachddzaji vo vzdialenostiach x; = //3, resp.
x = 21/3 od zaciatku aseku.

Priebehy jednotlivych vnutornych sil N, V, M graficky zndzornime na zaklade
vyc¢islenych hodndt pre konstrukciu ako celok. Pre 'ubovol'ny usek pruta , ktory je zatazeny
linedrnym rasticim spojitym prienym zat'azenim, musi byt zachovany charakter priebehu
tak, ako je to znazornené na obr. 8.10.

V konkrétne rieSenej ulohe mdze, ale nemusi, nastat’ pripad, Ze v uréitom priereze p je
hodnota prieCnej sily nulova. Polohu prechodového prierezu p urCenu stradnicou x,,
vypocitame tak, Ze do funkcie priecnej sily dosadime x = x,, a pre zndmu hodnotu prie¢nej sily
V, = V(x = x,) = 0 dostaneme

Hodnotu extrému ohybového momentu vypocitame dosadenim x =x, do funkcie
ohybového momentu.

q
O: Mp:Mext :M(x:xp):szk +Vsz 'xp_a'xp

Ak je spojité linearne zatazenie Useku reprezentované funkciou, ktorej priebeh zo
zaciatoCnej hodnoty ¢ klesa do nulovej hodnoty na konci Gseku, zvolime vyhodne zaciatok
lokalneho systému v bode & (obr. 8.11). Zjednodusi sa tym riesenie.



X310 23

<—>,<—>|

M, q@=(g/hx ¥

99
ot ()
. ®
N L
Obr. 8.11

Funkcie popisujuce na uvazovanom useku zmenu priecnych sil aohybovych
momentov potom vyjadrime v tvare

g
2/

vre=v. +%q<x) x=V_ +

1 1
- M@):MH—Vk,z-x—gq(x)-x-g-szk,z—Vk,z-x—%f

Polohu prechodového prierezu ur¢ime analogicky ako v pripade rasticeho zat'azenia

zo vzt'ahu

Prierez, v ktorom pésobi vonkajsia osamela sila

Ak v niektorom priereze prata poOsobi osameld sila (obr. 8.12), vyberieme
z konstrukcie myslenymi rezmi vedenymi tesne v okoli prierezu tsek priita s nulovou dizkou.

Predpokladajme, Ze hodnoty vnutornych sil na zaciatku alebo na konci tseku st
zname z predchédzajicich krokov riesenia. Neznamu hodnotu normalovej sily vypocitame zo
zapisov

«: Nmfn =Nm71+Fsin,B alebo - Nm# =Nm7n—FSinﬂ
Neznamu priecnu silu ur¢ime podla vzt'ahov
T Vm—n = Vm—l - FCOSIB alebo : Vm_[ = Vm—n + FCOS,B




Hodnoty ohybovych momentov st rovnaké
M, =M

m-n m—1

V grafickom zobrazeni sa podsobenie osamelej sily prejavi ,,skokom* v priebehu N a V
a ,,zlomom* v priebehu M.
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Obr. 8.12
Prierez, v ktorom p6ésobi vonkajSia osamela dvojica - moment

Posobenie osamelej dvojice — momentu v niektorom priereze priameho prita nema
vplyv na priebeh normdlovych a osovych sil. Hodnoty st rovnaké

Nm—l = Nm—n Vm 1= Vm—n

Pre urcenie hodnoty ohybového momentu platia vzt'ahy
UM, =M, —M] alebo O:|M

V grafickom zndzorneni bude v priebehu M ,,skok*.
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