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4.1.2 Př́ıklad - bodové zat́ıžeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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5.4.1 Šikmý prut - Př́ıklad 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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5.4.4 Šikmý prut - Př́ıklad 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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6.4.1 Př́ıklad - rám 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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7.1.1 Řešeńı - šikmý rám 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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8.3.1 Řešeńı - oblouk 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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10.4.2 Výpočet śıly v táhle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
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11.3 Př́ıklad - př́ıhradová konstrukce 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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12.1.9 Natočeńı hlavńıch centrálńıch os . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
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Kapitola 1

Úvod do předmětu Stavebńı statika

Předmět Stavebńı statika je určen pro studenty prvńıho ročńıku bakalářského studia obor̊u
Stavebńı inženýrstv́ı a Architektura a stavitelstv́ı. Je zaměřen na řešeńı prutových nosných
konstrukćı, u nichž se předpokládá, že jsou nedeformovatelné (dokonale tuhé). Při výpočtech
se tedy neuvažuje, že se účinkem zat́ıžeńı změńı tvar nosného systému.

Nosné konstrukce vyžaduj́ı splněńı některých d̊uležitých předpoklad̊u. Prvńım z nich je
skutečnost, že konstrukce muśı z̊ustat po účinku zat́ıžeńı nehybná, což souviśı s vhodným
podepřeńım nosné konstrukce, resp. se správným spojeńım jednotlivých část́ı nosného systému.
Splněńı tohoto předpokladu zkoumá obor nazývaný kinematika, o kterém je v tomto učebńım
textu pojednáno v kapitole 1.2.

Daľśı d̊uležitá vlastnost každé nosné konstrukce je skutečnost, že nosný systém muśı být
v rovnováze. Znamená to, že účinky zat́ıžeńı vyvolaj́ı v nosném systému rovnovážné śıly. K
jejich určeńı slouž́ı podmı́nky rovnováhy, které jsou v tomto textu vysvětleny nejprve na
silových soustavách v kapitole 2. Daľśı text pak obsahuje statické řešeńı r̊uzných typ̊u prutových
nosných konstrukćı na základě př́ıslušných podmı́nek rovnováhy. V předmětu Stavebńı statika
se řeš́ı výhradně konstrukce staticky určité, což znamená, že pro určeńı veškerých statických
veličin u těchto nosných systémů postač́ı pouze podmı́nky rovnováhy.

1.1 Nosná konstrukce

Nosná konstrukce je tvořena z jedné nebo v́ıce část́ı nosného systému - z tzv. konstrukčńıch
prvk̊u. Tato tělesa mohou být rozdělena podle svého tvaru na:

• pruty (převládá jeden rozměr - délka, viz např. obr. 1.1),

• plošné prvky (převládaj́ı dva rozměry, třet́ım je tloušt’ka, viz např. 1.2 nebo 1.3),

• maśıvńı prvky (všechny tři rozměry jsou z hlediska své velikosti srovnatelné).

Ve výpočtech lze rovněž využ́ıt i tzv. hmotný bod, což je teoretický př́ıpad nosného prvku,
jehož rozměry jsou vzhledem k ostatńım částem nosného systému natolik malé, že je lze
považovat za nekonečně malé.

V tomto učebńım textu je výklad soustředěn pouze na prutové konstrukce, tedy nosné
systémy, které jsou tvořeny jedńım nebo v́ıce pruty (pak se jedná o tzv. nosńıkovou soustavu).
V některých př́ıkladech může nosńıková soustava obsahovat i hmotné body. Tyto nosné prvky
budou v rámci tohoto učebńıho textu umı́stěny do svislé, př́ıpadně vodorovné roviny. Takto
definované úlohy se pak nazývaj́ı rovinné.
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1.2. KINEMATIKA PRUTOVÉ NOSNÉ KONSTRUKCE

Obrázek 1.1: Pohled na nosný systém, tvořený soustavou prutových prvk̊u

Obrázek 1.2: Nosný systém, který obsahuje stropńı desku - plošný konstrukčńı prvek

1.2 Kinematika prutové nosné konstrukce

Kinematika je obor mechaniky pevných těles, který se zabývá studiem možnost́ı pohybu doko-
nale tuhých těles a jejich soustav čistě z geometrického hlediska.

Nosné stavebńı konstrukce muśı být dokonale nehybné. Toho se dosáhne vhodným po-
depřeńım a u soustav vhodným spojeńım jednotlivých těles soustavy. Podepřeńım se ro-
zumı́ připojeńı nosné konstrukce k dokonale nehybné podporové konstrukci, která může být
tvořena základovou konstrukćı, mostńım piĺı̌rem nebo sousedńım objektem.

Ve výpočtech se uvažuje s tzv. idealizaćı podepřeńı, které může tvořit:
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1.2. KINEMATIKA PRUTOVÉ NOSNÉ KONSTRUKCE

Obrázek 1.3: Nosný systém, tvořený prutovými prvky a tzv. ztužuj́ıćı stěnou - plošným kon-
strukčńım prvkem

Obrázek 1.4: Betonová přehrada - maśıvńı konstrukčńı systém

1. vněǰśı vazba: bráńı absolutńımu posunu nebo pootočeńı podepřeného tělesa (viz např.
obr. 1.5),

2. vnitřńı vazby: bráńı vzájemnému posunu nebo pootočeńı spojených těles (viz např.
obr. 1.6).
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1.2. KINEMATIKA PRUTOVÉ NOSNÉ KONSTRUKCE

Obrázek 1.5: Vněǰśı vazba - vetknut́ı: tento typ podepřeńı bráńı posunut́ı i pootočeńı kon-
strukce.

Obrázek 1.6: Vnitřńı vazba - momentový kloub: tento typ podepřeńı vzájemnému posunut́ı
dvou část́ı mostńı konstrukce.

1.2.1 Pohybové možnosti volných hmotných objekt̊u

U hmotných objekt̊u, které se v oboru kinematiky vyšetřuj́ı, se stanovuje tzv. stupeň volnosti
nv. Tato veličina stanovuje počet pravoúhlých složek posunut́ı (translaćı) nebo pootočeńı
(rotaćı), které zkoumaný volný hmotný objekt může vykonat.
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1.2. KINEMATIKA PRUTOVÉ NOSNÉ KONSTRUKCE

Následuj́ıćı výčet uvád́ı r̊uzné typy hmotných objekt̊u v rovině a prostoru s př́ıslušnými
stupni volnosti:

• Volný hmotný bod v rovině: nv = 2. Objekt je jednoznačně určen dvojićı souřadnic
[x, y], v rovině může nabývat celkem ∞2 r̊uzných poloh.

• Volný hmotný bod v prostoru: nv = 3. Objekt je jednoznačně určen trojićı souřadnic
[x, y, z], v prostoru může nabývat celkem ∞3 r̊uzných poloh.

• Volný tuhý prut (volná tuhá deska) v rovině: nv = 3. Objekt je jednoznačně určen
dvojićı souřadnic [x, y] a svým natočeńım α, v rovině může nabývat celkem ∞3 r̊uzných
poloh.

• Volné tuhé těleso v prostoru: nv = 6. Objekt je jednoznačně určen trojićı souřadnic
[x, y, z] a trojićı natočeńı k osám souřadnicového systému α, β, γ, v prostoru může nabývat
celkem ∞6 r̊uzných poloh.

Dané stupně volnosti hmotným objekt̊um odeb́ıraj́ı vněǰśı či vnitřńı vazby, které znemožňuj́ı
v mı́stě podepřeńı posuny či pootočeńı hmotného objektu. Podle počtu odebraných stupň̊u
volnosti se pak vazby mohou označovat jako n-násobné podle počtu odebraných stupň̊u volnosti,
kde n = 1, 2, . . . , 6.

Pro podepřeńı tuhého prutu v rovinných úlohách lze rozlǐsit následuj́ıćı jednoduché vněǰśı
vazby:

• Kyvný prut: násobnost vazby = 1, je bráněno posunut́ı ve směru kyvného prutu, vzniká
jedna silová reakce.

• Posuvný kloub (posuvná vazba): vše je identické s kyvným prutem, jedná se jen o
odlǐsné vyjádřeńı stejného typy vněǰśı vazby.

• Neposuvný (pevný) kloub: násobnost vazby = 2, je bráněno 2 posunut́ım ve dvou na
sebe kolmých směrech , vznikaj́ı dvě na sebe kolmé silové reakce.

• Posuvné vetknut́ı: násobnost vazby = 2, je bráněno pootočeńı a posunut́ı prutu ve
směru kolmém k ose prutu, vzniká momentová reakce a silová reakce kolmá k ose prutu.

• Dokonalé vetknut́ı: násobnost vazby = 3, je bráněno pootočeńı a 2 na sebe kolmým
posunut́ım, vzniká momentová reakce a dvě na sebe kolmé silové reakce.

1.2.2 Řešené úlohy v oboru kinematiky

V oboru stavebńı statiky lze v rámci kinematiky řešit následuj́ıćı úlohy:

1. určeńı nejmenš́ıho nezbytně nutného počtu vněǰśıch i vnitřńıch (u soustav) vazeb pro
zajǐstěńı dokonalé nehybnosti konstrukce,

2. připojeńı těchto vazeb k tělesu (těles̊um) konstrukce zp̊usobem zajǐst’uj́ıćım dokonalou
nehybnost. U této úlohy existuje nebezpeč́ı nevhodného umı́stěńı vazeb do konstrukce
(tzv. výjimkové př́ıpady podepřeńı).

K pevnému podepřeńı objektu je potřeba tolika vazeb v, aby zrušily všechny stupně volnosti
nv objektu. Z hlediska kinematiky pak rozlǐsujeme následuj́ıćı typy nosných konstrukćı:
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1.2. KINEMATIKA PRUTOVÉ NOSNÉ KONSTRUKCE

1. Kinematicky určité konstrukce: nv = v, konstrukce je podepřena nejmenš́ım nezbytně
nutným počtem správně umı́stěných vazeb. Nehybnost konstrukce je t́ımto zajǐstěna.
Kinematicky určité konstrukce se řeš́ı v oboru stavebńı statiky.

2. Kinematicky přeurčité konstrukce: nv < v, konstrukce je podepřena větš́ım počtem
správně umı́stěných vazeb. Nehybnost konstrukćı je zajǐstěna. Kinematicky přeurčité kon-
strukce nelze řešit jen s pomoćı podmı́nek rovnováhy a s předpokladem dokonale tuhého
tělesa, proto nelze provést statický výpočet v oboru stavebńı statiky, ale v předmětech
Pružnost a plasticita nebo Statika stavebńıch konstrukćı.

3. Kinematicky neurčité konstrukce: nv > v, konstrukce je podepřena nedostatečným
počtem vazeb. Nehybnost konstrukce neńı nezajǐstěna, a proto nelze použ́ıt ve staveb-
nictv́ı.

1.2.3 Kinematika prutových soustav

Většina nosných konstrukćı je složena z v́ıce hmotných objekt̊u. Pokud se jedná o tzv. prutovou
soustavu, vzájemné spojeńı prut̊u pak může být:

• Monolitické (rámové) spojeńı: spojeńı prut̊u provedeno svarem, nýtováńım, šroubovým
spojem, slepeńım, betonáž́ı. Neńı umožněno vzájemné pootočeńı spojených prut̊u, takže
se stále jedná o jeden hmotný objekt (viz např. obr. 1.7).

• Kloubové spojeńı: ke spojeńı prut̊u je použito (momentových) kloub̊u - vnitřńıch va-
zeb, které umožňuj́ı vzájemné pootočeńı spojených prut̊u. Vzniká tzv. kloubová prutová
soustava (viz např. obr. 1.1).

Obrázek 1.7: Př́ıklad monolitického (rámového, tuhého) spojeńı prut̊u - spojené konce se ne-
mohou vzájemně posunout ani pootočit
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1.2. KINEMATIKA PRUTOVÉ NOSNÉ KONSTRUKCE

Zajǐstěńı nehybnosti rovinné kloubové prutové soustavy pomoćı vněǰśıch i vnitřńıch vazeb
je pak třeba věnovat zvláštńı pozornost. Muśı být splněna zejména následuj́ıćı podmı́nka:

2 · b+ 3 · p = a1 + 2 · a2 + 3 · a3 + 2 ·
∑

n=3,4...

(n− 1) · kn , (1.1)

kde b je počet hmotných bod̊u, p je počet tuhých prut̊u, a1 je počet jednonásobných vazeb, a2
je počet dvojnásobných vazeb (také se zde připoč́ıtává počet vnitřńıch kloub̊u, které spojuj́ı 2
tuhé pruty), a3 je počet trojnásobných vazeb a kn je počet vnitřńıch kloub̊u, spojuj́ıćıch n > 2
tuhých prut̊u.

V rovnici 1.1 lze pak na levé straně źıskat celkový počet stupň̊u volnosti nv rovinné kloubové
prutové soustavy (a také počet statických podmı́nek rovnováhy), na straně pravé pak počet
vněǰśıch (exterńıch) a vnitřńıch (interńıch) vazeb v = ve + vi.

1.2.4 Př́ıklad na posouzeńı kinematické určitosti rovinné kloubové
prutové soustavy

Posud’te kinematickou určitost rovinné kloubové prutové soustavy, která je schématicky zob-
razena na obr. 1.8. (Pozn.: táhlo, spojuj́ıćı body b a c je nutno považovat za jednonásobnou
vnitřńı vazbu, která odeb́ırá prutové soustavě 1 stupeň volnosti - body b a c by se již ve směru
táhla posouvaly stejně.)

Obrázek 1.8: Schéma rovinné kloubové prutové soustavy z př́ıkladu 1.2.4

Řešeńı:
Po uvolněńı všech vněǰśıch i vnitřńıch vazeb bude rovinná kloubová prutová soustava tvořena

trojićı lomených nosńık̊u. Každý z nich vykazuje tři stupně volnosti - dva na sebe kolmé posuny
a pootočeńı. Do levé strany rovnice (1.1) je tedy nutno dosadit za p = 3 a celkový počet stupň̊u
volnosti soustavy je pak nv = 3 · p = 9.
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1.3. AKCE, REAKCE, ITERAKCE

Vněǰśı vazby jsou pak tvořeny jedńım posuvným kloubem, jedńım pevným kloubem a jedńım
dokonalým vetknut́ım. Do pravé strany rovnice (1.1) se pak dosad́ı za a1 = 1, a2 = 1 a a3 = 1.
Počet vněǰśıch (exterńıch) vazeb (a také neznámých reakćı v nich) je pak roven ve = a1 + 2 ·
a2 + 3 · a3 = 6.

V konstrukci se nacházej́ı dva vnitřńı momentové klouby, které spojuj́ı dva hmotné objekty
- lomené nosńıky. V takovém př́ıpadě se do pravé strany rovnice (1.1) přičte k a2 = 2, jelikož se
jedná rovněž o dvojnásobnou vazbu. Táhlo je, jak již bylo řečeno, vnitřńı vazba jednonásobná,
tud́ıž se přičte k a1 = 1. Počet vnitřńıch (interńıch) vazeb (a neznámých interakćı v nich) je
tedy vi = a1 + 2 · a2 = 5.

Výsledná analýza pak spoč́ıvá v nerovnici nv = 9 < ve + vi = 6 + 5 = 11. Jedná se
tedy o kinematicky přeurčitou rovinnou kloubovou prutovou soustavu, jej́ıž stupeň kinematické
přeurčitosti je roven 2 (ve + vi − nv).

1.3 Akce, reakce, iterakce

Při dotyku dvou těles na sebe tělesa p̊usob́ı vzájemně silami o shodných absolutńıch velikos-
tech a opačných smyslech. Tyto śıly se nazývaj́ı akce a reakce. Přeneseno na nosný systém,
podepřený vněǰśımi vazbami, př́ıpadně obsahuj́ıćı v́ıce nosných prvk̊u spojených vnitřńımi
vazbami, lze definovat:

• Akce: silové účinky, které vzniknou p̊usobeńım nosné konstrukce na podpory (uplatńı se
při výpočtu podporové konstrukce).

• Reakce: silové účinky, které vzniknou v d̊usledku p̊usobeńı podporové konstrukce na
nosný systém (uplatńı se při výpočtu nosné konstrukce).

• Interakce: silové účinky, které vznikaj́ı ve vnitřńıch vazbách mezi spojenými nosnými
prvky.

Závěrem této úvodńı kapitoly krátká rekapitulace. Na obr. 1.9 je schématicky znázorněna
soustava, tvořená tuhou deskou a hmotným bodem. Oba nosné prvky jsou spojeny dvojićı
vnitřńıch vazeb. Celá soustava je pak podepřena pevným a posuvným kloubem. Nosný systém
je tedy nehybný. Konstrukce je zat́ıžena trojićı sil F1 až F3, které p̊usob́ı vně konstrukce.
Vzhledem ke skutečnosti, že ve statických výpočtech je zat́ıžeńı předem známo (může být
definováno např. normovými předpisy), jedná se o vstupńı údaj výpočtu. Zat́ıžeńı se proto
může označovat také jako tzv. primárńı vněǰśı śıly.

Reakce ve vněǰśıch vazbách Ra,x, Ra,z a Rb,z naopak představuj́ı neznámé dané úlohy. Jedná
se o śıly, které p̊usob́ı rovněž vně konstrukce, d́ıky čemuž se mohou označovat také jako tzv.
sekundárńı vněǰśı śıly.

Z hlediska počtu reakćı ve vněǰśıch či interakćı ve vnitřńıch vazbách lze rozlǐsovat:

1. Staticky určité konstrukce: nv = v, konstrukce je podepřena nejmenš́ım nezbytně
nutným počtem správně umı́stěných vazeb, ve kterých vznikaj́ı reakce a interakce, jenž
lze vyřešit jen s pomoćı podmı́nek rovnováhy.

2. Staticky neurčité konstrukce: nv < v, konstrukce je podepřena větš́ım počtem správně
umı́stěných vazeb. Reakce a interakce již nelze vyřešit jen s pomoćı podmı́nek rovnováhy,
nýbrž také např. s podmı́nkami deformačńımi. Statický výpočet proto nelze provést v
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1.3. AKCE, REAKCE, ITERAKCE

oboru stavebńı statiky, ale až v předmětech Pružnost a plasticita nebo Statika stavebńıch
konstrukćı, které se mj. zabývaj́ı určeńım deformaćı nosného systému. (Např. rovinná
kloubová prutová soustava z př́ıkladu 1.2.4, jej́ıž stupeň statické neurčitosti je roven 2.
Znamená to, že kromě podmı́nek rovnováhy je potřeba ve statickém výpočtu definovat
ještě 2 podmı́nky deformačńı.)

3. Staticky přeurčité konstrukce: nv > v, konstrukce je podepřena nedostatečným
počtem vazeb, a proto nelze použ́ıt ve stavebnictv́ı.

Pokud se jedná o kinematicky určitou konstrukci, k jejich určeńı postač́ı podmı́nky rov-
nováhy.

Primárńı i sekundárńı vněǰśı śıly tvoř́ı silovou soustavu - v daném př́ıpadě rovinnou. O
řešeńı rovinných silových soustav pojednává následuj́ıćı kapitola 2.

Obrázek 1.9: Schématické znázorněńı - idealizace, nosného systému, tvořeného tuhou deskou
a hmotným bodem.
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Kapitola 2

Př́ımková a rovinná soustava sil

2.1 Př́ımková soustava sil

Soustava sil lež́ıćı ve společném paprsku se nazývá př́ımková soustava sil [2]. Působǐstě všech sil
mi lze posunout do společného bodu m, který je totožný s počátkem souřadnicového systému
o a paprsek sil lze ztotožnit s osou x (obr. 2.1).

Výslednice R soustavy sil F1, F2, ..., Fn má směr totožný se směrem společného paprsku
sil a velikost rovnou algebraickému součtu sil podle vztahu

R =
n∑

i=1

Fi , (2.1)

kde śıly F1, F2, ..., Fn maj́ı kladnou hodnotu při souhlasném směru s osou x, zápornou při směru
opačném. Výsledné kladné znaménko znamená souhlasný smysl výslednice R s osou x, záporné
znaménko opačný.

Soustava sil F1, F2, ..., Fn je v rovnováze, pokud algebraický součet všech sil soustavy je
roven nule

R =
n∑

i=1

Fi = 0 . (2.2)

Pokud soustava sil neńı v rovnováze (výslednice soustavy R 6= 0), lze ji uvést do rovnováhy
tzv. rovnovážnou silou R = −R.

Rovnice (2.1) představuje podmı́nku ekvivalence a (2.2) podmı́nku rovnováhy sou-
stavy sil p̊usob́ıćıch ve společném paprsku. Pro př́ımkovou soustavu sil lze psát tedy jednu
podmı́nku rovnováhy a jednu podmı́nku ekvivalence.

2.1.1 Př́ıklad - výslednice př́ımkové soustavy sil

Určete výsledný účinek soustavy sil p̊usob́ıćıch ve společném vodorovném paprsku (totožném s
osou x viz obr. 2.1), je-li dáno: F1 = −20 kN, F2 = 12 kN a F3 = 30 kN.

Řešeńı:

Pro určeńı výsledného účinku př́ımkové soustavy sil lze posunout p̊usobǐstě všech sil do počátku
souřadného systému podle obrázku 2.1. Hodnota výslednice R je určena podle podmı́nky ekvi-
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2.1. PŘÍMKOVÁ SOUSTAVA SIL

Obrázek 2.1: Výslednice př́ımkové soustavy sil z př. 2.1.1

valence (2.1)

R =
n∑

i=1

Fi = −20 + 12 + 30 = 22 [kN] . (2.3)

Výslednice dané soustavy sil je R= 22 kN, kladné znaménko odpov́ıdá souhlasnému směru s
osou x viz obr. 2.1.

2.1.2 Př́ıklad - rovnováha př́ımkové soustavy sil

Zrušte účinek soustavy sil z předchoźıho př́ıkladu 2.1.1 p̊usob́ıćıch ve společném vodorovném
paprsku podle obr. 2.1.

Řešeńı:

Rovnovážnou silou R je doplněna daná soustava sil tak, aby výsledný účinek byl nulový. Hod-
notu R i znaménko (čili směr) lze určit z podmı́nky rovnováhy (2.2)

n∑
i=1

Fi = 0 , (2.4)

kde po dosazeńı lze źıskat

− 20 + 12 + 30 +R = 0⇒ R = −22 [kN] . (2.5)

Hodnota rovnovážné śıly je R= -22 kN, záporné znaménko udává směr proti ose x viz obr. 2.2.

Obrázek 2.2: Rovnovážná soustava sil z př. 2.1.2
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2.2. SVAZEK SIL

Poznámka:

Při srovnáńı výslednice R a rovnovážné śıly R je zřejmé, že výslednice i rovnovážná śıla maj́ı
stejnou velikost a jsou opačně orientované.

2.2 Svazek sil

Rovinná soustava sil F1, F2, ..., Fn se společným p̊usobǐstěm se nazývá svazek sil. Pro výsledné
řešeńı takové soustavy sil je zapotřeb́ı každou śılu dané soustavy rozložit do dvou složek Fix a
Fiz p̊usob́ıćıch v souřadnicových osách x a z (obr. 2.3). Pr̊uměty sil maj́ı velikost

Fix = Fi · sin γi , Fiz = Fi · cos γi , (2.6)

kde úhel γi je orientovaný úhel, který sv́ırá śıla Fi s kladným směrem osy z. Výsledkem rozklad̊u

Obrázek 2.3: Rozklad sil v souřadném systému

všech sil jsou soustavy sil p̊usob́ıćı v ose x a v ose z, které lze seč́ıst podle rovnic ekvivalence
2.7 a zakreslit podle obr. 2.4

Rx =
n∑

i=1

Fix , Rz =
n∑

i=1

Fiz . (2.7)

Obrázek 2.4: Nahrazeńı soustavy sil
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2.2. SVAZEK SIL

Silami Rx a Rz je p̊uvodńı soustava sil ekvivalentně nahrazena. Lze určit celkovou výslednici
soustavy sil R, která je dána vektorovým součtem složek Rx a Rz podle obr. 2.6

R =
√
Rx

2 +Rz
2 (2.8)

a směrový úhel γR

sinγR =
Rx

R
, cosγR =

Rz

R
. (2.9)

Výsledný účinek svazku sil může být dán složkami výslednice Rx a Rz nebo celkovou výslednićı
R a směrovým úhlem γR.

Zrušeńı účinku svazku sil lze pomoćı rovnovážné śıly R, jej́ıž složky Rx a Rz lze źıskat z
podmı́nek rovnováhy v obou osách podle rovnice (2.2).

Pro svazek sil lze psát dvě podmı́nky ekvivalence

Rx =
n∑

i=1

Fix =
n∑

i=1

Fi · sin γi = R · sin γR , (2.10)

Rz =
n∑

i=1

Fiz =
n∑

i=1

Fi · cos γi = R · cos γR (2.11)

a dvě podmı́nky rovnováhy

Rx =
n∑

i=1

Fix = 0 , Rz =
n∑

i=1

Fiz = 0 . (2.12)

2.2.1 Př́ıklad - výslednice soustavy sil se společným p̊usobǐstěm

Určete početně i graficky velikost, směr a smysl výslednice R svazku tř́ı sil se společným
p̊usobǐstěm m podle obrázku 2.5, je-li dáno: F1 = 20 kN, F2 = 12 kN a F3 = 30 kN, γ1 = 900,
γ2 = 1200 a γ3 = 2400.

Obrázek 2.5: Zadáńı soustavy sil z př. 2.2.1
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2.2. SVAZEK SIL

Tabulka 2.1: Složky výslednice soustavy sil z př. 2.2.1

F i γi sin γi cos γi F ix F iz

[kN] [°] [-] [-] [kN] [kN]

1 20,00 90,00 1,00 0,00 20,00 0,00

2 12,00 120,00 0,87 -0,50 10,39 -6,00

3 30,00 240,00 -0,87 -0,50 -25,98 -15,00

Rx = 4,41 Rz = -21,00

i

∑
=

3

1i

Řešeńı:

Nejprve jsou určeny složky všech sil v osách x a z podle rovnic (2.6). Pro větš́ı přehlednost jsou
zadáńı a výpočty složek výslednice Rx a Rz uvedeny v tabulce 2.1.

Jednotlivé výpočty v tabulce lze rozepsat pomoćı následuj́ıćıch rovnic

F1x = F1 · sin γ1 = 20 · sin 90 = 20, 00 [kN] , (2.13)

F2x = F2 · sin γ2 = 12 · sin 120 = 10, 39 [kN] , (2.14)

F3x = F3 · sin γ3 = 30 · sin 240 = −25, 98 [kN] , (2.15)

F1z = F1 · cos γ1 = 20 · cos 90 = 0 [kN] , (2.16)

F2z = F2 · cos γ2 = 12 · cos 120 = −6, 00 [kN] , (2.17)

F3z = F3 · cos γ3 = 30 · cos 240 = −15, 00 [kN] . (2.18)

Poté lze seč́ıst všechny śıly p̊usob́ıćı v osách x, z a určit výsledný účinek soustavy sil podle
podmı́nek ekvivalence (2.7)

Rx =
n∑

i=1

Fix = 20, 00 + 10, 39− 25, 98 = 4, 41 [kN] . (2.19)

Rz =
n∑

i=1

Fiz = 0− 6, 00− 15, 00 = −21, 00 [kN] . (2.20)

Složkami Rx a Rz je p̊uvodńı soustava ekvivalentně nahrazena. V některých př́ıpadech je
výhodněǰśı ponechat výslednice soustavy ve vypočtených složkách výslednice Rx a Rz. V tomto
př́ıkladě je úkolem určit celkovou výslednici R a jej́ı směr a orientaci (úhel γ) vzhledem k
osám souřadného systému. Známé složky výslednice Rx a Rz jsou zakreslené v obrázku 2.6. Z
vektorového součtu je zřejmá velikost, směr i úhel výslednice soustavy R.

Grafické řešeńı výslednice lze ověřit výpočtem

R =
√
Rx

2 +Rz
2 =

√
4, 412 + (−21, 00)2 = 21, 46 [kN] . (2.21)

Jednoznačné určeńı úhlu γR, který sv́ırá výslednice R s kladným směrem osy z je zřejmé z
obr. 2.6. Nejprve je určen ostrý úhel γR,o ke svislé ose nezávisle na jej́ı orientaci z absolutńıch
hodnot Rx a Rz, např. ze složky Rx

γR,o = arcsin
|Rx|
R

= arcsin
|4, 41|
21, 46

= 11, 86 [◦] (2.22)

14



2.2. SVAZEK SIL

Obrázek 2.6: Výslednice soustavy sil z př. 2.2.1

a poté je dopoč́ıtán úhel, který sv́ırá výslednice s kladně orientovanou osou z

γR = 180− γR,o = 180− 11, 86 = 168, 14 [◦] . (2.23)

Poznámka:

Směr výslednice je zřejmý už ze znamének složek výslednice Rx a Rz. V př́ıkladě 2.2.1 kladné
znaménko u Rx znamená, že složka směřuje doprava ve směru kladné osy x a záporné znaménko
u Rz znamená, ža tato složka směřuje nahoru proti kladnému směru osy z, z čehož lze vyvodit,
že výslednice R směřuje do II. kvadrantu.

2.2.2 Př́ıklad - rovnováha soustavy sil se společným p̊usobǐstěm

Určete početně i graficky velikost, směr a smysl rovnovážné śıly R svazku tř́ı sil se společným
p̊usobǐstěmm z předcházej́ıćıho př́ıkladu (obr. 2.5) (= uved’te danou soustavu sil do rovnováhy).

Řešeńı:

V osách x a z se urč́ı rovnovážné śıly k dané soustavě sil podle podmı́nky rovnováhy 2.2, kterou
aplikujeme na obě osy x a z (využijeme již vypočtených složek Fi,x a Fi,z z rovnic (2.13) až
(2.18)). Složky rovnovážné śıly Rx a Rz v osách x a z maj́ı hodnotu

n∑
i=1

Fix +Rx = 0⇒ Rx − 20, 00− 10, 39 + 25, 98 = 0 . (2.24)

Rx = −4, 41 [kN] . (2.25)

n∑
i=1

Fiz +Rz = 0⇒ Rz + 0− 6, 00− 15, 00 = 0 . (2.26)

Rz = 21, 00 [kN] . (2.27)
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2.3. STATICKÝ MOMENT SÍLY

Obrázek 2.7: Rovnovážná śıla k soustavě sil z př. 2.2.2

Rovnážná śıla R má hodnotu

R =

√
Rx

2
+Rz

2
=

√
(−4, 41)2 + 21, 002 = 21, 46 [kN] . (2.28)

Pro určeńı směru a úhlu, který sv́ırá rovnovážná śıla s kladným směrem osy z je opět vhodné
zakreslit již vypočtené složky Rx a Rz v souřadném systému (obr. 2.7), určit nejprve ostrý úhel
např. k ose z nezávisle na jej́ı orientaci a poté dopoč́ıtat orientovaný úhel ke kladnému směru
osy z. Ostrý úhel γR,o, který sv́ırá rovnovážná śıla R se svislou osou z, může být určen z

absolutńıch hodnot známých složek Rx a Rz, např. pomoćı složky Rx

γR,o = arcsin
|Rx|
R

= arcsin
| − 4, 41|

21, 46
= 11, 86 [◦] (2.29)

a úhel γR, který sv́ırá rovnovážná śıla s kladně orientovanou osou z

γR = 360− γR,o = 180− 11, 86 = 348, 14 [◦] . (2.30)

Poznámka:

Soustava svazku tř́ı sil doplněná o rovnovážnou śılu R (nebo jej́ı složky Rx a Rz) je v rovnováze.
Z př́ıklad̊u 2.2.1 a 2.2.2 je zřejmé, že výslednice a rovnovážná śıla maj́ı stejnou velikost, směr
ale opačnou orientaci.

2.3 Statický moment śıly

Statický moment śıly F k libovolnému bodu s je definován součinem velikosti śıly F a jej́ıho
ramene p podle rovnice

M = Ms = F · p . (2.31)

Bod s se nazývá momentový střed a rameno p je délka kolmice spuštěné z momentového středu
s na paprsek śıly F . Je-li smysl otáčeńı śıly okolo momentového středu proti směru chodu
hodinových ručiček, jedná se o kladný statický moment śıly F k bodu s. Základńı poučky o
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2.4. SILOVÁ DVOJICE

statickém momentu śıly k bodu lze naj́ıt v [2]. Jedna ze základńıch pouček se nazývá věta
Varignonova a je př́ıkladem uplatněńı principu superpozice účink̊u

Ms = R · r =
n∑

i=1

Fi · pi , (2.32)

kde r je rameno výslednice R k bodu s, pi jsou ramena d́ılč́ıch sil soustavy Fi k bodu s.

2.4 Silová dvojice

Dvojice sil je soustava dvou rovnoběžných sil stejně velkých, opačně orientovaných a nelež́ıćıch
ve společném paprsku. Výsledný účinek dvojice sil v rovině v ńıž p̊usob́ı je otáčivý, dvojice sil
zp̊usob́ı moment. Velikost momentu dvojice sil lze určit podle rovnice

Ms = F · p , (2.33)

kde F je jedna śıla z dvojice sil a p je rameno dvojice sil.
Silové dvojice lze skládat a výsledným účinkem soustavy silových dvojic je moment Mr

Mr =
n∑

i=1

Mi , (2.34)

kde Mi jsou momenty zp̊usobené jednotlivými silovými dvojicemi p̊usob́ıćımi v rovině. Daľśı
poučky týkaj́ıćı se dvojic sil lze naj́ıt např. v [2].

2.5 Obecná soustava sil

Každou śılu obecné soustavy sil F1, F2, ..., Fn lze rozložit do dvou složek Fix a Fiz p̊usob́ıćıch v
souřadnicových osách x a z (obr. 2.8). Pr̊uměty sil maj́ı velikost

Fix = Fi · sin γi , Fiz = Fi · cos γi , (2.35)

kde úhel γi je orientovaný úhel, který sv́ırá śıla Fi s kladným směrem osy z. Každá śıla vytvář́ı
k počátku také moment M0

Mi0 = Fix · zi − Fiz · xi , (2.36)

kde xi a zi jsou souřadnice p̊usobǐstě śıly Fi, Fix a Fiz jsou jej́ı pr̊uměty do směr̊u souřadných
os x a z.

Pro obecnou soustavu sil lze psát tři podmı́nky ekvivalence:

Rx =
n∑

i=1

Fix =
n∑

i=1

Fi · sin γi = R · sin γR , (2.37)

Rz =
n∑

i=1

Fiz =
n∑

i=1

Fi · cos γi = R · cos γR , (2.38)

M0 =
n∑

i=1

Mi0 =
n∑

i=1

(Fix · zi − Fiz · xi) (2.39)

a tři podmı́nky rovnováhy:

Rx =
n∑

i=1

Fix = 0 , Rz =
n∑

i=1

Fiz = 0 ,M0 =
n∑

i=1

Mi0 = 0 . (2.40)
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2.5. OBECNÁ SOUSTAVA SIL

Obrázek 2.8: Obecná soustava sil

2.5.1 Př́ıklad - výslednice obecné soustavy sil

Určete početně i graficky velikost, směr, smysl a polohu výslednice R obecně p̊usob́ıćıch sil m
podle obrázku 2.9, je-li dáno: F1 = 8 kN, F2 = 22 kN a F3 = 14 kN, γ1 = 300, γ2 = 1200 a
γ3 = 2000, souřadnice p̊usobǐst’ x1=1 m, z1=2 m, x2=0 m, z2=0 m, x3=-2 m, z3=-3 m.

Obrázek 2.9: Zadáńı soustavy sil z př. 2.5.1
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2.5. OBECNÁ SOUSTAVA SIL

Nejprve jsou určeny složky všech sil v osách x a z podle rovnic (2.6). Zadáńı soustavy sil a
mezivýpočty jsou uvedeny v tabulce 2.2.

Tabulka 2.2: Zadáńı a výpočet př. 2.5.1
F i γι sin γi cos γi x i z i F ix F iz M 0x M 0z

[kN] [°C] [-] [-] [m] [m] [kN] [kN] [kNm] [kNm]

1 8,00 30,00 0,50 0,87 1,00 2,00 4,00 6,93 8,00 -6,93

2 22,00 120,00 0,87 -0,50 0,00 0,00 19,05 -11,00 0,00 0,00

3 14,00 200,00 -0,34 -0,94 -2,00 -3,00 -4,79 -13,16 14,36 -26,31

i

R x  = 18,26 R z = -17,23 22,36 -33,24

R  = 25,11 M 0 = -10,87

r = 0,43 m

∑
=

3

1i

Rozklady sil do souřadných os:

F1x = F1 · sin γ1 = 8 · sin 30 = 4, 00 [kN] , (2.41)

F2x = F2 · sin γ2 = 22 · sin 120 = 19, 05 [kN] , (2.42)

F3x = F3 · sin γ3 = 14 · sin 200 = −4, 79 [kN] , (2.43)

F1z = F1 · cos γ1 = 8 · cos 30 = 6, 93 [kN] , (2.44)

F2z = F2 · cos γ2 = 22 · cos 120 = −11, 00 [kN] , (2.45)

F3z = F3 · cos γ3 = 14 · cos 200 = −13, 16 [kN] . (2.46)

Složky výslednice Rx, Rz źıskáme sečteńım pr̊umět̊u všech sil v souřadnicových osách

Rx =
n∑

i=1

Fix = 4, 00 + 19, 05− 4, 79 = 18, 26 [kN] , (2.47)

Rz =
n∑

i=1

Fiz = 6, 93− 11, 00− 13, 16 = −17, 23 [kN] . (2.48)

Celková výslednice soustavy sil

R =
√
Rx

2 +Rz
2 =

√
18, 262 + (−17, 23)2 = 25, 11 [kN] . (2.49)

Ostrý úhel γR,o ke svislé ose pomoćı absolutńı hodnoty složky Rx a výslednice R je dán výrazem

γR,o = arcsin
|Rx|
R

= arcsin
|18, 26|
25, 11

= 46, 65 [◦] (2.50)

Úhel γR, který sv́ırá výslednice R s kladným směrem osy z je zřejmý z obr. 2.10

γR = 180− γR,o = 180− 46, 65 = 133, 35 [◦] . (2.51)

Z třet́ı podmı́nky ekvivalence (2.64) lze źıskat moment, který daná soustava vytvář́ı vzhle-
dem k počátku souřadného systému. Do rovnice dosazujeme pr̊uměty sil a souřadnice p̊usobǐst’
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2.5. OBECNÁ SOUSTAVA SIL

Obrázek 2.10: Výslednice obecné soustavy sil z př. 2.5.1

a je třeba respektovat znaménka jak složek sil tak i jejich umı́stěńı pro správný směr výsledného
momentu. Dosazeńım do podmı́nky

M0 =
n∑

i=1

(Fix · zi − Fiz · xi) (2.52)

lze źıkat výsledný moment

M0 = 4, 00·2+19, 05·0+(−4, 79)·(−3)−6, 93·1, 00−(−11, 00)·0−(−13, 16)·(−2) = −10, 87 [kNm] .
(2.53)

Daľśı možnost́ı, jak zjistit moment soustavy sil vzhledem k počátku, je uvažovat složky
sil a ramena sil v absolutńı hodnotě a znaménka určit podle směru otáčeńı každé složky śıly
vzhledem k počátku podle obrázku 2.9. Výsledný moment je potom dán výpočtem

M0 = 4, 00 · 2 + 19, 05 · 0 + 4, 79 · 3− 6, 93 · 1, 00 + 11, 00 · 0− 13, 16 · 2 = −10, 87 [kNm] . (2.54)

Výsledný účinek soustavy sil lze nahradit pouze výslednićı R na rameni r tak, aby p̊usobila
stejným momentem k počátku, jaký vytvář́ı daná soustava sil viz obrázek 2.10. Lze tedy po-
sunout rovnoběžně s paprskem výslednice tuto výslednici o rameno r tak, že současně vytvář́ı
moment M0 požadovaného směru daného výpočtem. Délku ramene r urč́ıme pomoćı Varignovy
věty

M0 = R · r ⇒ r =
|M0|
R

=
| − 10, 87|

25, 11
= 0, 43 [m] . (2.55)

Zadaná obecná soustava tř́ı sil je ekvivalentně nahrazena složkami výsledniceRx = 18,26 kN a
Rz = -17,23 kN p̊usob́ıćımi v počátku a momentemM0 = -10,87 kNm p̊usob́ıćım kdekoliv v rovině
souřadného systému, nebo výslednićı R=25,11 kN, úhlem γR = 133,35 ◦ a opět momentem v
rovině M0 = -10,87 kNm . V př́ıpadě evivalentńıho nahrazeńı soustavy sil jedinou silou výslednićı
R, je zapotřeb́ı ji rovnoběžně posunout o vzdálenost r tak, aby současně s posunem vykonávala
také otáčivý účinek totožný s účinkem p̊uvodńı obecné soustavy sil podle obr. 2.10.

Poznámka:

Výslednice R zobrazena na 2.10 lež́ıćı na př́ımce vzdálené o rameno r od počátku soustavy se
nazývá tzv. kluzný vektor. Působǐstě této śıly neńı pevně dáno, resp. silový i momentový
účinek této výslednice neńı závislý na jej́ım p̊usobǐsti (śıla se může libovolně posouvat po své
nositelce).
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2.5. OBECNÁ SOUSTAVA SIL

2.5.2 Př́ıklad - soustava rovnoběžných sil

Je dána soustava sil rovnoběžných s osou z podle obrázku 2.11: F1,z = F1 = 5 kN, F2,z = F2 =
18 kN a F3,z = F3 = 5 kN, γ1 = 0, γ2 = 1800 a γ3 = 0, souřadnice p̊usobǐst’ x1=2 m, x2=6 m,
x3=7 m. Nahrad’te soustavu výslednou silou p̊usob́ıćı v počátku a momentem. Poté nahrad’te
soustavu sil výslednićı p̊usob́ıćı na rameni r0 vzhledem k počátku. Nakonec určete početně také
polohu výslednice R vzhledem k śıle F2 (rameno rF2).

Obrázek 2.11: Zadáńı soustavy sil z př. 2.5.2

Řešeńı:

Pomoćı výpočetńıho postupu v tabulkovém procesoru Microsoft Excel lze určit výslednici sil,
statický moment sil k počátku a rameno výslednice viz tabulka 2.3.

Tabulka 2.3: Zadáńı a výpočet př. 2.5.2
F i γι sin γi cos γi x i z i F ix F iz M 0x M 0z

[kN] [°C] [-] [-] [m] [m] [kN] [kN] [kNm] [kNm]

1 5 0 0 1 2 ~ 0 5 ~ -10

2 18 180 0 -1 6 ~ 0 -18 ~ 108

3 5 0 0 1 7 ~ 0 5 ~ -35

R x  = 0 R z = -8 ~

r = 7,875 m

i

63,00

R  = -8 M 0 = 63

∑
=

3

1i

∑
=

3

1i

Výpočet složek sil v osách x a z podle rovnic (2.6) lze naj́ıt v tabulce 2.3, je zřejmé, že
složky sil promı́tnuté do osy x jsou nulové a śıly se promı́tnou celou svou velikost́ı do osy z.
Přepočtem pomoćı goniometrických funkćı źıskáme orientaci těchto sil vzhledem k ose z.

Rozklady sil do souřadných os:

F1x = F1 · sin γ1 = 5 · sin 0 = 0, 00 [kN] , (2.56)

F2x = F2 · sin γ2 = 18 · sin 180 = 0, 00 [kN] , (2.57)

F3x = F3 · sin γ3 = 5 · sin 0 = 0, 00 [kN] , (2.58)
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2.5. OBECNÁ SOUSTAVA SIL

F1z = F1 · cos γ1 = 5 · cos 0 = 5, 00 [kN] , (2.59)

F2z = F2 · cos γ2 = 18 · cos 180 = −18, 00 [kN] , (2.60)

F3z = F3 · cos γ3 = 5 · cos 0 = 5, 00 [kN] . (2.61)

Složky výslednice Rx, Rz źıskáme sečteńım pr̊umět̊u všech sil v souřadnicových osách

Rx =
n∑

i=1

Fix = 0, 00 [kN] , (2.62)

Rz =
n∑

i=1

Fiz = 5, 00− 18, 00 + 5, 00 = −8, 00(↑) [kN] . (2.63)

Celková výslednice R soustavy sil je rovna Rz, záporné znaménko znamená směr proti ose
z, čili vzh̊uru. Pokud bychom chtěli vyjádřit orientaci výslednice pomoćı velikosti a úhlu γR,
který sv́ırá výslednice s kladným směrem osy z, dalo by se napsat R=8kN a γR=180 ◦ .

Z třet́ı podmı́nky ekvivalence (2.64) lze źıskat moment, který daná soustava vytvář́ı vzhle-
dem k počátku souřadného systému. Do rovnice dosazujeme pr̊uměty sil a souřadnice p̊usobǐst’

a je třeba respektovat znaménka jak složek sil tak i jejich umı́stěńı pro správný směr výsledného
momentu. Dosazeńım do podmı́nky

M0 =
n∑

i=1

(Fix · zi − Fiz · xi) (2.64)

lze źıkat výsledný moment

M0 = 0 + 0 + 0− 5, 00 · 2− (−18, 00) · 6− 5, 00 · 7 = 63, 00 [kNm] . (2.65)

Daľśı možnost́ı, jak zjistit moment soustavy sil vzhledem k počátku, je uvažovat složky
sil a ramena sil v absolutńı hodnotě a znaménka určit podle směru otáčeńı každé složky śıly
vzhledem k počátku podle obrázku 2.11. Výsledný moment je potom dán výpočtem

M0 = −5, 00 · 2 + 18, 00 · 6− 5, 00 · 7 = 63, 00 [kNm] . (2.66)

Daľśım úkolem je nahrazeńı výsledného účinku soustavy sil výslednićı R na rameni r0 viz
obrázek (obr. 2.12 uprostřed). Délku ramene r urč́ıme pomoćı Varignonovy věty

M0 = R · r0 ⇒ r0 =
|M0|
|R|

=
|63, 00|
|8, 00|

= 7, 875 [m] . (2.67)

Na obrázku 2.12 vlevo je znázorněna výslednice soustavy sil p̊usob́ıćı v počátku souřadného
systému a statický moment, který soustava vyvod́ı vzhledem k počátku, na obrázku uprostřed
je zobrazeno nahrazeńı soustavy sil pouze výslednićı p̊usob́ıćı na rameni r vzhledem k počátku
a na obrázku vpravo je zobrazena poloha výslednice sil vzhledem k śıle F2.

Zadaná soustava tř́ı rovnoběžných sil je ekvivalentně nahrazena složkami výslednićıR=8,00 kN,
úhlem γR = 180,00 ◦ a momentem v rovině M0 = 63,00 kNm. V př́ıpadě evivalentńıho nahra-
zeńı soustavy sil jedinou silou výslednićı R, je zapotřeb́ı ji rovnoběžně posunout o vzdálenost
r=7,875 m tak, aby současně s posunem vykonávala také kladný otáčivý účinek totožný s
účinkem p̊uvodńı obecné soustavy sil. Výslednice se posune směrem doprava od počátku souřadného
systému (obr. 2.12 uprostřed).
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Obrázek 2.12: Řešeńı př. 2.5.2

Posledńım úkolem je určeńı polohy výslednice vzhledem k śıle F2. V tomto př́ıpadě lze využ́ıt
předchoźıch výsledk̊u a pomoćı Varignonovy věty a obr. 2.11 určit rameno rF2

R · rF2 =
∑

Fi · ri ⇒ rF2 =

∑
Fi · ri
R

=
5 · 4 + 18 · 0− 5 · 1

8
= 1, 875 [m] . (2.68)

Při výpočtu je respektována orientace sil a jejich hodnoty. Řešeńı lze vyjádřit slovně, že moment
ke kterémukoliv bodu v rovině (v tomto př́ıpadě k p̊usobǐsti śıly F2), který zp̊usob́ı daná soustava
sil, je stejný jako moment, který zp̊usob́ı výslednice této soustavy sil (v tomto př́ıpadě výslednice
R na rameni rF2).

2.5.3 Př́ıklad - určeńı ramene výslednice soustavy rovnoběžných sil

Je dána soustava sil rovnoběžných s osou z podle obrázku 2.13: F1,z = F1 = −10 kN, F2,z =
F2 = 6 kN a F3,z = F3 = 7 kN, souřadnice p̊usobǐst’ x1=2 m, x2=4 m, x3=8 m. Určete početně
polohu výslednice R vzhledem k počátku (rameno r0) a vzhledem k śıle F2 (rameno rF2) pomoćı
Varignonovy věty.

Obrázek 2.13: Zadáńı soustavy sil z př. 2.5.3

Řešeńı:

Výpočetńı postup pro určeńı výslednice, momentu k počátku a ramene výslednice k počátku je
naznačen v tabulce 2.3.
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Tabulka 2.4: Zadáńı a výpočet př. 2.5.2
F i γι sin γi cos γi x i z i F ix F iz M 0x M 0z

[kN] [°C] [-] [-] [m] [m] [kN] [kN] [kNm] [kNm]

1 16 180 0 -1 2 ~ 0 -16 ~ 32

2 6 0 0 1 4 ~ 0 6 ~ -24

3 7 0 0 1 8 ~ 0 7 ~ -56

r0 = 16,00 m

-48,00

R  = -3 M 0 =-48

i

R x  = 0 R z =- 3 ~∑
=

3

1i

Nejprve se urč́ı velikost a směr výslednice soustavy sil R = Rz součtem všech sil v ose z

Rz =
n∑

i=1

Fi = −16, 00 + 6, 00 + 7, 00 = −3, 00(↑) [kN] . (2.69)

Daľśım úkolem je určit délku ramene r0 pomoćı Varignonovy věty (moment k počátku od
výslednice soustavy sil je stejný jako moment, který vyvod́ı soustava těchto sil). Tato věta lze
zapsat při respektováńı směru otáčeńı sil kolem počátku rovnićı podle obrázku 2.14

−R · r0 = F1 · r1 − F2 · r2 − F3 · r3 ⇒ r0 =
−16 · 2 + 6 · 4 + 7 · 8

3
= 16, 00 [m] , (2.70)

kde r1, r2, r3 jsou ramena sil k počátku.
Rameno výslednice r2 vzhledem k śıle F2 je určeno stejným zp̊usobem pomoćı Varignonovy

věty a obrázku 2.14

−R · rF2 = −F1 · r1 + F2 · 0− F3 · r3 ⇒ rF2 =
+16 · 2 + 6 · 0 + 7 · 4

3
= 20, 00 [m] , (2.71)

kde r1, r2, r3 jsou ramena sil k p̊usobǐsti śıly F2.

Obrázek 2.14: Řešeńı př. 2.5.2

Na obrázku 2.14 je znázorněna výslednice soustavy sil p̊usob́ıćı na rameni vzhledem k
počátku souřadného systému a na rameni vzhledem k śıle F2.
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Poznámka:

Při výpočtu rovnic (2.70) a (2.71) je zapotřeb́ı nejprve odhadnout polohu výslednice a zakreslit
ji do obrázku. Potom je třeba uvažovat se znaménkem momentu, který vyvod́ı vzhledem k
momentovému středu (v tomto př́ıpadě počátek souřadného systému, resp. p̊usobǐstě śıly F2).
Vyjde-li výpočtem rameno výslednice záporně, znamená to, že výslednice ve skutečnosti p̊usob́ı
na opačné straně vzhledem k momentovému středu než bylo předpokládáno.

Poznámka:

Rovnoběžné śıly lze zdat velikostmi sil v ose z a znaménkem, kterým se urč́ı orientace jednot-
livých sil. Např.: F1 = 5 kN, F2 = −18 kN a F3 = 5 kN, souřadnice p̊usobǐst’ x1=2 m, x2=6 m,
x3=7 m. Daľśı možnost́ı je zadáńı velikostmi sil a úhlem, který sv́ıraj́ı s osou z.
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Kapitola 3

Výpočet reakćı silově zat́ıženého prutu

3.1 Rovinný nosńık a jeho podepřeńı

Jednoduchý rovinný nosńık je nosný prvek, u nějž jeden rozměr (délka) značně převládá nad
zbývaj́ıćımi rozměry [2]. Podle tvaru a polohy střednice lze nosńıky rozdělit na

• př́ımé (vodorovné, svislé, šikmé)

• lomené (střednice je představována lomenou čarou)

• zakřivené (střednice má tvar rovinné křivky - např. oblouk)

• obecného tvaru

Jednoduchý rovinný nosńık bez vnitřńıch kloub̊u má tři stupně volnosti. Pro jeho podepřeńı
lze použ́ıt pět základńıch typ̊u vněǰśıch vazeb, které jsou uvedeny v tab.3.1.

Tabulka 3.1: Vazby jednoduchého rovinného nosńıku
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3.2. VÝPOČET REAKCÍ VAZEB.

Pevného staticky a kinematicky určitého podepřeńı lze dosáhnout kombinaćı výše uvedených
vazeb, které zruš́ı nosńıku jeho tři stupně volnosti. Tyto vazby představuj́ı tři neznámé složky
reakćı vazeb, které určujeme ze tř́ı podmı́nek rovnováhy.

Podle zp̊usobu podepřeńı děĺıme nosńıky na

• konzolové (vetknuté na jednom konci nosńıku)

• prosté (podepřené ve dvou mı́stech, a to pevnou kloubovou podporou a posuvnou klou-
bovou podporou)

• nosńıky podepřené ve třech bodech např. třemi kyvnými pruty nebo třemi posuvnými
klouby.

3.2 Výpočet reakćı vazeb.

Složky reakćı vazeb se řeš́ı ze tř́ı statických podmı́nek rovnováhy obecné rovinné soustavy
sil (2.40) p̊usob́ıćı na nosńık uvolněný z vněǰśıch vazeb. Pořad́ı sestaveńı a typy podmı́nek
rovnováhy voĺıme tak, abychom z každé rovnice źıskali jednu neznámou složku reakćı. Podmı́nky
rovnováhy, ve kterých se sč́ıtaj́ı śıly, nazýváme silové. Podmı́nky rovnováhy, které obsahuj́ı
součet moment̊u, nazýváme momentové.

Konzolový nosńık

1.
∑
Fix = 0→ Rax (silová podmı́nka rovnováhy) ,

2.
∑
Fiz = 0→ Raz (silová podmı́nka rovnováhy) ,

3.
∑
Mia = 0→Ma (momentová podmı́nka rovnováhy) ,

KONTROLA

4.
∑
Mib = 0 (momentová kontrola k libovolnému bodu, např. k volnému konci).

Prostý nosńık

1.
∑
Fix = 0→ Rax(silová podmı́nka rovnováhy) ,

2.
∑
Mia = 0→ Rbz(momentová podmı́nka rovnováhy) ,

3.
∑
Mib = 0→ Raz(momentová podmı́nka rovnováhy) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 (silová podmı́nka v ose z).

Tyto obecné tvary podmı́nek rovnováhy použ́ıváme pro výpočet reakćı podle typu uložeńı
konstrukce (podle typu podpor = vazeb) nezávisle na tvaru střednice (př́ımý nosńık, lomený
nosńık, oblouk). Při výpočtu reakćı se vždy snaž́ıme odhadnout jejich směr podle p̊usob́ıćıho
zat́ıžeńı a poté je zakresĺıme do obrázku. Podmı́nky rovnováhy sestavujeme až na základě
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zakreslených reakćı. Pokud řešeńım vyjde kladná hodnota reakce, znamená to, že jej́ı směr byl
správně odhadnut. Vyjde-li řešeńım podmı́nek rovnováhy u reakce znaménko záporné, znamená
to, že má opačnou orientaci než p̊uvodně zvolená. Sestavené podmı́nky rovnováhy však plat́ı
pro předem odhadnuté směry, proto reakce v p̊uvodńım obrázku ponecháme a pro daľśı výpočet
zadáńı nosńıku překresĺıme s již opravenými směry a kladnými hodnotami.

3.3 Př́ıklady na výpočet reakćı

Ve všech následuj́ıćıch př́ıkladech určete reakce z podmı́nek rovnováhy a proved’te kontrolu.

3.3.1 Prostý nosńık - bodové zat́ıžeńı

V tomto př́ıkladě je prostě podepřený nosńık zat́ıžen bodovým zat́ıžeńım, které je představováno
silou P = 7 kN p̊usob́ıćı pod úhlem 60◦ podle obr. 3.1. Určete reakce a proved’te kontrolu.

Obrázek 3.1: Zadáńı př. 3.3.1

Nejprve urč́ıme složky p̊usob́ıćı śıly promı́tnuté do vodorovné a svislé osy

Px = P · sin γ = 7 · sin 60 = 6, 062 [kN] , (3.1)

Pz = P · cos γ = 7 · cos 60 = 3, 5 [kN] . (3.2)

Podle typu podpor doplńıme př́ıslušné reakce, odhadneme jejich směr podle p̊usob́ıćıho zat́ıžeńı
a zakresĺıme do obrázku. V tomto př́ıkladě v podpoře a i b p̊usob́ı svislé reakce nahoru tak, aby
zrušily účinek śıly Pz. V podpoře a je navržena pevná kloubová podpora, proto v tomto bodě
bude p̊usobit vodorovná reakce proti śıle Px. Odhadnuté směry reakćı Raz, Rbz a Rax lze vidět
na obr. 3.1. Poté dosad́ıme do podmı́nek rovnováhy pro prosté podepřeńı nosńıku

1.
∑
Fix = 0 : Rax − Px = 0⇒ Rax = 6, 062 kN (→) ,

2.
∑
Mia = 0 : −2 · Pz + 6 ·Rbz = 0⇒ Rbz = 1, 17 kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : 4 · Pz − 6 ·Raz = 0⇒ Raz = 2, 33 kN (↑) .

KONTROLA - pro kontrolu sečteme všechny śıly v ose z:

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz −Rbz + Pz = 0⇒ −2, 33− 1, 17 + 3, 5 = 0→ 0 = 0.
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3.3.2 Nosńık s převislými konci - bodové zat́ıžeńı

Nosńık s převislými konci je zat́ıžen silami P1 − P3 a osamělým momentem M podle obr. 3.2.
Určete reakce a proved’te kontrolu.

Obrázek 3.2: Zadáńı př. 3.3.2

Odhadneme směr reakćı a zakresĺıme do obrázku. V tomto př́ıkladě v podpoře a i b p̊usob́ı
svislé reakce nahoru tak, aby zrušily účinek svislých sil P . V př́ıkladě nep̊usob́ı zat́ıžeńı v ose
nosńıku, proto vodorovná reakce v podpoře a vycháźı Rax =0. Poté dosad́ıme do podmı́nek
rovnováhy pro prosté podepřeńı nosńıku

1.
∑
Fix = 0 : Rax = 0 kN ,

2.
∑
Mia = 0 : 1 · P1 − 1 · P2 +M + 3 ·Rbz − 4 · P3 = 0⇒ Rbz = 2, 57 kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : 4 · P1 − 3 ·Raz + 2 · P2 +M − 1 · P3 = 0⇒ Raz = 3, 43 kN (↑) .

KONTROLA - pro kontrolu sečteme všechny śıly v ose z:

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz −Rbz + P1 + P2 + P3 = 0⇒ −3, 43− 2, 57 + 2 + 2 + 2 = 0→ 0 = 0.

3.3.3 Konzola

Vetknutý nosńık (konzola) je zat́ıžen bodovým zat́ıžeńım na volném konci, které je představováno
silou P = 15 kN p̊usob́ıćı pod úhlem 45◦ podle obr. 3.3. Určete reakce z podmı́nek rovnováhy a
proved’te kontrolu.

Obrázek 3.3: Zadáńı př. 3.3.3

Jelikož śıla p̊usob́ı pod úhlem 45 ◦ je zřejmé, že obě složky Px a Pz muśı mı́t stejnou hodnotu.
Goniometrické funkce odpov́ıdaj́ı úhlu γ, který sv́ırá śıla s osou z. Složky p̊usob́ıćı śıly ve svislé
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a vodorovné ose maj́ı velikost

Px = P · sin γ = 15 · sin 45 = 10, 61 [kN] , (3.3)

Pz = P · cos γ = 15 · cos 45 = 10, 61 [kN] . (3.4)

Ve vetknut́ı jsou odebrány nosńıku všechny 3◦ volnosti, proto všechny tři reakce zakresĺıme
do bodu a podle obr. 3.3. Poté dosad́ıme do podmı́nek rovnováhy v pořad́ı vhodném pro kon-
zolový nosńık a vyřeš́ıme neznámé reakce.

1.
∑
Fix = 0 : Rax − Px = 0⇒ Rax = 10, 61 [kN] (→) ,

2.
∑
Fiz = 0 : −Raz + Pz = 0⇒ Raz = 10, 61 [kN] (↑) ,

3.
∑
Mia = 0 : Ma–Pz · 2 = 0⇒Ma = 21, 22 [kNm] (proti)

KONTROLA

4.
∑
Mib = 0 : Ma–Raz · 2 = 0⇒ 21, 21− 10, 61 · 2 = 0⇒ 0 = 0

3.3.4 Prostý nosńık - spojité zat́ıžeńı rovnoměrné

Prostě podepřený nosńık je zat́ıžen spojitým rovnoměrným zat́ıžeńım q po celé délce podle
obr. 3.4. Určete reakce obecně pomoćı q a l.

Obrázek 3.4: Zadáńı př. 3.3.4

Pro výpočet reakćı lze mı́sto spojitého zat́ıžeńı q použ́ıt tzv. náhradńı břemeno Q [kN]
umı́stěné v jeho těžǐsti. Náhradńı břemeno tedy p̊usob́ı uprostřed nosńıku a jeho hodnota je

Q = q · l [kN] , (3.5)

Svislé reakce Raz a Rbz směřuj́ı nahoru tak, aby zrušily účinek zat́ıžeńı q. Na nosńık nep̊usob́ı
žádná vněǰśı śıla ve vodorovné ose, proto reakce Rax je nulová. Po dosazeńı do podmı́nek
rovnováhy pro prosté podepřeńı nosńıku lze źıskat

1.
∑
Fix = 0 : Rax = 0 ,

2.
∑
Mia = 0 : −Q · l

2
+ l ·Rbz = −q · l · l

2
+ l ·Rbz = 0⇒ Rbz =

q · l
2

kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : Q · l

2
− l ·Raz = 0⇒ Raz =

q · l
2

kN (↑) .

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz −Rbz +Q = 0⇒ 0 = 0.
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3.3.5 Prostý nosńık - spojité zat́ıžeńı trojúhelńıkové

V tomto př́ıkladě je prostě podepřený nosńık zat́ıžen spojitým trojúhelńıkovým zat́ıžeńım po
celé délce viz obr. 3.5, intenzita q je hodnota zat́ıžeńı v bodě b. Určete reakce pomoćı q a l.

Obrázek 3.5: Zadáńı nosńıku s trojúhelńıkovým zat́ıžeńım př. 3.3.5

Náhradńı břemeno Q [kN] je umı́stěné v těžǐsti trojúhelńıkového zat́ıžeńı, to znamená ve
dvou třetinách délky od podpory a, a jeho hodnota je

Q =
1

2
· q · l [kN] . (3.6)

Svislé reakce Raz a Rbz směřuj́ı nahoru, reakce Rax je opět nulová. Po dosazeńı do podmı́nek
rovnováhy pro prostě podepřený nosńık lze psát

1.
∑
Fix = 0 : Rax = 0 ,

2.
∑
Mia = 0 : −Q · 2 · l

3
+ l ·Rbz = 0⇒ Rbz =

2 ·Q
3

=
q · l
3

kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : Q · l

3
− l ·Raz = 0⇒ Raz =

Q

3
=
q · l
6

kN (↑) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz −Rbz +Q = 0⇒ 0 = 0.

Poznámka:

U př́ıklad̊u 3.3.4 a 3.3.5 se daj́ı reakce odhadnout bez výpočt̊u. U rovnoměrného spojitého
zat́ıžeńı, které je symetricky uloženo na nosńıku je zřejmé, že obě reakce jsou stejně velké a
maj́ı polovičńı hodnotu z náhradńıho břemene Q. U trojúhelńıkového zat́ıžeńı se reakce rozděĺı
na jednu třetinu z Q a dvě třetiny z Q podle orientace zat́ıžeńı.

3.3.6 Šikmý nosńık - zat́ıžeńı kolmé ke střednici prutu

U šikmého nosńıku je střednice nosńıku odkloněna o určitý úhel vzhledem k souřadným osám
x a z. Lze rozlǐsit r̊uzné typy zat́ıžeńı vzhledem ke střednici prutu, o čemž pojednává kap. 5.
V př́ıkladě 3.3.6 je řešeno zat́ıžeńı kolmé ke střednici prutu. Pro výpočty šikmých nosńık̊u je
nejprve zapotřeb́ı určit délky prut̊u a goniometrické funkce podle obr. 3.7.
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Obrázek 3.6: Zadáńı šikmého nosńıku z př. 3.3.6

Obrázek 3.7: Délky prut̊u a goniometrické funkce

V př́ıpadě kolmého zat́ıžeńı vzhledem ke střednici je třeba si uvědomit, jak zat́ıžeńı p̊usob́ı v
osách x a z a podle něj odhadnout směry reakćı. Směr náhradńıch břemen Q1 a Q2 pro úseky
c − a a a − b muśı odpov́ıdat směru spojitého zat́ıžeńı q (kolmo ke střednici nosńıku) a maj́ı
hodnotu

Q1 = q · lac = 2
√

5[kN] , Q2 = q · lab = 6
√

5[kN] . (3.7)

Předpokládané směry reakćı zakresĺıme do obrázku (obr. 3.6 vpravo). Do silových podmı́nek
rovnováhy

∑
Fix = 0 a

∑
Fiz = 0 je zapotřeb́ı znát hodnoty složek zat́ıžeńı Q v osách x a z (

obr. 3.8).

Obrázek 3.8: Rozklad zat́ıžeńı Q př. 3.3.6

Svislé reakce Raz a Rbz směřuj́ı nahoru, směr reakce Rbx odhadneme doleva. Po dosazeńı do
podmı́nek rovnováhy pro prostě podepřený nosńık lze psát
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1.
∑
Fix = 0 : Q1x +Q2x −Rbx = 0⇒ Rbx = 8 kN(←) ,

2.
∑
Mia = 0 : Q1 ·

lac
2
−Q2 ·

lab
2

+ 3 ·Rbx + 6 ·Rbz = 0⇒ Rbz = 2, 66 kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : Q1 · (

lac
2

+ lab) +Q2 ·
lab
2
− 6 ·Raz = 0⇒ Raz = 13.33 kN (↑) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz −Rbz +Q1z +Q2z = 0⇒ 0 = 0.

Poznámka:

Do momentových podmı́nek lze alternativně použ́ıt složky zat́ıžeńı Q1x, Q1z, Q2x a Q2z ovšem
ramena sil jsou v tomto př́ıpadě svislé a vodorovné vzdálenosti.

3.3.7 Šikmý nosńık - zat́ıžeńı svislé

V tomto př́ıkladě jsou poč́ıtány reakce v př́ıpadě svislého zat́ıžeńı vzhledem podle obr. 3.9

Obrázek 3.9: Zadáńı šikmého nosńıku z př. 3.3.6

Délky prut̊u lze převźıt z předchoźıho př́ıkladu 3.3.6. Náhradńı břemena část́ı prutu Q1 a
Q2 [kN] jsou opět umı́stěna v těžǐsti části zat́ıžeńı na úsećıch c−a a a−b, maj́ı stejnou hodnotu,
tentokrát však směřuj́ı svisle dol̊u (viz obr. 3.9 vpravo). Jejich hodnoty jsou

Q1 = q · lac = 2
√

5[kN] , Q2 = q · lab = 6
√

5[kN] . (3.8)

Předpokládané směry reakćı zakresĺıme do obrázku 3.9. Svislé reakce Raz a Rbz směřuj́ı
nahoru tak, aby zrušily účinek zat́ıžeńı q. Na nosńık nep̊usob́ı žádná vněǰśı śıla ve vodorovné
ose, proto reakce Rbx je nulová. Ramena náhradńıch břemen vzhledem k podporám jsou v
tomto př́ıpadě dány p̊udorysnými vzdálenostmi. Po dosazeńı do podmı́nek rovnováhy pro prostě
podepřený nosńık lze psát

1.
∑
Fix = 0 : Rbx = 0 ,
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2.
∑
Mia = 0 : Q1 · 1−Q2 · 3 + 6 ·Rbz = 0⇒ Rbz = 5, 963 kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : Q1 · 7 +Q2 · 3− 6 ·Raz = 0⇒ Raz = 11, 926 kN (↑) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz −Rbz +Q1 +Q2 = 0⇒ 0 = 0.

3.3.8 Lomený nosńık

O nosńıku se zalomenou střednićı (rám) detailněji pojednává kap. 6. V př́ıkladě 3.3.8 jsou řešeny
reakce rámové konstrukce. Geometrie a zat́ıžeńı jsou zobrazeny na obr. 3.10.

Obrázek 3.10: Zadáńı lomeného pravoúhlého rámu z př. 3.3.8

Náhradńı břemeno na rámové př́ıčli Q se urč́ı podle vztahu

Q = q · l = 1 · 4 = 4 [kN] . (3.9)

Předpokládané směry reakćı zakresĺıme do obrázku 3.10 a po dosazeńı do podmı́nek rov-
nováhy pro prosté podepřeńı lze źıskat tyto rovnice

1.
∑
Fix = 0 : F2 −Rax = 0⇒ Rax = 3 kN (←),

2.
∑
Mia = 0 : F1 · 1, 5−Q · 2− F2 · 2 + 4 ·Rbz = 0⇒ Rbz = 2, 75 kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : F1 · 5, 5 +Q · 2− F2 · 2 +Raz · 4 = 0⇒ Raz = 3, 25 kN (↑) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz −Rbz +Q+ F1 = 0⇒ 0 = 0.
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3.3.9 Oblouk 1

O obloućıch detailněji pojednává kap. 8. Při určováńı reakćı u oblouku stejně jako v předchoźıch
př́ıpadech nezálež́ı na střednici, ale na typu a vzdálenosti podpor a na zat́ıžeńı. Opět se řeš́ı
rovnovážná soustava sil, která je tvořena zat́ıžeńım a reakcemi. Geometrie obloukové konstrukce
z př́ıkladu 3.3.9 a jeho zat́ıžeńı jsou zobrazeny na obr. 3.11. Předpokládané směry reakćı za-
kresĺıme do obrázku 3.11.

Účinek zat́ıžeńı ve vodorovném směru je zrušen silou Rbx, otáčivý účinek je zrušen dvojićı
sil Raz a Rbz. Po dosazeńı do podmı́nek rovnováhy pro prosté podepřeńı lze źıskat tyto rovnice

1.
∑
Fix = 0 : qf −Rbx = 0⇒ Rbx = 50 kN (←),

2.
∑
Mia = 0 : −qf · f

2
+ l ·Rbz = 0⇒ Rbz = 20, 833 kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : −qf · f

2
+ l ·Raz = 0⇒ Raz = 20, 833 kN (↓) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : Raz −Rbz = 0⇒ 0 = 0.

Obrázek 3.11: Zadáńı oblouku z př. 3.3.9

3.3.10 Oblouk 2

V tomto př́ıkladě je oblouk zat́ıžen spojitým rovnoměrným zat́ıžeńım po celé své délce. Úloha
se řeš́ı obdobně jako v př́ıkladě 3.3.4. Geometrie obloukové konstrukce a jeho zat́ıžeńı jsou
zobrazeny na obr. 3.12.

Předpokládané směry reakćı viz obr. 3.12. Vodorovná reakce Rax je nulová, Raz a Rbz směřuj́ı
nahoru proti p̊usob́ıćımu zat́ıžeńı. Po dosazeńı do podmı́nek rovnováhy lze źıskat tyto rovnice
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Obrázek 3.12: Zadáńı oblouku z př. 3.3.10

1.
∑
Fix = 0 : Rax = 0 kN ,

2.
∑
Mia = 0 : −ql · l

2
+ l ·Rbz = 0⇒ Rbz = 50, 0 kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : ql · l

2
− l ·Raz = 0⇒ Raz = 50, 0 kN (↑) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz + ql −Rbz = 0⇒ 0 = 0.

3.3.11 Oblouk 3

Na oblouk v př́ıkladě 3.3.11 p̊usob́ı śıla F=10kN, která je dána x -ovou souřadnićı podle obr.
3.13, z -ovou souřadnici zd lze dopoč́ıtat podle př́ıkladu 8.3 a vztahu

zd = k · x2d = 0, 44 · 2, 02 = 1, 778 [m] . (3.10)

Svislou vzdálenost p̊usob́ıćı śıly od podpor lze dopoč́ıst: f − zd = 4− 1, 778 = 2, 222 m.
Dosazeńım do podmı́nek rovnováhy urč́ıme reakce

1.
∑
Fix = 0 : Rax − F = 0⇒ Rax = 10 kN (−→),

2.
∑
Mia = 0 : F · 2, 222− 6 ·Rbz = 0⇒ Rbz = 3, 7037 kN (↓) ,

3.
∑
Mib = 0 : F · 2, 222− 6 ·Raz = 0⇒ Raz = 3, 7037 kN (↑) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz +Rbz = 0⇒ 0 = 0.
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Obrázek 3.13: Zadáńı oblouku z př. 3.3.11

3.3.12 Oblouk 4

Na pravou část oblouku z př́ıkladu 3.3.12 p̊usob́ı svislé rovnoměrné zat́ıžeńı q=10kN/m. Geo-
metrie konstrukce a předpokládané směry reakćı jsou zobrazeny na obr. 3.14.

Obrázek 3.14: Zadáńı oblouku z př. 3.3.12

Vodorovná reakce Rax je nulová, Raz a Rbz směřuj́ı nahoru proti p̊usob́ıćımu zat́ıžeńı. Po
dosazeńı do podmı́nek rovnováhy lze źıskat tyto rovnice

1.
∑
Fix = 0 : Rax = 0 kN ,
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2.
∑
Mia = 0 : −Q · 4, 5 + 6 ·Rbz = 0⇒ Rbz = 22, 5 kN (↑) ,

3.
∑
Mib = 0 : Q · 1.5− 6 ·Raz = 0⇒ Raz = 7, 5 kN (↑) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz +Q−Rbz = 0⇒ 0 = 0.

3.3.13 Oblouk 5

Na pravou část oblouku v př́ıkladu 3.3.13 p̊usob́ı vodorovné rovnoměrné zat́ıžeńı q=10kN/m.
Geometrie konstrukce a předpokládané směry reakćı jsou zobrazeny na obr. 3.15.

Obrázek 3.15: Zadáńı oblouku z př. 3.3.13

Účinek zat́ıžeńı ve vodorovném směru je zrušen silou Rax, otáčivý účinek je zrušen dvojićı
sil Raz a Rbz. Po dosazeńı do podmı́nek rovnováhy pro prosté podepřeńı lze źıskat tyto rovnice

1.
∑
Fix = 0 : −qf +Rax = 0⇒ Rax = 40, 0 kN (→),

2.
∑
Mia = 0 : +qf · f

2
− l ·Rbz = 0⇒ Rbz = 10, 00 kN (↓) ,

3.
∑
Mib = 0 : +qf · f

2
− l ·Raz = 0⇒ Raz = 10, 00 kN (↑) ,

KONTROLA

4.
∑
Fiz = 0 : −Raz +Rbz = 0⇒ 0 = 0.
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Kapitola 4

Vnitřńı śıly př́ımého vodorovného
nosńıku

4.1 Analýza vnitřńıch sil na rovinných nosńıćıch

Tato kapitola se zabývá analýzou vnitřńıch sil na rovinných nosńıćıch. Nejprve je provedena
rekapitulace závěr̊u z předcházej́ıćıch kapitol, na které se v této kapitole navazuje:

• Každý prut v rovině má 3◦ volnosti (kap. 1).

• Pokud jsou podepřeńım odebrány právě 3◦ volnosti jedná se o staticky určitou úlohu
(kap. 1).

• Vněǰśı zat́ıžeńı a reakce v podporách jsou v rovnováze, neznámé reakce se urč́ı pomoćı tř́ı
statických podmı́nek rovnováhy (kap. 3.2).

• Vněǰśı zat́ıžeńı a reakce se nazývaj́ı vněǰśı śıly (kap. 3.2).

Uvnitř nosńıku p̊usobeńım vněǰśıch sil vznikaj́ı tzv. vnitřńı śıly. Vnitřńı śıly v libovolném
pr̊uřezu x jsou určeny na základě rovnováhy vněǰśıch sil uvolněné části nosńıku v x s výslednićı
vnitřńıch sil ([1] [2]). Obecnou výslednici vnitřńıch sil po uvolněńı levé nebo pravé části nosńıku
lze ekvivalentně nahradit třemi složkami:

• složka výslednice v ose x - normálová śıla N ,

• složka výslednice v ose z - posouvaj́ıćı śıla V ,

• momentová složka - ohybový moment M .

Normálová śıla N v libovolném pr̊uřezu x nosńıku je rovna algebraickému součtu všech
vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch v ose nosńıku zleva nebo zprava od x. Kladná normálová śıla vyvozuje
v pr̊uřezu x tah a p̊usob́ı směrem z pr̊uřezu. V opačném př́ıpadě je normálová śıla záporná a
vyvozuje tlak viz obr. 4.1.

Posouvaj́ıćı śıla V v libovolném pr̊uřezu x nosńıku je rovna algebraickému součtu všech
vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch kolmo k ose nosńıku zleva nebo zprava od x. Kladná posouvaj́ıćı śıla
poč́ıtána zleva směřuje nahoru. V opačném př́ıpadě je záporná. Kladná posouvaj́ıćı śıla poč́ıtána
zprava směřuje dol̊u. V opačném př́ıpadě je záporná viz obr. 4.1.
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Ohybový moment M v libovolném pr̊uřezu x nosńıku je roven algebraickému součtu všech
statických moment̊u od všech vněǰśıch sil zleva nebo zprava od x. Kladný ohybový moment
poč́ıtaný zleva otáč́ı po směru chodu hodinových ručiček. V opačném př́ıpadě je záporný. Kladný
ohybový moment poč́ıtaný zprava otáč́ı proti směru chodu hodinových ručiček. V opačném
př́ıpadě je záporný. Kladným ohybovým momentem jsou dolńı vlákna tažena a horńı tlačena
(nosńık je prohýbán směrem dol̊u). U záporného ohybového momentu je to naopak viz obr. 4.1.

Obrázek 4.1: Kladné složky vnitřńıch sil

Pro źıskáńı přehledu o pr̊uběhu vnitřńıch sil po celé délce nosńıku kresĺıme diagramy
N, V,M . Kladné normálové śıly N a V se vynášej́ı nahoru, záporné dol̊u. Pořadnice ohybových
moment̊u se vynášej́ı vždy na stranu tažených vláken. Pr̊uběhy vnitřńıch sil se vykresluj́ı vždy
kolmo na osu nosńıku.

Poznámka:

Je třeba si dát pozor na záměnu statického momentu a ohybového momentu. Statický moment
Ms [kNm] k momentovému středu s je roven algebraickému součtu všech statických moment̊u,
jedná se o vněǰśı otáčivý účinek moment̊u nebo sil p̊usob́ıćıch na rameni (kapitoly 2, 3). Ohybový
moment M [kNm] je vnitřńı śıla v libovolném pr̊uřezu x nosńıku a je roven algebraickému
součtu všech statických moment̊u od všech vněǰśıch sil zleva nebo zprava k pr̊uřezu x. Má
tendenci nosńık deformovat – ohýbat.

4.1.1 Schwedlerovy vztahy

Z diferenciálńıch podmı́nek rovnováhy př́ımého nosńıku (obr. ) jsou odvozeny následuj́ıćı vztahy
mezi vnitřńımi silami a vněǰśım spojitým zat́ıžeńım [1], [2]

dN

dx
= −n , (4.1)

dV

dx
= −q , (4.2)

dM

dx
= V +m , (4.3)

Závěry Schwedlerových vztah̊u

Závěry z diferenciálńıch podmı́nek rovnávy vyplývaj́ı z matematických zákonitost́ı v rovnićıch
(4.1) až (4.3) a týkaj́ı se řádu funkćı vnitřńıch sil a výpočtu polohy extrému jak je zřejmé z
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Obrázek 4.2: Uvolněný element nosńıku a derivačně-integračńı schéma

obrázk̊u 4.4 až 4.5. Z těchto závěr̊u vyplývá, že derivaćı ohybového momentu lze určit posou-
vaj́ıćı śılu a derivaćı posouvaj́ıćı śıly intenzitu spojitého zat́ıžeńı. Pro vykreslováńı diagramu
to znamená, že funkce zat́ıžeńı, posouvaj́ıćıch sil a ohybových moment̊u je vždy o jeden řád
vyšš́ı. Velmi d̊uležitým závěrem je možnost určeńı mı́sta tzv. nebezpečného (přechodného)
pr̊uřezu. Z matematiky je známo, že extrém funkce se nacháźı v mı́stě, kde je derivace této
funkce rovna nule. Pro určeńı extrémńıho momentu pod spojitým zat́ıžeńım je nutné nejprve
naj́ıt umı́stěńı tohoto nebezpečného pr̊uřezu a posléze hodnotu ohybového momentu pro tento
bod dopoč́ıtat. V praxi to znamená rovnici posouvaj́ıćı śıly pod spojitým zat́ıžeńım položit
rovnu nule a řešeńım vyjde hledaný kořen x.

Obrázek 4.3: Závěry Schwedlerových vztah̊u - nebezpečný pr̊uřez n
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Obrázek 4.4: Nebezpečný pr̊uřez n

Obrázek 4.5: Závislost mezi obrazci q, V , M

Hodnoty vnitřńıch sil v libovolném pr̊uřezu lze vypoč́ıtat z podmı́nek rovnováhy uvolněné
levé anebo pravé části nosńıku. Výpočtem z obou stran se muśı doj́ıt ke stejným hodnotám,
obvykle určujeme vnitřńı śıly z té strany, kde je výpočet kratš́ı nebo jednodušš́ı, d̊uležité hodnoty
kontrolujeme výpočtem z obou stran (např. extrémńı moment).

V př́ıpadě, že v jednom bodě má vnitřńı śıla dvě hodnoty, ṕı̌seme k śıle dva indexy. Prvńı
index znač́ı mı́sto, ve kterém je śıla určena. Druhý index označuje bod zleva nebo zprava
pr̊uřezu, podle toho, zda se jedná o hodnotu těsně zleva nebo zprava k danému pr̊užezu (např.
normálová śıla Nca je hodnota těsně vlevo od bodu c směrem k bodu a). Pokud se vyskytne
označeńı ṕısmen v indexu s pomlčkou, znamená to konstantńı hodnotu vnitřńı śıly na úseku
(např. normálová śıla Na−c je konstantńı normálová śıla na úseku ac).
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4.1.2 Př́ıklad - bodové zat́ıžeńı

V tomto př́ıkladě jsou řešeny pr̊uběhy vnitřńıch sil prostého nosńıku zat́ıženého osamělým
břemenem viz obr. 4.7. Reakce jsou vyřešeny v kap.3.2.

Obrázek 4.6: Normálové śıly z př. 4.1.2

43
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4.1.3 Př́ıklad - nosńık s převislým koncem

Nosńık s převislými konci je zat́ıžen bodovými zat́ıžeńımi podle obr. 4.7. Reakce jsou vyřešeny
v kap.3.2.

Obrázek 4.7: Normálové śıly z př. 4.1.2
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4.1.4 Př́ıklad - rovnoměrné spojité zat́ıžeńı

Určete obecně polohu nebezpečného pr̊uřezu a maximálńı moment na prostém nosńıku zat́ıženým
spojitým rovnoměrným zat́ıžeńım q.

Obrázek 4.8: Posouvaj́ıćı śıly řešeny zleva z př. 4.1.4

Nejprve jsou obecně určeny reakce viz kapitola 3.2. V tomto př́ıpadě je nosńık zat́ıžený
pouze svislým zat́ıžeńım, takže normálové śıly jsou rovny nule. Nosńık je zat́ıžený spojitým
rovnoměrným zat́ıžeńım, takže q= konst. Podle Schwedlerových vztah̊u posouvaj́ıćı śıla bude
1. řádu (lineárńı pr̊uběh) a ohybové momenty 2. řádu (parabolický pr̊uběh).

Při určováńı posouvaj́ıćıch sil je výhodné zač́ıt z levé strany nosńıku, pokud śıla směřuje
nahoru, zp̊usobuje kladnou posouvaj́ıćı śılu, kterou vykreslujeme také směrem nahoru. To zna-
mená, že posouvaj́ıćı śıla Va v bodě a je rovna hodnotě reakce Raz. Mezi body a a b na délce
nosńıku x se změńı hodnota posouvaj́ıćı śıly o hodnotu Vx = −q · x (lineárńı funkce). Z pod-
pory a do podpory b se posouvaj́ıćı śıla změńı o hodnotu −q · l. V podpoře b tedy hodnota

posouvaj́ıćı poč́ıtána zleva Vb = Raz − q · l =
q · l
2
− q · l = −q · l

2
. Hodnoty posouvaj́ıćıch sil

v bodě a a v bodě b spoj́ıme př́ımkou. Pokud posouvaj́ıćı śıla měńı znaménko pod spojitým
zat́ıžeńım, urč́ıme polohu tohoto mı́sta xn z rovnice V L − q · xn = 0

Funkci ohybových moment̊u lze psát z levé strany Mx = Raz ·x − q · x
2

2
(rovnice paraboly),

po dosazeńı za x hodnotu xn dostaneme hodnotu extrémńıho momentu Mn.
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4.1. ANALÝZA VNITŘNÍCH SIL NA ROVINNÝCH NOSNÍCÍCH

4.1.5 Př́ıklad - nerovnoměrné spojité zat́ıžeńı

Obrázek 4.9: Ohybový moment řešený zleva z př. 4.1.5
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Kapitola 5

Vnitřńı śıly př́ımého šikmého nosńıku

Pojem šikmý nosńık je použ́ıván dle publikace [1] pro nosńık lež́ıćı v souřadnicové rovině xz,
který je v̊uči vodorovné ose x pootočen o úhel α. Pro šikmou délku je v této kapitole použito
označeńı L′, vodorovný pr̊umět délky je označen L a plat́ı mezi nimi vztah L = L′ · cosα (viz
obrázek 5.1). Nosńık je podepřen třemi jednoduchými vazbami proti posun̊um ve směrech os
x a z, tedy jednou neposuvnou a jednou posuvnou kloubovou vazbou (stejně jako u prostého
nosńıku v rovinné úloze).

Obrázek 5.1: Šikmý nosńık obecně zat́ıžený - geometrie a kladné směry vnitřńıch sil na elementu

V obvyklých př́ıkladech bývá nosńık zat́ıžen dvěma zp̊usoby:

• zat́ıžeńım, které p̊usob́ı kolmo na osu prutu (spojité zat́ıžeńı nebo osamělá břemena),

• zat́ıžeńım, které p̊usob́ı ve směru svislém (př́ıpadně ve vodorovném, u bodových sil -
př́ıklady 5.4.3 a 5.4.4), přičemž intenzita svislého spojitého zat́ıžeńı může být zadána
dvoj́ım zp̊usobem:

1. spojité zat́ıžeńı je zadáno na šikmou délku L′ (např́ıklad p̊usobeńı vlastńı t́ıhy kon-
strukce) - př́ıklad 5.2.1,

2. spojité zat́ıžeńı je zadáno na p̊udorysný pr̊umět, tedy na délku L (např́ıklad zat́ıžeńı
sněhem) - př́ıklad 5.3.1.
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5.1. ZATÍŽENÍ KOLMÉ KE STŘEDNICI PRUTU

Grafické znázorněńı r̊uzných zp̊usob̊u zadáńı intenzity spojitého zat́ıžeńı je patrné z obrázk̊u 5.2,
5.6 a 5.10. Vzájemná souvislost mezi intenzitou téhož zat́ıžeńı zadanou na šikmou délku a
p̊udorysný pr̊umět bude popsána v př́ıkladu 5.3.

Výpočet vnitřńıch sil se provád́ı stejně jako u př́ımého vodorovného nosńıku (kapitola 4),
jen s t́ım rozd́ılem, že směr osy prutu už neńı shodný se směrem souřadnicové osy. Vněǰśı śıly
tak neńı třeba rozkládat na složky osové (to je potřebné pouze pro výpočet reakćı), ale na
takzvané složky lokálńı, které maj́ı směr rovnoběžný, resp. kolmý na osu prutu, což vycháźı
z obecné definice jednotlivých vnitřńıch sil (viz kapitola 4). Pr̊uběhy vnitřńıch sil se sestrojuj́ı
také podle zásad uvedených v kapitole 4 a vykresluj́ı se vždy kolmo na šikmou osu nosńıku.

Obecný postup řešeńı šikmého nosńıku:

1. výpočet reakćı Rx, Raz a Rbz - dle kapitoly 3,

2. je-li zadáno spojité zat́ıžeńı p̊usob́ıćı na p̊udorysný pr̊umět, je třeba jej nejdř́ıve přepoč́ıtat
na šikmou délku - viz př́ıklad 5.3

q′ = q · cosα (5.1)

3. rozklad všech vněǰśıch sil na lokálńı složky (osové a kolmé) -

P
‖
iz = Piz · sinα (5.2)

P⊥iz = Piz · cosα (5.3)

P
‖
ix = Pix · cosα (5.4)

P⊥ix = Pix · sinα (5.5)

4. řešeńı osové úlohy - pr̊uběh normálových sil N z osových složek (P ‖),

5. řešeńı př́ıčné úlohy - pr̊uběh posouvaj́ıćıch sil V a ohybových moment̊u M ze složek
kolmých (P⊥).

5.1 Zat́ıžeńı kolmé ke střednici prutu

U takto zadaného zat́ıžeńı je nutné pro výpočet reakćı (dle kapitoly 3) provést nejdř́ıve rozklad
zat́ıžeńı na osové složky (ve směru os x a z). Při výpočtu vnitřńıch sil naopak neńı nutné zat́ıžeńı
rozkládat, jelikož už je zadáno ve směru kolmém na osu prutu (pro řešeńı př́ıčné úlohy).

5.1.1 Šikmý prut zat́ıžený spojitým zat́ıžeńım kolmým ke střednici

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na šikmém nosńıku z obrázku 5.2.
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5.1. ZATÍŽENÍ KOLMÉ KE STŘEDNICI PRUTU

Obrázek 5.2: Zadáńı př́ıkladu 5.1.1

Př́ıpravné výpočty

Značeńı jednotlivých veličin je převzato z obrázk̊u 5.2 a 5.3.
L′ =

√
82 + 42 = 4

√
5m; lab =

√
62 + 32 = 3

√
5m; lac =

√
22 + 12 =

√
5m

sinα = 3/lab = 1√
5
; cosα = 6/lab = 2√

5

Q1 = q · lac = 2
√

5kN; Q2 = q · lab = 6
√

5kN

Pro výpočet reakćı (dle kapitoly ??) je potřeba rozložit náhradńı břemena na osové složky:
Q1x = Q1 · sinα = 2kN; Q1z = Q1 · cosα = 4kN
Q2x = Q2 · sinα = 6kN; Q2z = Q2 · cosα = 12kN

Rozklad sil

Pro výpočet vnitřńıch sil by bylo postačuj́ıćı rozložit pouze reakci Raz, ale ze cvičných d̊uvod̊u je
zde uveden rozklad i ostatńıch reakćı (viz obrázek 5.3). Jednotlivé lokálńı složky jsou vypočteny
na základě rovnic 5.2 až 5.5.

R
‖
az = 5, 96kN; R⊥az = 11, 96kN

R
‖
bz = 1, 19kN; R⊥bz = 2, 385kN

R
‖
bx = 7, 16kN; R⊥bx = 3, 58kN
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5.1. ZATÍŽENÍ KOLMÉ KE STŘEDNICI PRUTU

Obrázek 5.3: Hodnoty reakćı dle př́ıkladu 3.3.6 z kapitoly 3 a rozklad sil na nosńıku z
př́ıkladu 5.1.1
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5.1. ZATÍŽENÍ KOLMÉ KE STŘEDNICI PRUTU

Normálové śıly

Nac = 0; Nab = −R‖az = −5, 96kN; Nb = Nab = −5, 96kN

Posouvaj́ıćı śıly

Vc = 0; V L
ac = −Q1 = −4, 47kN; V L

ab = −Q1 +R⊥az = 7, 45kN; V L
b = −Q1 +R⊥az−Q2 = −5, 96kN

(V P
b = −R⊥bx −R⊥bz)
Výpočet polohy nebezpečného pr̊uřezu n: xPn = Vb/q = 2, 98m; xLn = Vab/q = 3, 73m

Ohybové momenty

Mb = Mc = 0; ML
a = −Q1 · lac2 = −5, 0kNm; ML

a−c
2

= −1
2
· q · ( lac

2
)2 = −1, 25kNm

Výpočet extrémńıho momentu (v pr̊uřezu n):MP
n = R⊥bx·xPn +R⊥bz·xPn−1

2
·q·(xPn )2 = 8, 88kNm

Pr̊uběh vnitřńıch sil je zakreslen na obrázku 5.4.
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5.1. ZATÍŽENÍ KOLMÉ KE STŘEDNICI PRUTU

Obrázek 5.4: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil šikmého prutu z př́ıkladu 5.1.1
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5.1. ZATÍŽENÍ KOLMÉ KE STŘEDNICI PRUTU

5.1.2 Šikmý prut zat́ıžený silou kolmou ke střednici

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na šikmém nosńıku z obrázku 5.5. Postup
je podobný jako u př́ıkladu 5.1.1.

Př́ıpravné výpočty

L′ =
√

42 + 22 = 2
√

5m; sinα = 2/L′ = 1√
5
; cosα = 4/L′ = 2√

5

Pro výpočet reakćı (dle kapitoly 3) je potřeba rozložit zadanou śılu na osové složky:
Px = P · sinα = 4, 472kN; Pz = P · cosα = 8, 944kN

Rozklad sil

R
‖
az = 2, 5kN; R⊥az = 5, 0kN R

‖
bz = 1, 5kN; R⊥bz = 3, 0kN R

‖
bx = 4, 0kN; R⊥bx = 2, 0kN

Normálové śıly

Na = Nb = −R‖az = −2, 5kN

Posouvaj́ıćı śıly

V L
a = VPa = R⊥az = 5, 0kN; VPb = V L

b = R⊥az − P = −5, 0kN

Ohybové momenty

Ma = Mb = 0; ML
P = R⊥az · L

′

2
= Raz · L2 = 11, 18kNm;

Pr̊uběh vnitřńıch sil je zakreslen na obrázku 5.5.
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5.1. ZATÍŽENÍ KOLMÉ KE STŘEDNICI PRUTU

Obrázek 5.5: Zadáńı a řešeńı př́ıkladu 5.1.2

54



5.2. ZATÍŽENÍ SVISLÉ, PŮSOBENÍ NA ŠIKMOU DÉLKU PRUTU

5.2 Zat́ıžeńı svislé, p̊usobeńı na šikmou délku prutu

Narozd́ıl od předešlého typu zat́ıžeńı neńı třeba pro výpočet reakćı rozkládat zat́ıžeńı v rovině,
jelikož p̊usob́ı př́ımo ve směru osy z. Pro výpočet vnitřńıch sil je pak ale nutné zat́ıžeńı (osamělé
śıly i spojité zat́ıžeńı) rozložit do lokálńıch (osových a kolmých) složek. U takto zadaného
spojitého zat́ıžeńı je dále d̊uležitý správný výpočet náhradńıch břemen, který se provád́ı ze
šikmé délky.

5.2.1 Šikmý prut zat́ıžený spojitým zat́ıžeńım zadaným na délku
prutu

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na šikmém nosńıku z obrázku 5.6.

Obrázek 5.6: Zadáńı př́ıkladu 5.2.1

Př́ıpravné výpočty

Značeńı jednotlivých veličin je převzato z obrázk̊u 5.6 a 5.7.
L′ =

√
82 + 42 = 4

√
5m; lab =

√
62 + 32 = 3

√
5m; lac =

√
22 + 12 =

√
5m

sinα = 3/lab = 1√
5
; cosα = 6/lab = 2√

5

Q1 = q · lac = 2
√

5kN; Q2 = q · lab = 6
√

5kN
Náhradńı břemena maj́ı svislý směr!
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5.2. ZATÍŽENÍ SVISLÉ, PŮSOBENÍ NA ŠIKMOU DÉLKU PRUTU

Obrázek 5.7: Hodnoty reakćı dle př́ıkladu 3.3.7 z kapitoly 3 a rozklad sil na nosńıku z
př́ıkladu 5.2.1
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5.2. ZATÍŽENÍ SVISLÉ, PŮSOBENÍ NA ŠIKMOU DÉLKU PRUTU

Rozklad sil

Grafické znázorněńı je na obrázku 5.7. Vzhledem ke směru p̊usobeńı zat́ıžeńı je vodorovná
reakce nulová.

R
‖
az = 5, 33kN; R⊥az = 10, 67kN

R
‖
bz = 2, 67kN; R⊥bz = 5, 33kN

q‖ = 0, 894kN/m; q⊥ = 1, 789kN/m

Normálové śıly

Nc = 0; Nac = q‖ · lac = 2, 0kN; Nab = q‖ · lac −R‖az = −3, 333kN;
Nb = q‖ · L′ −R‖az = R

‖
bz = 2, 667kN

Posouvaj́ıćı śıly

Vc = 0; V L
ac = −q⊥ · lac = −4, 0kN; V L

ab = −q⊥ · lac +R⊥az = 6, 667kN;
Vb = −q⊥ · L′ +R⊥az = R⊥bz = −5, 33kN

Výpočet polohy nebezpečného pr̊uřezu n: xPn = Vb/q
⊥ = 2, 981m; xLn = Vab/q

⊥ = 3, 727m

Ohybové momenty

Mb = Mc = 0; ML
a = −1

2
· q⊥ · l2ac = −4, 47kNm; ML

a−c
2

= −1
2
· q⊥ · ( lac

2
)2 = −1, 118kNm

Výpočet extrémńıho momentu (v pr̊uřezu n): MP
n = R⊥bz · xPn − 1

2
· q⊥ · (xPn )2 = 7, 95kNm

Pr̊uběh vnitřńıch sil je zakreslen na obrázku 5.8.

57



5.2. ZATÍŽENÍ SVISLÉ, PŮSOBENÍ NA ŠIKMOU DÉLKU PRUTU

Obrázek 5.8: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil šikmého prutu z př́ıkladu 5.2.1
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5.2. ZATÍŽENÍ SVISLÉ, PŮSOBENÍ NA ŠIKMOU DÉLKU PRUTU

5.2.2 Šikmý prut zat́ıžený svislou silou

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na šikmém nosńıku z obrázku 5.9.

Př́ıpravné výpočty

L′ =
√

42 + 22 = 2
√

5m; sinα = 2/L′ = 1√
5
; cosα = 4/L′ = 2√

5

Rozklad sil

R
‖
az = R

‖
bz = 2, 236kN; R⊥az = R⊥bz = 5, 0kN

P ‖ = 4, 472kN; P⊥ = 8, 944kN

Normálové śıly

NL
a = NPa = −R‖az = −2, 236kN; VPb = V L

b = −R‖az + P ‖ = R
‖
bz = 2, 236kN

Posouvaj́ıćı śıly

V L
a = VPa = R⊥az = 4, 472kN; VPb = V L

b = R⊥az − P⊥ = −R⊥bz = −4, 472kN

Ohybové momenty

Ma = Mb = 0; ML
P = R⊥az · L

′

2
= Raz · L2 = 10kNm;

Pr̊uběh vnitřńıch sil je zakreslen na obrázku 5.9.
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5.2. ZATÍŽENÍ SVISLÉ, PŮSOBENÍ NA ŠIKMOU DÉLKU PRUTU

Obrázek 5.9: Zadáńı a řešeńı př́ıkladu 5.2.2
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5.3. SPOJITÉ ZATÍŽENÍ ZADÁNO NA PŮDORYSNÝ PRŮMĚT

5.3 Spojité zat́ıžeńı zadáno na p̊udorysný pr̊umět

Hlavńım rozd́ılem oproti spojitému zat́ıžeńı dle odd́ılu 5.2 je ve smyslu p̊usobeńı a z toho
vyplývaj́ıćıho výpočtu náhradńıch břemen. Ten se provád́ı z p̊udorysné délky. Takto za-
dané spojité zat́ıžeńı je pak nutné před jeho rozkladem na osové a kolmé složky přepoč́ıtat
na zat́ıžeńı p̊usob́ıćı na šikmou délku (dle rovnice 5.1). Tento přepočet vycháźı z principu
zachováńı stejného účinku zat́ıžeńı, prakticky tedy z rovnosti výsledných náhradńıch břemen
(viz obrázek 5.11). Rovnice 5.1 je odvozena z následuj́ıćıho vztahu:

q′ =
q · L
L′

(5.6)

5.3.1 Šikmý prut zat́ıžený spojitým zat́ıžeńım zadaným na pr̊umět

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na šikmém nosńıku z obrázku 5.10.

Obrázek 5.10: Zadáńı př́ıkladu 5.3.1

Př́ıpravné výpočty

Značeńı jednotlivých veličin je převzato z obrázk̊u 5.10 a 5.11.
L′ =

√
82 + 42 = 4

√
5m; lab =

√
62 + 32 = 3

√
5m; lac =

√
22 + 12 =

√
5m

sinα = 3/lab = 1√
5
; cosα = 6/lab = 2√

5

Q = q · L = 16kN
Náhradńı břemeno má svislý směr!
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5.3. SPOJITÉ ZATÍŽENÍ ZADÁNO NA PŮDORYSNÝ PRŮMĚT

Přepočet spojitého zat́ıžeńı na intenzitu na šikmou délku: q′ = 2·8
4
√
5

= 1, 789kN/m

Obrázek 5.11: Hodnoty reakćı dle kapitoly 3 a rozklad sil na nosńıku z př́ıkladu 5.3.1

Rozklad sil

Grafické znázorněńı je na obrázku 5.11. Vzhledem ke směru p̊usobeńı zat́ıžeńı je vodorovná
reakce nulová. Rozklad spojitého zat́ıžeńı je proveden z přepočtené hodnoty zat́ıžeńı q′!

R
‖
az = 4, 77kN; R⊥az = 9, 54kN

R
‖
bz = 2, 385kN; R⊥bz = 4, 77kN

q′‖ = 0, 8kN/m; q′⊥ = 1, 58kN/m

Normálové śıly

Nc = 0; Nac = q′‖ · lac = 1, 79kN; Nab = q′‖ · lac −R‖az = −2, 98kN;
Nb = q′‖ · L′ −R‖az = R

‖
bz = 2, 39kN

Posouvaj́ıćı śıly

Vc = 0; V L
ac = −q′⊥ · lac = −3, 58kN; V L

ab = −q′⊥ · lac +R⊥az = 5, 97kN;
Vb = −q′⊥ · L′ +R⊥az = R⊥bz = −4, 77kN

Výpočet polohy nebezpečného pr̊uřezu n: xPn = Vb/q
′⊥ = 3, 019m; xLn = Vab/q

′⊥ = 3, 778m
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5.3. SPOJITÉ ZATÍŽENÍ ZADÁNO NA PŮDORYSNÝ PRŮMĚT

Ohybové momenty

Mb = Mc = 0; ML
a = −1

2
· q′⊥ · l2ac = −4, 0kNm; ML

a−c
2

= −1
2
· q′⊥ · ( lac

2
)2 = −1, 0kNm

Výpočet extrémńıho momentu (v pr̊uřezu n): MP
n = R⊥bz · xPn − 1

2
· q′⊥ · (xPn )2 = 7, 11kNm

Pr̊uběh vnitřńıch sil je zakreslen na obrázku 5.12.

Obrázek 5.12: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil šikmého prutu z př́ıkladu 5.3.1
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5.4. DALŠÍ ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

5.4 Daľśı řešené př́ıklady

5.4.1 Šikmý prut - Př́ıklad 1

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na šikmém nosńıku z obrázku 5.13.

Obrázek 5.13: Zadáńı a řešeńı př́ıkladu 5.4.1
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5.4. DALŠÍ ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

5.4.2 Šikmý prut - Př́ıklad 2

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na šikmém nosńıku z obrázku 5.14.

Obrázek 5.14: Zadáńı a řešeńı př́ıkladu 5.4.2
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5.4. DALŠÍ ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

5.4.3 Šikmý prut - Př́ıklad 3

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na šikmém nosńıku z obrázku 5.15.

Obrázek 5.15: Zadáńı a řešeńı př́ıkladu 5.4.3
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5.4. DALŠÍ ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

5.4.4 Šikmý prut - Př́ıklad 4

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na šikmém nosńıku z obrázku 5.16.

Obrázek 5.16: Zadáńı a řešeńı př́ıkladu 5.4.4

67



Kapitola 6

Vnitřńı śıly rovinně lomeného nosńıku,
pravoúhlé zalomeńı

6.1 Charakteristika rovinného lomeného nosńıku

Lomený nosńık (někdy označován také jako rám) je podle definice v publikaci [1] konstrukce,
jej́ıž střednice je rovinná lomená čára složená (ve smyslu této kapitoly) ze svislých a vodorovných
část́ı, pro které se použ́ıvá označeńı pruty. Střednice může být nerozvětvená i rozvětvená, avšak
žádná z část́ı nesmı́ tvořit uzavřenou čáru (jednalo by se pak o jiný typ konstrukce). Má-li se
jednat o rám rovinný, předpokládá se, že všechny pruty maj́ı společnou hlavńı rovinu xz. Za
předpokladu řešeńı pouze staticky určitých konstrukćı lze uvažovat dva zp̊usoby podepřeńı:

• neposuvné vetknut́ı v rovině nosńıku v jediné podpoře (např. v př́ıkladu 6.4.2),

• kloubové podepřeńı ve dvou podporách; v jedné z podpor podepřeńı neposuvné, ve druhé
pak posuvné (např. v př́ıkladu 6.4.1).

Podporové body, koncové body a body lomu nebo větveńı se nazývaj́ı uzly (někdy se použ́ıvá
také pojem styčńıky) a označuj́ı se malými ṕısmeny.

Na kterýkoliv prut lomeného nosńıku může p̊usobit po jeho délce libovolné zat́ıžeńı (silové i
momentové) v rovině jeho sřednice (rovina xz). Kromě toho mohou p̊usobit také bodové śıly
či momenty př́ımo v uzlech. Zadané zat́ıžeńı vyvolá v jednotlivých prutech obecně všechny tři
složky vnitřńıch sil, tedy normálové śıly N , posouvaj́ıćı śıly V i ohybové momenty M . Aby
bylo možné určit znaménka vnitřńıch sil a následně správně vykreslit jejich pr̊uběhy, je nutné
nejdř́ıve jednotlivé pruty orientovat, tedy určit, který z koncových uzl̊u bude po pomyslném
otočeńı prutu do vodorovného směru považován za

”
levý“ a

”
pravý“. Orientace nosńıku může

být vyjádřena pomoćı uspořádané dvojice ṕısmen, kdy prvńı ṕısmeno označuje levý uzel a druhé
uzel pravý, př́ıpadně graficky: na straně uvažovaných

”
spodńıch“ vláken (u okraje, který bude

po pootočeńı považován za dolńı) je zakreslena přerušovaná čára. V následuj́ıćıch př́ıkladech je
použ́ıváno právě zmı́něné grafické vyjádřeńı orientace prut̊u.

6.2 Výpočet a vykresleńı vnitřńıch sil

Hodnoty vnitřńıch sil v libovolném pr̊uřezu lze vypoč́ıtat z podmı́nek rovnováhy z levé anebo
pravé části, na které je zvoleným pr̊uřezem celá konstrukce rozdělena. V praxi je dostačuj́ıćı
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6.3. KONTROLA ROVNOVÁHY VE STYČNÍKU

výpočet pouze z jedné strany a to z té, která umožňuje jednodušš́ı výpočet. Kladný smysl
vnitřńıch sil na jednotlivých prutech obecně lomeného nosńıku je patrný z obrázku 6.1. Hodnoty
jednotlivých vnitřńıch sil jsou dle publikace [1] definovány následovně:

1. Normálová śıla N v zadaném pr̊uřezu je rovna algebraickému součtu všech sil (zat́ıžeńı
i reakćı) p̊usob́ıćıch na zvolené části lomeného nosńıku (levé či pravé) ve směru osy
prutu.

2. Posouvaj́ıćı śıla V v zadaném pr̊uřezu je rovna algebraickému součtu všech sil (zat́ıžeńı
i reakćı) p̊usob́ıćıch na zvolené části lomeného nosńıku (levé či pravé) ve směru kolmém
k ose prutu.

3. Ohybový moment M v zadaném pr̊uřezu je roven algebraickému součtu statických
moment̊u (k danému pr̊uřezu) všech sil a moment̊u (zat́ıžeńı i reakćı) p̊usob́ıćıch na zvolené
části lomeného nosńıku (levé či pravé).

Obrázek 6.1: Obecný rovinně lomený nosńık v rovinné úloze se zakresleńım kladných smysl̊u
vnitřńıch sil na prutech

6.3 Kontrola rovnováhy ve styčńıku

Styčńık si lze představit jako hmotný bod, v němž je spojeno několik prut̊u, což lze využ́ıt
ke kontrole správnosti výpočtu vnitřńıch sil v jednotlivých prutech lomeného nosńıku. Každý
nosńık totiž muśı být v rovnováze jako celek, stejně tak, jako kterákoliv jeho část, kterou
z nosńıku vyjmeme myšlenými řezy. Styčńık lze tedy pomyslně oddělit od prut̊u, které jsou
v něm spojeny, a p̊usobeńı každého z těchto prut̊u lze vyjádřit prostřednictv́ım vnitřńıch sil
(N , V , M), které na daném prutu vznikaj́ı v mı́stě

”
uvolněného“ styčńıku - viz obrázek 6.2.

Nejčastěji se tento princip použ́ıvá pro kontrolu ohybových moment̊u u trojného (či
v́ıcenásobného) styčńıku - tj. styčńık, který spojuje tři (a v́ıce) prut̊u. Všechny momenty se za-
kresluj́ı ve skutečných smyslech svého p̊usobeńı a jsou k nim připsány jejich absolutńı hodnoty
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6.3. KONTROLA ROVNOVÁHY VE STYČNÍKU

(viz řešeńı následuj́ıćıch př́ıklad̊u). Algebraický součet všech těchto moment̊u pak má být ro-
ven nule, č́ımž je splněna momentová podmı́nka rovnováhy styčńıku. U styčńık̊u, ve kterých se
sb́ıhaj́ı dva pruty a nep̊usob́ı v nich žádný osamělý moment, se rovnováha projev́ı t́ım, že ohy-
bové momenty na konćıch obou prut̊u jsou stejně velké (hodnota v rámovém rohu se takzvaně

”
překloṕı“).

Kontrola silových podmı́nek rovnováhy se u staticky určitých konstrukćı př́ılǐs často ne-
použ́ıvá, nebot’ může být výrazně náročněǰśı. V silových podmı́nkách rovnováhy se totiž kombi-
nuj́ı dva druhy vnitřńıch sil a pokud je některý z připojených prut̊u šikmý, je nutné dosazovat
svislé a vodorovné složky normálových a posouvaj́ıćıch sil.

Obrázek 6.2: Kontrola rovnováhy trojného styčńıku

Poznámka:

Pro označeńı vnitřńıch sil se zde použ́ıvá dvou index̊u (viz obrázky 6.4 a 6.5). Toto značeńı
jasně definuje, ke kterému prutu se hodnota vnitřńı śıly vztahuje. Prvńı index udává mı́sto
(pr̊uřez), ve kterém jsou vnitřńı śıly poč́ıtány a druhý index specifikuje, pro který prut tyto
hodnoty plat́ı, s č́ımž obvykle souviśı také znaménková konvence.

Pro názornost jsou dva indexy použity u všech hodnot, i když v některých př́ıpadech je
dostačuj́ıćı označeńı pouze jedńım indexem (pro normálovou a posouvaj́ıćı śılu v koncových
bodech a pro ohybové momenty v mı́stě dvojného styčńıku - hodnoty jsou na obou prutech
stejné, jak je vysvětleno v odd́ıle 6.3.
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6.4. ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

6.4 Řešené př́ıklady

6.4.1 Př́ıklad - rám 1

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na pravoúhle lomeném nosńıku na obrázku 6.3.

Obrázek 6.3: Zadáńı př́ıkladu 6.4.1 včetně reakćı dle př́ıkladu 3.3.8 z kapitoly 3

Řešeńı - rám 1

Vnitřńı śıly se určuj́ı postupně na jednotlivých prutech rámu. Postup je znázorněn na obrázćıch 6.4
a 6.5, kde jsou vnitřńı śıly na uvolněných prutech zakresleny vždy v kladném smyslu.
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6.4. ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

Obrázek 6.4: Výpočet vnitřńıch sil na jednotlivých prutech rámu z př́ıkladu 6.4.1 - 1. část
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6.4. ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

Obrázek 6.5: Výpočet vnitřńıch sil na jednotlivých prutech rámu z př́ıkladu 6.4.1 - pokračováńı
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6.4. ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

Dosazeńım do rovnic na obrázćıch 6.4 a 6.5 lze dopoč́ıtat potřebné hodnoty. Rovnice jsou
pro názornost uvedeny vždy z levé i pravé strany, ale postačuj́ıćı je výpočet jen z jedné.

Normálové śıly

Ncd = Ndc = 0; Nad = Nda = −3, 25kN; Nde = Ned = −1, 25kN; Nef = Nfe = 3, 0kN;
Nfg = Ngb = Nbg = −2, 75kN

Posouvaj́ıćı śıly

Vcd = Vdc = −2kN; Vad = Vde = Ved = 3, 0kN; Vef = 1, 25kN; Vfe = −2, 75kN;
Vfg = Vgf = −3, 0kN; Vbg = Vgb = 0

Výpočet polohy nebezpečného pr̊uřezu n: xLn = Vef/q = 1, 25m; xPn = Vfe/q = 2, 75m

Ohybové momenty

Mad = Mbg = Mcd = Mgf = 0; Mda = 6, 0kNm; Mdc = −3, 0kNm; Mde = 3, 0kNm;
Med = Mef = 9, 0kNm; Mfe = Mfg = 6, 0kNm

Výpočet extrémńıho momentu (v pr̊uřezu n): Mn = 9, 78kNm

Výsledné vykresleńı vnitřńıch sil na rámu je na obrázku 6.6. Pro styčńık d je zde provedena
také styčńıková kontrola.
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6.4. ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

Obrázek 6.6: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil rámu z př́ıkladu 6.4.1
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6.4. ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

6.4.2 Př́ıklad - rám 2

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na pravoúhle lomeném nosńıku na obrázku 6.7.

Obrázek 6.7: Zadáńı př́ıkladu 6.4.2 včetně reakćı dle kapitoly 3

Normálové śıly

Na = NL
ba = −Raz = −35kN; Nc = NL

bc = 0; Nd = NP
bd = 0

Posouvaj́ıćı śıly

Va = V L
ea = Rax = 15kN; Veb = V L

be = Rax − F2 = 0kN; V L
bc = −Q = −15kN; Vd = V P

bd = 20kN

Ohybové momenty

Mc = Md = 0; ML
ae = −Ma = −42kNm; Mea = −Ma + Rax · 2 = −12, 5kNm; Mbe = −Ma +

Rax · 4−F2 · 2 = −12, 5kNm; Mbc = −Q · 0, 5 = −7, 5kNm; ML
c−b
2

= −1
2
· q · 0, 52 = −1, 875kNm;

Mbd = −F1 · 1 = −20kNm;

Výsledné vykresleńı vnitřńıch sil na rámu je na obrázku 6.8. Pro styčńık b je provedena
styčńıková kontrola.
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6.4. ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

Obrázek 6.8: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil rámu z př́ıkladu 6.4.2
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6.4. ŘEŠENÉ PŘÍKLADY

6.4.3 Př́ıklad - rám 3

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na pravoúhle lomeném nosńıku na obrázku 6.9.

Obrázek 6.9: Zadáńı př́ıkladu 6.4.3 včetně reakćı dle kapitoly 3

Normálové śıly

Ne = NL
ce = 0; Na = NL

ca = −Raz = −4, 0kN; Ncd = NL
dc = −Raz + F1 = −3, 0kN;

Nb = NP
db = −Rbx = −0, 75kN

Posouvaj́ıćı śıly

Va = Vcd = V L
dc = −Rax = −0, 75kN; Vec = V L

ce = −F1 = −1, 0kN; Vb = 0; V P
db = Q = 3, 0kN

Ohybové momenty

Ma = Me = Mb = 0; ML
ca = −Rax · 2 = −1, 5kNm; ML

ce = −F1 · 1, 5 = −1, 5kNm;
ML

cd = −F1 · 1, 5−Rax · 2 = −3, 0kNm; Mdc = MP
db = −Q · 1, 5 = −4, 5kNm;

MP
d−b
2

= −1
2
· q · 1, 52 = −1, 125kNm

Výsledné vykresleńı vnitřńıch sil na rámu je na obrázku 6.10. Pro styčńık c je provedena
styčńıková kontrola.
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Obrázek 6.10: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil rámu z př́ıkladu 6.4.3
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6.4.4 Př́ıklad - rám 4

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na pravoúhle lomeném nosńıku na obrázku 6.11.

Obrázek 6.11: Zadáńı př́ıkladu 6.4.4 včetně reakćı dle kapitoly 3

Normálové śıly

Nc = NL
dc = 0; Na = NL

da = −Raz = −2, 5kN; Nde = NP
ed = −Rbx = −8, 0kN;

Nb = NP
eb = −Rbz = −0, 5kN

Posouvaj́ıćı śıly

Va = 0; V L
da = −Q = −8, 0kN; Vc = V L

dc = −F = −3, 0kN; Vde = V L
ed = −F + Raz = −0, 5kN;

Vb = V P
eb = Rbx = 8, 0kN

Ohybové momenty

Ma = Mb = Mc = 0; ML
da = −Q · 2 = −16kNm; ML

a−d
2

= −1
2
· q · 22 = −4, 0kNm;

ML
dc = −F ·2 = −6, 0kNm; ML

de = −F ·2−Q ·2 = −22kNm; Med = MP
eb = −Rbx ·3 = −24kNm

Výsledné vykresleńı vnitřńıch sil na rámu je na obrázku 6.12. Pro styčńık d je provedena
styčńıková kontrola.
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Obrázek 6.12: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil rámu z př́ıkladu 6.4.4
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6.4.5 Př́ıklad - rám 5

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na pravoúhle lomeném nosńıku na obrázku 6.13.

Obrázek 6.13: Zadáńı př́ıkladu 6.4.5 včetně reakćı dle kapitoly 3

Normálové śıly

Nc = NL
bc = 0; Ne = NP

de = 0; Na = NL
ba = −Raz = −40kN; Ndb = NP

bd = −F2 = −5, 0kN

Posouvaj́ıćı śıly

V L
a = Rax = 35kN; V L

dba = Rax −Q2 = −5, 0kN; Vc = V L
bc = −F1 = −10kN; V P

bd = Q1 = 30kN;
V P
db = 0; Ve = V P

de = F2 = 5, 0kN

Výpočet polohy nebezpečného pr̊uřezu n: xLn = Va/q = 3, 5m; xPn = Vba/q = 0, 5m

Ohybové momenty

Mc = Me = 0; ML
ab = −Ma = −90kNm; ML

ba = −Ma +Rax · 4−Q2 · 2 = −30kNm;
ML

bc = −F1 · 2 = −20kNm; MP
bd = −F2 · 1−Q1 · 1, 5 = −50kNm;

MP
b−d
2

= −F2 · 1− 1
2
· q · 1, 52 = −15kNm; Mdb = MP

de = −F2 · 1 = −5, 0kNm

Výpočet extrémńıho momentu (v pr̊uřezu n): ML
n = −Ma+Rax ·xLn− 1

2
·q ·(xLn)2 = −28, 75kNm

Výsledné vykresleńı vnitřńıch sil na rámu je na obrázku 6.14. Pro styčńık b je provedena
styčńıková kontrola.
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Obrázek 6.14: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil rámu z př́ıkladu 6.4.5
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Kapitola 7

Vnitřńı śıly rovinně lomeného nosńıku
se šikmými pruty

Tento typ konstrukce je zvláštńım př́ıpadem lomeného nosńıku z kapitoly 6. Od dř́ıve řešeného
pravoúhle lomeného nosńıku se lǐśı t́ım, že jeden nebo i v́ıce prut̊u nosńıku jsou šikmé
(ve smyslu kapitoly 5). Při řešeńı následuj́ıćıch úloh budou tedy kombinovány postupy popsané
v kapitolách 5 a 6.

Výhodné je nejdř́ıve vyřešit pruty, jejichž osy jsou rovnoběžné s osou x nebo z a následně
pak řešit samostatně prut (pruty) šikmé. I zde postač́ı výpočet vnitřńıch sil pouze z jedné
strany (z jedné části konstrukce), č́ımž si lze usnadnit rozkládáńı sil do lokálńıch složek (osové
a kolmé). Pro názornost však budou v př́ıkladech uváděny rozklady sil z obou stran.

7.1 Př́ıklad - šikmý rám 1

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na lomeném nosńıku na obrázku 7.1.

7.1.1 Řešeńı - šikmý rám 1

Pro výpočet vnitřńıch sil na šikmém prutu je třeba p̊usob́ıćı śıly rozložit do lokálńıch (osových
a kolmých) složek. V praxi postač́ı rozložit jen reakci Raz, jelikož zat́ıžeńı p̊usob́ı kolmo k ose,
ale z cvičných d̊uvod̊u je zde proveden i rozklad sil p̊usob́ıćıch na šikmý prut z pravé strany
(viz obrázek 7.1).

Př́ıpravné výpočty

lad =
√

42 + 22 = 2
√

5m;

sinα = 2/lad = 1√
5
; cosα = 4/lad = 2√

5

Pro výpočet reakćı (dle kapitoly 3) je potřeba rozložit p̊usob́ıćı śılu na osové složky:

Fx = F · sinα = 2, 236kN; Fz = F · cosα = 4, 472kN
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7.1. PŘÍKLAD - ŠIKMÝ RÁM 1

Obrázek 7.1: Zadáńı př́ıkladu 7.1 včetně reakćı dle kapitoly 3 a rozkladu sil

Rozklad sil

Značeńı je převzato z obrázku 7.1. Jednotlivé lokálńı složky jsou vypočteny na základě rov-
nic 5.2 až 5.5 z kapitoly 5.

R
‖
az = 2, 278kN; R⊥az = 4, 555kN

R
‖
bx = 2, 0kN; R⊥bx = 1, 0kN

Pz = 0, 621kN (= Vde)

P
‖
z = 0, 278kN; P⊥z = 0, 555kN

Normálové śıly

Nb = NP
eb = −Rbz = −19, 379kN; Nf = NP

ef = 0; Nde = NP
ed = −Rbx = −2, 236kN;

Na = NL
da = −R‖az = −2, 278kN (= −R‖bx − P

‖
z )
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7.1. PŘÍKLAD - ŠIKMÝ RÁM 1

Posouvaj́ıćı śıly

Vf = 0; V P
ef = Q2 = 5, 0kN; Vb = V P

eb = Rbx = 2, 236kN; V P
ed = Q2 − Rbz = −14, 279kN;

V L
de = Raz − Fz = 0, 621kN (V P

de = Q1 −Rbz +Q2); Va = V L
ca = R⊥az = 4, 555kN;

Vcd = V L
dc = R⊥az − F = −0, 445kN (= −R⊥bx + P⊥z )

Výpočet polohy nebezpečného pr̊uřezu n: xPn = Ved/q = 2, 876m; xLn = Vde/q = 0, 124m

Ohybové momenty

Ma = Mb = Mf = 0; MP
eb = −Rbx · 4 = −8, 94kNm; MP

ef = −Q2 · 0, 5 = −2, 5kNm;

MP
e−f
2

= −1
2
· q · 0, 52 = −0, 625kNm; MP

ed = −Q2 · 0, 5−Rbx · 4 = −11, 44kNm;

ML
c = Raz · 2 = R⊥az · lad2 = 10, 19kNm; ML

d = Raz · 4− F · lad2 = R⊥az · lad − F · lad2 = 9, 19kNm
Výpočet extrémńıho momentu (v pr̊uřezu n): ML

n = Md +Vde ·xLn − 1
2
· q · (xLn)2 = 9, 23kNm

Výsledné vykresleńı vnitřńıch sil na rámu je na obrázku 7.2.
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7.1. PŘÍKLAD - ŠIKMÝ RÁM 1

Obrázek 7.2: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil rámu z př́ıkladu 7.1
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7.2. PŘÍKLAD - ŠIKMÝ RÁM 2

7.2 Př́ıklad - šikmý rám 2

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na lomeném nosńıku na obrázku 7.3.

Obrázek 7.3: Zadáńı př́ıkladu 7.2 včetně reakćı dle kapitoly 3 a rozkladu sil

7.2.1 Řešeńı - šikmý rám 2

Pro výpočet vnitřńıch sil na šikmém prutu by stačilo rozložit jen reakci Rbz, ale z cvičných
d̊uvod̊u je také proveden rozklad sil p̊usob́ıćıch na šikmý prut z levé strany (viz obrázek 7.3).

Př́ıpravné výpočty

lbf =
√

42 + 32 = 5m;
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7.2. PŘÍKLAD - ŠIKMÝ RÁM 2

sinα = 3/lbf = 3
5
; cosα = 4/lbf = 4

5

Q = 0, 5 · q · lbf = 10kN

Pro výpočet reakćı (dle kapitoly 3) je potřeba rozložit náhradńı břemeno na osové složky:
Qx = Q · sinα = 6kN; Qz = Q · cosα = 8kN

Rozklad sil

Značeńı je převzato z obrázku 7.3.

R
‖
bz = 1, 4kN; R⊥bz = 1, 866kN

R
‖
bx = 4, 8kN; R⊥bx = 3, 6kN

Pz = 5, 667kN (= Vfe)

P
‖
z = 3, 4kN; P⊥z = 4, 533kN

Normálové śıly

Na = NL
da = −Raz = −6, 667kN; Nc = NL

dc = 0; Nde = NL
fe = −Rax = −6, 0kN;

Nb = NP
fb = −R‖bz = −1, 4kN (= −R‖ax + P

‖
z )

Posouvaj́ıćı śıly

Vc = V L
dc = −F1 = −2, 0kN; Va = V L

da = −Rax = −6, 0kN; Vde = V L
ed = −F1 + Raz = 4, 667kN;

Vef = V L
fe = −F1 +Raz + F2 = 0, 621kN (V P

fe = Qz −Rbz); V
P
b = −R⊥bz = −1, 866kN;

V P
fb = −R⊥bz +Q = 8, 133kN (= R⊥ax + P⊥z )

Výpočet polohy nebezpečného pr̊uřezu n (pozor, jedná se o trojúhelńıkové zat́ıžeńı!!!):

xPn =
√

2·(−Vb)·lbf
q

= 2, 16m

Ohybové momenty

Ma = Mb = Mc = 0; ML
da = −Rax · 4 = −24kNm; ML

dc = −F1 · 2 = −4, 0kNm;
ML

de = −F1 · 2−Rax · 4 = −28kNm; ML
e = −F1 · 4−Rax · 4 +Raz · 2 = −18, 66kNm;

MP
f = Rbz · 4−Q · lbf2 = R⊥bz · lbf −Q ·

lbf
2

= −7, 33kNm
Výpočet extrémńıho momentu (v pr̊uřezu n) - pozor, jedná se o trojúhelńıkové zat́ıžeńı!!!:

MP
n = R⊥bz · xn −

q·(xn)3

6·lbf
= 2, 688kNm

Výsledné vykresleńı vnitřńıch sil na rámu je na obrázku 7.4.
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7.2. PŘÍKLAD - ŠIKMÝ RÁM 2

Obrázek 7.4: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil rámu z př́ıkladu 7.2
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7.3. PŘÍKLAD - ŠIKMÝ RÁM 3

7.3 Př́ıklad - šikmý rám 3

Spoč́ıtejte hodnoty a vykreslete pr̊uběhy vnitřńıch sil na lomeném nosńıku na obrázku 7.5.

Obrázek 7.5: Zadáńı př́ıkladu 7.3 včetně reakćı dle kapitoly 3 a rozkladu sil

7.3.1 Řešeńı - šikmý rám 3

Pro výpočet vnitřńıch sil na šikmém prutu by stačilo rozložit jen reakci Rbz, ale z cvičných
d̊uvod̊u je také proveden rozklad sil p̊usob́ıćıch na šikmý prut z levé strany (viz obrázek 7.5).

Př́ıpravné výpočty

lbe =
√

42 + 32 = 5m;
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7.3. PŘÍKLAD - ŠIKMÝ RÁM 3

sinα = 3/lbe = 3
5
; cosα = 4/lbe = 4

5

Q = q · 4 = 8kN
Náhradńı břemeno má svislý směr!

Přepočet spojitého zat́ıžeńı na intenzitu na šikmou délku: q′ = 2·4
5

= 1, 6kN/m

Rozklad sil

Značeńı je převzato z obrázku 7.5.
R
‖
bz = 2, 85kN; R⊥bz = 3, 8kN

q′‖ = 0, 96kN/m; q′⊥ = 1, 28kN/m

Pz = 3, 25kN (= Vec)

P
‖
z = 1, 95kN; P⊥z = 2, 6kN

Normálové śıly

Na = NL
ca = −Raz = −5, 25kN; Nd = Ncd = NL

ec = 0; NP
b = −R‖bz = −2, 85kN;

NP
eb = −R‖bz + q′‖ · lbe = 1, 95kN (= P

‖
z )

Posouvaj́ıćı śıly

Vd = V L
cd = −F1 = −2, 0kN; Va = V L

fa = −Rax = −4, 0kN; Vfc = V L
cf = F2 − Rax = 0;

Vce = V L
ec = −F1 +Raz = 3, 25kN (V P

ec = Q−Rbz); V
P
b = −R⊥bz = −3, 8kN;

V P
eb = −R⊥bz + q′⊥ · lbe = 2, 6kN (= P⊥z )

Výpočet polohy nebezpečného pr̊uřezu n: xPn = Vb/q
′⊥ = 2, 968m; xLn = Veb/q

′⊥ = 2, 031m

Ohybové momenty

Ma = Mb = Md = 0; ML
f = −Rax · 2 = −8, 0kNm; ML

cf = −Rax · 4 + F2 · 2 = −8, 0kNm;
ML

cd = −F1 · 1 = −2, 0kNm; ML
ce = −F1 · 1−Rax · 4 + F2 · 2 = −10kNm;

MP
e = Rbz · 4−Q · 2 = R⊥bz · lbf − 1

2
· q′⊥ · ( lbe

2
)2 = 3, 0kNm

Výpočet extrémńıho momentu (v pr̊uřezu n): MP
n = R⊥bz · xPn − 1

2
· q′⊥ · (xPn )2 = 5, 641kNm

Výsledné vykresleńı vnitřńıch sil na rámu je na obrázku 7.6.

92



7.3. PŘÍKLAD - ŠIKMÝ RÁM 3

Obrázek 7.6: Výsledné pr̊uběhy vnitřńıch sil rámu z př́ıkladu 7.3
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7.4. OTÁZKY

7.4 Otázky

1. Zakreslete kladné směry všech vnitřńıch sil na rovinném obecně lomeném nosńıku.

2. Na zvoleném př́ıkladu graficky znázorněte rozděleńı na osovou a př́ıčnou úlohu u šikmého
prutu, který je zat́ıžen spojitým zat́ıžeńım kolmým k jeho ose.

3. Na zvoleném př́ıkladu graficky znázorněte rozděleńı na osovou a př́ıčnou úlohu u šikmého
prutu, který je zat́ıžen spojitým zat́ıžeńım p̊usob́ıćım na p̊udorysný pr̊umět.
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Kapitola 8

Vnitřńı śıly rovinně zakřiveného prutu

V této kapitole bude na př́ıkladech vysvětleno řešeńı vnitřńıch sil rovinně zakřivených nosńık̊u,
jejichž střednici tvoř́ı oblouk ve tvaru kvadratické paraboly [1]. Pro výpočet je počátek souřadnicové
soustavy umı́stěn ve vrcholu nosńıku, č́ımž jsou dány základńı geometrické vztahy zakřiveného
prutu:

rovnice paraboly

z = k · x2 [m] , ⇒ k =
za
x2a

=
zb
x2b

[m−1] , (8.1)

rovnice sklonu střednice prutu (tečna ke střednici)

tgψ =
dz

dx
= 2k · x [−] , (8.2)

goniometrické funkce úhlu sklonu střednice prutu

cosψ =
1√

1 + tg2 ψ
[−] , (8.3)

sinψ =
tgψ√

1 + tg2 ψ
[−] . (8.4)

Jelikož sklon střednice zakřiveného nosńıku je v každém jej́ım bodu jiný, maj́ı v každém
bodu jiný směr i posouvaj́ıćı a normálové śıly. Pro usnadněńı výpočtu se zaváděj́ı tzv. pomocné
vnitřńı śıly: svisla vnitřńı śıla S [kN] (ve směru osy z) a vodorovna (horizontalni) vnitřńı
śıla H [kN] (ve směru osy x), které se jednoduše definuj́ı ze statického schématu zadáńı
(např. př́ıklad 8.1). Princip výpočtu i znaménková konvence těchto pomocných vnitřńıch sil
S, H je shodná s výpočtem i znaménkovou konvenćı posouvaj́ıćıch a normálových sil př́ımého
vodorovného nosńıku (svislá zleva je kladná směrem nahoru, svislá zprava je kladná směrem
dol̊u, horizontálńı śıly jsou kladné, směřuj́ı-li ven z prutu), viz např. obrázek 8.2 i daľśı.

Rozkladem S, H sil do směru tečny ke střednici oblouku a kolmo ke střednici oblouku lze
definovat normálové N [kN] a posouvaj́ıćı V [kN] śıly v daném bodu pomoćı tzv. trans-
formačńıch vztah̊u (8.5) a (8.6). Schéma rozklad̊u S, H sil viz např. obrázek 8.2 i daľśı. Princip
výpočtu ohybových moment̊u M [kNm] je shodný jako u př́ımých prut̊u (kap 4) či lomených
nosńık̊u (kap 6).
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8.1. PŘÍKLAD - OBLOUK 1

Protože velikosti vnitřńıch sil jsou závislé nejen na velikosti a druhu zat́ıžeńı, ale i na
tvaru střednice, nelze jejich pr̊uběhy sestrojit analytickým zp̊usobem jako u př́ımých prut̊u
či lomených nosńık̊u. V př́ıpadě požadavku definováńı vnǐrtńıch sil pouze v určitých bodech,
poč́ıtaj́ı se vnitřńı śıly pouze v těchto bodech, jak je uvedeno v př́ıkladech 8.1 až 8.6. V př́ıpadě
potřeby źıskáńı pr̊uběh̊u vnitřńıch sil po délce prutu je potřeba použ́ıt analytické řešeńı, které
je vysvětleno na př́ıkladu 8.7.

Transformačńı vztahy pro výpočetN , V sil, jejichž odvozeńı je vysvětleno v př́ıkladu 8.1 obr. 8.2,
vztahy (8.21), (8.22) a (8.30), (8.31).

N = S · sinψ +H · cosψ [kN] . (8.5)

V = S · cosψ −H · sinψ [kN] , (8.6)

Poznámka:
Vnitřńı śıly lze poč́ıtat shodně jako jako u př́ımých prut̊u z levé i pravé strany s t́ım, že výpočet
je většinou jednodušš́ı i postačuj́ıćı z jedné z těchto stran. V následuj́ıćıch řešených př́ıkladech
je v rámci procvičeńı vysvětlen postup výpočtu zleva i zprava.

8.1 Př́ıklad - oblouk 1

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly v bodě d zakřiveného nosńıku dle obrázku 8.1. Hodnoty reakćı jsou
převzaty z kapitoly 3.

Obrázek 8.1: Schéma konstrukce př́ıkladu 8.1
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8.1.1 Řešeńı - oblouk 1

Rozbor geometrie

Souřadnice podporových bod̊u a a b určených ze zadáńı konstrukce:

xa = −3 [m] , za = 5 [m] , xb = 3 [m] , zb = 5 [m] , (8.7)

rovnice paraboly dle (8.1):

k =
za
x2a

=
zb
x2b

=
5

(±3)2
= 0, 55 [m−1] , (8.8)

z = k · x2 = 0, 55 · x2 [m] , (8.9)

rovnice sklonu střednice prutu dle (8.2)

tgψ =
dz

dx
= 2k · x = 2 · 0, 55 · x = 1, 11 · x [−] , (8.10)

z-ová souřadnice bodu d zd dle (8.9), je-li dle zadáńı konstrukce xd = 2 [m]

zd = k · x2d = 0, 55 · 22 = 2, 22 [m] , (8.11)

sklon střednice prutu v bodu d dle (8.10)

tgψd = 2k · xd = 1, 11 · xd = 1, 11 · 2 = 2, 22 [−] , (8.12)

goniometrické funkce úhlu sklonu střednice ψd v bodu d dle (8.3) a (8.4)

cosψd =
1√

1 + tg2 ψd

= 0, 4104 [−] , (8.13)

sinψd =
tgψd√

1 + tg2 ψd

= 0, 91192 [−] . (8.14)

Výpočet vnitřńıch sil v bodu d z pravé strany

Schéma pomocných vnitřńıch sil Sd,Hd dle výše uvedené znaménkové konvence i schéma vnitřńıch
sil Nd,Vd,Md viz obr. 8.2 nahoře.

Pomocná svislá vnitřńı śıla Sd poč́ıtaná z pravé strany

SP
d ≡ Sd = −Rbz = −20, 833 [kN] , (8.15)
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Obrázek 8.2: Schéma řešeńı př́ıkladu 8.1
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8.1. PŘÍKLAD - OBLOUK 1

pomocná horizontálńı vnitřńı śıla Hd poč́ıtaná z pravé strany

HP
d ≡ Hd = −Rbx = −50, 0 [kN] . (8.16)

Rozklad pomocné svislé vnitřńı śıly Sd do složek kolmé Sd⊥ (v obr. 8.2 značeno Sdk) a rovnoběžné
Sd‖ se střednićı oblouku:

Sd⊥ = Sd · cosψd = −20, 833 · 0, 4104 = −8, 549 [kN] , (8.17)

Sd‖ = Sd · sinψd = −20, 833 · 0, 91192 = −18, 998 [kN] , (8.18)

rozklad pomocné horizontálńı vnitřńı śıly Hd do složek kolmé Hd⊥ (v obr 8.2 značeno Hdk) a
rovnoběžné Hd‖ se střednićı oblouku:

Hd⊥ = Hd · sinψd = −50, 0 · 0, 91192 = −45, 596 [kN] , (8.19)

Hd‖ = Hd · cosψd = −50, 0 · 0, 4104 = −20, 52 [kN] . (8.20)

Normálová śıla Nd je dána součtem všech rovnoběžných pomocných vnitřńıch sil v bodu d
dle znaménkové konvence pro normálové śıly (kladná vede ven z prutu)

NP
d ≡ Nd = Sd‖+Hd‖ = Sd ·sinψd+Hd ·cosψd = −18, 998+(−20, 52) = −39, 518 [kN] , (8.21)

posouvaj́ıćı śıla Vd je dána součtem všech kolmých pomocných vnitřńıch sil v bodu d dle
znaménkové konvence pro posouvaj́ıćı śıly (zprava je kladná směrem dol̊u)

V P
d ≡ Vd = Sd⊥−Hd⊥ = Sd · cosψd−Hd · sinψd = −8, 549− (−45, 596) = 37, 047 [kN] , (8.22)

ohybový moment Md poč́ıtaný zprava je dán součtem všech moment̊u p̊usob́ıćıch na bod d
zprava dle znaménkové konvence pro ohybové momenty (kladný natahuje spodńı vlákna)

Md
P ≡Md = Rbz ·(3−xd)−Rbx ·(f−zd) = 20, 833 ·1−50 ·2, 778 = −118, 0566 [kNm] . (8.23)

Poznámka:

Rovnice (8.21) a (8.22) jsou zároveň odvozeńım transformačńıch vztah̊u (8.5) a (8.6).
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Výpočet vnitřńıch sil v bodu d z levé strany

Schéma pomocných vnitřńıch sil Sd,Hd dle výše uvedené znaménkové konvence i schéma vnitřńıch
sil Nd,Vd,Md viz obr. 8.2 dole.

Pomocná svislá vnitřńı śıla Sd poč́ıtaná z levé strany

SL
d ≡ Sd = −Raz = −20, 833 [kN] , (8.24)

pomocná horizontálńı vnitřńı śıla Hd poč́ıtaná z levé strany

HL
d ≡ Hd = −Q = −q · f = −10 · 5 = −50, 0 [kN] . (8.25)

Rozklad pomocné svislé vnitřńı śıly Sd do složek kolmé Sd⊥ (v obr. 8.2 značeno Sdk) a rovnoběžné
Sd‖ se střednićı oblouku:

Sd⊥ = Sd · cosψd = −20, 833 · 0, 4104 = −8, 549 [kN] , (8.26)

Sd‖ = Sd · sinψd = −20, 833 · 0, 912 = −19, 0 [kN] , (8.27)

rozklad pomocné horizontálńı vnitřńı śıly Hd do složek kolmé Hd⊥ (v obr. 8.2 značeno Hdk) a
rovnoběžné Hd‖ se střednićı oblouku:

Hd⊥ = Hd · sinψd = −50, 0 · 0, 9119 = −45, 596 [kN] , (8.28)

Hd‖ = Hd · cosψd = −50, 0 · 0, 4104 = −20, 52 [kN] . (8.29)

Normálová śıla Nd je dána součtem všech rovnoběžných pomocných vnitřńıch sil v bodu d
dle znaménkové konvence pro normálové śıly (kladná vede ven z prutu)

NL
d ≡ Nd = Sd‖+Hd‖ = Sd ·sinψd+Hd ·cosψd = −18, 998+(−20, 52) = −39, 518 [kN] , (8.30)

posouvaj́ıćı śıla Vd je dána součtem všech kolmých pomocných vnitřńıch sil v bodu d dle
znaménkové konvence pro posouvaj́ıćı śıly (zleva je kladná směrem nahoru)

V L
d ≡ Vd = Sd⊥−Hd⊥ = Sd · cosψd−Hd · sinψd = −8, 549− (−45, 596) = 37, 047 [kN] , (8.31)

ohybový moment Md poč́ıtaný zleva je dán součtem všech moment̊u p̊usob́ıćıch na bod d
zleva dle znaménkové konvence pro ohybové momenty (kladný natahuje spodńı vlákna)

ML
d ≡Md = −Raz ·(3+xd)−Q·(

f

2
−zd) = −20, 833·5−50·0, 278 = −118, 0566 [kNm] . (8.32)

Poznámka:

Rovnice (8.30) a (8.31) jsou zároveň odvozeńım transformačńıch vztah̊u (8.5) a (8.6).
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Alternativńı zp̊usob výpočtu vnitřńıch sil v bodu d, neboli kontrola rovnováhy
uvolněných část́ı prutu

Tento výpočet je uveden pouze pro doplněńı. Obecně plat́ı, je-li konstrukce v rovnováze, muśı
být rovněž v rovnováze každá jej́ı pomyslně oddělená část. Účinek pomyslně odstraněných část́ı
nahrazuj́ı vnitřńı śıly shodně jako při uvolněńı prut̊u lomených nosńık̊u (kap 6).

Obrázek 8.3: Rovnováha část́ı oblouku př́ıkladu 8.1

V bodu d je veden pomyslný řez konstrukćı dle obr. 8.3. Na levé části oblouku je účinek
odstraněné pravé části nahrazen pomocnými vnitřńımi silami Sd, Hd a ohybovým momen-
tem Md dle výše uvedené znaménkové konvence. Na pravé části oblouku je účinek odstraněné
levé části nahrazen rovněž pomocnými vnitřńımi silami Sd, Hd a ohybovým momentem Md

dle výše uvedené znaménkové konvence (obr. 8.3). Pro obě uvolněné části oblouku muśı být
splněny podmı́nky rovnováhy, ve kterých vystupuj́ı neznámé složky vnitřńıch sil Sd, Hd a Md.
Řešeńım těchto rovnic se źıskaj́ı hodnoty vnitřńıch sil. Nı́že uvedené rovnice jsou vyjádřené ve
znaménkové konvenci shodné s podmı́nkami rovnováhy při výpočtu reakćı.

Podmı́nky rovnováhy levé části (úsek ad):

∑
Fix = 0 :

Q+Hd = 0

10 · 5 +Hd = 0

Hd = −50 [kN] ,

(8.33)

∑
Fiz = 0 :

Raz + Sd = 0

20, 833 + Sd = 0

Sd = −20, 833 [kN] ,

(8.34)
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∑
Mid = 0 :

Raz · (3 + xd) +Q · (f
2
− zd) +Md = 0

20, 833 · 5 + 50 · 0, 278 +Md = 0

Md = −118, 0566 [kN] .

(8.35)

∑
Mia = 0 : (kontrola)

− Sd · (3 + xd)−Hd · (f − zd)−Q ·
f

2
+Md = 0

− (−20, 833) · 5− (−50) · 2, 778− 50 · 2, 5 + (−118, 0566) = 0 .

(8.36)

Podmı́nky rovnováhy pravé části (úsek bd):∑
Fix = 0 :

−Rbx −Hd = 0

50−Hd = 0

Hd = −50 [kN] ,

(8.37)

∑
Fiz = 0 :

−Rbz − Sd = 0

− 20, 833− Sd = 0

Sd = −20, 833 [kN] ,

(8.38)

∑
Mid = 0 :

Rbz · (3− xd)−Rbx · (f − zd)−Md = 0

20, 833 · 1− 50 · 2, 778−Md = 0

Md = −118, 0566 [kNm] .

(8.39)

∑
Mib = 0 : (kontrola)

− Sd · (3− xd) +Hd · (f − zd)−Md = 0

− (−20, 833) · 1 + (−50) · 2, 778− (−118, 0566) = 0 .

(8.40)
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8.2 Př́ıklad - oblouk 2

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly v bodě c zakřiveného nosńıku dle obrázku 8.4 nahoře. Hodnoty reakćı
jsou převzaty z kapitoly 3.

8.2.1 Řešeńı - oblouk 2

Rozbor geometrie

Souřadnice podporových bod̊u a a b určených ze zadáńı konstrukce:

xa = −5 [m] , za = 4 [m] , xb = 5 [m] , zb = 4 [m] , (8.41)

rovnice paraboly dle (8.1):

k =
za
x2a

=
zb
x2b

=
4

(±5)2
= 0, 16 [m−1] , (8.42)

z = k · x2 = 0, 16 · x2 [m] , (8.43)

rovnice sklonu střednice prutu dle (8.2)

tgψ =
dz

dx
= 2k · x = 2 · 0, 16 · x = 0, 32 · x [−] , (8.44)

z-ová souřadnice bodu c zc dle (8.43), je-li dle zadáńı konstrukce xc = 2, 5 [m]

zc = k · x2c = 0, 16 · 2, 52 = 1, 0 [m] , (8.45)

sklon střednice prutu v bodu c dle (8.44)

tgψc = 2k · xc = 0, 32 · xc = 0, 32 · 2, 5 = 0, 8 [−] , (8.46)

goniometrické funkce úhlu sklonu střednice ψc v bodu c dle (8.3) a (8.4)

cosψc =
1√

1 + tg2 ψc

= 0, 7809 [−] , (8.47)

sinψc =
tgψc√

1 + tg2 ψc

= 0, 6247 [−] . (8.48)
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Obrázek 8.4: Schéma konstrukce př́ıkladu 8.2
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Výpočet vnitřńıch sil v bodu c z pravé strany

Schéma pomocných vnitřńıch sil Sc,Hc dle výše uvedené znaménkové konvence i schéma vnitřńıch
sil Nc,Vc,Mc viz obr. 8.4 uprostřed.

Pomocná svislá vnitřńı śıla Sc poč́ıtaná z pravé strany

SP
c ≡ Sc = −Rbz + q · (5− xc) = −50 + 10 · 2, 5 = −25 [kN] , (8.49)

pomocná horizontálńı vnitřńı śıla Hc je nulová, nebot’ se zde nevyskytuj́ı žádné śıly ve směru
osy x.

HP
c ≡ Hc = 0 [kN] . (8.50)

Rozklad pomocné svislé vnitřńı śıly Sc do složek kolmé Sc⊥ a rovnoběžné se střednićı oblouku:

Sc⊥ = Sc · cosψc = −25 · 0, 7809 = −19, 5225 [kN] , (8.51)

Sc‖ = Sc · sinψc = −25 · 0, 6247 = −15, 6175 [kN] , (8.52)

rozklad pomocné horizontálńı vnitřńı śıly Hc do složek kolmé Hc⊥ a rovnoběžné Hc‖ se střednićı
oblouku neńı třeba poč́ıtat, nebot’ jsou nulové (Hc = 0, (8.50)).

Normálová śıla Nc je dána součtem všech rovnoběžných pomocných vnitřńıch sil v bodu c
dle znaménkové konvence pro normálové śıly (kladná vede ven z prutu)

NP
c ≡ Nc = Sc‖ +Hc‖ = Sc · sinψc + 0 = −15, 6175 [kN] , (8.53)

posouvaj́ıćı śıla Vc je dána součtem všech kolmých pomocných vnitřńıch sil v bodu c dle
znaménkové konvence pro posouvaj́ıćı śıly (zprava je kladná směrem dol̊u)

V P
c ≡ Vc = Sc⊥ −Hc⊥ = Sc · cosψc − 0 = −19, 5225 [kN] , (8.54)

ohybový moment Mc poč́ıtaný zprava je dán součtem všech moment̊u p̊usob́ıćıch na bod c
zprava dle znaménkové konvence pro ohybové momenty (kladný natahuje spodńı vlákna)

Mc
P ≡Mc = Rbz · (5− xc)− q ·

(5− xc)2

2
= 50 · 2, 5− 10 · 2, 52

2
= 93, 75 [kNm] . (8.55)

Poznámka:

Rovnice (8.53) a (8.54) jsou zároveň odvozeńım transformačńıch vztah̊u (8.5) a (8.6).
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Výpočet vnitřńıch sil v bodu c z levé strany

Schéma pomocných vnitřńıch sil Sc,Hc dle výše uvedené znaménkové konvence i schéma vnitřńıch
sil Nc,Vc,Mc viz obr. 8.4 dole.

Pomocná svislá vnitřńı śıla Sc poč́ıtaná z levé strany

SL
c ≡ Sc = Raz − q · (5 + xc) = 50− 10 · 7, 5 = −25 [kN] , (8.56)

pomocná horizontálńı vnitřńı śıla Hc je nulová, nebot’ se zde nevyskytuj́ı žádné śıly ve směru
osy x.

HL
c ≡ Hc = 0 [kN] . (8.57)

Rozklad pomocné svislé vnitřńı śıly Sc do složek kolmé Sc⊥ a rovnoběžné Sc‖ se střednićı
oblouku:

Sc⊥ = Sc · cosψd = −25 · 0, 7809 = −19, 5225 [kN] , (8.58)

Sc‖ = Sc · sinψc = −25 · 0, 6247 = −15, 6175 [kN] , (8.59)

rozklad pomocné horizontálńı vnitřńı śıly Hc do složek kolmé Hc⊥ a rovnoběžné Hc‖ se střednićı
oblouku neńı třeba poč́ıtat, nebot’ jsou nulové (Hc = 0, (8.57)).

Normálová śıla Nc je dána součtem všech rovnoběžných pomocných vnitřńıch sil v bodu c
dle znaménkové konvence pro normálové śıly (kladná vede ven z prutu)

NL
c ≡ Nc = Sd‖ +Hd‖ = Sc · sinψc + 0 = −15, 6175 [kN] , (8.60)

posouvaj́ıćı śıla Vc je dána součtem všech kolmých pomocných vnitřńıch sil v bodu c dle
znaménkové konvence pro posouvaj́ıćı śıly (zleva je kladná směrem nahoru)

V L
c ≡ Vc = Sd⊥ −Hc⊥ = Sc · cosψc − 0 = −19, 5225 [kN] , (8.61)

ohybový moment Mc poč́ıtaný zleva je dán součtem všech moment̊u p̊usob́ıćıch na bod c
zleva dle znaménkové konvence pro ohybové momenty (kladný natahuje spodńı vlákna)

ML
c ≡Mc = Raz · (5+xc)−q ·

(5 + xc)
2

2
−Rax · (f−zc) = 50 ·7, 5−10 · 7, 5

2

2
−0 = 93, 75 [kNm] .

(8.62)

Poznámka:

Rovnice (8.60) a (8.61) jsou zároveň odvozeńım transformačńıch vztah̊u (8.5) a (8.6).
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Alternativńı zp̊usob výpočtu vnitřńıch sil v bodu c, neboli kontrola rovnováhy
uvolněných část́ı prutu

Tento výpočet je uveden pouze pro doplněńı. Obecně plat́ı, je-li konstrukce v rovnováze, muśı
být rovněž v rovnováze každá jej́ı pomyslně oddělená část. Účinek pomyslně odstraněných část́ı
nahrazuj́ı vnitřńı śıly shodně jako při uvolněńı prut̊u lomených nosńık̊u (kap 6).

V bodu c je veden pomyslný řez konstrukćı dle obr. 8.3. Na levé části oblouku je účinek
odstraněné pravé části nahrazen pomocnými vnitřńımi silami Sc, Hc a ohybovým momen-
tem Mc dle výše uvedené znaménkové konvence. Na pravé části oblouku je účinek odstraněné
levé části nahrazen rovněž pomocnými vnitřńımi silami Sc, Hc a ohybovým momentem Mc

dle výše uvedené znaménkové konvence (obr. 8.5). Pro obě uvolněné části oblouku muśı být
splněny podmı́nky rovnováhy, ve kterých vystupuj́ı neznámé složky vnitřńıch sil Sc, Hc a Mc.
Řešeńım těchto rovnic se źıskaj́ı hodnoty vnitřńıch sil. Nı́že uvedené rovnice jsou vyjádřené ve
znaménkové konvenci shodné s podmı́nkami rovnováhy při výpočtu reakćı.

Obrázek 8.5: Rovnováha část́ı oblouku př́ıkladu 8.2

Podmı́nky rovnováhy levé části (úsek ac):

∑
Fix = 0 :

Rax +Hc = 0

0 +Hc = 0

Hc = 0 [kN] ,

(8.63)

∑
Fiz = 0 :

−Raz + q · (5 + xc) + Sc = 0

− 50 + 10 · 7, 5 + Sc = 0

Sc = −25, 0 [kN] ,

(8.64)
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∑
Mic = 0 :

−Raz · (5 + xc) + q · (5 + xc)
2

2
−Hc · (f − zc) +Mc = 0

− 50 · 7, 5 + 10 · 7, 52

2
− 0 +Mc = 0

Mc = 93, 75 [kNm] .

(8.65)

∑
Mia = 0 : (kontrola)

− Ss · (5 + xc)−Hc · (f − zc)− q ·
7, 52

2
+Mc = 0

− (−25) · 7, 5− 0− 10 · 7, 52

2
+ 93, 75 = 0 .

(8.66)

Podmı́nky rovnováhy pravé části (úsek bc):∑
Fix = 0 :

−Hc = 0

Hc = 0 [kN] ,

(8.67)

∑
Fiz = 0 :

q · (5− xc)−Rbz − Sc = 0

10 · 2, 5− 50− Sc = 0

Sc = −25, 0 [kN] ,

(8.68)

∑
Mic = 0 :

Rbz · (5− xc)− q ·
(5− xc)2

2
−Mc = 0

50 · 2, 5− 10 · 2, 52

2
−Mc = 0

Mc = 93, 75 [kNm] .

(8.69)

∑
Mib = 0 : (kontrola)

− Sc · (5− xc) +Hc · (f − zc) + q · (5− xc)2
2

−Mc = 0

− (−25, 0) · 2, 5 + 0 + 10 · 2, 52

2
− 93, 75 = 0 .

(8.70)
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8.3 Př́ıklad - oblouk 3

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly v bodech c a d zakřiveného nosńıku dle obrázku 8.6. Hodnoty reakćı jsou
převzaty z kapitoly 3.

Obrázek 8.6: Schéma konstrukce př́ıkladu 8.3

8.3.1 Řešeńı - oblouk 3

Rozbor geometrie

Souřadnice podporových bod̊u a a b určených ze zadáńı konstrukce:

xa = −3 [m] , za = 4 [m] , xb = 3 [m] , zb = 4 [m] , (8.71)

rovnice paraboly dle (8.1):

k =
za
x2a

=
zb
x2b

=
4

(±3)2
= 0, 44 [m−1] , (8.72)

z = k · x2 = 0, 44 · x2 [m] , (8.73)

rovnice sklonu střednice prutu dle (8.2)

tgψ =
dz

dx
= 2k · x = 2 · 0, 44 · x = 0, 88 · x [−] , (8.74)

z-ová souřadnice bodu c zc dle (8.73), je-li dle zadáńı konstrukce xc = 1, 5 [m]

zc = k · x2c = 0, 44 · 1, 52 = 1, 0 [m] , (8.75)
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sklon střednice prutu v bodu c dle (8.74)

tgψc = 2k · xc = 0, 88 · xc = 0, 88 · 1, 5 = 1, 33 [−] , (8.76)

goniometrické funkce úhlu sklonu střednice ψc v bodu c dle (8.3) a (8.4)

cosψc =
1√

1 + tg2 ψc

= 0, 60 [−] , (8.77)

sinψc =
tgψc√

1 + tg2 ψc

= 0, 80 [−] . (8.78)

z-ová souřadnice bodu d zd dle (8.73), je-li dle zadáńı konstrukce xc = 2, 0 [m]

zd = k · x2d = 0, 44 · 2, 02 = 1, 77 [m] , (8.79)

sklon střednice prutu v bodu d dle (8.74)

tgψd = 2k · xd = 0, 88 · xd = 0, 88 · 2, 0 = 1, 77 [−] , (8.80)

goniometrické funkce úhlu sklonu střednice ψd v bodu d dle (8.3) a (8.4)

cosψd =
1√

1 + tg2 ψd

= 0, 49026 [−] , (8.81)

sinψd =
tgψd√

1 + tg2 ψd

= 0, 871576 [−] . (8.82)

Výpočet vnitřńıch sil v bodu c

Schéma pro výpočet vnitřńıch sil Sc,Hc dle výše uvedené znaménkové konvence i schéma
vnitřńıch sil Nc,Vc,Mc z levé i pravé strany viz obr. 8.7.Výpočet je jednoduchý, proto jsou
zde uvedeny pouze výsledky:

Hc = −10, 0 [kN] , Sc = 3, 7037 [kN] , (8.83)

Nc = −3, 037 [kN] , Vc = 10, 22 [kN] , Mc = 13, 33 [kNm] . (8.84)

Výpočet vnitřńıch sil v bodu d

Výpočet je složitěǰśı, nebot’ v bodu d je osamělé zat́ıžeńı vodorovnou silou F . V tomto bodu
tud́ıž docháźı ke skokové změně horizontálńı śıly a stejně jako u př́ımých prut̊u, i tady je
nutno spoč́ıtat 2 hodnoty této śıly: Hda v limitńı vzdálenosti (limitně) vlevo od śıly F a Hdb

limitně vpravo od śıly F . Sd i Md maj́ı limitně vlevo i vpravo od bodu d neměnné hodnoty
(Sda ≡ Sdb ≡ Sd), (Mda ≡ Mdb ≡ Md). Výpočet lze opět provést z obou stran, což je v této
kapitole v rámci procvičeńı provedeno, přičemž postačuj́ıćı je výpočet pouze z jedné strany.
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Obrázek 8.7: Schéma řešeńı př́ıkladu 8.3 - bod c
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Výpočet vnitřńıch sil v bodu d z levé strany

Výpočet vnitřńıch sil v bodu da z levé strany

Sledovaný bod da lež́ı vlevo-v limitńı vzdálenosti (limitně) od p̊usobǐstě śıly F , tud́ıž na úseku
a− d. Śıla F tedy p̊usob́ı na úseku d− b. Schéma řešeńı je na obrázku 8.8 nahoře.

SL
da ≡ SL

d = Raz = 3, 7037 [kN] , (8.85)

HL
da = −Rax = −10, 0 [kN] , (8.86)

Sd⊥ = Sd · cosψd = 3, 7037 · 0, 49026 = 1, 8158 [kN] , (8.87)

Sd‖ = Sd · sinψd = 3, 7037 · 0, 871576 = 3, 2281 [kN] , (8.88)

Hda‖ = Hda · cosψd = −10, 0 · 0, 49026 = −4, 9026 [kN] , (8.89)

Hda⊥ = Hda · sinψd = −10, 0 · 0, 87158 = −8, 7158 [kN] , (8.90)

NL
da = Sd‖ +Hda‖ = 3, 2281 + (−4, 9026) = −1, 675 [kN] , (8.91)

V L
da = Sd⊥ −Hda⊥ = 1, 8158− (−8, 7158) = 10, 532 [kN] , (8.92)

ML
da ≡ML

db ≡ML
d = Raz·(3+xd)−Rax·(f−zd) = Raz·5−Rax·2, 22 = −3, 7037 [kNm] . (8.93)

Výpočet vnitřńıch sil v bodu db z levé strany

Sledovaný bod db lež́ı vpravo-v limitńı vzdálenosti (limitně) od p̊usobǐstě śıly F , tud́ıž na úseku
b− d. Śıla F tedy p̊usob́ı na úseku d− a. Schéma řešeńı je na obrázku 8.8 dole.

SL
db ≡ SL

d = Raz = 3, 7037 [kN] , (8.94)

HL
db = −Rax + F = 0 [kN] , (8.95)

Sd⊥ = Sd · cosψd = 3, 7037 · 0, 49026 = 1, 8158 [kN] , (8.96)

Sd‖ = Sd · sinψd = 3, 7037 · 0, 871576 = 3, 2281 [kN] , (8.97)

Hda‖ = Hda · cosψd = 0 [kN] , (8.98)

Hda⊥ = Hda · sinψd = 0 [kN] , (8.99)

NL
db = Sd‖ +Hda‖ = 3, 2281 + 0 = 3, 2281 [kN] , (8.100)

V L
db = Sd⊥ −Hdb⊥ = 1, 8158− 0 = 1, 8158 [kN] , (8.101)

ML
db ≡ML

da ≡ML
d = Raz · (3 + xd)−Rax · (f − zd) = −3, 7037 [kNm] . (8.102)
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Obrázek 8.8: Schéma řešeńı př́ıkladu 8.3 - bod d, řešeńı zleva
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Výpočet vnitřńıch sil v bodu d z pravé strany

Výpočet vnitřńıch sil v bodu db z pravé strany

Sledovaný bod db lež́ı vpravo-v limitńı vzdálenosti (limitně) od p̊usobǐstě śıly F , tud́ıž na úseku
b− d. Śıla F tedy p̊usob́ı na úseku d− a. Schéma řešeńı je na obrázku 8.9 nahoře.

SP
db ≡ SP

d = Rbz = 3, 7037 [kN] , (8.103)

HL
db = 0 [kN] , (8.104)

Sd⊥ = Sd · cosψd = 3, 7037 · 0, 49026 = 1, 8158 [kN] , (8.105)

Sd‖ = Sd · sinψd = 3, 7037 · 0, 871576 = 3, 2281 [kN] , (8.106)

Hdb⊥ = Hdb · sinψd = 0 [kN] , (8.107)

Hdb‖ = Hdb · cosψd = 0 [kN] , (8.108)

NP
db = Sd‖ +Hdb‖ = 3, 2281 + 0 = 3, 2281 [kN] , (8.109)

V P
db = Sd⊥ −Hdb⊥ = 1, 8158− 0 = 1, 8158 [kN] , (8.110)

MP
db ≡MP

da ≡MP
d = −Rbz · (3− xd) = −3, 7037 [kNm] . (8.111)

Výpočet vnitřńıch sil v bodu da z pravé strany

Sledovaný bod da lež́ı vlevo-v limitńı vzdálenosti (limitně) od p̊usobǐstě śıly F , tud́ıž na úseku
a− d. Śıla F tedy p̊usob́ı na úseku d− b. Schéma řešeńı je na obrázku 8.9 dole.

SP
da ≡ SL

d = Rbz = 3, 7037 [kN] , (8.112)

HP
da = −F = −10, 0 [kN] , (8.113)

Sd⊥ = Sd · cosψd = 3, 7037 · 0, 49026 = 1, 8158 [kN] , (8.114)

Sd‖ = Sd · sinψd = 3, 7037 · 0, 871576 = 3, 2281 [kN] , (8.115)

Hda‖ = Hda · cosψd = −10, 0 · 0, 49026 = −4, 9026 [kN] , (8.116)

Hda⊥ = Hda · sinψd = −10, 0 · 0, 87158 = −8, 7158 [kN] , (8.117)

NP
da = Sd‖ +Hda‖ = 3, 2281 + (−4, 9026) = −1, 675 [kN] , (8.118)

V P
da = Sd⊥ −Hda⊥ = 1, 8158− (−8, 7158) = 10, 532 [kN] , (8.119)

MP
da ≡MP

db ≡MP
d = −Rbz · (3− xd) = −3, 7037 [kNm] . (8.120)
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Obrázek 8.9: Schéma řešeńı př́ıkladu 8.3 - bod d, řešeńı zprava
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Kontroly rovnováhy část́ı oblouk̊u

Jedná se o doplňkové výpočty.

Kontrola rovnováhy úseku a− da (obr. 8.10 vlevo nahoře)∑
Fix = 0 :

Rax +Hda = 0

10 + (−10) = 0,

(8.121)

∑
Fiz = 0 :

−Raz + Sd = 0

− 3, 7 + 3, 7 = 0,

(8.122)

∑
Mid = 0 :

−Raz · 5 +Rax · 2, 22 +Mc = 0

− 3, 7037 · 5 + 10 · 2, 22 + (−3, 7037) = 0,

(8.123)

∑
Mia = 0 : (alternativa)

− Sd · 5−Hda · 2, 22 +Md = 0

− 3, 7037 · 5− (−10) · 2, 22 + (−3, 7037) = 0.

(8.124)

Kontrola rovnováhy úseku b− da (obr. 8.10 vpravo nahoře)∑
Fix = 0 :

− F −Hda = 0

(−10)− (−10) = 0,

(8.125)

∑
Fiz = 0 :

Rbz − Sd = 0

3, 7− 3, 7 = 0,

(8.126)

∑
Mid = 0 :

−Rbz · 1−Md = 0

− 3, 7037 · 1− (−3, 7037) = 0,

(8.127)

∑
Mib = 0 : (alternativa)

− Sd · 1 +Hda · 2, 22 + F · 2, 22−Md = 0

− 3, 7037 · 1 + (−10) · 2, 22 + 10 · 2, 22− (−3, 7037) = 0.

(8.128)
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Obrázek 8.10: Rovnováha část́ı oblouku př́ıkladu 8.3
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Kontrola rovnováhy úseku a− db
(obr. 8.10 vlevo dole)

∑
Fix = 0 :

Rax +Hdb − F = 0

10 + 0− 10 = 0,

(8.129)

∑
Fiz = 0 :

−Raz + Sd = 0

− 3, 7 + 3, 7 = 0,

(8.130)

∑
Mid = 0 :

−Raz · 5 +Rax · 2, 22 +Mc = 0

− 3, 7037 · 5 + 10 · 2, 22 + (−3, 7037) = 0,

(8.131)

∑
Mia = 0 : (alternativa)

− Sd · 5−Hdb · 2, 22 + F · 2, 22 +Md = 0

− 3, 7037 · 5− 0 + 10 · 2, 22 + (−3, 7037) = 0.

(8.132)

Kontrola rovnováhy úseku b− db
(obr. 8.10 vpravo dole)

∑
Fix = 0 :

−Hdb = 0

− 0 = 0,

(8.133)

∑
Fiz = 0 :

Rbz − Sd = 0

3, 7− 3, 7 = 0,

(8.134)

∑
Mid = 0 :

−Rbz · 1−Md = 0

− 3, 7037 · 1− (−3, 7037) = 0,

(8.135)

∑
Mib = 0 : (alternativa)

− Sd · 1 +Hdb · 2, 22−Md = 0

− 3, 7037 · 1 + 0− (−3, 7037) = 0.

(8.136)
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8.4 Př́ıklad - oblouk 4

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly v bodech c a d zakřiveného nosńıku dle obrázku 8.11. Hodnoty reakćı
jsou převzaty z kapitoly 3.

Řešeńı - oblouk 4

Rozbor geometrie

xa = −3 [m] , za = 4 [m] , xb = 3 [m] , zb = 4 [m] , (8.137)

k =
za
x2a

=
zb
x2b

= 0, 44 [m−1] , (8.138)

z = k · x2 = 0, 44 · x2 [m] , (8.139)

tgψ = 2k · x = 0, 88 · x [−] , (8.140)

zc = k · x2c = 0, 44 [m] , (8.141)

tgψc = 2k · xc = 0, 88 [−] , (8.142)

cosψc =
1√

1 + tg2 ψc

= 0, 7474 [−] , (8.143)

sinψc =
tgψc√

1 + tg2 ψc

= 0, 6644 [−] . (8.144)

zd = k · x2d = 1, 77 [m] , (8.145)

tgψd = 2k · xd = 1, 77 [−] , (8.146)

cosψd =
1√

1 + tg2 ψd

= 0, 49026 [−] , (8.147)

sinψd =
tgψd√

1 + tg2 ψd

= 0, 871576 [−] . (8.148)

Výpočet vnitřńıch sil v bodu c

Schéma pro výpočet vnitřńıch sil viz obr. 8.11.
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Obrázek 8.11: Schéma konstrukce př́ıkladu 8.4
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Výpočet vnitřńıch sil v bodu c z pravé strany

Schéma pomocných vnitřńıch sil Sc,Hc dle výše uvedené znaménkové konvence viz obr. 8.11 uprostřed.

SP
c ≡ Sc = −Rbz + q · 2 = −2, 5 [kN] , (8.149)

HP
c ≡ Hc = 0 [kN] . (8.150)

Sc⊥ = Sc · cosψc = −2, 5 · 0, 7474 = −1, 8685 [kN] , (8.151)

Sc‖ = Sc · sinψc = −2, 5 · 0, 6644 = −1, 661 [kN] , (8.152)

NP
c = Sc‖ +Hc‖ = Sc‖ + 0 = −1, 661 [kN] , (8.153)

V P
c = Sc⊥ −Hc⊥ = Sc⊥ − 0 = −1, 869 [kN] , (8.154)

Mc
P = Rbz · 2− q ·

(2)2

2
= 25 [kNm] . (8.155)

Výpočet vnitřńıch sil v bodu c z levé strany

Schéma pomocných vnitřńıch sil Sc,Hc dle výše uvedené znaménkové konvence viz obr. 8.11 dole.

SL
c ≡ Sc = Raz − q · 1 = −2, 5 [kN] , (8.156)

HL
c ≡ Hc = 0 [kN] . (8.157)

Sc⊥ = Sc · cosψc = −2, 5 · 0, 7474 = −1, 8685 [kN] , (8.158)

Sc‖ = Sc · sinψc = −2, 5 · 0, 6644 = −1, 661 [kN] , (8.159)

NL
c = Sc‖ +Hc‖ = Sc‖ + 0 = −1, 661 [kN] , (8.160)

V P
c = Sc⊥ −Hc⊥ = Sc⊥ − 0 = −1, 869 [kN] , (8.161)

Mc
P = Raz · 4− q ·

(1)2

2
= 25 [kNm] . (8.162)

Hodnoty vnitřńıch sil v bodu d

Hd = 0 [kN] , Sd = −12, 5 [kN], (8.163)

Nd = −10, 895 [kN] , Vd = −6, 128, [kN] , Md = 17, 5 [kNm] . (8.164)
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8.5 Př́ıklad - oblouk 5

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly v bodech c a d zakřiveného nosńıku dle obrázku 8.12. Hodnoty reakćı
jsou převzaty z kapitoly 3.

Obrázek 8.12: Schéma konstrukce př́ıkladu 8.5

8.5.1 Řešeńı - oblouk 5

Výsledky řešeńı pro bod c

k = 0, 25 [m−1] , zc = 0, 25 [m] , sinψc = 0, 4472 [−] , cosψc = 0, 8944 [−] , (8.165)

Hc = −37, 5 [kN] , Sc = 10, 0 [kN] , (8.166)

Nc = −12, 298 [kN] , Vc = −24, 596 [kN] , Mc = −100, 3125 [kNm] . (8.167)

Výsledky řešeńı pro bod d

Schéma řešeńı z pravé i levé strany viz obrázek 8.13.

k = 0, 25 [m−1] , zd = 1, 0 [m] , sinψd = cosψd = 0, 7071 [−] , (8.168)

Hd = −30, 0 [kN] , Sd = 10, 0 [kN] , (8.169)

Nd = 28, 28 [kN] , Vd = −14, 142 [kN] , Md = −65, 0 [kNm] . (8.170)
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Obrázek 8.13: Schéma řešeńı př́ıkladu 8.5 - bod d
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8.6 Př́ıklad - oblouk 6

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly v bodech c, d a e zakřiveného nosńıku dle obrázku 8.14. Hodnoty reakćı
jsou převzaty z kapitoly 3.

Obrázek 8.14: Schéma konstrukce př́ıkladu 8.6

8.6.1 Řešeńı - oblouk 6

Výsledky řešeńı pro bod c

k = 0, 44 [m−1] , zc = 1, 0 [m] , sinψc = 0, 80 [−] , cosψc = 0, 60 [−] , (8.171)

Hc = 0 [kN] , Sc = 1, 66 [kN] , (8.172)

Nc = −1, 33 [kN] , Vc = 0, 99 [kN] , Mc = 6, 66 [kNm] . (8.173)

Výsledky řešeńı pro bod e

k = 0, 44 [m−1] , ze = 2, 77 [m] , sinψe = 0, 91192 [−] , cosψe = 0, 41036 [−] , (8.174)

He = 0 [kN] , Se = −8, 33 [kN] , (8.175)

Ne = −7, 5993 [kN] , Ve = −3, 4197 [kN] , Me = 4, 166 [kNm] . (8.176)
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Výsledky řešeńı pro bod d

Řešeńı vnitřńıch sil bodu d je podobné s řešeńım bodu d v př́ıkladu 8.3. Prut je v tomto mı́stě
zat́ıžen svislým osamělým zat́ıžeńım, což zp̊usob́ı skokovou změnu svislé pomocné vnitřńı śıly,
kterou je nutné definovat limitně vlevo Sda i limitně vpravo Sdb od bodu d. Skoková změna se
projev́ı také v normálové Nda, Ndb i posouvaj́ıćı śıle Vda, Vdb. Horizontálńı pomocná vnitřńı śıla
Hd i ohybový moment Md jsou v bodu d neměnné.

Schéma řešeńı bodu da i db z pravé strany viz obrázek 8.15, z levé strany viz obrázek 8.16.

k = 0, 44 [m−1] , zd = 1, 77 [m] , sinψd = 0, 87158 [−] , cosψd = 0, 49026 [−] , (8.177)

Hd = 0 [kN] , (8.178)

Md = 8, 33 [kNm] . (8.179)

Sda = 1, 66 [kN] , Sdb = −8, 33 [kN] , (8.180)

Nda = 1, 4556 [kN] , Ndb = −7, 2633 [kN] , (8.181)

Vda = 0, 8188 [kN] , Vdb = −4, 0858 [kN] . (8.182)
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Obrázek 8.15: Schéma řešeńı př́ıkladu 8.6 - bod d, řešeńı zprava
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Obrázek 8.16: Schéma řešeńı př́ıkladu 8.6 - bod d, řešeńı zleva
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8.7 Př́ıklad - oblouk 7

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly po celé délce zakřiveného nosńıku dle obrázku 8.17. Pr̊uběhy vnitřńıch
sil vykreslete. Hodnoty reakćı jsou převzaty z kapitoly 3.

Obrázek 8.17: Schéma konstrukce př́ıkladu 8.7

8.7.1 Řešeńı - oblouk 7

Obecné rovnice

Je zadáno definovat vnitřńı śıly po celé délce zakřiveného nosńıku. Pro řešeńı tohoto typu
úlohy je potřeba definovat všechny rovnice v obecném tvaru, které budou následně využity pro
analytické řešeńı pomoćı tabulkového výpočtu, tady v software excelu.

Souřadnice podporových bod̊u a a b určených ze zadáńı konstrukce:

xa = −5 [m] , za = 4 [m] , xb = 5 [m] , zb = 4 [m] , (8.183)

rovnice paraboly dle (8.1)

k =
za
x2a

=
zb
x2b

=
4

(±5)2
= 0, 16 [m−1] , (8.184)

rovnice z-ové souřadnice paraboly dle (8.1)

z(x) = k · x2 = 0, 16 · x2 [m] , (8.185)

rovnice sklonu střednice prutu dle (8.2)

tgψ(x) =
dz

dx
= 2k · x = 2 · 0, 16 · x = 0, 32 · x [−] , (8.186)
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rovnice goniometrických funkćı úhlu sklonu střednice dle (8.3) a (8.4)

cosψ(x) =
1√

1 + tg2 ψ(x)
[−] , (8.187)

sinψ(x) =
tgψ(x)√

1 + tg2 ψ(x)
[−] , (8.188)

rovnice pomocné svislé vnitřńı śıly S(x), která je po celé délce oblouku konstantńı

S(x) = −Raz = −2, 40 [kN] , (8.189)

rovnice pomocné horizontálńı vnitřńı śıly H(x) pro levou část oblouku (xa ≤ x ≤ 0)

H(x)L = −q · z(x) = −q · k · x2 = −0, 48 · x2 [kN] , (8.190)

rovnice pomocné horizontálńı vnitřńı śıly H(x) v pravé části oblouku (0 ≤ x ≤ xb), která je
zde konstantńı

H(x)P = −Q = −12, 0 [kN] , (8.191)

pro výpočet vnitřńıch sil N(x), V (x) se využij́ı transformačńı vztahy (8.5) a (8.6)

N(x) = S(x) · sinψ(x) +H(x) · cosψ(x) [kN] , (8.192)

V (x) = S(x) · cosψ(x)−H(x) · sinψ(x) [kN] , (8.193)

rovnice ohybového momentu M(x) pro levou část oblouku (xa ≤ x ≤ 0)

M(x)L = Raz · (5 + x)− q · (f − z(x))2

2
[kNm] , (8.194)

rovnice ohybového momentu M(x) pro pravou část oblouku (0 ≤ x ≤ xb)

M(x)P = Raz · (5 + x)−Q · (f
2
− z(x)) [kNm] . (8.195)

Definováńı vnitřńıch sil pomoćı tabulkového výpočtu

Rozpět́ı oblouku xa ≤ x ≤ xb je rozděleno na určitý počet d́ılk̊u (č́ım hustěǰśı děleńı, t́ım
přesněǰśı výpočet) a pro každý hraničńı bod jsou pomoci rovnic (8.185) až (8.195) definovány
požadované veličiny dle tabulky v obrázku 8.18. Z vypočtených hodnot je možné vykreslit
pr̊uběhy vnitřńıch sil (obr. 8.18).
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Obrázek 8.18: Pr̊uběhy vnitřńıch sil př́ıkladu 8.7
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Kapitola 9

Rovinné nosńıkové soustavy :
Gerber̊uv nosńık

Spojitý nosńık s vloženými klouby se nazývá také Gerberovým nosńıkem. Jedná se o kinema-
ticky i staticky určitou konstrukci, která se skládá z několika prut̊u spojených vnitřńımi mo-
mentovými klouby, jednou vněǰśı vazbou, která bráńı proti posunut́ı ve směru prut̊u (směr vo-
dorovný), a v́ıce než dvěmi vazbami, které bráńı posunut́ı ve směru kolmém k osám prut̊u (směr
svislý). Na Gerberově nosńıku lze pozorovat krajńı a vnitřńı podpory a krajńı či vnitřńı pole,
č́ımž se rozumı́ část Gerberova nosńıku mezi sousedńımi podporami. V některých př́ıpadech lze
v Gerberově nosńıku použ́ıt v krajńı podpoře také dokonalé vetknut́ı.

Při statickém řešeńı spojitého nosńıku s vloženými klouby se nejprve provád́ı rozklad na
osovou a př́ıčnou úlohu. Osová úloha se váže k jedné vazbě bráńıćı vodorovnému posunut́ı
a veškerému p̊usob́ıćımu vodorovnému zat́ıžeńı. Jedná se o staticky určitou úlohu, která se
vložeńım kloub̊u neměńı. Př́ıčná úloha má spojitost s v́ıce než 2 svislými vazbami a zat́ıžeńım,
které p̊usob́ı v př́ıčném směru. Spojitý nosńık bez vložených kloub̊u je staticky neurčitou (ki-
nemticky přeurčitou) úlohou. Kompenzace statické neurčitosti se provád́ı právě vkládáńım
kloub̊u, jejichž počet je roven nk = ve − 2. Plat́ı zásada, že do staticky neurčitého spojitého
nosńıku je nutno vložit tolik kloub̊u, kolik čińı počet vnitřńıch podpor nosńıku zvětšený o
jedničku za každé př́ıpadné vetknut́ı konce.

Gerber̊uv nosńık se skládá z nosńık̊u nesoućıch a nesených. Nesoućı nosńıky jsou do-
statečně podepřeny vněǰśımi vazbami, jejich nosná funkce je zachována i při odstraněńı ne-
sených nosńık̊u. Naopak nesené nosńıky jsou podepřeny také konci nosńık̊u nesoućıch, bez
nichž neńı jejich nosná funkce zaručena.

Statické řešeńı spoč́ıvá v určeńı interakćı, reakćı a vnitřńıch sil nejprve na částech nesených.
Pak se části nesoućı zat́ıž́ı opačně orientovanými interakcemi ve vnitřńıch vazbách a urč́ı se
na nich zbývaj́ıćı reakce a vnitřńı śıly.

9.1 Př́ıklad 1

Určete reakce a vnitřńı śıly na Gerberově nosńıku, jehož statické schéma je zobrazeno na
obr. 9.1.
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Obrázek 9.1: Statické schéma Gerberova nosńıku př́ıkladu 1

9.1.1 Zat́ıžeńı

Náhradńı břemeno Q2 je rovno q2 · 6 = 12 [kN]. Rozložené složky břemene P2 se rovnaj́ı
P2x = P2 · cos(60◦) = 2 [kN] a P2z = P2 · sin(60◦) = 3, 4641 [kN].

9.1.2 Výpočet interakćı a reakćı

Výpočet interakćı a reakćı se provád́ı v následuj́ıćıch kroćıch:
a) Osová úloha:

Ra,x = q1 · 7 + P2x = 9, 0 [kN] (→) , (9.1)

b) Nesená část k1 − k2:

Rk1 =
P1 · 2, 5

4
= 9, 375 [kN] (↑) , (9.2)

Rk2 =
P1 · 1, 5

4
= 5, 625 [kN] (↑) . (9.3)

c) Nesoućı část a− k1 (konzolový nosńık):

Ra,z = Rk1 = 9, 375 [kN] (↑) , (9.4)

Ma,y = Rk1 · 2 = 18, 75 [kNm] (proti) . (9.5)

d) Nesoućı část k2 − d (prostý nosńık s převislými konci):

Rc,z =
1

6
· (Rk2 · 1 +Q2 · 3 + P2z · 7) = 9, 104 [kN] (↑) , (9.6)

Rb,z =
1

6
· (Rk2 · 7 +Q2 · 3− P2z · 1) = 11, 985 [kN] (↑) , (9.7)

e) Kontrola Rz = 0:

Ra,z +Rb,z +Rc,z = P1 +Q2 + P2z . (9.8)
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9.1.3 Výpočet vnitřńıch sil

Výpočet vnitřńıch sil se pak provád́ı s využit́ım podmı́nek rovnováhy tradičńım zp̊usobem.
Výsledné pr̊uběhy normálových a posouvaj́ıćıch sil jsou uvedeny na obr. 9.2 a 9.3. Pr̊uběhy
ohybových moment̊u jsou pak zobrazeny na obr. 9.4.

Obrázek 9.2: Pr̊uběh normálových sil na Gerberově nosńıku z př́ıkladu 1

Obrázek 9.3: Pr̊uběh posouvaj́ıćıch sil na Gerberově nosńıku z př́ıkladu 1
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Obrázek 9.4: Pr̊uběh ohybových moment̊u na Gerberově nosńıku z př́ıkladu 1

9.2 Př́ıklad 2

Určete reakce a vnitřńı śıly na Gerberově nosńıku, jehož statické schéma je zobrazeno na
obr. 9.5.

Obrázek 9.5: Statické schéma Gerberova nosńıku př́ıkladu 2
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9.2.1 Výpočet interakćı a reakćı

Výpočet interakćı a reakćı se provád́ı v následuj́ıćıch kroćıch:
a) Nesená část k1 − k2:

Rk1 = Rk2 =
P

2
= 4 [kN] (↑) , (9.9)

b) Nesoućı část a− k1 (konzolový nosńık):

Ra,z = Rk1 + q1 · 2 = 6 [kN] (↑) , (9.10)

Ma,y = Rk1 · 2 +
q1 · 22

2
= 10 [kNm] (proti) . (9.11)

c) Nesoućı část k2 − d (prostý nosńık s převislými konci):

Rc,z =
1

6
· (−Rk2 · 2−

q2 · 22

2
+
q2 · 72

2
) = 6, 167 [kN] (↑) , (9.12)

Rb,z =
1

6
· (Rk2 · 8 +

q2 · 82

2
− q2 · 12

2
) = 15, 833 [kN] (↑) , (9.13)

d) Kontrola Rz = 0:

Ra,z +Rb,z +Rc,z = q1 · 2 + P + q2 · 9 . (9.14)

9.2.2 Výpočet vnitřńıch sil

Výpočet vnitřńıch sil se pak provád́ı s využit́ım podmı́nek rovnováhy tradičńım zp̊usobem.
Výsledné pr̊uběhy posouvaj́ıćıch sil jsou uvedeny na obr. 9.6. Pr̊uběhy ohybových moment̊u
jsou pak zobrazeny na obr. 9.7.
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9.3. PŘÍKLAD 3

Obrázek 9.6: Pr̊uběh posouvaj́ıćıch sil na Gerberově nosńıku z př́ıkladu 2

Obrázek 9.7: Pr̊uběh ohybových moment̊u na Gerberově nosńıku z př́ıkladu 2

9.3 Př́ıklad 3

Určete reakce a vnitřńı śıly na Gerberově nosńıku, jehož statické schéma je zobrazeno na
obr. 9.8.
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9.3. PŘÍKLAD 3

Obrázek 9.8: Statické schéma Gerberova nosńıku př́ıkladu 3

9.3.1 Výsledné hodnoty reakćı a pr̊uběhy vnitřńıch sil

Správné hodnoty reakćı jsou: Hb = Rcx = 5 [kN] (←), Ra = Raz = 4, 332 [kN] (↑), Rb = Rbz =
1, 132 [kN] (↑) a Mb = Mby = 3, 396 [kNm] (po).

Výsledné pr̊uběhy normálových a posouvaj́ıćıch sil jsou uvedeny na obr. 9.9 a 9.10, pr̊uběhy
ohybových moment̊u pak na obr. 9.11.

Obrázek 9.9: Pr̊uběh normálových sil na Gerberově nosńıku z př́ıkladu 3
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9.4. PŘÍKLAD 4

Obrázek 9.10: Pr̊uběh posouvaj́ıćıch sil na Gerberově nosńıku z př́ıkladu 3

Obrázek 9.11: Pr̊uběh ohybových moment̊u na Gerberově nosńıku z př́ıkladu 3

9.4 Př́ıklad 4

Určete reakce a vnitřńı śıly na Gerberově nosńıku, jehož statické schéma je zobrazeno na
obr. 9.12. Při řešeńı využijte symetrii konstrukce.

9.4.1 Výpočet interakćı a reakćı

Výpočet interakćı a reakćı se provád́ı v následuj́ıćıch kroćıch:
a) Nesená část k1− osa symetrie:
Interakce (reakce) v kloubu k1 se urč́ı pro zatěžovaćı obrazec z obr. 9.13:

Rk1 = 2 · 3 +
1

2
· 4 · 3 = 12 [kN] . (9.15)

b) Nesoućı část a− k1:
Interakce (akce) v kloubu k1 představuje zat́ıžeńı p̊usob́ıćı na část nesoućı, kterou tvoř́ı

konzolový nosńık (viz schéma na obr. 9.14). Reakce ve vetknut́ı se pak urč́ı:

Ra,z = Rk1 +
1

2
· 2 · 1, 5 = 13, 5 [kN] (↑) , (9.16)

Ma,y = Rk1 · 1, 5 +
1

2
· 2 · 1, 5 · 1 = 19, 5 [kNm] (po) . (9.17)
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9.4. PŘÍKLAD 4

Obrázek 9.12: Statické schéma Gerberova nosńıku př́ıkladu 4

Obrázek 9.13: Zat́ıžeńı na části nesené na levé polovině Gerberova nosńıku z př́ıkladu 4.

Obrázek 9.14: Statické schéma na části nesoućı na levé polovině Gerberova nosńıku z př́ıkladu 4.
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9.4. PŘÍKLAD 4

9.4.2 Výsledné hodnoty reakćı a pr̊uběhy vnitřńıch sil

Správné hodnoty reakćı jsou tedy:Raz = Rbz = 13, 5 [kN] (↑) aMay = May = 19, 5 [kNm] (proti, po).
Pr̊uběh ohybových moment̊u je dán kubickou parabolou s rovnićı:

ML
(x) = −Ma,y +Ra,z · x−

q · x3

6 · 4, 5
. (9.18)

Největš́ı ohybový moment se nacháźı v pr̊uřezu s nulovou hodnotou posouvaj́ıćı śıly, tedy
uprostřed nosńıku (x = 4, 5 [m]). Po dosazeńı do 9.18 lze źıskat hodnotu:

ML
max = −Ma,y +Ra,z · 4, 5−

q · 4, 53

6 · 4, 5
= −19, 5 + 13, 5 · 4, 5− q · 4, 52

6
= 21 [kNm] . (9.19)

Výsledné pr̊uběhy posouvaj́ıćıch sil a ohybových moment̊u jsou uvedeny na obr. 9.15 a 9.16.

Obrázek 9.15: Pr̊uběh posouvaj́ıćıch sil na levé polovině Gerberova nosńıku z př́ıkladu 4. V
pravé části konstrukce bude pr̊uběh asymetrický.
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9.4. PŘÍKLAD 4

Obrázek 9.16: Pr̊uběh ohybových moment̊u na levé polovině Gerberova nosńıku z př́ıkladu 4.
Na pravé polovině bude pr̊uběh symetrický.

141



Kapitola 10

Rovinné nosńıkové soustavy:
trojkloubový nosńık bez táhla a s
táhlem

10.1 Trojkloubový rám

Trojkloubový rám se skládá ze dvou rovinně lomených nosńık̊u v rovinné úloze s kloubovým
spojeńım a podepřeńım dvěma kloubovými vodorovně i svisle neposuvnými podporami. Pokud
by byl rovinně lomený nosńık v rovinné úloze se dvěma kloubovými vodorovně i svisle nepo-
suvnými podporami, jednalo by se o tzv. dvojkloubový rám, který je 1x kinematicky přeurčitý a
1x staticky neurčitý. Vložeńım 1 vnitřńıho momentového kloubu vznikne soustava kinematicky
i staticky určitá.

Při výpočtu celkem 4 neznámých reakćı ve vněǰśıch vazbách se využij́ı 3 podmı́nky rovnováhy
a podmı́nka, že ohybový moment ve vnitřńım momentovém kloubu je nulový. Tuto vnitřńı
śılu lze poč́ıtat z obou stran, č́ımž lze źıskat dostatečné množstv́ı výpočetńıch podmı́nek i ke
kontrole.

Jednotný postup pro výpočet reakćı ve vněǰśıch vazbách pak může vypadat následovně:

1. Součet statických moment̊u na celé konstrukci k pravé podpoře
∑
Mb = 0,

2. Ohybový moment ve vnitřńım momentovém kloubu poč́ıtaný zleva ML
c = 0,

3. Součet statických moment̊u na celé konstrukci k levé podpoře
∑
Ma = 0,

4. Ohybový moment ve vnitřńım momentovém kloubu poč́ıtaný zprava MP
c = 0,

5. Kontrolńı součet všech vněǰśıch sil ve svislém směru Rz = 0,

6. Kontrolńı součet všech vněǰśıch sil ve vodorovném směru Rx = 0.

V př́ıpadě, že vněǰśı vazby v bodech a a b nelež́ı ve stejné výškové úrovni, rovnice 1 a 2,
resp. 3 a 4 představuj́ı dvojici soustav 2 rovnic o dvou neznámých. V opačném př́ıpadě mohou
být rovnice 1 až 4 při vhodném pořad́ı ve výpočtu vždy jen s jednou neznámou.
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10.2. PŘÍKLAD 1

10.2 Př́ıklad 1

Postup výpočtu reakćı a vnitřńıch sil lze procvičit u trojkloubového rámu, jehož statické schéma
je zobrazeno na obr. 10.1.

Obrázek 10.1: Schéma trojkloubov0ho r8mu z př́ıkladu 1

10.2.1 Výpočet reakćı

1. Součet statických moment̊u na celé konstrukci k levé podpoře:

∑
Ma = 0 : −P1 · 1, 5 +Q · 2 + P2 · 2−Rb · 4 = 0 ⇒ Rb = 2, 75 [kN] (↑) , (10.1)

2. Součet statických moment̊u na celé konstrukci k pravé podpoře:

∑
Mb = 0 : Ra · 4− P1 · 5, 5−Q · 2 + P2 · 2 = 0 ⇒ Ra = 3, 25 [kN] (↑) , (10.2)
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10.2. PŘÍKLAD 1

3. Ohybový moment ve vnitřńım momentovém kloubu poč́ıtaný zleva:

ML
c = 0 : Ha · 4− P1 · 1, 5 = 0 ⇒ Ha = 0, 75 [kN] (←) , (10.3)

4. Ohybový moment ve vnitřńım momentovém kloubu poč́ıtaný zprava:

MP
c = 0 : Hb · 4 +Rb · 4 + P2 · 2−Q · 2 = 0 ⇒ Hb = 2, 25 [kN] (←) , (10.4)

5. Kontrolńı součet všech vněǰśıch sil ve vodorovném směru Rx = 0.

Rx = 0 : −Ha −Hb + P2 = 0 . (10.5)

6. Kontrolńı součet všech vněǰśıch sil ve svislém směru:

Rz = 0 : Ra +Rb − P1 −Q = 0 , (10.6)

10.2.2 Pr̊uběhy vnitřńıch sil

Výpočet vnitřńıch sil se pak provád́ı s využit́ım podmı́nek rovnováhy tradičńım zp̊usobem.
Výsledné pr̊uběhy normálových a posouvaj́ıćıch sil jsou uvedeny na obr. 10.2 a 10.3, pr̊uběhy
ohybových moment̊u pak na obr. 10.4.

Obrázek 10.2: Pr̊uběh normálových sil na trojkloubovém rámu z př́ıkladu 1
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10.3. TROJKLOUBOVÝ RÁM S TÁHLEM

Obrázek 10.3: Pr̊uběh posouvaj́ıćıch sil na trojkloubovém rámu z př́ıkladu 1

Obrázek 10.4: Pr̊uběh ohybových moment̊u na trojkloubovém rámu z př́ıkladu 1

10.3 Trojkloubový rám s táhlem

U trojkloubového rámu vznikaj́ı vodorovné složky reakćı (jsou větš́ı č́ım menš́ı je převýšeńı
kloubu oproti spojnici podporových bod̊u). Zachyceńı těchto vodorovných účink̊u je někdy
obt́ıžné, nebot’ konstrukce může být uložena na zdech nebo št́ıhlých sloupech, které nemuśı
být schopny tyto vodorovné śıly unést. Řešeńım je proto využit́ı táhla, které vodorovné účinky
přenáš́ı. Konstrukce, na které trojkloubový rám spoč́ıvá, pak neńı zat́ıžena vodorovnými účinky
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10.4. PŘÍKLAD 2

(pokud na trojkloubový rám ale nep̊usob́ı vodorovné zat́ıžeńı).
Postup pro výpočet reakćı ve vněǰśıch vazbách se pak nelǐśı od výpočtu např. u lomeného

nosńıku:

1. Součet statických moment̊u na celé konstrukci k levé podpoře
∑
Ma = 0 ⇒ Rbz,

2. Součet statických moment̊u na celé konstrukci k pravé podpoře
∑
Mb = 0 ⇒ Raz,

3. Součet všech vněǰśıch sil ve vodorovném směru Rx = 0 ⇒ Rax nebo Rbx.

4. Kontrolńı součet všech vněǰśıch sil ve svislém směru Rz = 0.

Normálová śıla v táhle Nt se pak urč́ı z podmı́nky, která se váže k vnitřńımu momentovému
kloubu - ohybový moment je v něm nulový. Tuto vnitřńı śılu lze poč́ıtat z obou stran, č́ımž lze
kromě určeńı hodnoty śıly v táhle Nt provést také jej́ı kontrolu.

10.4 Př́ıklad 2

Postup výpočtu reakćı, śıly v táhle Nt a vnitřńıch sil lze procvičit u trojkloubového rámu s
táhlem, jehož statické schéma je zobrazeno na obr. 10.5.

Obrázek 10.5: Schéma trojkloubového rámu s táhlem z př́ıkladu 2
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10.4. PŘÍKLAD 2

10.4.1 Výpočet reakćı

Výpočet reakćı je následuj́ıćı:

1. Součet statických moment̊u na celé konstrukci k levé podpoře:

∑
Ma = 0 : −Q · 2, 5− P · 7 +M +Rb · 5 = 0 ⇒ Rb = 8, 8 [kN] (↑) , (10.7)

2. Součet všech vněǰśıch sil ve vodorovném směru:

Rx = 0 : −Ha + P = 0 ⇒ Ha = 3 [kN] (←) , (10.8)

3. Součet statických moment̊u na celé konstrukci k pravé podpoře:

∑
Mb = 0 : −Ra · 5 +Q · 2, 5− P · 5 +M −Ha · 2 = 0 ⇒ Ra = 1, 2 [kN] (↑) , (10.9)

4. Kontrolńı součet všech vněǰśıch sil ve svislém směru:

Rz = 0 : Ra +Rb −Q = 0 . (10.10)

10.4.2 Výpočet śıly v táhle

Śılu v táhle Nt lze s využit́ım schématu na obr. 10.6 určit následuj́ıćım zp̊usobem:

1. Ohybový moment ve vnitřńım momentovém kloubu poč́ıtaný zleva:

ML
c = 0 : Ha · 7−Nt · 5 = 0 ⇒ Nt = 4, 2 [kN] , (10.11)

2. Ohybový moment ve vnitřńım momentovém kloubu poč́ıtaný zprava:

MP
c = 0 : M +Rb · 5−Nt · 5−Q · 2, 5 = 0 ⇒ Nt = 4, 2 [kN] . (10.12)

10.4.3 Pr̊uběhy vnitřńıch sil

Výpočet vnitřńıch sil se pak provád́ı s využit́ım podmı́nek rovnováhy tradičńım zp̊usobem.
Výsledné pr̊uběhy normálových a posouvaj́ıćıch sil jsou uvedeny na obr. 10.7 a 10.8. Pr̊uběhy
ohybových moment̊u jsou pak zobrazeny na obr. 10.9.

147



10.4. PŘÍKLAD 2

Obrázek 10.6: Schéma pro určeńı śıly v táhle trojkloubovém rámu s táhlem z př́ıkladu 2

Obrázek 10.7: Pr̊uběh normálových sil na trojkloubovém rámu s táhlem z př́ıkladu 2
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10.4. PŘÍKLAD 2

Obrázek 10.8: Pr̊uběh posouvaj́ıćıch sil na trojkloubovém rámu s táhlem z př́ıkladu 2

Obrázek 10.9: Pr̊uběh ohybových moment̊u na trojkloubovém rámu s táhlem z př́ıkladu 2
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Kapitola 11

Rovinné nosńıkové soustavy :
Př́ıhradový nosńık

Př́ıhradový nosńık je rovinná nosńıková soustava tvořena z jednotlivých prut̊u navzájem klou-
bově spojených ve styčńıćıch (uzlech). Osy všech prut̊u lež́ı v téže rovině. Př́ıhradový nosńık je
zat́ıžen zpravidla jen bodovým zat́ıžeńım ve styčńıćıch a v d̊usledku toho vznikaj́ı v konstrukci
pouze normálové śıly. Pokud na některý prut nosńıku p̊usob́ı také mimostyčńıkové zat́ıžeńı,
transformuje se se toto zat́ıžeńı ještě ped výpočtem vnitřńıch sil na zat́ıžeńı styčńıkové [1].

Daľśı výklad bude zaměřen na řešeńı vnitřńıch sil zjednodušenou styčńıkovou metodou a
metodou pr̊usečnou v Ritterově úpravě. Metoda styčńıková je založena na řešeńı rovnováhy ve
styčńıćıch, metoda pr̊usečná na řešeńı rovnováhy pomyslně oddělené části konstrukce. Správnou
volbou podmı́nky rovnováhy je možné spoč́ıtat hledanou normálovou śılu právě z této jediné
rovnice.

U metody pr̊usečné je nutné dodržet tyto zásady:

1. Př́ıhradová konstrukce je myšleným řezem rozdělena na 2 samostatné části.

2. Řez je veden právě přes 3 pruty, z nichž alespoň 1 je prut, z němž je potřeba zjistit
normálovou śılu.

3. Tyto 3 pruty se nesmı́ prot́ınat v jednom bodě.

11.1 Př́ıklad - př́ıhradová konstrukce 1

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly konstrukce zjednodušenou styčńıkovou metodou, jej́ıž schéma je na
obrázku 11.1. Délkové rozměry jsou v [m] .

Výpočet reakćı a goniometrie šikmých prut̊u

U výpočtu reakćı je potřeba uvažovat konstrukci jako tuhý celek podle obrázku 11.2 a neznámé
složky reakćı spoč́ıtat klasickým zp̊usobem pomoćı podmı́nek rovnováhy, z kterých v tomto
př́ıpadě vycháźı:
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11.1. PŘÍKLAD - PŘÍHRADOVÁ KONSTRUKCE 1

Obrázek 11.1: Schéma konstrukce př́ıkladu 11.1

Obrázek 11.2: Schéma pro výpočet reakćı př́ıkladu 11.1

Rax = 6,828 [kN] ,

Rbx = 7,535 [kN] ,

Rbz = 1,707 [kN] .

(11.1)

Před řešeńım vnitřńıch sil je nutné definovat goniometrické funkce úhl̊u sklonu šikmých
prut̊u (nikoli hodnoty těchto úhl̊u). Následně je doporučeno zakreslit uvažované úhly do schématu
podle obrázku 11.3. Je na čtenáři potvrdit:

l2 = l5 = 2,236 [m] ,

sinα = 0,4472 [−] ,

cosα = 0,8944 [−] .

(11.2)

Výpočet vnitřńıch sil zjednodušenou styčńıkovou metodou

Schéma uvolněńı všech styčńık̊u dané konstrukce a nahrazeńı účink̊u odebraných prut̊u osovými
silami je na obrázku 11.4. Princip výpočtu zjednodušenou styčńıkovou metodou spoč́ıvá v tom,
že rovnováha v jednotlivých styčńıćıch se řeš́ı postupně. Jelikož bod (styčńık) v rovině má 2
stupně volnosti a pro jeho řešeńı jsou k dispozici 2 silové podmı́nky rovnoháhy, je nutné zač́ıt s
výpočtem styčńıku, ve kterém jsou pouze 2 neznámé hodnoty vnitřńıch sil. V př́ıkladu 11.1 se
jedná o styčńıky b nebo c. Specifický je styčńık a, ve kterém je pouze jedna neznámá normálová
śıla.
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11.1. PŘÍKLAD - PŘÍHRADOVÁ KONSTRUKCE 1

Obrázek 11.3: Schéma geometrie nosńıku př́ıkladu 11.1

Obrázek 11.4: Schéma pro řešeńı styčńıkovou metodu

Je na čtenáři potvrdit ńıže uvedené výsledky:

Rovnováha ve styčńıku a:
Řešeńım podmı́nky rovnováhy ve směru osy x vycháźı:

N1 = Rax = 6,828 [kN] . (11.3)

Rovnováha ve styčńıku b:
Řešeńım podmı́nky rovnováhy ve směru osy z vycháźı:

N2z = N2 · sinα [kN] ,

N2 = −3,817 [kN] .
(11.4)

Řešeńım podmı́nky rovnováhy ve směru osy x vycháźı:

N2x = N2 · cosα [kN] ,

N3 = −4,121 [kN] .
(11.5)

Rovnováha ve styčńıku e:
Ve styčńıku e jsou již známé velikosti sil N1 (z rovnováhy ve styčńıku a) a N2 (z rovnováhy ve
styčńıku b). Řešeńım podmı́nek rovnováhy ve styčńıku e ve směrech os x i z (soustava 2 rovnic
o 2 neznámých) vycháźı:

N5 = 3,817 [kN] ,

N6 = 0,0 [kN] .
(11.6)
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11.2. PŘÍKLAD - PŘÍHRADOVÁ KONSTRUKCE 2

Rovnováha ve styčńıku c:
Ve styčńıku c je známá N5 z rovnováhy ve styčńıku e. Řešeńım podmı́nky rovnováhy ve styčńıku
c ve směru osy x vycháźı:

N4 = −4,121 [kN] . (11.7)

Rovnováha ve styčńıku d:
Rovnováhu ve styčńıku d neńı nutné řešit, všechny hodnoty vnitřńıch sil definovány. Je ovšem
možné provést kontrolu, zda opravdu součet všech sil p̊usob́ıćıch na styčńık d v obou směrech
je nulový.

Závěrečný výpis:

Na závěr vyřešené úlohy je potřeba přehledně vypsat hodnoty všech reakćı i normálových sil
včetně znamének.

Rax = 6,828 [kN] ,

Rbx = 7,535 [kN] ,

Rbz = 1,707 [kN] ,

N1 = 6,828 [kN] ,

N2 = −3,817 [kN] ,

N3 = −4,121 [kN] ,

N4 = −4,121 [kN] ,

N5 = 3,817 [kN] ,

N6 = 0,0 [kN] .

(11.8)

11.2 Př́ıklad - př́ıhradová konstrukce 2

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly konstrukce z př́ıkladu 11.1 zmetodou pr̊usečnou v Ritterově úpravě, jej́ıž
schéma je na obrázku 11.1. Délkové rozměry jsou v [m] .

Metodou pr̊usečnou v Ritterově úpravě je možno spoč́ıtat všechny normálové śıly, nebot’

splňuj́ı podmı́nky uvedené v úvodu kapitoly. Pokud by některá z vnitřńıch sil jednu z podmı́nek
nesplňovala, bylo by nutné jej́ı hodnotu dopoč́ıtat zjednodušenou styčńıkovou metodou.

Výpočet normálové śıly N1:
Pro výpočet śıly N1 je potřeba provést myšlený řez podle obrázku 11.5. Pro obě pomyslně
oddělené části konstrukce (levou i pravou) je vhodné zvolit momentovou podmı́nku rovnováhy
k bodu b, k tzv. momentovému středu śıly N1, nebot’ zbývaj́ıćı 2 neznámé v daném řezu N2

a N3 t́ımto bodem procházej́ı a v rovnici nefiguruj́ı. V levé části pomyslě oddělené konstrukce
vytvářej́ı moment k bodu b śıly Rax a N1, v pravé části pak N1 a F1.

Při správném řešeńı vyjde z obou řešeńı:

N1 = 6,828 [kN] . (11.9)
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Obrázek 11.5: Schéma pro řešeńı metodou pr̊usečnou, śıly N1, N2 a N3

154
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Výpočet normálové śıly N2:
Pro výpočet śıly N2 je potřeba provést myšlený řez podle obrázku 11.5 nebo podle obrázku 11.6.

V př́ıpadě volby řezu dle 11.6 je pro obě pomyslně oddělené části konstrukce (levou i pravou)
vhodné zvolit momentovou podmı́nku rovnováhy k bodu d, k tzv. momentovému středu śıly
N2, nebot’ zbývaj́ıćı 2 neznámé v daném řezu N4 a N6 t́ımto bodem procházej́ı a v rovnici
nefiguruj́ı. V levé části pomyslě oddělené konstrukce vytvářej́ı moment k bodu b śıly Rbz a
z-ová složka śıly N2, v pravé části pak x-ová složka śıly N2 a śıly F1 i Rax.

V př́ıpadě volby řezu dle 11.5 vystupuj́ı zbývaj́ıćı 2 neznámé v řezu N1 a N3. Tyto śıly jsou
rovnoběžné, tud́ıž nelze naj́ıt bod (momentový střed śıly N2), ke kterému by tyto śıly současně
nevytvářely otáčivý účinek. Je potřeba zvolit silovou podmı́nku rovnováhy pro obě pomyslně
oddělené části. Opět plat́ı pravidlo, že je vhodné zvolit podmı́nku rovnováhy tak, aby śıly, které
neńı potřeba řešit v rovnici nefigurovaly. Toto je možné pouze v př́ıpadě, bude-li zvolena silová
podmı́nka rovnováhy ve směru kolmém ke zbývaj́ıćım rovnoběžným silám N1 a N3, tedy
v tomto př́ıpadě ve směru osy z. V levé části pomyslě oddělené konstrukce vytvářej́ı moment
k bodu b śıly Rbz a z-ová složka śıly N2, v pravé části pak z-ová složka śıly N2 a śıla F1.

Při správném řešeńı vyjde ze všech řešeńı:

N2 = −3,817 [kN] . (11.10)

Výpočet normálové śıly N3:
Pro výpočet śıly N3 je potřeba provést myšlený řez podle obrázku 11.5 nebo 11.7. V př́ıpadě
volby řezu dle 11.5 je pro obě pomyslně oddělené části konstrukce (levou i pravou) je vhodné
zvolit momentovou podmı́nku rovnováhy k bodu e, k tzv. momentovému středu śıly N3, nebot’

zbývaj́ıćı 2 neznámé v řezu N1 a N2 t́ımto bodem procházej́ı a v rovnici nefiguruj́ı. V levé části
pomyslě oddělené konstrukce vytvářej́ı moment k bodu e śıly N3, Rbx a Rbz, v pravé části pak
N3, F1 a F2.

Při správném řešeńı vyjde z obou řešeńı:

N3 = −4,121 [kN] . (11.11)

Výpočet normálové śıly N4:
Pro výpočet śıly N4 je potřeba provést myšlený řez podle obrázku 11.6. Pro obě pomyslně
oddělené části konstrukce (levou i pravou) je vhodné zvolit momentovou podmı́nku rovnováhy
k bodu e, k tzv. momentovému středu śıly N4, nebot’ zbývaj́ıćı 2 neznámé v řezu N2 a N6 t́ımto
bodem procházej́ı a v rovnici nefiguruj́ı. V levé části pomyslě oddělené konstrukce vytvářej́ı
moment k bodu e śıly N4, Rbx a Rbz, v pravé části pak N4, F1 a F2.

Při správném řešeńı vyjde z obou řešeńı:

N4 = −4,121 [kN] . (11.12)

Výpočet normálové śıly N5:
Pro výpočet śıly N5 je potřeba provést myšlený řez podle obrázku 11.7. Pro obě pomyslně
oddělené části konstrukce (levou i pravou) je vhodné zvolit momentovou podmı́nku rovnováhy
k bodu d, k tzv. momentovému středu śıly N5, nebot’ zbývaj́ıćı 2 neznámé v řezu N3 a N6 t́ımto
bodem procházej́ı a v rovnici nefiguruj́ı. V levé části pomyslě oddělené konstrukce vytvářej́ı
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moment k bodu d x-ová složka śıly N5 a śıly Rax i Rbz, v pravé části pak z-ová složka śıly N5

a śıla F1.

Při správném řešeńı vyjde z obou řešeńı:

N5 = 3,817 [kN] . (11.13)

Obrázek 11.6: Schéma pro řešeńı metodou pr̊usečnou, śıly N2, N4 a N6

Výpočet normálové śıly N6:
Pro výpočet śıly N6 je potřeba provést myšlený řez podle obrázku 11.6 nebo podle obrázku 11.7.

V př́ıpadě volby řezu dle 11.6 je pro obě pomyslně oddělené části konstrukce (levou i pravou)
vhodné zvolit momentovou podmı́nku rovnováhy k bodu b, k tzv. momentovému středu śıly
N6, nebot’ zbývaj́ıćı 2 neznámé v řezu N2 a N4 t́ımto bodem procházej́ı a v rovnici nefiguruj́ı. V
levé části pomyslě oddělené konstrukce vytvář́ı moment k bodu b pouze śıla N6, v pravé části
N6, Rax a śıla F1.
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V př́ıpadě volby řezu dle 11.7 je pro obě pomyslně oddělené části konstrukce (levou i pravou)
vhodné zvolit momentovou podmı́nku rovnováhy k bodu c, k tzv. momentovému středu śıly
N6, nebot’ zbývaj́ıćı 2 neznámé v řezu N3 a N5 t́ımto bodem procházej́ı a v rovnici nefiguruj́ı. V
levé části pomyslě oddělené konstrukce vytvářej́ı moment k bodu c śıly N6, Rax a Rbz, v pravé
části pak pouze śıla N6.
Při správném řešeńı vyjde z obou řešeńı:

N6 = 0,0 [kN] . (11.14)

Na závěr vyřešené úlohy je potřeba přehledně vypsat hodnoty všech reakćı i normálových
sil včetně znamének, jak bylo uvedeno v př́ıkladu 11.1.

Obrázek 11.7: Schéma pro řešeńı metodou pr̊usečnou, śıly N3, N5 a N6
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11.3 Př́ıklad - př́ıhradová konstrukce 3

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly konstrukce z př́ıkladu 11.3 zmetodou pr̊usečnou v Ritterově úpravě, jej́ıž
schéma je na obrázku 11.8. Délkové rozměry jsou v [m] .

Př́ıhradová konstrukce je shodná s konstrukćı v př́ıkladu 11.2, je však otočená o 90o. Jediná
změna ve výpočtu oproti předešlému př́ıkladu spoč́ıvá v řešeńı śıly N2 pomoćı myšleného řezu
dle obrázku 11.8.

Jelikož zbývaj́ıćı neznámé śıly N1 a N3 jsou rovnoběžné a ve směru osy z, je nutné v tomto
př́ıpadě sestavit silovou podmı́nku rovnováhy pro obě pomyslně oddělené části ve směru
osy x, č́ımž se lǐśı od předešlého př́ıkladu.

Daľśı postup i všechny výsledky jsou shodné s předešlým př́ıkladem s t́ım, že jsou zaměněny
všechny x-ové složky sil za z-ové.

Na závěr vyřešené úlohy je potřeba přehledně vypsat hodnoty všech reakćı i normálových
sil včetně znamének, jak bylo uvedeno v př́ıkladu 11.1.

Obrázek 11.8: Schéma pro řešeńı metodou pr̊usečnou, śıly N1, N2 a N3
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11.4 Př́ıklad - př́ıhradová konstrukce 4

Spoč́ıtejte vnitřńı śıly konstrukce, jej́ıž schéma je na obrázku 11.9. Délkové rozměry jsou v [m] .

Obrázek 11.9: Schéma pr̊uřezu př́ıkladu 11.4

Nápověda pro řešeńı metodou pr̊usečnou:

Metodou pr̊usečnou lze řešit normálové śıly všech prut̊u kromě N1 a N11, které nesplňuj́ı
podmı́nky uvedené v úvodu kapitoly. Je nutné jejich hodnotu dopoč́ıtat zjednodušenou styčńıkovou
metodou.

U všech normálových sil šikmých prut̊u kromě N10 je nutné dávat velký pozor na sesta-
vováńı momentových podmı́nek rovnováhy, nebot’ v rovnićıch figuruj́ı jejich složky x-ové i z-ové
současně. U některých sil při výpočtu z obou stran, u některých pouze z jedné strany.

Výsledky řešeńı

Rax = 10,0 (→) [kN] ,

Rax = 10,0 (↑) [kN] ,

Rbz = 5,0 (↑) [kN] ,

N1 = −5,0 [kN] ,

N2 = 11,18 [kN] ,

N3 = −14,14 [kN] ,

N4 = 0,0 [kN] ,

N5 = 5,0 [kN] ,

N6 = 0,0 [kN] ,

N7 = −11,18 [kN] ,

N8 = 10,0 [kN] ,

N9 = 0,0 [kN] ,

N10 = −11,18 [kN] ,

N11 = 10,0 [kN] .

(11.15)
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Kapitola 12

Pr̊uřezové charakteristiky

V této kapitole bude na př́ıkladech vysvětlen výpočet pr̊uřezových charakteristik složených
pr̊uřez̊u [1], které jsou potřebné jak pro dimenzováńı prut̊u (stanoveńı únosnosti, napět́ı i
přetvořeńı (předmět Pružnost a plasticita)), tak i při výpočtu staticky neurčitých konstrukćı
(předměty Pružnost a plasticita i daľśı navazuj́ıćı).

V prvńım př́ıkladu 12.1 je uveden popis výpočtu i s podrobným komentářem, č́ımž je
částečně vysvětlena také teorie dané problematiky.

12.1 Př́ıklad - složený pr̊uřez 1

Spoč́ıtejte pr̊uřezové charakteristiky pr̊uřezu dle obrázku 12.1 vlevo. Rozměry jsou v [mm] .

Obrázek 12.1: Schéma pr̊uřezu př́ıkladu 12.1

12.1.1 Plocha složeného pr̊uřezu [m2]

Každý složený pr̊uřez je potřeba rozdělit na d́ılč́ı základńı plochy. Možnost́ı se nab́ıźı v́ıce,
např. obr. 12.1. Výsledná plocha pr̊uřezu je pak dána součtem d́ılč́ıch základńıch. Pro řešeńı
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pr̊uřezových charakteristik námi zadaného pr̊uřezu je použito rozděleńı dle obr. 12.1 uprostřed
nebo obr. 12.2.

A1 = 40 · 10 = 400 [mm2] ,

A2 = 20 · 40 = 800 [mm2] ,

A3 = 50 · 20 = 1000 [mm2] ,

A =
∑

Ai = 2,2 · 103 [mm2] = 2,2 · 10−3 [m2] .

(12.1)

Poznámka

V př́ıpadě otvoru v pr̊uřezu se při výpočtu celkové plochy jeho d́ılč́ı plocha odeč́ıtá.

12.1.2 Statický moment plochy [m3]

Stejně jako statický moment śıly (kap. 2) je možné definovat statický moment plochy vztažený
k libovolné ose (Sx, Sz). Pokud neńı určeno jinak, je u výpočtu těžǐstě (viz dále) výhodné
pomocnou (výchoźı) souřadnou soustavu xz, ke které bude poč́ıtán statický moment plochy vést
s počátkem v levém horńım rohu složeného pr̊uřezu (obr. 12.2). T́ım je zajǐstěno, že všechny
d́ılč́ı plochy i vzdálenosti jejich těžǐst’ jsou v kladném směru os .

Velikost momentu je dán součinem velikosti plochy a jej́ı vzdálenosti od osy, přičemž p̊usobǐstě
př́ıslušné plochy je uvažováno jej́ı těžǐstě. Znaménková konvence statického momentu plochy
je shodná jako u statického momentu śıly (kladný směr otáčeńı je proti směru hodinových
ručiček). Velikosti d́ılč́ıch ploch jsou známy z (12.1), polohy d́ılč́ıch těžǐst’ lze jednoduše defino-
vat dle obr. 12.2.

Statický moment plochy se použ́ıvá při výpočtu těžǐstě složené plochy, viz následuj́ıćı kapi-
tola.

Sx,i = Ai · zT i [m3] ,

Sz,i = −Ai · xT i [m3] .
(12.2)

Poznámka

Stejně jako u soustav sil (kap. 2) plat́ı:
Součet statických moment̊u všech d́ılč́ıch ploch pr̊uřezu k libovolné ose je je shodný se statickým
momentem celkové plochy ke stejné ose.
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Obrázek 12.2: Schéma pro výpočet těžǐstě pr̊uřezu př́ıkladu 12.1
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12.1.3 Poloha těžǐstě složeného pr̊uřezu [m]

Těžǐstě složeného obrazce se poč́ıtá ze známých vztah̊u, které byly źıskány s využit́ım pravidla
uvedeného v poznámce výše:

xT =

∑
Ai · xT,i∑
Ai

[m] , (12.3)

zT =

∑
Ai · zT,i∑
Ai

[m] . (12.4)

Pro odvozeńı těchto vztah̊u je potřeba zavést do těžǐst’ d́ılč́ıch ploch Ti fiktivńı śıly o
velikosti daných ploch Ai ve směru os x nebo z dle obr. 12.2. T́ım se źıskaj́ı 2 soustavy fiktivńıch
rovnoběžných sil, které maj́ı shodné vlastnosti se skutečnou soustavou rovnoběžných sil (kap. 2).
Definováńım statického středu těchto rovnoběžných sil jsou dány souřadnice těžǐstě složeného
obrazce.

xT =

∑
Ai · xT,i∑
Ai

=
A1 · xT,1 + A2 · xT,2 + A3 · xT,3

A

=
400 · 20 + 800 · 30 + 1000 · 45

2,2 · 103
,

= 35,0 [mm] .

(12.5)

zT =

∑
Ai · zT,i∑
Ai

=
A1 · zT,1 + A2 · zT,2 + A3 · zT,3

A

=
400 · 5 + 800 · 30 + 1000 · 60

2,2 · 103
,

= 39,09 [mm] .

(12.6)

Pomoćı vztah̊u (12.5) a (12.6) jsou definovány souřadnice těžǐstě celého složeného obrazce
vzhledem k pomocným osám x; z : T ≡ [35, 0 ; 39, 09] [mm] . T́ımto bodem jsou vedeny
těžǐstńı osy xt ; zt (obr. 12.2 dole), které se t́ımto stávaj́ı základńımi osami daľśıho výpočtu a
pomocné (x; z) již nebudou jeho součást́ı.

Poznámka

V př́ıpadě otvoru v pr̊uřezu, budou členy př́ıslušné tomuto otvoru [ Ai · xT,i ] v rovnici (12.5)
a [ Ai · zT,i ] v rovnici (12.6) odeč́ıtány.

Pro následuj́ıćı výpočty bude třeba stanovit vzdálenosti těžǐst’ d́ılč́ıch ploch Ti od obou
os těžǐstńıch xt; zt. Vzdálenosti tzv.ramena se vyjadřuj́ı ve skutečných hodnotách (nikoli
absolutńıch). Je-li těžǐstě d́ılč́ı plochy Ti v kladném směru od osy xt (př́ıpadně zt), má vzdálenost
tohoto těžǐstě od př́ıslušné osy kladnou hodnotu, je-li v záporném směru od těžǐstńıch os, má
hodnotu zápornou.

Ramena těžǐst’ Ti od osy xt se znač́ı ci, od osy zt pak di a jsou dány vztahy:
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ci = zT,i − zT [m] ,

di = xT,i − xT [m] .
(12.7)

c1 = zT,1 − zT = 5− 39,09 = −34,09 [mm] ,

c2 = zT,2 − zT = 30− 39,09 = −9,09 [mm] ,

c3 = zT,3 − zT = 60− 39,09 = 20,91 [mm] .

(12.8)

d1 = xT,1 − xT = 20− 35 = −15,0 [mm] ,

d2 = xT,2 − xT = 30− 35 = −5,0 [mm] ,

d3 = xT,3 − xT = 45− 35 = 10,0 [mm] .

(12.9)

12.1.4 Momenty setrvačnosti (MS) základńıch pr̊uřez̊u [m4]

Moment setrvačnosti je kvadratický moment plochy vztažený k jedné (libovolné) ose a je defi-
nován základńım obecným vztahem:

Ix =

∫ ∫
A

z2 dA [m4] ,

Iz =

∫ ∫
A

x2 dA [m4] ,

(12.10)

kde x, z je vzdálenost plochy A od definované osy z, respektive x.

MS nabývá nejnižš́ı hodnoty, je-li vztažen k osám procházej́ıćıch těžǐstěm, jedná se o centrálńı
moment setrvačnosti, těžǐstńı osy pak centrálńı osy setrvačnosti. MS nabývá pouze kladných
hodnot, nebot’ vzdálenost x, respektive z jsou 2krát mocněny a je tud́ıž jedno, zda se jedná o
vzdálenost v kladném či záporném směru od sledované osy.

Poznámka

Ve stavebńı mechanice bývá nejčastěǰśım požadavkem stanoveńı právě tohoto centrálńıho
MS. V běžné praxi se však často hovoř́ı o ”momentu setrvačnosti”s t́ım, že se automaticky
uvažuje ”centrálńı moment setrvačnosti”.

Rovnice pro výpočet moment̊u setrvačnosti (centrálńıch MS) základńıch pr̊uřez̊u

Řešeńım integrál̊u (12.10) se źıskaj́ı známé vzorce pro MS základńıch pr̊uřez̊u (kruh, mezikruž́ı,
obdélńık, čtverec, trojúhelńık...).

Zadaný složený pr̊uřez př́ıkladu 12.1 je tvořen třemi obdélńıky. Rovnice pro výpočet mo-
mentu setrvačnosti obdélńıku k jeho vlastńım těžǐstńım osám v obecném tvaru jsou:

Ix =
1

12
· b · h3 [m4] ,

Iz =
1

12
· h · b3 [m4] .

(12.11)

164
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Poznámka

Plat́ı obecné pravidlo, že veličina, která je v základńıch rovnićıch (12.11) mocněna představuje
rozměr, jež je kolmý k dané ose. Konkrétně viz. (12.12) a (12.13).

Momenty setrvačnosti d́ılč́ıch ploch zadaného pr̊uřezu

Jedná se o momenty setrvačnosti Ix,i; Iz,i d́ılč́ıch ploch Ai vztažených k jejich vlastńım těžǐstńım
osám xt,i ; zt,i :

Ix,1 =
1

12
· 40 · 103 = 3,333 · 103 [mm4] = 3,333 · 10−9 [m4] ,

Ix,2 =
1

12
· 20 · 403 = 0,1066 · 106 [mm4] = 0,1066 · 10−6 [m4] ,

Ix,3 =
1

12
· 50 · 203 = 33,333 · 103 [mm4] = 33,333 · 10−9 [m4] .

(12.12)

Iz,1 =
1

12
· 10 · 403 = 53,33 · 103 [mm4] = 53,33 · 10−9 [m4] ,

Iz,2 =
1

12
· 40 · 203 = 26,66 · 103 [mm4] = 26,66 · 10−9 [m4] ,

Iz,3 =
1

12
· 20 · 503 = 208,33 · 103 [mm4] = 208,33 · 10−9 [m4] .

(12.13)

12.1.5 Momenty setrvačnosti pr̊uřez̊u k posunutým osám [m4]

MS pr̊uřezu k libovolné posunuté ose (x), resp. (z) je definován tzv. Steinerovou větou:

Ix = Ix + A · c2 [m4] ,

Iz = Iz + A · d2 [m4] ,
(12.14)

kde:

A [m2] .......... plocha pr̊uřezu,

Ix , Iz [m4] ... centrálńı momenty setrvačnosti pr̊uřezu,

c , d [m] ....... vzdálenost těžǐstě pr̊uřezu od posunuté osy x, resp. z.

12.1.6 Centrálńı momenty setrvačnosti složeného pr̊uřezu [m4]

Moment setrvačnosti složeného pr̊uřezu k určité ose je dán součtem moment̊u setrvačnosti
d́ılč́ıch ploch k této ose. Pokud se jedná o osu procházej́ıćı těžǐstěm, jedná se o centrálńı MS.
Matematicky toto popisuje opět Steinerova věta (??):

Ix =
∑

(Ix,i + Ai · c2i ) [m4] ,

Iz =
∑

(Iz,i + Ai · d2i ) [m4] ,
(12.15)

kde:

Ai [m2] ............ plocha d́ılč́ıch pr̊uřez̊u (12.1),

Ix,i , Iz,i [m4] ... momenty setrvačnosti (centrálńı) d́ılč́ıch pr̊uřez̊u (12.12) a (12.13),

ci , di [m] ........ ramena těžǐst’ (12.8) a (12.9),
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a t́ım:
Ix = [ Ix,1 + A1 · c21 ] + [ Ix,2 + A2 · c22 ] + [ Ix,3 + A3 · c23 ]

= [ 3,33 · 103 + 400 · (−34,9)2 ]

+ [ 106,66 · 103 + 800 · (−9,09)2 ]

+ [ 33,33 · 103 + 1000 · (20,91)2 ]

= 1,1115 · 106 [mm4] = 1,115 · 10−6 [m4] ,

(12.16)

Iz = [ Iz,1 + A1 · d21 ] + [ Iz,2 + A2 · d22 ] + [ Iz,3 + A3 · d23 ]

= [ 53,33 · 103 + 400 · (−15,0)2 ]

+ [ 26,66 · 103 + 800 · (−5,, 0)2 ]

+ [ 208,33 · 103 + 1000 · (10,0)2 ]

= 0,49833 · 106 [mm4] = 0,49833 · 10−6 [m4] .

(12.17)

Poznámka

Člen [ Ix,1 + A1 · c21 ] v rovnici (12.16) vyjadřuje moment setrvačnosti pr̊uřezu 1 vztažený k
těžǐstńı ose celého pr̊uřezu xt. Analogicky to plat́ı pro daľśı členy i pr̊uřezy v rovnićıch (12.16) a (12.17).
Součtem moment̊u setrvačnosti všech d́ılč́ıch pr̊uřez̊u vzhledem těžǐstńı ose se źıská centrálńı
moment setrvačnosti celého pr̊uřezu, což je slovńı vyjádřeńı Steinerovy věty (12.14) i rov-
nic (12.16) a (12.17).

Poznámka

V př́ıpadě otvoru v pr̊uřezu, budou členy př́ıslušné tomuto otvoru [ Ix,i+Ai·c2i ] v rovnici (12.16)
a [ Iz,i + Ai · d2i ] v rovnici (12.17) odeč́ıtány.

12.1.7 Deviačńı moment [m4]

Deviačńı moment je d̊uležitou veličinou pro definováńı hlavńıch centrálńıch MS (kap. 12.1.6).
Jedná se o kvadratický moment plochy vztažený k dvěma vzájemně kolmým osám a je definován
základńım obecným vztahem:

Dxz =

∫ ∫
A

x · z dA [m4] , (12.18)

kde:

A [m2] ...... plocha pr̊uřezu,

x [m] ........ vzdálenost plochy A od definované osy z,

z [m] ........ vzdálenost plochy A od definované osy x,

Deviačńı moment nabývá kladných i záporných hodnot, znaménko záviśı na součinu vzdálenost́ı
os x · z. Pro jednoose či dvouose symetrické pr̊uřezy má vždy nulovou hodnotu.
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Poznámka

Stejně jako momenty setrvačnosti i deviačńı momenty je možné vztahovat k libovolným (vzájemně
kolmým) osám nebo k osám (vzájemně kolmým) procházej́ıćıch těžǐstěm. V druhém př́ıpadě se
jedná o centrálńı deviačńı moment. Ve stavebńı mechanice bývá nejčastěǰśım požadavkem sta-
noveńı právě tohoto centrálńıho deviačńıho momentu. V běžné praxi se však často hovoř́ı
o ”deviačńım momentu”s t́ım, že se automaticky uvažuje ”centrálńı deviačńı moment”.

Deviačńı momenty d́ılč́ıch ploch zadaného pr̊uřezu

Zadaný složený pr̊uřez př́ıkladu 12.1 je tvořen třemi obdélńıky. Jedná se o symerické pr̊uřezy,
tud́ıž deviačńı momenty k jejich vlastńım těžǐstńım osám jsou nulové.

Dxz,1 = Dxz,2 = Dxz,3 = 0 [m4] . (12.19)

Deviačńı moment pr̊uřezu k posunutým osám [m4]

Deviačńı moment pr̊uřezu k libovolné posunutým osám x, z nabývá kladných i záporných hod-
not a stejně jako momenty setrvačnosti je definován Steinerovou větou:

Dxz = Dxz + A · c · d [m4] , (12.20)

kde:

A [m2] .......... plocha pr̊uřezu,

Dxz [m4] ...... deviačńı moment pr̊uřezu vztažený k jeho vlastńım těžǐstńım osám,

c , d [m] ....... vzdálenost těžǐstě pr̊uřezu od posunuté osy (x), resp. (z).

Deviačńı moment složeného pr̊uřezu [m4]

Deviačńı moment složeného pr̊uřezu k určité ose je dán součtem moment̊u setrvačnosti d́ılč́ıch
ploch k této ose. Matematicky toto popisuje opět Steinerova věta (12.20):

Dxz =
∑

(Dxz,i + Ai · ci · di) [m4] , (12.21)

kde:

Ai [m2] ......... plocha d́ılč́ıch pr̊uřez̊u (12.1),

Dxz,i [m4] ..... deviačńı momenty d́ılč́ıch pr̊uřez̊u, tady v d̊usledku symetrie Dxz,i = 0,

ci , di [m] ..... ramena těžǐst’ (12.8) a (12.9),

a t́ım:

Dxz = [ Dxz,1 + A1 · c1 · d1 ] + [ Dxz,2 + A2 · c2 · d2 ] + [ Dxz,3 + A3 · c3 · d3 ]

= [ 0 + 0, 4 · 103 · (−34,09) · (−15,0) ]

+ [ 0 + 0, 8 · 103 · (−9,09) · (−5,0) ]

+ [ 0 + 1 · 103 · 20,91 · 10,0 ]

= 0,45 · 106 [mm4] = 0,45 · 10−6 [m4] .

(12.22)
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12.1. PŘÍKLAD - SLOŽENÝ PRŮŘEZ 1

Poznámka

V př́ıpadě otvoru v pr̊uřezu, budou členy př́ıslušné tomuto otvoru [ Dxz,i + Ai · ci · di ] v rov-
nici (12.22) odeč́ıtány.

12.1.8 Hlavńı centrálńı momenty setrvačnosti pr̊uřezu [m4]

Hlavńı centrálńı momenty setrvačnosti I1 ≡ Imax ; I2 ≡ Imin jsou kvadratické momenty
plochy vztažené k jedné z pootočených, vzájemně kolmých těžǐstńıch os x1 ; z2, přičemž k jedné
z os, např. x1 nabývá maximálńıch hodnot a k druhé ose, tedy z2 minimálńıch hodnot. Hlavńı
centrálńı MS jsou dány vztahem:

I1,2 =
1

2
· (Ix + Iz)±

1

2
·
√

(Ix − Iz)2 + 4 ·D2
xz [m4] , (12.23)

kde:

Ix , Iz [m4] ... centrálńı momenty setrvačnosti pr̊uřezu,

Dxz [m4] ........ deviačńı moment pr̊uřezu (centrálńı),
a t́ım:

I1 =
1

2
· (Ix + Iz) +

1

2
·
√

(Ix − Iz)2 + 4 ·D2
xz

=
1

2
· (1,1115 · 106 + 0,49833 · 106)

+
1

2
·
√

(1,1115 · 106 − 0,49833)2 + 4 · (0,45 · 106)2

= 1,3495 · 106 [mm4] = 1,3495 · 10−6 [m4] ,

(12.24)

I2 =
1

2
· (Ix + Iz)−

1

2
·
√

(Ix − Iz)2 + 4 ·D2
xz

=
1

2
· (1,1115 · 106 + 0,49833 · 106)

− 1

2
·
√

(1,1115 · 106 − 0,49833)2 + 4 · (0,45 · 106)2

= 0,2603 · 106 [mm4] = 0,2503 · 10−6 [m4] ,

(12.25)

Poznámka

U symetrického pr̊uřezu neńı třeba I1 ; I2 poč́ıtat, nebot’ hlavńı centrálńı moment setrvačnosti
je shodný s centrálńım momentem setrvačnosti s t́ım, že I1 je větš́ı z Ix ; Iz a I2 menš́ı z Ix ; Iz.

12.1.9 Natočeńı hlavńıch centrálńıch os

Natočeńı hlavńıch centrálńıch os x1 ; z2, tedy os, ke kterým jsou vztaženy hlavńı centrálńı MS
I1 ; I2 se spoč́ıtaj́ı ze vztah̊u:

tgα1 =
I1 − Ix
Dxz

=
1,3495 · 106 − 1,1115 · 106

0,45 · 106
= 0,5288 [−]

⇒ α1 = 27,87 [◦] ,

(12.26)
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Obrázek 12.3: Schéma k hlavńım centrálńım MS př́ıkladu 12.1

tgα2 =
I2 − Ix
Dxz

=
0,2603 · 106 − 1,1115 · 106

0,45 · 106
= −1,8915 [−]

⇒ α2 = −62,13 [◦] ,

(12.27)

Úhel α1 definuje pootočeńı těžǐstńı osy xt od hlavńı centrálńı osy x1, úhel α2 pak pootočeńı
rovněž těžǐstńı osy xt od hlavńı centrálńı osy z2. Kladný směr vede od kladného směru osy x
ke kladnému směru osy z, tedy ve směru chodu hodinových ručiček, viz obrázek 12.3 vlevo.
Úhlel α2 má zápornou hodnotu, čemuž odpov́ıdá pootočeńı osy xt od osy z2 v záporném směru
(proti chodu hodinových ručiček).

V inženýrské praxi se výsledky této úlohy využ́ıvaj́ı k př́ıpadnému pootočeńı pr̊uřezu o úhel
α1. T́ım je dosaženo, že osa xt se stává hlavńı centrálńı osou x1 (xt ≡ x1) a daný pr̊uřez má
v této poloze největš́ı hodnotu momentu setrvačnosti a t́ım i největš́ı tuhost ohybu vzhledem
k ose x, viz obrázek 12.3 vpravo. MS daného pr̊uřezu vzhledem k ose z je v tomto př́ıpadě
nejmenš́ı.

Dojde-li k pootočeńı pr̊uřezu o úhel α2 (je záporný-bude se jednat o pootočeńı proti směru
chodu hodinových ručiček), bude dosaženo největš́ı hodnoty MS i ohybové tuhosti vzhledem
k ose z.

Poznámka

Shodné hodnoty I1 ; I2 budou dosaženy i při pootočeńı pr̊uřezu o daľśıch 180 [◦] , tedy celkově
o 207,87 [◦]. Schématicky tuto situaci vystihuje řešeńı v př́ıkladu 12.2.

12.1.10 Invariant součtu moment̊u setrvačnosti

Součet moment̊u setrvačnosti ke dvěma vzájemně kolmým osám setrvačnosti se při otáčeńı obou
os kolem počátku neměńı, z̊ustává invariantńı. Muśı být tedy splněna podmı́nka:

Ix + Iz = I1 + I2. (12.28)
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Po dosazeńı:

(1,115 · 10−6 + 0,49833 · 10−6) = (1,3495 · 10−6 + 0,2603 · 10−6)

(1,6098 · 10−6) [m4] = (1,6098 · 10−6) [m4] .
(12.29)

Podmı́nka je splněna.

12.1.11 Polárńı moment setrvačnosti [m4]

Polárńı moment setrvačnosti je kvadratický moment plochy vztažený k jednomu bodu a je
definován základńım obecným vztahem:

Ip =

∫ ∫
A

p2 dA [m4] . (12.30)

Po dosazeńı s odkazem na (odkazBenebda, , , , , ,) se źıská:

Ip = Ix + Iz [m4] , (12.31)

kde:

Ai [m2] ...... plocha pr̊uřezu,

p [m] ......... vzdálenost plochy A od definovaného bodu P ,

Ix [m4] ....... moment setrvačnosti plochy vztažený k ose x s počátkem v bodu P ,

Iz [m4] ....... moment setrvačnosti plochy vztažený k ose z s počátkem v bodu P .

Polárńı moment setrvačnosti nabývá pouze kladných hodnot. Stejně jako momenty se-
trvačnosti i polárńı moment setrvačnosti je možné vztahovat k libovolnému bodu nebo k př́ımo k
těžǐsti. V druhém př́ıpadě se jedná o centrálńı polárńı moment setrvačnosti. Ve stavebńı mecha-
nice bývá nejčastěǰśım požadavkem stanoveńı právě tohoto centrálńıho polárńıho momentu
setrvačnosti. V běžné praxi se však často hovoř́ı o ”polárńım momentu setrvačnosti”s t́ım, že
se automaticky uvažuje ”centrálńı polárńı moment setrvačnosti”.

Polárńı moment setrvačnosti složeného pr̊uřezu [m4]

Polárńı moment setrvačnosti složeného pr̊uřezu se poč́ıtá ve vztahu (12.31). Pro pr̊uřez z
př́ıkladu 12.1 má (centrálńı) polárńı moment setrvačnosti hodnotu:

Ip = Ix + Iz

= 1,115 · 106 + 0,49833 · 106

= 1,6133 · 106 [mm4] = 1,6133 · 10−6 [m4] .

(12.32)
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12.1.12 Rekapitulace základńıch pojmů

Moment setrvačnosti (MS) Ix ; Iz [m4] - kvadratický moment plochy vztažený k libovolné ose
x resp. z.

Centrálńı moment setrvačnosti Ix ≡ Ixt ; Iz ≡ Izt [m4] - kvadratický moment plochy vztažený
k jedné z těžǐstńıch os xt ; zt.

Moment setrvačnosti Ix′ ; Iz′ [m4] - kvadratický moment plochy vztažený k libovolné pootočené
ose x′ resp. z′.

Hlavńı moment setrvačnosti I1 ≡ Imax ; I2 ≡ Imin [m4] - kvadratický moment plochy vztažený
k jedné z pootočených, vzájemně kolmých os x′1 ; z′2, přičemž k jedné (x′1) nabývá maximálńıch
a k druhé (z′2) minimálńıch hodnot.

Hlavńı centrálńı moment setrvačnosti I1 ≡ Imax ; I2 ≡ Imin [m4] - kvadratický moment plochy
vztažený k jedné z pootočených, vzájemně kolmých těžǐstńıch os xt,1 ; zt,2, přičemž k jedné
(xt,1) nabývá maximálńıch a k druhé (zt,2) minimálńıch hodnot. U symetrického pr̊uřezu je
hlavńı centrálńı moment setrvačnosti shodný s centrálńım momentem setrvačnosti.

Deviačńı moment Dxz [m4] - kvadratický moment plochy vztažený ke dvěma vzájemně kolmým
osám x ; z.

Centrálńı deviačńı momentDxz [m4] - kvadratický moment plochy vztažený ke dvěma vzájemně
kolmým těžǐstńım osám xt ; zt.

Polárńı moment setrvačnosti Ip - kvadratický moment plochy vztažený k jednomu bodu (pólu).

Centrálńı polárńı moment setrvačnosti Ip - kvadratický moment plochy vztažený k těžǐsti.

Osy setrvačnosti - libovolně umı́stěné osy (např.(x; z)), obr. 12.2), ke kterým jsou MS vztaženy.

Centrálńı osy setrvačnosti - vzájemně kolmé osy procházej́ıćı těžǐstěm xt ; zt.

Hlavńı osy setrvačnosti - vzájemně kolmé osy x1 ; z2 pootočené tak, že I1 ≡ Ix,max ; I2 ≡ Iz,min.

Hlavńı centrálńı osy setrvačnosti - vzájemně kolmé osy procházej́ıćı těžǐstěm xt,1 ; zt,2 po-
otočené tak, že I1 ≡ Ixt,max ; I2 ≡ Izt,min.
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12.2 Př́ıklad - složený pr̊uřez 2

Spoč́ıtejte pr̊uřezové charakteristiky pr̊uřezu, který má shodné rozměry jako v př́ıkladu 12.1,
ale jeho výchoźı poloha je oproti předešlému zadáńı změněna dle obrázku 12.4 vlevo. Rozměry
jsou v [mm] .

Obrázek 12.4: Schéma k př́ıkladu 12.2

Výsledky řešeńı

Schéma k řešeńı hlavńıch centrálńıch moment̊u viz obr. 12.4 uprostřed a vpravo.

xT = 30,91 [mm] ,

zT = 35,00 [mm] ,

c1 = 15,0 [mm] ,

c2 = 5,0 [mm] ,

c3 = −10,0 [mm] ,

d1 = −25,91 [mm] ,

d2 = −0,91 [mm] ,

d3 = 29,09 [mm] ,

Ix = 0,49833 · 106 [mm4] ,

Iz = 1,115 · 106 [mm4] ,

Dxz = −0,45 · 106 [mm4] ,

Ip = 1,6133 · 106 [mm4] ,

I1 = 1,34955 · 106 [mm4] ,

I2 = 0,2503 · 106 [mm4] ,

α1 = −62,13 [◦] ,

α2 = 27,87 [◦] .

(12.33)
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12.3 Př́ıklad - složený pr̊uřez 3

Spoč́ıtejte pr̊uřezové charakteristiky pr̊uřezu dle obrázku 12.5 vlevo. Rozměry jsou v [mm] .

Obrázek 12.5: Schéma př́ıkladu 12.3

Výsledky řešeńı

Jedná se o složený svařovaný pr̊uřez, jehož jednu z d́ılč́ıch ploch tvoř́ı normalizovaný válcovaný
pr̊uřez (A2 ≡ U180). Plocha i hodnota moment̊u setrvačnosti válcovaného pr̊uřezu (12.34) jsou
źıskané z ocelářských tabulek. Schéma k řešeńı těžǐstě pr̊uřezu i MS viz obr. 12.5 uprostřed a
vpravo.

A2 = 2,8 · 103 [mm2] ,

Ix = 13,50 · 106 [mm4] ,

Iz = 1,13 · 106 [mm4] .

(12.34)
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xT = 20,82 [mm] ,

zT = 90,00 [mm] ,

c1 = c2 = 0 [mm] ,

d1 = −15,82 [mm] ,

d2 = 8,48 [mm] ,

(12.35)

Ix = 16,3125 · 106 [mm4] ,

Iz = 1,7193 · 106 [mm4] ,

Ip = 18,0353 · 106 [mm4] ,

Dxz = 0 [mm4] ... symetrie ,

I1 = Ix ... symetrie ,

I2 = Iz ... symetrie .

(12.36)

12.4 Př́ıklad - složený pr̊uřez 4

Spoč́ıtejte pr̊uřezové charakteristiky pr̊uřezu, který má shodné rozměry jako v př́ıkladu 12.3,
ale jeho výchoźı poloha je oproti předešlému zadáńı pootočena o 90 ◦ dle obrázku 12.6 nahoře.
Rozměry jsou v [mm] .

Výsledky řešeńı

Schéma k řešeńı těžǐstě pr̊uřezu i MS viz obr. 12.6 uprostřed a dole.

A2 = 2,8 · 103 [mm2] ,

Ix = 1,13 · 106 [mm4] ,

Iz = 13,50 · 106 [mm4] .

(12.37)

xT = 90,00 [mm] ,

zT = 20,82 [mm] ,

d1 = d2 = 0 [mm] ,

c1 = −15,82 [mm] ,

c2 = 8,48 [mm] ,

(12.38)
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12.4. PŘÍKLAD - SLOŽENÝ PRŮŘEZ 4

Obrázek 12.6: Schéma př́ıkladu 12.4

Ix = 1,7193 · 106 [mm4] ,

Iz = 16,3125 · 106 [mm4] ,

Ip = 18,0353 · 106 [mm4] ,

Dxz = 0 [mm4] ... symetrie ,

I1 = Ix ... symetrie ,

I2 = Iz ... symetrie .

(12.39)
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12.5. PŘÍKLAD - SLOŽENÝ PRŮŘEZ 5

12.5 Př́ıklad - složený pr̊uřez 5

Obrázek 12.7: Schéma př́ıkladu 12.5

Spoč́ıtejte pr̊uřezové charakteristiky pr̊uřezu dle obrázku 12.7. Rozměry jsou v [mm] .

Výsledky řešeńı

A1 = 4,8 · 103 [mm2] ,

A2 = 0,6 · 103 [mm2] ,

xT = 42,86 [mm] ,

zT = 32,14 [mm] ,

d1 = −2,86 [mm] ,

d2 = −22,86 [mm] ,

c1 = −2,14 [mm] ,

c2 = −17,14 [mm] ,

(12.40)

Ix = 1,26571 · 106 [mm4] ,

Iz = 2,24071 · 106 [mm4] ,

Ip = 3,50642 · 106 [mm4] ,

Dxz = −0,20571 · 106 [mm4] ,

I1 = 2,28233 · 106 [mm4] ,

I2 = 1,22409 · 106 [mm4] ,

α1 = −78,56 [◦] ,

α2 = 11,44 [◦] .

(12.41)
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12.5. PŘÍKLAD - SLOŽENÝ PRŮŘEZ 5

Kontrola invariantu součtu MS:

(Ix + Iz) = (I1 + I2)

(1,26571 · 106 + 2,24071 · 106) = (2,28233 · 106 + 1,22409 · 106)

(3,50642 · 106) [mm4] = (3,50642 · 106) [mm4] .

(12.42)

Podmı́nka je splněna.

Schéma natočeńı hlavńıch centrálńıch os setrvačnosti viz obr. 12.8

Obrázek 12.8: Schéma natočeńı hlavńıch centrálńıch os setrvačnosti př́ıkladu 12.5

Poznámka

Jelikož pr̊uřez 2 je otvor, je nutné ve všech rovnićıch členy týkaj́ıćı se tohoto pr̊uřezu odeč́ıtat.
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12.6. PŘÍKLAD - SLOŽENÝ PRŮŘEZ 6

12.6 Př́ıklad - složený pr̊uřez 6

Obrázek 12.9: Schéma př́ıkladu 12.6

Spoč́ıtejte pr̊uřezové charakteristiky pr̊uřezu dle obrázku 12.9. Rozměry jsou v [m] .

Výsledky řešeńı

A1 = 0,2826 [m2] ,

A2 = 0,0314 [m2] ,

xT = 0,2875 [m] ,

zT = 0,3 [m] ,

d1 = 0,0125 [m] ,

d2 = 0,1125 [m] ,

c1 = c2 = 0 [m] ,

(12.43)

Ix = 62,8 · 10−4 [m4] ,

Iz = 59,2675 · 10−4 [m4] ,

Ip = 122,0675 · 106 [m4] ,

Dxz = 0 [m4] ... symetrie ,

(12.44)

I1 = Ix ... symetrie ,

I2 = Iz ... symetrie .
(12.45)
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12.7. PŘÍKLAD - SLOŽENÝ PRŮŘEZ 7

12.7 Př́ıklad - složený pr̊uřez 7

Obrázek 12.10: Schéma př́ıkladu 12.7

Spoč́ıtejte pr̊uřezové charakteristiky pr̊uřezu dle obrázku 12.10. Rozměry jsou v [cm] .

Výsledky řešeńı

A1 = 20,106 · 103 [mm2] ,

A2 = 0,80 · 103 [mm2] ,

xT = 81,24 [mm] ,

zT = 79,17 [mm] ,

d1 = −1,24 [mm] ,

d2 = −31,24 [mm] ,

c1 = 0,83 [mm] ,

c2 = 20,83 [mm] ,

(12.46)

Ix = 31,81 · 106 [mm4] ,

Iz = 31,31 · 106 [mm4] ,

Ip = 63,12 · 106 [mm4] ,

Dxz = 49,99 · 104 [mm4]

I1 = 32,12 · 106 [mm4] ,

I2 = 31,00 · 106 [mm4] ,

α1 = 31,5 [◦] ,

α2 = 58,5 [◦] .

(12.47)
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Kapitola 13

Otázky k dané problematice

1. Vysvětlete pojem výslednice soustavy sil a rovnovážná śıla soustavy sil.

2. Vysvětlete rozd́ıl mezi podmı́nkami ekvivalence a podmı́nkami rovnováhy.

3. Vysvětlete pojem svazek sil.

4. Vysvětlete pojem obecná soustava sil.

5. Uved’te počet podmı́nek rovnováhy (resp. ekvivalence) pro př́ımkovou soustavu sil, pro
svazek sil a pro obecnou soustavu sil v rovině.

6. Vysvětlete pojem statický moment śıly k bodu.

7. Vysvětlete, co vyjadřuje tzv. Varignonova věta, uved’te př́ıklad jej́ıho použit́ı.

8. Vysvětlete postup výpočtu ramene výslednice (resp. rovnovážné śıly) vzhledem k počátku
nebo k jinému bodu v př́ıpadě soustavy rovnoběžných sil.

9. Vysvětlete pojem nosná staveb́ı konstrukce.

10. Vysvětlete rozd́ıl mezi vnitřńı a vněǰśı vazbou.

11. Nakreslete prostě podepřený nosńık, zakreslete reakce a napǐste popdmı́nky rovnováhy
pro výpočet reakćı včetně kontroly.

12. Nakreslete konzolový nosńık, zakreslete reakce a napǐste popdmı́nky rovnováhy pro výpočet
reakćı včetně kontroly.

13. Napǐste a zobrazte graficky na př́ıkladě vztahy mezi zat́ıžeńım, posouvaj́ıćımi silami a
ohybovými momenty na nosńıku zat́ıženém bodovým zat́ıžeńım.

14. Napǐste a zobrazte graficky na př́ıkladě vztahy mezi zat́ıžeńım, posouvaj́ıćımi silami a
ohybovými momenty na nosńıku zat́ıženém spojitým rovnoměrným zat́ıžeńım.

15. Napǐste a zobrazte graficky na př́ıkladě vztahy mezi zat́ıžeńım, posouvaj́ıćımi silami a
ohybovými momenty na nosńıku zat́ıženém spojitým nerovnoměrným (trojúhelńıkovým)
zat́ıžeńım.
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16. Odvod’te a zobrazte graficky na př́ıkladě výpočet nebezpečného pr̊uřezu na nosńıku
zat́ıženém spojitým rovnoměrným zat́ıžeńım a spojitým nerovnoměrným (trojúhelńıkovým)
zat́ıžeńım (z obou stran).

17. Definujte, jakým zp̊usobem může být šikmý nosńık zat́ıžen a jak může být zadána inten-
zita spojitého zat́ıžeńı.

18. Uved’te vztah mezi intenzitou téhož spojitého zat́ıžeńı zadaného na p̊udorysný pr̊umět a
na šikmou délku a z jakého principu tento vztah vycháźı.

19. Popǐste obecný postup řešeńı šikmého nosńıku, jestliže je zat́ıžen kolmo na svou osu.

20. Popǐste obecný postup řešeńı šikmého nosńıku, jestliže je zat́ıžen spojitým zat́ıžeńım
p̊usob́ıćım na p̊udorysný pr̊umět.

21. Charakterizujte rovinný pravoúhle lomený nosńık.

22. Co to jsou
”
styčńıky“ (uzly) a jak je lze využ́ıt pro kontrolu např. ohybových moment̊u

(naznačte také graficky).

23. Vysvětlete pojem Rovinná nosńıková soustava.

24. Charakterizujte troujkloubový nosńık.

25. Charakterizujte troujkloubový nosńık s táhlem.

26. Charakterizujte Gerber̊uv nosńık.

27. Vysvětlete rozd́ıl mezi monolitickým a kloubovým spojeńım prut̊u.

28. Charakterizujte obecně normálovou śılu v libovolném bodě konstrukce, uved’te označeńı.

29. Charakterizujte obecně posouvaj́ıćı śılu v libovolném bodě konstrukce, uved’te označeńı.

30. Charakterizujte obecně ohybový moment v libovolném bodě konstrukce, uved’te označeńı.

31. Charakterizujte rovinný zakřivený nosńık.

32. Charakterizujte rovinný př́ıhradový nosńık.

33. Popǐste vnitřńı śıly rovinného př́ıhradového nosńıku.

34. Vysvětlete pojem moment setrvačnosti.

35. Vysvětlete pojem centrálńı moment setrvačnosti.

36. Vysvětlete pojem deviačńı moment.

37. Vysvětlete pojem polárńı moment setrvačnosti.

38. Vysvětlete pojem invariant součtu moment̊u setrvačnosti.
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