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Uvod

Hlavnym cielom elektronickej vysokoskolskej ucebnice zdarma je podpora ziskania
vedomosti a =znalosti zo =zakladov mechaniky poddajnych telies, hlavne principov
analytickych vypoctovych metdd a dimenzovania konStrukénych prvkov v strojarstve, ktoré
su aplikované na zakladné druhy namahania a ich kombinaciu v oblasti pruznej odozvy
materidlu na statické zat'azenie.

Elektronicka vysokoskolska ucéebnica Pruznost a pevnost 1.: Teoria a priklady je
poskytovana zdarma a je urCend ako podpora pre Studentov predmetu Pruznost a pevnost
Vv tretom semestri denného aj externého bakalarskeho Studia na Fakulte vyrobnych technologii
vV PreSove TU v KoSiciach, ale aj inym odbornikom zaoberajucim sa touto tematikou. Zaroven
publikacia skvalitiluje pripravu na kontrolné casti predmetu Pruznost a pevnost a sluzi
ako pomoc pri jeho uspesnom absolvovani.

Elektronicka vysokoskolska ucebnica je roz¢lenena do desiatich kapitol. Prva kapitola
zahfna problematiku zakladnych pojmov, kapitoly 2, 4, 6 a 7 sa venuji zékladnym druhom
namdhania a vypoctom mechanickych napiti a deformécii pri jednotlivych druhoch
namahania. Kapitola 3 sa venuje vypoCtom prierezovych charakteristik pre rozne druhy
prierezov. Elektronicka vysokoskolska ucebnica je kapitolou 5 obohatena o tematiku
kompozitnych materidlov ako predstavitelov anizotropnych, Vv sicasnosti nekonvencnych,
av$ak perspektivnych a ¢oraz viac pouzivanych konstrukénych materialov 21. storocia. Dalej
sa publikacia venuje témam tedrie pruznosti (kapitola 8) a oblasti dimenzovania a hypotéz
pevnosti (kapitola 9). Kapitola 10 zhfiia poznatky a aplikuje ich na zlozené (kombinované)
namahanie.

Kapitoly samozrejme obsahuji 50 riesenych prikladov, ktoré podporuji moznost’
hlbsieho pochopenia uvedenej problematiky. Text je vhodne doplneny o obrazky, ktorych je
201. Poznamky pod ciarou st zamerané na zaujimavosti zo Zivota historickych osobnosti
Vv oblasti mechaniky poddajnych telies a pomahaju priblizit’ ich osobny Zivot doplneny o fakty
Z ich odborného Zivota.

Verim, ze tato e-ucebnica bude vhodnou Studijnou podporou nielen pocas semestra,
pri priprave na skusku, ale aj pre odbornu verejnost’.

Dakujem recenzentom prof. Ing. Milanovi Zmindakovi, CSc. a doc. Ing. Karel
Frydrysekovi, Ph.D., za ochotu, prestudovanie rukopisu a ich cenné pripomienky.

Chcela by som na tomto mieste uprimne pod’akovat’ vSetkym, ktori svojim odbornym,
ale aj l'udskym, pristupom prispeli k méjmu odbornému rastu: pocas doktorandského Studia
na Strojnickej fakulte Zilinskej univerzity v odbore Aplikovana mechanika to bol moj skolitel
prof. Dr. - Ing. Vladimir Kompis, CSc., pocas asistentského miesta na Fakulte vyrobnych
technologii TU Kosice so sidlom v PreSove prof. Ing. Gejza Eggenberger, DrSc. a doc. Ing.
Jan Kochanik, CSc., ale aj pocas vysokoskolského Studia Dr.h.c. mult. prof. Ing. FrantisSek
Trebuna, CSc. ako prednéSajuci a skusajuci predmet Pruznost a pevnost I.all. a dalsi.
Dakujem.
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1 ZAKLADNE POJMY

Predmet Pruznost a pevnost’ patri k zdkladnym predmetom odborov strojného
inZinierstva. Napln tohto predmetu mozno zaradit’ do SirSicho kontextu mechaniky telies.

Mechanika je odbor fyziky, ktory sa zaobera mechanickym pohybom, Ccize
premiestiovanim telies v Case a aj zmenami rozmerov a tvarov telies. Mechaniku mozno
rozdelit na mechaniku tuhych telies, mechaniku poddajnych telies a mechaniku tekutin
(hydromechaniku a aecromechaniku). Predmet Pruznost' a pevnost zahffia problematiku
mechaniky poddajnych telies. Teda vySetruje pdsobenie vonkajSicho zataZenia na teleso
v statickej rovnovéahe S uvazovanim jeho deformaécie.

Mechanika tuhych telies vySetruje pdsobenie vonkajSieho zat'azenia ne teleso
v statickej rovnovahe bez uvaZovania jeho deformacie. Tato Cast mechaniky je zvyCajne
zahrnutd v predmetoch s ndzvami Technicka mechanika I., II. alebo Inzinierska mechanika 1.,
I1., resp. Statika, Kinematika, Dynamika.

Hmotné telesa st oblasti s uréitym objemom V a povrchom A a su spojite vyplnené
hmotnymi bodmi. Hmotny bod je castou hmotného telesa s elementarnym objemom dV
a elementarnym povrchom dA, ktory obsahuje vel'ké mnozstvo elementarnych ¢astic (atobmov,
molekul) hmoty. Geometrickou interpretaciou hmotného bodu (jeho okolia) je diferencialny
element (obr. 1.1)

dv=dx.dy.d

dz

dy

dx
hmotny bod

hmotné teleso
A, B — hmotné body

Obr. 1.1
Tuhé teleso je nedeformovatelné (idealizované) teleso, u ktorého sa pri posobeni

vonkajsich sil nemeni vzajomna poloha bodov A a B (na obr. 1.1, AB =kont.), t.j. nemeni sa
tvar a objem telesa. Naopak, poddajné teleso (pruzné, plastické teleso) je deformovatelné
teleso, t.j. teleso, ktoré meni svoje rozmery a tvar, ¢ize meni sa vzdjomna poloha bodov

( AB =konst.) telesa pri posobeni vonkajSich sil. Pruzné (elastické) teleso je také teleso, ktoré
sa posobenim vonkajsej sily deformuje a po odstraneni tejto sily sa vracia do povodného stavu
(tvar, rozmery). Plastické (nepruzné) telesd sa po poOsobeni vonkajSej sily nevratia do
povodného stavu, zachovaju si dosiahnuty deformovany stav.

Pri vypoctoch zvyCajne neuvazujeme (zanedbavame) skutocné zlozenie hmotného
telesa (atom, krystalickd mriezka, zrno). Ide o aproximéciu redlneho telesa. Hmotné poddajné
teleso povazujeme pri vypoctoch za spojité prostredie ¢ize kontinuum. Kontinuum je suvislé,
nepretrzité, spojité prostredie bez vnutornej (diskrétnej) Struktary.

Podl'a sposobu aproximacie redlneho telesa mozno predmet Pruznost a pevnost
vc€lenit’ do mechaniky kontinua, ktord sa zaobera pevnymi telesami a tekutinami (kvapaliny a
plyny) bez zretela na diskrétnu Strukturu. Za zvlastny pripad pevného telesa povazuje
poddajné teleso. Pri vypoctoch uvazujeme idealizované modely telies. Ide o matematicka
abstrakciu (idealizéciu) realnych telies, o moézeme pouzit’ pri vypoctoch z makroskopického
hl'adiska. Pri vypocte bez idealizacie telies vznikaji problémy spojené najmi so zlozitost'ou
matematického modelu. Modely uvazujice realnu Struktiru materidlu telies su pre bezné
praktické vypocéty nevhodné a nepotrebné, pretoze nepotrebujeme vediet’, ktory atom prenesie


http://cs.wikipedia.org/wiki/Fyzika
http://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanick%C3%BD_pohyb
http://cs.wikipedia.org/wiki/%C4%8Cas
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zatazenie (mikroskopické hladisko), ale skimame odozvu telesa ako celku (makroskopické
hl'adisko).

Zakladnou tlohou mechaniky poddajnych telies je skimat’ odozvu deformovatel'ného
(poddajného) telesa na posobenie vonkajSieho zat'azenia s ohl'adom na vznik nebezpecného
stavu. Pruznost’ a pevnost’ skima vztah zat'azenie — deformacia, resp. zatazenie — napitie. Za
nebezpecny stav povazujeme poruchu materidlu telesa prekrocenim jeho pevnosti,
neprimerant (plasticku, pruzno-plasticku) deformacia telesa alebo stratu stability.

Pruznost’ je schopnost pevnych telies (materialu, konstrukcie) nadobudat’ svoj
povodny tvar a rozmery aj po preruseni pdsobenia vonkajSieho zat'azenia. Takéto pevné telesa
nazyvame pruzné telesa.

Pevnost’ je schopnost pevnych telies preniest zatazenie (odolavat pdsobeniu
vonkajSieho zat'azenia) bez porusenia. Cim vécSie zat'azenie pevné teleso prenesie, tym je
pevnejSie. Mierou pevnosti je napitie. Napétie je mierou intenzity vnutornych sil.

Tuhost’ je miera odporu telesa deformovat’ sa v dosledku vonkajSieho zat'azenia. Cim
vicSia miera odporu pevného telesa deformovat sa, t.j. ¢im je menSia deformacia, od
vonkajsieho zat'azenia, tym je teleso tuhsie.

1.1 VonkajSie a vnutorné sily. Metoda mysleného rezu
Sily posobiace na poddajné teleso mozno rozdelit’ na:
e vonkajsie sily,
e vnutorné sily.
Mozno pouzit’ aj ozna¢enie vnutorné/vonkajsie silové veli¢iny, ked’ze nimi mézu byt
aj momenty, teda silové dvojice pdsobiace na urcitom ramene, ktorych rozmer je [Nm], nie
[N], ako to je u sil.

Vonkaj$ie a vnutorné sily st v rovnovahe. Vytvaraju zataZenie telesa. ZataZenie telesa
je suhrn vonkajSich ucinkov posobiacich na teleso a sthrn vnatornych procesov v telese,
ktorych dosledkom je vznik deformécie a napétosti v telese.

Obsah predmetu Pruznost’ a pevnost’ mozno definovat’ aj na zéklade sil poésobiacich na
teleso, a to: Pruznost’ a pevnost’ sa zaobera deformaciou telies a stavom vnutornych sil, ktoré
vznikaju v dosledku posobenia vonkajSich sil na poddajné teleso a ich vzajomnych suvislosti.

1.1.1 Vonkajsie sily
Vonkajsie sily sa prendSaji na teleso poésobenim silového pol'a (napr. gravitaéné pole)
alebo prostrednictvom vzajomnych dotykovych ploch telies. Aj reakcie vo védzbach patria do
skupiny vonkajsich sil.
Vsetky vonkajSie sily mozno sthrne oznacit ako vonkajSie zatazenie telesa.
Sposobuju vznik vnutornych sil a nasledne deformacie a napétosti v telese.
Podl’a oblasti posobenia rozliSujeme vonkajsie sily na:

e sily objemové, ktoré posobia na cely objem telesa a na ktorykol'vek jeho objemovy
element, napr. vlastna tiaz, zotrvacné sily, tepelné zat'azenie,

e sily povrchové, ktoré posobia na povrchu telesa, t.j. sily osamelé [N] (pdsobia v bode),
liniové [Nm™] (spojité zataZzenie), plosné [Nm™] (tlak) a silové dvojice, t.j. momenty
[Nm],

Vonkajsie sily z hl'adiska ¢asu pdsobenia mozno delit’ na:

e trvalé sily, ktoré pdsobia po cely ¢as trvania konstrukcie, napr. jej vlastna tiaz a pod.,
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e docasné sily ktoré podsobia pocas urcitého ¢asového useku, napr. prechod vlaku
mostovou konstrukciou a pod.

Podl’a charakteru posobenia mozno vonkajsie sily d’alej delit’ na:

o statické sily, ktorych velkost’ vzrasta postupne od nuly az na vlastni menovita
hodnotu, napr. krutiaci moment z elektromotora na vstupny hriadel’ prevodovky,

e dynamické sily, ktoré vznikaju spravidla v kratkej Casovej peridde (cyklicky —
vonkajSie sily sa menia v Case periodicky a/alebo rdzovo — vonkajSie sily pdsobia
pocas vel'mi kratkeho Casového intervalu, ide radovo o milisekundy) a pritom aj
st¢iastky, na ktoré dynamické sily posobia, su zvy¢ajne v pohybe, napr. pohyb piestu.
Vznik vnatornych sil mo6ze spdsobit’ aj vopred znama (predpisana) deformacia, napr.

montdzna nepresnost’, lisovany spoj, t.j. ulozenie ndboj — hriadel’ s presahom, predpisany

priehyb a pod.

:tfk 1

Poddajné teleso — nedeformovany
povodny tvar
pred/po zataZeni

deformovany tvar
pocas pdsobenia zat'azenia

Obr. 1.2

Obr. 1.2 zobrazuje poddajné teleso s pdsobiacimi vonkajSimi silami (vonkaj$im
zatazenim). Plnou ciarou je ohrani¢ené poddajné teleso pred (resp. po) zatazZeni.
Ciarkovanou &iarou je zobrazeny deformovany tvar telesa vplyvom vonkajsieho
zatazenia, ktorym su sily F1, Fa, F3, spojité zatazenie ;, kratiace momenty My;, My, a
ohybové momenty My, Ma.

1.1.2 Vnutorné sily

Vnutorné sily vznikaju posobenim vonkajSich sil na teleso. Snazia sa obnovit’ pdvodny
nedeformovany tvar a rozmery telesa. Vnutorné sily pdsobia proti usiliu vonkajsich sil menit’
rozmery a tvar telesa, resp. ho porusit’. Stupenn t€inku vonkajSich sil na deformované teleso
¢iselne charakterizuje vel'kost’ vnutornych sil.

S touto myslienkou vzniku vnutornych sil v telese priSiel Bernoulli pred priblizne 200
rokmi, ¢o bola v tej dobe prevratna myslienka.

Velkost’ vnutornych sil ur€ujeme metodou mysleného (fiktivneho) rezu. Tato metoda
je univerzalna metdda na ur€ovanie vnutornych sil bez ohl'adu na druh naméhania. Pri metode
myslené¢ho rezu rozdelime jednym alebo viacerymi myslenymi rezmi teleso na jednotlivé
¢asti. V jednotlivych rezoch vysetrujeme vzniknuté vnutorné sily.
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Obr. 1.3 znazoriuje rovinu mysleného rezu,
ktory rozdel'uje teleso na dve Casti (1 a 2).

Urcovanie vnutornych sil za¢ina uvolnenim
Casti telesa oddelenej myslenym rezom. Ak je
Vv statickej rovnovahe teleso, musi byt v statickej
rovnovahe aj kazda jeho Cast’, preto v reze musime
zaviest vnutorné sily. Vnutorné sily st zlozkami

e vektor vnutornych sil R,

e vektor vnatornych momentov M.

rovina mys:leného rezu
Obr. 1.3

MY [ *M, (2 |
Fj/ F, \ / R / C 1
M,
Obr. 1.4

V kazdom reze moZno vnutorné sily rozlozit’ na zlozku normalov1, ktora je kolmé na
rovinu rezu a doty¢nicovu (tangencialnu), ktora lezi v rovine rezu. Vnutorné Sily st zobrazené
na obr. 1.5 a st nimi:

e osova (normalova) sila N,
e posuvajuce (priecne) sily Vy, V3,
e kratiaci moment My (pri jednoduchom kruateni oznacovany ako T),

e ohybové momenty My, M,

Obr. 1.5
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1.2 Zakladné druhy namahania

Pdsobenie vonkajSich sil na teleso mdéze mat rozny charakter. Hovorime potom
0 naméhani:

e tahom a tlakom,
e krutenim,
e ohybom,

e Smykom (strthom).

1.2.1 Tah /tlak

Pri jednoduchom tahu /tlaku zatazujuce sily posobia v tazisku prierezu v Smere 0Si
telesa (obr. 1.6). Teleso naméhané tahom/tlakom sa nazyva prut (ty¢). Pri jednoduchom
tahu/tlaku vznika jedina vnutorna sila a tou je osova (normalova) sila N.

Fe——oAF F QL

Teleso namahané tahom Teleso namahané tlakom
Obr. 1.6

Typickymi predstavitelmi telies namahanych tahom/tlakom su prvky pratovych
ststav, lana, centricky tlacené stlpy a pod.

Pri zmene pdsobiska zat'azujicich sil mimo taZisko prierezu okrem osovej sily N
vznikaju aj ohybové momenty My a M,. Ide o excentricky (nie jednoduchy) t'ah /tlak, teda ide
o zlozené namahanie, t.j. kombinaciu jednoduchého tahu /tlaku a ohybu.

Jednoduchy t'ah/tlak Excentricky t'ah/tlak
Obr. 1.7

Na obr. 1.7 je znazorneny rozdiel v spdsobe zatazenia medzi jednoduchym
a excentrickym t'ahom/tlakom, kde T je t'azisko a P je posobisko vonkajsej sily F.

1.2.2 Krutenie

Jednoduché kratenie (obr. 1.8) vznikd, ak zatazujice momenty M (alebo spojité
krutiace momenty m) posobia v rovinach kolmych na os telesa a maji otacavy ucinok okolo
osi telesa (x). Vznikajuca vnutorna sila je krtiaci moment T (z angl. torque). Teleso
namahané krutenim sa nazyva hriadel’.

Teleso namahané kratenim
Obr. 1.8
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Telesa naméhané kratenim st prvky vrtnych suprav, lokomotiv, tvarovacich a
obrabacich strojov, t.j. vretena, hriadele a pod.

1.2.3 Ohyb
RozliSujeme ohyb rovinny a priestorovy (Sikmy) (ich definicie su pri kapitolach 6
a 10.1). Vznikajuce vnutorné sily st normalové (osové) sily N, priecne (posuvajuce) sily V,
ohybové momenty M. Ak je ohybovy moment M jedinou vnutornou silou vznikajicou od
vonkajSieho zat'azenia, potom hovorime o ¢istom ohybe. Ak okrem ohybového momentu M,
vznikd aj priecna sila V, potom hovorime o priecnom ohybe. Obr. 1.9 ilustruje rovinny ohyb,
vonkajsie zat'azenie - ohybovy moment M posobi v rovine xz.

Telesa namdhané ohybom nazyvame nosniky. Nosniky mézu byt priame, lomené,
zakrivené. Telesami naméhanymi na ohyb s napr. ramové konstrukcie vyrobnych strojov
(rovinné, priestorové), nosné konstrukcie stavieb a pod.

M M

Teleso namahané ohybom
Obr. 1.9

1.2.4 Smyk (strih)

Ak zo vSetkych vnutornych sil jedine priecne sily st nenulové (V#0) a ostatné st
nulové, pricom priecne sily maji snahu posunit’ voci sebe dva rovnobezné prierezy, potom
hovorime o Smyku. U kovovych prvkov namahanych na §myk hovorime o strihu (obr. 1.10).

.d
!

FBH 4 T F [ |
g T T
- ,t

Obr. 1.10

Strihom st namdhané vSetky spojovacie prvky, ako su nity, skrutky, zvary, pera,
koliky, ¢apy a pod.

1.2.5 Priklady namahania
Na obr. 1.11 je uvedeny priklad namahania telesa (obrobku) ohybom od reznej
radialnej sily Fp. Vplyvom radiélnej reznej sily Fp dochadza k vzniku deformécie obrobku, ¢o
ma za nasledok v pripade upnutia medzi hroty vznik vysledného sudkovit¢ho tvaru
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aV pripade upnutia do sklucovadla vysledného kuzelovitého tvaru v pripade, ze upnutia
povazujeme za dokonale tuhé (obr. 1.11). Nepresnost, respektive odchylka, od idealneho
tvaru spésobena poddajnost'ou obrobku a upnutia, pricom ostatné vplyvy neuvazujeme, sa da
vypocitat podla vztahov, ktoré si mozno odvodit vyuzitim niektorej z metéd vypoctu
deformacie pri ohybe (kapitola 7). Vysledny tvar obrobku v pripade poddajnych upnuti do
skl'u¢ovadla a konika st na obr. 1.12. Obr. 1.13 znazorfiuje priehybové krivky osi obrobku
pocas sustruzenia pri upnuti skl'u¢ovadlo-konik, pricom poloha radidlnej reznej sily F, je
oznacena bodkou.

Zaroven pri sustruzeni je obrobok namahany kratenim. Hodnota tangencialnej (hlavne;j
reznej) sily F¢ urcuje kratiaci moment na vretene. Je potrebna aj na vypocet pevnosti nastroja
a suciastok mechanizmu obrabacieho stroja.

Axidlna reznd sila Ff ma smer osi suciastky. Sposobuje namdhanie obrobku
excentrickym tlakom. Jej velkost' treba poznat pri vypocte posuvového mechanizmu
obrabacieho stroja.

Obr. 1.14 znazornuje vitanie, kde vrtak je prikladom telesa namahaného jednoduchym
tlakom, pricom hodnoty osovej sily v priebehu vftania su vpravo. A zaroven je vrtak
namahany kratenim.

Obr. 1.15 poskytuje predstavitel'ov suciastok pre rozne druhy namahania ako aj obr.
1.16 al1.17. Mozno pozorovat, ze zvy€ajne pri konkrétnych praktickych aplikaciach ide
zvyc€ajne o kombinaciu jednotlivych zakladnych druhov namahania, teda ide o kombinované
(zlozené) namahanie (kapitola 10), ktoré mozno riesit’ superpoziciou v oblasti platnosti
Hookeovho zékona.

Obr. 1.11 [25, 26]

Obr. 1.12 [26]
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Obr. 1.15

Obr. 1.17
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1.3 Zakladné predpoklady rieSenia uloh v Pruznosti a pevnosti

Pri vSetkych vypoctoch, je potrebné si uvedomit, Ze s vykonavané s urCitymi
predpokladmi. Pri postdeni vierohodnosti ziskanych vysledkov je potrebné tieto predpoklady
brat’ do uvahy.

Zakladné predpoklady rieSenia uloh v rozsahu predmetu Pruznost’ a pevnost’ 1. st:

1. Material telesa je homogénny a izotropny, t.J. mechanicko-fyzikalne vlastnosti
materialu telesa su vo vSetkych bodoch a smeroch rovnaké.

2. Vzniknuté deformacie st v porovnani s rozmermi telesa vel'mi malé.

3. Zéavislost medzi napitiami a deformaciami je linedrna (plati Hookeov zakon). Ide
o vypocet v oblasti pruznych deformaécii, resp. ide o linearnu pruznost’ a pevnost’.

4. Plati princip superpozicie, tj. hodnotu l'ubovolnej veli¢iny (napr. velkost
posunutia, prichybu) od sustavy sil mozno urcit’ ako sti¢et hodnot od jednotlivych
sil, pricom nezalezi na poradi v akom na teleso posobia.

5. Pociatocnu napitost’ povazujeme za nulovi.

Pouzitie principu superpozicie je na obr. 1.18 aplikované na rovinny ohyb pre vypocet
prichybu vol'ného konca votknutého nosnika. Vysledny priechyb w od dvoch vonkajsich sil F;
a F, mozno vypocitat’ ako sucet prichybu wy od sily F; a priehybu w, od sily F.

%ll_ " 4 .7

B B 3 % S —
Ny gv 4

‘*Q

il

W= W, + W,
Obr. 1.18

Teleso ma zvycajne aj bez pdsobenia objemovych a povrchovych vonkajsich sil ur¢ita
pociatocnu (vlastnu), napétost’, ktorda moéze byt zvyskova, technologickd a montazna. Vsetky
uvedené pociato€né napitosti su sposobené predchadzajlicim zataZovanim telesa pocas
technologickych operécii, napr. kalenie, zvaranie, tvarnenie, trieskové obrabanie, pri vyrobe
a montazi. Pociato¢na napdtost moéze vzniknit' aj v priebehu prevadzky telesa (suciastky,
konstrukcie).

1.4 Mechanické vlastnosti materialov

Mechanické vlastnosti konkrétnych konStrukénych materidlov st urcované
experimentalne. Medzi zdkladné skusky materidlov patri trhacia skaska tahom. Pracovny
tahovy diagram pre huZevnaty material je na obr. 1.19. Typickym predstavitelom
huZevnatych materialov je ocel’.

Pracovny diagram vyjadruje zavislost medzi normélovym napédtim ¢ a pomernou
deformaciou & (pomerné predlzenie): o(¢). Na grafe na obr. 1.19 mozno rozlisit' tieto
vyznamné body:

e bod 0 - pociatok, zodpoveda mu stav bez zat'azenia,
e bod U — normalové napitie, ktoré zodpoveda bodu U nazyvame medza umernosti R,

e bod P - normalové napitie, ktoré zodpoveda bodu P nazyvame medza pruznosti Ry,
(pre ocele sa body U a P stotoznuju),

10
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e bod E - normalové napétie, ktoré zodpoveda bodu E nazyvame medza klzu R,
e bod E' - normalové napitie, ktoré zodpoveda bodu E' nazyvame dolna medza klzu,
e bod M - normalové napitie, ktoré zodpoveda bodu M nazyvame medza pevnosti R,

e bod H — pri normalovom napiti, ktoré zodpoveda bodu H, nastava pretrhnutie vzorky,
teda tvarny lom.

pruzno-plasticka def.
pruzna def. plasticka def. zizenje - kr¢ok

|
!

o4 i | H
Rl]] """"" “;'J;' _____________________ I h_[ i
| -
R, i
i
5| P
¥
: / :
C 5 .
Obr. 1.19

Na useku 0-U rastie deformdcia priamo-umerne s napdtim. Ide o linedrnu zavislost’
medzi normalovym napétim ¢ a pomernou deforméciou ¢. Teda tento usek predstavuje oblast’
platnosti Hookeovho zakona. Dalej mozZno rozlisit’ iseky t'ahového diagramu:

e 0-P - oblast’ vzniku pruznej (vratnej, netrvalej) deformacie,
e P-E - oblast’ vzniku pruzno-plastickej deformacie,

e E-M - oblast’ vzniku plastickej (nevratnej, trvalej) deformacie v dosledku klzu (g, -
plastickd deformécia),

e M-H - oblast’ vytvérania zuZenia (krcku) vzorky.

™

Obr. 1.20
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Huzevnaty material je material, pri ktorom porucha nastava po zna¢nych pruznych a
plastickych deformaciach ako je mozné vidiet na obr. 1.19. Velké plastické deformacie su pre
vacsinu strojnych stciastok nepripustné.

V rozsahu predmetu Pruznost’ a pevnost’ I. sa zaoberame pruznou odozvou materialu
na zatazenie. Oblast pruzno-plastickych deformacii je naro¢na tematika mimo rozsah
zakladov Pruznosti a pevnosti 1.

Pri krehkom materidli (obr. 1.20) nastane porucha bez vyznamnejSich pruzno-
plastickych deformacii. Medza klzu R, sa nachadza blizko medze pevnosti R, materialu.
Medza klzu R nie je jasne vyhranena. Krehky lom nastava po vzniku trhliny prakticky ihned'.
Rychlost’ $irenia trhliny je vysokd, u oceli sa udava cca 1000 m.s™. Sireniu krehkej trhliny
nemozno zabranit’ zniZzenim zat'azenia.

Medza klzu v tahu je u vac¢Siny materialov rovnaka ako medza klzu v tlaku. Existujt
vSak aj materidly ako napr. liatina a beton, ktoré maju velmi dobré mechanické vlastnosti
v tlaku, Vv porovnani s mechanickymi vlastnostami v tahu. Pri dimenzovani konstrukcii
Z tychto materidlov je potrebné rozliSovat’ a zohl'adiiovat’ aj druh namahania, t.j. tah alebo
tlak.

Diagram zavislosti medzi Smykovym napdtim a skosom (skosenim, t.j. uhlovou
deforméciou), ktory mozno ziskat’ skiiSkou v krute je na obr. 1.21 je podobny ako pri skuske
tahom. Bodu U zodpoveda medza umernosti v Smyku R,; a bodu K zodpoveda medza klzu v
Smyku R.; a bodu M medza pevnosti v Smyku R..

T 4

Obr. 1.21

1.5 Hookeov zakon

Linearnu zavislost’ medzi normalovym napétim ¢ a pomernou deformaciou ¢ do medze
umernosti R, mozno vyjadrit’ Hookeovym1 zékonom pre jednoosovu napitost’ (kapitola &)
Vv tvare:

o=E¢ (1.2)

Robert Hooke (1635-1703, Anglicko) R. Hooke bol anglicky prirodovedec a vyndlezca, ktory na
prianie otca sa mal stat’ kinazom, potom hodindarom. Ako 13-rocny nastupil na sukromnu Skolu.
V osemndastich Studoval na Oxforde a 28-ro¢ny bol célenom Krdlovskej spolocnosti, ktorej
predsedom sa stal ako 29-roc¢ny. Po poZiari Londyna v roku 1666 sa stal vedicim stavebnych
prac. Hooke navrhol spolu s Boylom pouzit pre teplotu topenia ladu 0°C a teplotu varu vody
100°C ako dva zakladné body stupnice. Zdokonalil mikroskop, pozoroval rastlinné bunky

a Struktiuru kovov. Jednym z jeho vynalezov bola konstrukcia presného casového stroja. Viedol vedecké spory
S Newtonom. Hooke mal rad hlavolamy a na zaver prednadsky v roku 1676 uviedol vysledky svojich pozorovani
v tvare: CEIIINOSSSTTUV. O dva roky vysvetlil hlavolam. Boli to podla abecedy zoradené pismend vety: UT
TENSIO SIC VIS, ¢o mozno prelozit: Aka je sila, takd je odozva, co je prva dolozena formulacia zdkona
elastického spravania sa materialu. Thomas Young pomenoval tento zakon Hookeov.
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kde E je konsStanta imernosti pre dany material a nazyvame ju modul pruznosti v tahu a ¢ je
pomerné predlzenie, resp. skratenie. Modul pruznosti v tahu vyjadruje odpor materidlu
deformovat sa pri tahu (Thomas Youngz, 1807).

Tabul'ka 1.1 poskytuje prehl'ad modulov pruznosti v tahu pre vybrané materialy.

Tab. 1.1
ocel’ E = 2.10° MPa
hlinik E =0,78.10° MPa
guma E =10-100 MPa

material 1

GJI
material 2
ad ] -7 .
-
- g -
 -~Ra.
\/ .
Obr. 1.22

Obr. 1.22 znéazoriuje pruzni cast tahového diagramu dvoch materidlov. Modul
pruznosti v tahu mozno urcit’ z tahového diagramu, a to:

Qo = &2 (1.2)
g
Z uveden¢ho vyplyva, ze a1>a;, teda E;>E,. Material 1 je tuhsi ako material 2. Cim je
krivka strmsia, t.j. ¢im je vA¢Si uhol @, tym ma material vac¢si modul pruznosti v tahu E, t.].
materiadl ma vacsi odpor deformovat’ sa.
Hookeov zékon pre ¢isty Smyk:

r=Gy=>G=" (1.3)
4
kde 7 je Smykové napitie, G je modul pruznosti v $myku a y je skos.
Modul pruznosti v $myku pre ocel’ je 8.10* MPa. Pre ocel je modul pruznosti v tahu

[ 24

priblizne 2,5-krat vac¢si ako modul pruznosti v Smyku.

Vo vztahoch (1.1) a (1.3) vystupuju veli¢iny & ay, ¢o si pomerné deformacie.
V pripade skuSok tahom a krutom moéZeme skumat deforméciu elementu. D6jde k zmene
dlzok (predlzenie a skratenie) alebo k zmene pravych uhlov (obr. 1.23).

Thomas Young (1773-1829, Anglicko) T. Young bol lekar, fyzik a egyptolog. Ako 2-rocny
plynule cital a od 6smich rokov sa vizne zaujimal o matematiku a geodéziu. Ako 14-rocny cital
knihy vo francuzstine, taliancine, nemcine a latincine. Mal vel'ké nadanie na jazyky. Naucil sa aj
po arabsky, starogrécky a hebrejsky. Od roku 1802 bol profesorom Prirodnej filozofie na
londynskom Kralovskom institute. T. Young prispel k rozlusteniu hieroglifickej abecedy. V roku
1807 spresnil Hookeovo tvrdenie a zaviedol modul pruznosti v tahu E.
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Obr. 1.23
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2 JEDNODUCHY TAH/TLAK

Pri jednoduchom tahu/tlaku v myslenom priecnom reze prata vznika jedind vnutorna
sila, a to osova (normalova) sila N . Osova sila N pdsobi v osi prita, ktora je spojnicou tazisk
jeho prierezov.

Na obr. 2.1° je prezentovanad metoda mysleného rezu pre prit konstantného prierezu,
ktory je zat'azeny na konci osamelou silou F. Vysledné priebehy osovej sily N a normélového
napétia ¢ st na obr. 2.1.

Neznamu osovu silu na obr. 2.1 urime zo statickej podmienky rovnovahy pre
myslenym rezom odrezanu ¢ast’ pruta. Osovu silu orientujeme kolmo na rovinu rezu (t.).
vV smere normaly roviny rezu). Osovu silu povazujeme za kladnt, ak posobi von z roviny rezu.

> F,=0, N(x)-F=0=N(x)=F (2.1)

! | |
45E’FE ' i
e Nx)
bl
A -
b == =
[
ol
bl "
bl
N n F N(x) a(x)
I," = 94——&-@
- vychodiskova

(nulova) ¢iara

Obr. 2.1

Pre normélové napétie o pri jednoduchom tahu/tlaku (obr. 2.2) mozno napisat’

Galileo Galilei (1564 — 1642, Taliansko) bol jednym z prvych, ktori sa snaZzili matematicky
porozumiet’ ako telesa a materialy odpovedaju na zatazenie. G. Galilei Studoval medicinu,
zaujimala ho vSak matematika a aj napriek otcovmu presvedceniu, Ze bude mat lepsi Zivot, ak
bude lekar, zacal Studovat' aj matematiku. Roku 1632 vydal slavny spis Dialog. Toto dielo
zohralo délezitu ulohu v historii astronomie, aj v mechanike. Rozvinul viiom myslienky
kinematiky definoval pojem rychlosti a zrychlenia. V roku 1633 musel 70-rocny Galilei odvolat
svoje ucenie. Dielo Dialog bolo zakdazané. V roku 1636 dokoncil svoje druhé hlavné dielo
Rozhovory a matematické dokazy o dvoch novych veddch, o mechanike a pohybe telies. Dielo
obsahuje nauku o pevnosti telies. Galilei tu odvodil zakladné poznatky o pevnosti prutov v tahu,
uviedol zdkony o pdke, zakony o pevmnosti hranolovitych a valcovitych prutov pri réoznom
zatazeni. Podporil Kopernikovu hypotézu, podla ktorej Zem spolu s ostatnymi planétami kruzi
okolo Sinka.

Galileova Skica telesa namahaného tahom.
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o(x) N = [odA (22)
A (A)
Yatat kde A je wvelkost prierezovej plochy prata. Kedze velkost
7 normalového napdtia ¢ pri tahu/tlaku je v kazdom bode prierezu
1 ; rovnaka, potom:
x : N
! N=0c|dA= oc=—, Pa; MPa=10°Pa (2.3)
! A
T (A)
Obr. 2.2

Normalové napitie je rozlozené v priereze rovnomerne, takze vsetky body prierezu st
rovnako nebezpecné.

Zatazenie silou F v smere osi spdsobuje prediZenie, resp. skratenie, o Al. Absolutne
(celkové) predlzenie Al (obr. 2.3) odvodime z Hookeovho zakona:

o En ) “éx) 2.4)

dx X dx Adx

OO
|
i
i
i
I
i
i
i
i
i
|
|
|
i
i
i
|

A

Obr. 2.3

Po dosadeni (2.3) a (2.4) do vztahu pre pomerné prediZenie elementu dx (obr. 2.3)
dostavame:

_Adx_o(x)  N(x) _ N(x)
(x)= dxk E E.A(x):AdX_ E.A(x)GIX (23)
Po integracii:
' 1t N(¥) ¢ N(x)

Vztah (2.6) mozZno pouzit’ v pripade, ak N # konst., A # konst. Napriklad pre kuzelovy prut,
u ktorcho sa prierezova plocha spojite meni po jeho dlzke (A # konst) alebo v pripade
zohl'adnenia vlastnej tiaze prata (obr. 2.13), kedy osova sila N nie je konstantna na dlzke | (N
# konst.).

Ak N = konst. aj A = konst., potom absolutne prediZenie Al vypogitame:

N.|
Al=_—" 2.7
E.A @7
kde | je dizka pruta, resp. tiseku. St¢in E.A ozna¢ujeme ako tuhost’ v tahu.
Pre vypocet pomerného prediZenia ¢ plati:
oAl (2.8)
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Ide o prediZenie/skratenie pripadajice na celkova dizku prata. Pomerné prediZenie & je
bezrozmerna veli¢ina.

Ak sa pruat predizi (AI>0), aj pomerné prediZenie ¢ je kladné (¢>0), prut je zataZeny
tahom a sila F je tahova sila.

Ak sa prat skrati Al<0, pomerné prediZenie ¢ je zaporné (£<0), prit je zataZeny
tlakom a sila F je tlakova sila.

2.1 Poissonovo ¢islo

Z pozorovania deformacie tahaného pruta sa okrem prediZenia Al prat prie¢ne skrati
(z0zi) (obr. 2.4). Poissonovo* &islo u (,,mi) je tzv. koeficient prie¢neho ziZenia. PouZiva sa aj
oznacenia v (,,ni*). lde 0 bezrozmern veli¢inu.

Os prata na obr. 2.4 je 0s X-ova, v smere ktorej pdosobi sila F. V prie¢nom priereze
(kolmo na smer naméhania) st orientované osi y a z podla obr. 2.4. Pre pomerné deformacie
v smere jednotlivych osi mozno pisat’:

Al
&, =—
I
Ab £
8y:——:—u.gxz>u:——y (2.9)
b £,
Ac g,
£, =——=—l& =& = U=——
c &

Poissonovo ¢islo x4 vyjadruje pomer medzi pomernym prie¢nym skratenim (zGzenim)
gy, resp. &, a pomernym pozdiznym predizenim & pri namahani tahom. Alebo inak:
Poissonovo ¢islo vyjadruje kol’konasobne je pomerné prie€ne skratenie (zaZenie) ey, resp. ¢,
mensie ako pomerné pozdizne predizenie &, pri namahani tahom.

Poissonovo ¢islo je materidlova konstanta a pre Standardné konStrukéné materidly sa
pohybuje Vv rozmedzi: 0<x<05. Vtab. 2.1 si zostupne uvedené Poissonove Cisla

niektorych materialov.

Niekedy sa pouziva aj veli¢ina Poissonova konStanta, ¢o je prevratend hodnota
Poissonovho ¢isla a oznacuje sa m:

m=— (2.10)
Y7,
Pre izotropné materialy je hodnota Poissonovho ¢isla nezavisla na smere zatazovania.
Pre anizotropné materidly, napr. drevo, vldknové kompozity, sa hodnota Poissonovho c¢isla
meni podl’a orientdcie vlédkien a smeru zat'azovania.

Siméon Denis Poisson (1781-1840, Francuzsko) (Citaj: poason) bol francuzsky fyzik, matematik,
astronom. Bol synom vojaka, ktory dezertoval kvoli obmedzovaniu dostojnikom, a ktory neskor bol
uradnikom v mestecku pri Parizi, kde sa S. Poisson narodil. V chlapcenskom veku zacal zaucat aj
Siméona, ale zdalo sa mu, zZe syn nie je vhodny pre dusevniu prdcu, preto ho dal do ucenia
k holicovi, odkial’ sa vrdtil spdt k otcovi. Do ruk sa mu dostal casopis Polytechnickej Skoly, kde
zacal riesit ulohy. Otec ho dal do Skoly, odkial sa dostal na Polytechnicku Skolu, kde bol Ziakom
Lagrangea a Laplacea, ktori objavili jeho schopnosti v matematike. Stal sa profesorom mechaniky na Sorbone
V Parizi vroku 1809 a c¢lenom Akadémie vied v roku 1812. Poisson sa zaoberal aj elastickym spravanim
materidalov a prvykrat v roku 1829 na prednaske zaviedol koeficient, ktory je dnes znamy ako Poissonovo cislo.
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x
b

ol
S Tab. 2.1
b ! Material u
! : = guma ~0,50
Lol Zlato 0,42— 0,44
AN med’ 0,35
i Lo titan 0,34
ILE : hlinik 0,33
F = vapnik 0,31
ocel 0,27 - 0,30
Ak 10 EI liatina 0,21-0,26
A0 5 beton 0,20
I sklo 0,18-0,3
b-Ab korok ~0,00
+ b >
Obr. 2.4

Existuju v sticasnosti aj Specialne materialy, ktoré sa nespravaju Standardne, teda pri
pozdiznom prediZeni nenastava prie¢ne zuzenie, ale naopak. Hodnota Poissonovho &isla je
pre takéto materialy zaporna. Prikladom materidlu so zadpornym Poissonovym c¢islom je tzv.
auxeticky material na obr. 2.5.

A A
- —_—
o -— —_— o)
<
+
- —_ o
\ 4
-~ —_—
4

A\ 4

atAa

< »
< »

N~ 3 » i o
bez zat'azenia pocas zat'azenia

Obr. 2.5

2.2 Riesenie staticky urcitych iloh pri jednoduchom t'ahu/tlaku

g Vel'mi dolezitou Cast’'ou rieSenia je zostavenie spravneho matematického a fyzikalneho
W modelu rieSenej ulohy (obr. 2.6) tak, aby model poskytoval vysledky, ktoré ¢o najviac
@ zodpovedaju skutocnosti. Stupent zjednodusenia skutocnosti by nemal podstatne skresl'ovat’

vysledky, inak mozno model povazovat za nespravny. Dalej, pri rieSeni tloh spdsob ich
vypoctu zavisi od stupna statickej neurcitosti tlohy.
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matematicky
a) a fyzikalny model
Obr. 2.6 [6]

Postup rieSenia staticky urcitych tloh pri tahu - tlaku je nasledovny:

1. Podla poctu nespojitosti prierezu a zataZzenia pruta si zvolime prislusny pocet
myslenych rezov.

2. Do myslenych rezov vlozime vyslednice vnatornych sil, t.j. osové sily N(x;) v kladnom
zmysle (t.j. von z rezu).

3. Zo statickych podmienok rovnovahy odrezanej Casti prata urc¢ime osové sily N(x;) v
jednotlivych myslenych rezoch.

4. Vypocitame normalové napétia a(X;) v prislusnych rezoch.
5. Vypocitame posunutia U jednotlivych prierezov.
6. Nakreslime priebehy ,,N*, ,.0“a,,u" po celej dizke prita.

Priklad 2.1

Pre staticky urcity prat odstupiiovaného prierezu urcte priebehy normalovych sil ,,N,
normalovych napiti ,,0* a posunuti prierezov ,,u, ak je dana sila F; a F,, velkost’ prierezovej
plochy A, rozmer bamodul pruznosti vtahu E. Priebehy uvedenych veli¢in znazornite
graficky.

D: Fi, F2, A b E

H: ,N%, 0%, ,,u®

Urcenie osovych sil pre jednotlivé useky odrezané myslenym rezom:

N(x,)=F,
N(x,)=N(x)=F
N(xs)=F, - F,

Urcenie normalovych napiti pre jednotlive useky:

_N(x). _N(x,). _ N(x,)
O-(Xl)_ T O'(Xz)— 3A U(Xs)— 3A
Urcenie posunutia prierezov U, ktoré prechadzaji bodmi A, B, C, D. Za¢neme od votknutia:
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u, =0
N(Xx, )b
Ug =U, +Al, =u, +E(.—C§,Z\
N(x, )b
Uo =Ug +Al . =ug + 2
© B BC B E3
N(x, ).2b
U, =U¢ +Al., =U, +—I(E.12)A
3A+— A
mA F QI :('): E
2 : o(x) '
B ! S o(X3) °
| = 1 2 3
o i
: = Y Uc
oa| | =So= So=
! N
A I
>‘2 !D y
= = a(X1) Up

Obr. 2.7
Vykreslime priebehy, ktoré su znazornené na obr. 2.7.

L Priklad 2.2
< % Pre staticky urcity prat odstupiiovaného prierezu uréte priebehy normalovych sil ,,N,
normalovych napiti ,,o* a posunuti prierezov ,,u* a porovnajte posunutia v pripade, ze prut je
Z ocele a hlinika, ak je dana sila F; a F,, velkost' prierezovej plochy A, rozmery a, b,
¢ a moduly pruznosti v tahu E. Priebehy uvedenych veli¢in znazornite graficky.

D: F;=70kN, F,=30kN, F3=40kN, A;=600mm?, A,=400mm?, a=c=50mm, b=200mm,
E,..r =2.10°MPa, E, =0,78.10°MPa
H: ”N“a ”0-“9 77u“

Osové sily:
N(x)=~F, =-30kN
N(x,)=—F, + F, =—30kN+ 70kN = +40kN
N(%,)=—F, + F, + F, = —30kN-+ 70kN-+ 40kN = +80kN
Normalové napitie:
N(x)  30.10°N

e — _50MP
olx) A 600mm? 8
3
o(x,)= Nlx,)_ 40.10 N _ 1100MPa
A, 400 mm
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3
o(x,)= Ng’f) = jgblriml\zl =+200MPa

(N) [kN] (o) [MPa] (u) [mm]
80 200

J
A, | A ‘
& : .
E F:,,! o =O= é/o,os
: y —_
B
!
i = 0= O
FF, 0,15
s ¥ 2
'C I
AL 40 100
—:IL : 3 ﬁ ﬁ
= LD ¥
FZT 30 50 0,1375
Obr. 2.8
Posunutie prierezov pre prit z ocele:
uAOCGI’ — 0
3
B LT N()e _ . B0.10° N.SOmm o
s 2.10° MPa.400mm
3
U™ =ug + Al =ug + {x, g =0,05mm+ 40'510 o > =0,05mm+0,lmm = +0,15mm
E,r A, 2.10° MPa.400 mm
3
0 —u 4 AL =y, + N(x )a _ 015mm_  S010°N.S0mm oo 0105 mm -

~ 2.10° MPa.600 mm?

m

ocel’*

=+0,1375mm
Posunutie prierezov pre prut z hlinika:

Posunutia u mozno pre hlinikovy prat pocitat’ rovnakym sposobom ako pre material
ocel. AvsSak, ak uz mame posunutia Upre ocelovy prut vypocitané mozno ich vyuzit
a vypocitat’:

E e 10°
ocr _ 2.10 5I\/IPa _ 2564
Ey 0,78.10° MPa

Posunutia pre hlinikovy prat buda 2,564-nasobne vicsie ako pre ocel'ovy prut:
uAAI ~0
ug" =+0,05mm.2,564 = +0,128 mm
u" =+015mm.2,564 = 0,385mm
u,” =+0,1375mm.2,564 = 0,353mm

Vypocitané priebehy st vykreslené obr. 2.8.
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2.3 RieSenie staticky neurcitych uloh pri jednoduchom t'ahu/tlaku

Uloha je staticky neurditd, ak osové sily nemozno uréit’ zo statickych podmienok
rovnovahy. Rovnice rovnovahy je potrebné doplnit’ deformaénymi podmienkami podla
stupna statickej neurcitosti tlohy.

Postup riesenia staticky neurcitych uloh pri jednoduchom t'ahu/tlaku:

1. Ulohu staticky neuréitG nahradime tlohou staticky uréitou, a to tak, e prebytoénti
vidzbu odstranime a jej pdsobenie nahradime posobenim staticky neurcitych velic¢in
(reakcii).

2. Podla poctu staticky neurcitych veli¢in napiSeme prislusny pocet deformaénych
podmienok (napr. celkové predlZenie pruta je nulové) a z nich vypocitame staticky
neurcité veliciny.

3. V dalsom postupujeme ako pri tlohach staticky urcitych s tym, ze vypocitané staticky
neurcité reakcie povazujeme za d’alSie vonkajSie zat'azenie.

Priklad 2.3

Dokonale tuha doska je ulozend a zatazena silou F podla obr. 2.9. Urcte napitie
v pratoch 1 a2, ak je dana velkost' sily F arozmery aab avelkost prierezovej plochy
A prutov.

»la

mpmeests IO

0,8b 0,8b

P
l

Obr. 2.9

Aby sme urcili normalové napitie v jednotlivych pritoch 1 a2, potrebujeme vediet
vel'kost’ osovych sil v tychto prutoch.

Uloha je jeden krat staticky neurdita. Teleso v rovine ma tri stupne volnosti, priom
klb odobera dva stupne volnosti a prity odoberaju po jednom stupni volnosti. Uloha je
jedenkrat staticky neurcita. DokaZzeme napisat’ tri statické podmienky rovnovahy:

> F.=0 =N, -N,+B, =0
> F,=0, B,-F=0
> M =0; F.22b—N,.080—N,.16b=0
V uvedenej ststave troch rovnic su nezndme reakcie (veliciny) Styri, a to By, By, Ny,
N2. Preto doplnime uvedené rovnice o tzv. deformacnii podmienku pre takto uloZenu

a zatazeni dokonale tuhti dosku (neuvazujeme deformdiciu samotnej dosky). Deformacna
podmienka je nasledujuca (podobnost’ trojuholnikov):

Al, Al
080 16b
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Dosadenim vztahu (2.7) do deformaénej podmienky mdzeme z nej vyjadrit’ osovu silu
N3 alebo Ny, ktort potom dosadime do momentovej podmienky.

Po urceni N; a N2 je mozné podl'a vztahu (2.3) vypocitat’ normalové napitie o; a o2
V jednotlivych pratoch.

Priklad 2.4

Pre prut odstupnovaného prierezu na obr. 2.10, ktory je votknuty na oboch koncoch,
vykreslite priebehy osovych sil ,,N*, normalovych napéti ,,6* a posunuti prierezov ,,u*, ak st
dané sily F; a F,, velkost’ prierezovej plochy A, rozmer a a modul pruznosti v tahu E. Cely
prut je z rovnakého materialu.

D:Fy, F, A 4, E
H: ,,N“Q ,,O-“) ,’u“
s A WW -
A— | — 4
FzI CUI ol FZT mI
| 7 TB A
i (4] Y\ | ©
X  / X .C A
2A—{ Fll ! 2A— Fll {
© ©
| N | N
i 4 |
i \ x I D \
e
R
Obr. 2.10

Uloha je jeden krat staticky neurdita. Aby sme mohli uréit osové sily N(x1), N(x2)
aN(x3) musime odstranit’ jednu vdzbu (votknutie) a nahradit jej pdsobenie pdsobenim
staticky neurcitej veli¢iny, t.j. reakcie R, ako je znazornené na obr. 2.10. Orientacia R je
predpokladana.

Rovnice rovnovahy pre Useky X1 aZ X3 su:

N(x,)=-R

N(x,)=-R+F,

N(x,)=-R+F, - F,
Uveden¢ rovnice doplnime deformacnou podmienkou pre prat votknuty na oboch koncoch:
celkové predlzenie prata sa rovné nule:

Al=0
Pre prit na obr. 2.10 rozpiSeme deformacnti podmienku a dosadime pouzitim vztahu (2.7):
Alg +Alg. +Al; =0

N(x,)a .\ N(x, )a .\ N(x,)2a _

E.A E.A E.2A

Po dosadeni za osové sily N(x1), N(X2) @ N(X3) z rovnic rovnovahy pre tseky X; az X3
vyjadrime z deformac¢nej podmienky reakciu R. Po urCeni reakcie R je uz uloha staticky
urcitd, mozeme urcit’ vel'kost’ osovych sil N(X1), N(x2) a N(X3) z rovnic rovnovahy pre tseky X3
azZ Xs.

0 =R

Vypocitame normalové napitia pre seky X; az Xs:
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o(x)= N(Xl); O_(Xz)zwi G(Xs)zw

2A A A

Vypocitame posunutia prierezov U, Ktoré prechadzaja bodmi A, B, C, D. Za¢neme od
votknutia:

u, =0

Ug =Up + Al =U, + N(Ex.ila

Ue =Ug +Alge =Ug + N(EX.;)-a

Up =Ug +Algp ZUC+NI(E)T12).:&

Po vypocitani jednotlivych veli¢in na jednotlivych usekoch mozno vykreslit' ich

priebehy.

Priklad 2.5

Pre prat odstupiiovaného prierezu na obr. 2.11, ktory je votknuty na oboch koncoch,
vykreslite priebehy osovych sil ,,N*, norméalovych napiti ,,0* a posunuti prierezov ,,u*, ak st
dané sily F;1 a F,, vel’kost” prierezovej plochy A, rozmery a, b, ¢ a modul pruznosti v tahu E.
Cely prut je z rovnakého materidlu.

D: F;=20kN, F,=30kN, A=400mm?, a=750mm, b=250mm, c=800mm, E=2.10°MPa

H: 'nN“) ”O-“) 77u“
_ A
A
‘|’B Y ‘|’B
24 | W 2 o | .
FITC | it
=
iD y D
R
Obr. 2.11
Osové sily:
N(x,)=-R
N (Xz ) =-R-F
N(x,)=-R—-F, +F,
Deformac¢na podmienka:

Alg + Al +Al, =0

N(x, ). . N(x, )b s N(x)a _
E.A E.2A E.2A
Rovnicu zjednodusime a dosadime za N(X1), N(X2) a N(X3) a dostavame:

24
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2(-R-F +F,)c+(-R-F)b+(-R)a=0

Po separacii premennych, vyjadrime R:

e F.(2.c+b) _2.30.10° N.800mm- 20.10° N(2.800 mm-+ 250 mm)
2c+b+a 2.800 mm+ 250 mm+ 750 mm

Uloha sa stala staticky ur¢itou a d’al3ie rieSenie je ako rieSenie staticky uréitej ulohy.

N(x,)=-R=-4,2kN

N(x,)=-R~F, = —4,2kN-20kN = -24,2kN

N(x,)=-R—F, + F, = —4,2kN—20kN+30kN = 5,8kN

Normélové napitie:

o(x )= N(x,)  4210°N

=4,2kN

= ; =—9,29MPa
2A 2.400mm
N . 3
olx,)= M) __24210°N o000\ 10,
2A 2.400 mm
N 10°
o) = (%) _ 5810 N _ 1145MPa
A 400 mm
Posunutie prierezov:
u,=0
3
Me—U, + Al =Uu, +M=O+ 5’8'510 N.800mm2 =+0,058 mm
E.A 2.10° MPa.400 mm
_ 3
Ue =Ug +Alge =Ug + N(x, )b =0,058 mm+ ( 21’2'10 N)ZSO mrr21 =+0,02mm
E.2A 2.10° MPa.2.400 mm
— 3
Up =U. +Alp =u. + () =0,02mm+ ( 4’52'10 N)750 mm2 =
E.2A 2.10° MPa.2.400 mm

Priebehy hl'adanych veli¢in je na obr. 2.12.

(V) kN] (o) MPa] (@) [mm]

L 5.8 14.5
| == e
ARy 0.058
, 21 24,2 30,25 :
g B 7
! — :
Sl 2t = — .02
| FITC o =
i iD %
s 42 5,25
Obr. 2.12

Varianta prikladu:
1. Ur¢te maximalne hodnoty sil F; a F; pre prat na obr. 2.12.
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D: F1=F, F,=1,5F, A=400mm?, a=750mm, b=250mm, c=800mm, E=2.10°MPa,
op=150MPa
H: Flmax, I:2max

Rovnakym postupom vyjadrime reakciu R, priCom uvazujeme podl'a zadania prikladu
Fi=F, F»=1,5F:
_c-b
~2c+b+a
Po dosadeni hodn6t:
_ 800 mm-—250mm
~ 2.800 mm-+ 250 mm+ 750 mm
Potom osové sily na jednotlivych usekoch su:
N(x,)=-R=-0,212F
N(x,)=-R-F =-1212F
N(x,)=-R~-F +15F =0,288F
Velkost’ F navrhneme podl'a useku s maximalnym normalovym napatim:
o) =) O2F _ op5op
2A 2.400mm
b= N(x,) _ 24,2.10° r\2|
2A 2.400mm
e N(x,) _58.10° r\2|
A 400 mm
Z pevnostnej podmienky vyjadrime F:

F =0,212F

=-151510°F = o,

= +72.10°°F

Omax < 0p

1515.10°F|< oy,

F< 150 M Pa
1515.10°
F <99kN
Potom mozno pisat’: Fimax=99KN, Famax=148,5kN

2.4 Vplyv objemovych sil

Ide o pripady, kedy uvazujeme tiaz zvislého prata (obr. 2.13), alebo ak ide o pruat
rotujuci okolo zvislej osi, ktora je kolma na os prata a potom je prut zatazeny aj odstredivymi
silami.

V oboch pripadoch osova sila N a normalové napitie o sa menia pozdiz osi pruta, ale
Vv jednotlivych prierezoch st rozlozené rovnomerne.

Priklad 2.6

Pre prit na obr. 2.13 uréte osové sily N, normalové napitia ¢ a celkové predizenie
prutu Al so zohl'adnenim vlastnej tiaze, ak je dana sila F, vel'kost prierezovej plochy A, dlzka
prutu |, modul pruznosti v tahu E a merna tiaz y.

D:F, A IE,y
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H: N, o, Al

® 4 @

AP
S

VvV —

\ 2

=
.%_

L |

LAEY N

|
|
_ i o
|
| < THG(x)
\ 4 I |
Fl Fl 7 [

Obr. 2.13
Pre osovu silu v prite na obr. 2.13 plati:

> F,=0; N(x)-F-G(x)=0
Odetial”:

N(x)=F +G(x)

kde silu tiaze G(X) vypocitame:
G(x)=V (x)r = Alx)xy

kde V(x) je objem pruta pre rez X, resp. A(X) je vel’kost’ prierezovej plochy v mieste rezu x, a y
je merna tiaz [kNm™?].

L

Y
A
y

A

Osovu silu N vypocitame:
N(x)=F +G(x) > N(x=0)=F +G(x=0)=F

— N(x=1)=F+G(x=1)=F + ALy
Normaloveé napitie o vypocitame:

_ N(x) _ F+G(x) . F
o(x)= Y —)O'(X—O)—X

- J(X=|)=i+}/.|

Celkové predizenie prata Al vypoéitame:

1 N(¥) _'F+G(x)I ¢ F '
Al _lﬁ(x)dx_! E.A(x) X_-([E.A(x)dXJr!%dx

[ 27! Z
F.x X Fl Jr7/.|
E.AJ, 2E E.A 2E

0

2.5 Vplyv zmeny teploty na deformaciu

Zmena teploty spdsobuje zmenu tvaru a rozmerov telesa. U staticky neurcitych
konsStrukcii vplyvom zmeny teploty vznikaji vnatorné sily, ¢o je spOsobené tym, ze
prebyto¢né vizby znemoziluju vol'nll zmenu tvaru a roZmerov.

Ak je zmena teploty po celej dizke | prata konstantna, potom celkové predizenie prita
od zmeny teploty Al; uréime:

Al, = a.Atl (2.11)
kde At je zmena (prirastok) teploty a a je stcinitel’ teplotnej rozt'aznosti [°C'l].
Pre ocel’ 0=1,2.10°°C™, pre hlinik 0=2,25.10"°C™
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Priklad 2.7

Pre prut z troch r6znych materialov (ocel’, med’ a dural) zobrazeny na obr. 2.14 urcte
osovu silu N pri zvySeni teploty o At, ak je dana velkost prierezovej plochy A, rozmer |,
moduly pruznosti v tahu E a sucinitele teplotnej roztaznosti a pre jednotlivé materialy.

D: At, 1, Ao, Am, A, Eo, Em, E4, 000, am, g

H: N

Uloha je jeden krat staticky neurdita. Staticky neuréitd veli¢inu (reakciu v jednom z
votknuti) vypocitame z deformac¢nej podmienky, ktord ma tvar:

Al=0

?
y /Am A - _.%_ ____________________ [
A me |0 7 "’/ Al
_zq ocel | _ _._ . dural_ | 4—#‘

7 %

7 AT [l R

3l 250 3l N
< = > > 4A_|d

Obr. 2.14

Ak by prut bol votknuty len na jednom konci, mohol by vol'ne dilatovat’ (rozpinat’ sa)
vplyvom teploty o hodnotu Al;.. Ked’ze je votknutie na oboch koncoch vzniknutad reakcia R
akoby vratila koniec pratu do povodnej polohy o Alg, ¢o je znazornené na obr. 2.14. Potom
deformacna podmienka ma tvar:

Al = Al +Al; =0 = Al, =-Al,
Po uprave dostavame:
Al + Al + Al = —(Alg, + Al + Algy)

a, A3l +a, At2,5 + o, At3l = _[ (-R)3! , (-R)25I  (-R)3I J
E.A  E,A,  E.A

Odkial”:
At(3e, +2,5¢, +3a,)
3 2,5 3
+ +
E.A  EuAr EiA
Osova sila N je rovnako velka po celej dizke prita a je opacne orientovana ako R.
N=-R

R =

2.6 Vplyv vyrobnej nepresnosti po montazi

Ak suciastka a/alebo celd konstrukcia su ulozené staticky neurcito, potom vplyvom
nepresnosti vyroby vznikne pri montdzi v stciastke a/alebo konstrukcii po montdzi napitie,
ktoré nie je spdsobené vonkajSimi silami, ale vyrobnou nepresnost’ou A.

Priklad 2.8

Pri vyrobe a/alebo montazi prata na obr. 2.15 vznikla nepresnost’ A. Urcte velkost’
osovych sil N, ak si dané sily F; a F,, velkost’ prierezovej plochy A, rozmer b a modul
pruznosti v tahu E. Prit je z rovnakého materialu.
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D: Fl, F2, A, E, A, b
H: N

|
?ﬁmﬁ
i
i
5
T
|
R
™

_15b . 2b . 1,5b= A

< Ll ) Vl‘

A

Obr. 2.15

Nésledkom toho, Ze prat na obr. 2.15 bol vyrobeny krat$i o hodnotu A dochadza po
montdzi k vzniku napéati v prute, ktory sa predlzi, Co sposobi vznik napéti v prate vplyvom
vyrobnej nepresnosti po montazi.

Uloha je jeden krat staticky neurditd. Staticky neuréitd veli¢inu (reakciu v jednom z
votknuti) vypocitame z deformac¢nej podmienky, ktord ma tvar:

Al =A

Alg + Al +Al, =A

Pre osové sily N na jednotlivych usekoch plati:

N (Xl) =-R

N(x,)=-R+F,

N(x,)=-R+F, +F,

Po dosadeni do deformac¢nej podmienky dostavame:
AE.A

5750

Uloha sa stala staticky uréitou. MdZeme uréit’ osové sily na jednotlivych usekoch
a nasledne urcit’ normalové napatia a posunutia prierezov.

R =0,48F, + 0,13F, —

2.7 Dimenzovanie, navrh velkosti prierezovej plochy A
Velkost prierezovej plochy navrhneme z pevnostnej podmienky:
Oex < Op (2.12)

kde op je dovolené napitie materialu. Pri dimenzovani je potrebné urCit’ tsek pruta, kde
vznikne maximalne normalové napétie omax. Potom:

ESUD :AZl (2.13)
A Op

Priklad 2.9

Vypocitajte miniméalnu vel'kost’ prierezovej plochy A pre staticky urcity odstupniovany
prut podla obr. 2.16, ak s dané sily F; a F, a velkost’ dovoleného napiétia op.

D: F;=50kN, F»=130kN, 6p=150MPa

H: Amin
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5A E‘F’}:ffﬁjl-'f’;}':fff
o —AF% QI
X
A i o
Q I A /
I A
!
2A—] 1 Ny
| N
7y I
; I A
F
Obr. 2.16

Pri dimenzovani prata je najdolezitejSie urcit, na ktorom useku vznikd maximalne
normalové napitie a dimenzovat’ podl'a tohto tseku. Aby sme to mohli urobit’ musime prv
poznat’ velkost’ osovych sil:

N(x,)=—F, = -50kN

N(x,)= N(x,)=—F, = -50kN

N(x,)=—F, + F, = -50kN+130kN = 80kN

Velkost normalovych napiti na jednotlivych usekoch:
o N(x,)_ 50kN _ 25kN

= :>O-max
T A
N(x,)  50kN  10kN
o) 5(A2):_ 5A A

N(x;) 80kN 16kN
o (Xs ) = = =
5A 5A A
Po Uprave na spolo¢ného menovatela (A), porovnavame hodnoty Citatelov. Vyberame
najvacsiu hodnotu bez ohl'adu na znamienko, lebo vacs§ina materialov ma rovnaké vlastnosti

v tahu aj v tlaku. Ak by bol prut z materialu, u ktorého to tak nie je, potom by bolo je
potrebné zohl'adnit’ aj znamienko.

Z uvedeného vyplyva, Ze maximalne normalové napétie vznika na tseku X;. Potom:

Orax S 0p

N(x,)

<o, => A> N(Xl)

2A -~ 20,
Po dosadeni dostavame:

A>250mm?
Uvedena vel’kost prierezovej plochy A je jej minimélna hodnota.

Priklad 2.10
Vypocitajte minimalnu velkost’ prierezovej plochy A pre staticky urcity odstupiiovany prut
podla obr. 2.17, ak si dané sily F; a Fp, modul pruznosti v tahu E a velkost dovolené¢ho
napitia op.

D: F1=20kN, F2=50kN, c=200mm, E=2.10°MPa, 5p=180MPa,

30
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H- Amina ”N“a ”O-“, ”u“

= (V) meN] () MPa) @ [mm]
! 180 0,315
& % =Se= -
o 0,045
o % % 0,135
20 90
s o= So=
30 135
Obr. 2.17

Osoveé sily:
N(x,)=—-F, = -20kN

N(x,)=N(x,)=—F, = —20kN
N(x,)=—F, + F, = —20kN+50kN = +30kN
Usek s maximalnym normalovym napitim omax:
gl N(x,)_ 20kN _

A A max
N(x,)  20kN  10kN
il 2(A2):_ _ "

N(x;) 30kN 15kN
ol)= Mke) 30N _
2A 2A A
Po dosadeni do pevnostnej podmienky dostavame:

Opax SO
Ngxl) <o, => A> Na():)
. 20.10° N
180 M Pa
A>1111mm?

Velkost’ normélovych napéti ur¢ime s vypocitanou minimalnou plochou prie¢neho prierezu:

o(x,)= N(x,) _ 20.10°N v
' A 1111mm?

3
o(x,)= N(x,) _ 20.10°N _ _ealen
2A 2.1111mm?
o(x,)= N(x;) _ 30.10°N

" 2A 2.1111mm?

Posunutie prierezov vypocitame pre minimalnou plochou prieéneho prierezu:

=+135MPa
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u, =0
N(X; ) 10°N.
Ug =U, +Alg =U, + (X3)C: + 3(5)10 N-200mm ~=+0135mm
E.2A 2.10° MPa.2.1111mm
N(x;, ) —20.10°
Ug = Uy + Al =uy + (%:)C _ 135 mm.+ ( 2010 NJ200mm . =0,135mm—0,09mm =
E.2A 2.10° MPa.2.1111mm
=+0,045mm
N(x, )2 —20.10° N )2.
Up =Uc +Alp =Ug + M: 0,45mm+ ( 20510 N)Z a0 mT =0,045mm-0,36mm =
E.A 2.10° MPa.1111mm

=-0,315mm

Priklad 2.11
Vypocitajte minimalnu vel'kost’ prierezovej plochy A pre staticky urcity odstupiiovany prut
podl'a obr. 2.18, ak su dané sily F; a F; a vel'’kost’ dovoleného napitia op.

D: F1=100kN, F,=200kN, 6p=180MPa,

H: Amina ”N“
&) mexy
7 118,18
- !
B _ | |
T . 21 81.82
B
] |
- ;“‘Ti : ﬁEE
C =
F =
- D =
RT 18.18
Obr. 2.18
Osové sily:
N(x,)=-R
N (Xz ) =-R-F
N(x,)=-R-F, +F,
Deformacnd podmienka:
Al g +Alge + Al =0
N(x, ).1,2b . N(x,).1,6b . N(x, )b .
E.3A E.2A E.A
Vyjadrime R:
_ 2,4F, —7,2F, _ 2,4.200 kN—7,2.100kN _ _1818kN

13,2 13,2

Potom hodnoty osovych sil:
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N(x,)=-R=—(~1818kN)= +1818kN

N(x,)=-R—F, = -(~1818kN)—-100kN = -81,82kN
N(x,)=-R-F, + F, = —(—18,18kN)—100kN+ 200kN =118,18kN
Urcenie useku s maximalnym normalovym napéatim:

o(x,)= N(x,) _1818kN

A A
N(x,)  8182kN  40,91kN
O-(XZ ) = == - = O max
2A 2A A
N(x,) 11818kN 39,39kN
(%)=, = =
2A 3A A
Vypocet velkosti prierezovej plochy A:
Omex S 0p
O-(Xz ) < 0p
NG L s N
2A o
3
AS 81,82.10° N
2.180MPa
A>227,28mm?

Minimalna velkost’ prierezovej plochy A je 227,28mm?.

2.8 VVyuzitie energetickych principov na urcenie deformacie

Vo vSeobecnosti, mechanickd praca zavisi od sily, drdhy, po ktorej sa teleso
premiestiiuje a od uhlu, ktoru zviera sila a trajektéria pohybu telesa. Pre teleso, ktoré sa
premiestiiuje po priamke posobenim konStantnej sily F rovnobeznej s trajektoriou pohybu
telesa mozno mechanicku pracu vyjadrit’:

W=Fs (2.14)
kde F je velkost posobiacej sily a s je dizka drahy, ktora teleso preslo. Mechanicku pracu je
schopné vykonavat’ teleso, ktoré ma ur€iti mechanickll energiu, ktora je jedna z mnohych
druhov energii (elektrickd, magneticka, tepelna, jadrova, chemicka).

Mechanicku pracu konaju aj vonkajSie aj vnutorné sily v procese vzniku deformacie,
pricom v pruzne deformovanom telese vznikd mechanicka energia.

Nech na votknuty prut s dizkou | posobi na konci osamela tahova vonkajsia sila F,
ktora ho deformuje a jej vplyvom vznikne konecné predlzenie pruta Al. Zatazujlca sila F je
VvV rovnovahe s vnitornym posobenim v telese a linearne sa meni so zmenou polohy:

F(A) = c.A, (2.15)
kde ¢ je konstanta linearnej zavislosti a A je deformacia (prediZenie) zodpovedajice
okamzitej hodnote F, o plati pre cely interval okamzitych hodndt A e <0; A|>

Sila F narasta z hodnoty 0 (nedeformovany tvar) na jej kone¢nti hodnotu Fx = C.Al,

kde Fk je konecna hodnota sily F a Al je kone¢na hodnota deformacie. Kazda sila, ktorej
posobisko sa posunie, vykona pracu. Pocas deformacie sila F kona pracu L. na deformacii Al:
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Al Al 2
cAl® 1
L, = |FdA=|cAdA=""—="FAl 2.16
i ! J 2 2 (2.16)

0
kde L. je praca vonkajSich (externych) sil pri deformacii telesa (deformacna praca), ¢o
zodpoveda ploche trojuholnika 2.14a.

Praca vonkajsich sil vyvola zodpovedajicu pracu vnatornych (internych) sil L;:
L =L (2.17)

Vonkajsie sily teleso zdeformuju. Praca, ktor vykonaju vonkajSie sily pri pruznej
deformacii telesa (napr. pratu) sa akumuluje v telese vo forme potencidlnej energie
vnutornych sil U (2.18), ktort tiez nazyvame deformacna energia alebo potencidlna energia
napatosti. Ak by sme teleso v deformovanom stave odlah¢ili, potencidlna energia
akumulovana vo vnutornych sildch sa spotrebuje na vratenie telesa do pdvodného stavu.
Vnutorné sily pdsobia proti snahe vonkajSich sil teleso deformovat. Ak prut odlah¢ime,
vnutorné sily budu klesat’ z kone¢nej hodnoty na nulovu.

Kazdé pruzné deformované teleso ma deformacnu energiu U. Pri platnosti Hookeovho
zakona a zdkona o zachovani mechanickej energie pri dokonale pruznom telese plati ¢iselna
rovnost’

L, =U (2.18)

Disipacia mechanickej energie (napr. premena na tepeln energiu) je vylacena. Ide
0 idealizaciu, kedy teleso asily, ktoré na neho posobia, resp. v nom vznikaj, vytvaraju
konzervativny mechanicky systém. Potom dokonale pruzné teleso je dokonalym
akumulatorom mechanickej energie.

Ak vyjadrime deformacni energiu U pomocou vztahu pre deformacni pracu

vonkajsich sil (2.16) a z (2.7) vyjadrime osovt silu N adosadime za F (F=N), potom
dostavame:

2
U =3F.Al - EE'AAP =
2 2 1 2E.A
Vzt'ah (2.19) mozno pouzit' len v pripade konstantnej osovej sily N a prierezovej plochy A na

dizke I. V opa¢nom pripade deformaénii energiu U vypoéitame:

(2.19)

1N
U= Z(I)ﬁ(x)dx (2.20)

oA ’/ FA /

q [11 17

m in T
)74
Aﬂm /
A I
il 4 > Al

a) b) c)
Obr. 2.19

Velkost deformacnej energie pripadajiicej na jednotku objemu vyjadruje merna
deformacna energia (objemova hustota deformacnej energie):

34



Zuzana Muréinkova: PRUZNOST A PEVNOST 1., Teéria a priklady
on-line vysokoSkolska u¢ebnica, ISBN 978-80-553-1567-6

2

q v 1 .o

dv. 2 2E

kde o je normalové napitie a ¢ je pomernd deformacia a hodnota 4 zodpoveda ploche
trojuholnika pod pracovnym diagramom na obr. 2.17b.

(2.21)

Doplnkovéa (komplementéarna) praca vonkajsich sil Le je rovna:

F 2
I MdN _
E.A 2E.A
kde dLe = AldF predstavuje diferencialnu zmenu doplnkovej prace vonkajsich sil pri zmene
sily dF.
Z obr. 2.19a a 2.19¢ vyplyva, Ze sucet L. a L¢* je:
L =L =F. (2.23)

Potencialnou energiou rozumieme schopnost’ prace, ktora by mohli vykonat’ vonkajsie
avnutorné sily pri prechode zdeformovanej rovnovaznej polohy do pociatocnej
nedeformovanej polohy, ktord malo teleso pred zatazenim. Celkova potencidlna energia
sustavy Il je dand suctom potencialnej energie vnutornych sil U (deformacnej energie)
a potencialnej energie vonkajsich sil Ug:

M=U+U, (2.24)

Potencidlna energia vonkajSich sil Ue je rovna praci vonkajSich sil pri prechode
Z deformovaného stavu telesa do pévodného nedeformovaného stavu. Nema sa vSak na mysli
postupné odoberanie zat'azenia, ale vonkajSie sily konaji pracu plnou hodnotou na
deformacii. Je vzdy zaporna (vraciame sa spat’ do povodnéeho stavu). Plati:

L, = —;ue U, =-2L, (2.25)

L = TdLe* =_TAIdF = (2.22)
0 0

0

Potom, ked’Ze plati (2.17) a (2.18) a (2.25) mozno pisat”:
Mm=U+U, =L -2L, =-L, =-L, (2.26)

Vztah (2.24) je vychodiskom pre odvodenie metddy koneénych prvkov, ktora je
V sucasnosti najrozsirenejSou vypoctovou metédou v praxi.

2.8.1 Castiglianove vety
Pouzitie deformacnej energie pri vypoctoch v mechanike poddajnych telies je spojené

hlavne s vyuzitim Castiglianovych® viet.
Je potrebné zdoraznit’, ze praca sily sa rovna jednej polovici stcinu sily a deformécie
(2.16) len vtedy, ak ide o deforma¢nu pracu, ktoru sila kona pri deformacii, ktori sama
vyvola statickym t¢inkom (meni sa, rastie, z hodnoty nula na kone¢nu hodnotu). Ak sila kona
pracu na deformacii, ktora je vyvolana inou pric¢inou (napr. inou silou, zmenou teploty a pod.)

Carlo Alberto Castigliano (1847-1884, Taliansko) Skolu nedokoncil pre financné problémy. Stal
sa ucitelom na priemyselnych skolach. Po nastupe na inzinierske Studium na univerzite v Turine
urobil Castigliano za jeden rok skusky trojrocného studia. V svojej diplomovej praci formuloval
svoju prvii Castiglianovu vetu. V dalSich pracach sa venoval druhej Castiglianovej vete a ich
dokazovanim ich platnosti. Financnu istotu mu poskytla az praca hlavného inziniera na
riaditel’stve zeleznic. Zomrel na bezné prechladenie s naslednym zapalom plic vo veku 37 rokov.
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asama sa pritom nemeni, potom praca je rovna sucinu celému nasobku sily a deformacie
(2.14).

Pruzné teleso je zatazené vonkajSimi silami F;, Fy, ..., Fg, ..., Fn, priCom plati
Hookeov zakon. V désledku vonkajSieho zataZzenia sa teleso deformuje a vonkajSie sily
konaju pracu Le, ktord sa premeni na deformacntl energiu U. Deformacné energia je funkciou
vonkajsich sil. Bod K sa posunie po deformacii 0 dk (obr. 2.20a). Nech F, jedna z vonkajsich
sil, sa zmeni o diferencialny prirastok dFg, potom prirastok deformac¢nej energie dU je:

du = glngK (2.27)

K

Celkova deformacné energia bude:

U,=U+dU :U+§U

dF, (2.28)

b)

Obr. 2.20

Zmenme poradie zataZovania. Najprv zatazme teleso len elementarnou silou dFx v bode K
(obr. 2.20b). Tato sila posunie bod K o ddok. Elementarna sila dFx kona pracu, ktora sa
premeni na deformacnt energiu dU:

dU - ;dFchSK (2.29)

Potom zatazme teleso aj ostatnymi silami Fy, Fo, ..., Fk, ..., Fn, vplyvom ktorych sa bod
K posunie 0 dk a elementarna sila dFg, ktora je poc¢as tohto posunutia konstantna kona pracu
dFk.ok (1/2 tu nie je, lebo elementarna sila dFg sa pri zat'azovani nemeni a pri posunuti dx
ostava stala). Celkova deformacna energia bude:

u, - ;dFK.d5K +U +dF, .5, (2.30)

Podla zakona o zachovani energie nemdze mat poradie zatazovania vplyv na velkost
vykonanej préce, t.j. na velkost’ deformacnej energie. Plati:

U =U, (2.31)
Potom:
U+ aalngK = ;dFK.d5K +U +dF .0, (2.32)

K

Pri zanedbani nekonecne malych veli¢in druhého radu (;dFK.dé'K) z rovnice (2.32)

dostavame:
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o

oFy
¢o je matematicky vyjadrend prva Castiglianova veta, ktora slovne znie: Ak na linedrne
pruzné teleso (sustavu telies) posobi ststava vonkajSich sil, potom posunutie dx posobiska
vonkajsej sily Fk v jej smere a zmysle (po jej nositel’ke) je rovné parcialnej derivacii celkovej
deformacnej energie U podla tejto sily.

5, (2.33)

Analogicky mozno postupovat pri odvodeni druhej Castiglianovej vety, kedy teleso je
zatazené momentmi My, My, ..., M, ..., My, potom dostavame:

_ou

oM ¢
¢o je druh4 Castiglianova veta, ktord znie: Ak na linearne pruzné teleso (sustavu telies) pdsobi
stistava vonkajSich momentov, potom pootocenie @k priamky spojenej s posobiskom silovej
dvojice (momentu) Mk Vrovine jeho pdsobenia je rovné parcialnej derivacii celkovej
deformacnej energie U podla tohto momentu.

P« (2.34)

2.8.2 Mohr-Maxwellova veta

Metoda vyuzivajuca Mohr® — Maxwellovu’ vetu sa nazjyva aj metéda virtualnych prac
alebo metdda jednotkového zat'azenia.

Princip virtualnych prac bol formulovany Lagrangeom® a znie: Ak je teleso
V rovnovéhe, potom virtualna praca vonkajsich sil L, sa rovna virtualnej praci vnatornych sil

L, . (Virtualne veli¢iny budii ozna¢ované s pruhom nad veli¢inou.)

= (2.35)

Christian Otto Mohr (1835-1918, Nemecko) bol nemecky stavebny inZinier, ktory sa zapisal do
historie pracami o pevnosti hornin a prispel k rozvoju strukturdinej geologie. Mohr sa narodil
ako syn statkdara. Absolvoval polytechniku v Hannoveri. Ako 20-rocny zacal pracovat na stavbe
zeleznic, kde navrhoval niektoré mosty a ocelové konstrukcie. Pocas tychto prac sa Mohr
zacinal zaujimat’ o teoreticku stranku pevnosti materidlov a v roku 1867 sa stal profesorom
stuttgartskej polytechniky. Ako vyucujiici bol velmi oblitbeny medzi Studentmi. Medzi najvicsie
prinosy Mohra patril sposob grafického vyjadrenia napdtosti. Tento objav sa uskutocnil v roku
1882 a je znamy pod oznacenim Mohrova kruznica.

James Clerk Maxwell (1831 —1879, Britdania-Skétsko) bol vsestranny fyzik. Bol potomkom
starého slachtického rodu. Prvii vedecki pracu publikoval v 14-tich rokoch. Ako 16-rocny zacal
Studovat na univerzite v Edinburgu a po troch rokoch prestupil na Cambridge. Ako 25-rocny
bol ako profesor pozvany na univerzitu v Aberdeene. Jeho najvyznamnejsim objavom je
vSeobecny matematicky popis elektromagnetického pola dnes znamy ako Maxwellove rovnice.

Joseph Louis Lagrange (1739, Taliansko -1813, Francuzsko) taliansko-francizsky matematik
a astronom. Zacal ucit matematiku ako 17-rocny na Kralovskej delostreleckej Skole. Napisal
dielo Analyticka mechanika. V roku 1771 uskutocnil ako prvy rieSenie votknutého nosnika
zatazeného na volnom konci osamelou silou pomocou integracie presnej diferencidlnej rovnice.
Zalozil turinsku Akadémiu vied, posobil na Akadémii vied v Berline na doporucenie L. Eulera.
Bol ¢lenom Francuzskej a Berlinskej akadémie vied, clenom Kralovskej spolocnosti v Londyne
a predseda Komisie pre vytvorenie metrickej sustavy mier a vah.
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Virtudlna praca je praca skutocnej silovej veliiny (sily, momentu) na virtudlnom
posunuti alebo naopak praca virtudlnej silovej veli¢iny na skutoénom posunuti. Virtualne
posunutie je l'ubovolné mozné posunutie telesa pri reSpektovani jeho vidzieb. Virtualne
posunutie je nezavislé na vonkajSom zat’azeni.

Z Bettiho® principu vzajomnosti prac vyplyva, Ze virtudlna praca sil skuto&ného
zatazovacieho stavu na posunutiach virtualneho zat'azovacieho stavu toho istého telesa
(ststavy) je rovnad virtudlnej praci sil virtudlneho zatazovacieho stavu na posunutiach
skuto€ného zat'azovacieho stavu. Virtudlny stav je vztazny stav. Tato veta plati aj pre
virtudlnu pracu vnatornych sil a plati ako pre staticky urcité, tak aj pre staticky neurcité
ulohy.

Pri vypocte deformacii na pruznej konstrukcii musime uvazovat’ skutocny zatazovaci
stav, ktory je dany vonkaj$im zat'azenim a vyvola vznik vnutornych sil a vznik skuto¢nych
deformécii, ktoré chceme vypocitat. Okrem skutocného zat'aZovacieho stavu je potrebné
definovat’ aj virtudlny zatazovaci stav, ktory nazyvame aj jednotkovy zatazovaci stav, ked’ze
ho vyvola bud’ jednotkové sila F =1, alebo jednotkovy moment M = 1 (obr. 2.21).

[
i AN I AN
! [
! — | —
| F F Fl=1 H=1
11 K | iK [
S i i i
i ! i |
| i |

skutocny zatazovaci stav jednotkovy (virtudlny) zataZovaci

stav
F-1
Lyl
VA h —— PSS -—.
T 5} ----- 2 T T
X
S

skutocny zat'azovaci stav jednotkovy (virtualny) zat'aZovaci

stav
Obr. 2.21

Enrico Betti (1823-1892, Taliansko) bol taliansky matematik. E. Betti studoval na univerzite
v Pise. V roku 1857 sa stal profesorom a neskor rektorom. Bol clenom talianskeho
parlamentu. Pod jeho vedenim sa Scuola Normale Superiore v Pise stala poprednym
talianskym strediskom matematického vyskumu a vzdelania. E. Betti sa zapisal do historie
hlavne svojim prinosom v algebre. Jeho prva praca sa tykala rovnic a algebry. V roku 1863
prebyval v Pise B. Riemann. E. Betti bol Riemanom natolko ovplyvneny, Ze napisal prdce o
teoretickej fyzike, o tedrii potencidlu a o tedrii pruznosti. E. Betti v praci O priestoroch
lubovolného poctu rozmerov (1871) zavdadza dnesné chapanie, oznacovanie a pomenovanie
zdkladnych objektov n-rozmerného priestoru.
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Vzhladom na (2.35), virtualna praca, ktorti vykona jednotkové virtualne zatazenie 1
pri skuto¢nej deformécii ok (v meste asmere jednotkového zat'azenia) od vonkajSieho
zat'azenia je ¢iselne rovna hl'adanej deformacii od vonkajSieho zatazenia:

PATAYA

5 = [MoMe gy [NoNage, [re¥oag, (2.36)
EJ ) EA ] GA

0]
kde M1, N1, V1 (indexy 1) st vnatorné silové veliginy od jednotkového zatazenia 1, ktoré je
umiestnené v mieste K hladanej deformacie, M, N,,V, (indexy 0) st vnutorné silové
veli¢iny od vonkajSieho zat'azenia, x je TimoSenkov koeficient, E, G su materialové konStanty
aJ, Asu prierezové charakteristiky. Vyraz (2.36) oznaCujeme ako Mohr-Maxwellova veta,

ktorGt mozno aplikovat’ na vSetky druhy namahania. Aplikacia Mohr-Maxwellovej vety na
ohyb bude prezentovana v kapitole 7.1.3.

2.9 Vypocet posunuti styCnikov pruatovych sustav vyuzitim
Castiglianovej vety

Aplikovat 1. Castiglianovu vetu (2.33) mozno pri namdhani jednoduchym
tahom/tlakom na vypocet posunuti stycnikov pratovych ststav. Posunutie (bodu K) vo
vztahu (2.33) bolo oznacené Jk. V pripade, ak pdjde o vypocet horizontalneho posunutia
sty¢nika prutovej sustavy bude jeho oznacenie U alebo v pripade vertikalneho posunutia v. Pri
vypoctoch je potrebné si uvedomit’, Ze sila, podl'a ktorej robime parcidlnu derivaciu musi byt’
sila, ktora posobi v mieste a smere (v zmysle) h'adaného posunutia bodu.

Po dosadeni vztahu (2.20) do 1. Castiglianovej vety dostdvame tzv. Mohrov integral
(modifikovanu Castiglianovu Vetu):

s O _ 7 1j N(x N(x dx 2.37)
oF, oF |2 EA 20 E o EAK) OF

Celkova deformacnd energia pre pratovi slstavu sn prﬁtmi je rovna suctu
deformacnych energii jednotlivych pratov, potom:

(2.38)
Potom (2.37) ma tvar:
Oy = Zn: N, el W (2.39)
= OF¢ E.A
kde I; je dizka i-tého pruta, E; A; je tuhost’ i-tého pruta.
Tab. 2.2
Cislo pruta Osova sila oN. Dizka pruta oN.
i N; oF, ! NioE !
1
2
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Pre prutovu ststavu s prutmi z rovnakého materidlu a s konStantnou prierezovou
plochou po celej dlzke pruta | plati:

1 < ON.
S, =" S'N i 2.40
. EA; Fal (2.40)

Pri vypocte posunuti sty¢nikov pratovych ststav je vhodé vyuzivat tabelarny zapis
(tab. 2.2) ¢iastkovych vysledkov.
Priklad 2.12

Vypoditajte vertikalne posunutie sty¢nika A (obr. 2.22) a normalové napétia v pratoch
1 a 2. Oba pruty st z rovnakého materialu s rovnakou prierezovou plochou A.
D:F L EA

H: va, 01, 02

Obr. 2.22

Osové sily N; a N2 ur¢ime zo statickych podmienok rovnovahy pre bod A, pricom ich
predpokladdme tahové:

D> R, =0; — N, cos45°+ N, cos 45° = 0
ZFW =0; —F—N,sin45°-N,sin45°=0

Odkial’ dostavame:

F F F V2 2
=—— =— =——.—=———F=N,
2sinds° V2 V22 2
2
ZapiSeme do tabulky:
Cislo pruta Osova sila ON; Dizka prita N oN, |
i Ni oF Li ' oF
1 L
— @ F - @ o FL
2 2 2
2 L
h 1 @ F — @ o FL
2 2 2
2 FL

Vertikalne posunutie bodu A je:

FL
"““EA
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Normalové napétia v pratoch 1 a 2:

N, V2F
_—_—:O-2
2A

A

Priklad 2.13

Vypoéitajte vertikdlne posunutie sty¢nika D (obr. 2.23) anormalové napétia
V jednotlivych prutoch. Vsetky praty su zrovnakého materialu s rovnakou prierezovou
plochou A.

D: F=20kN, a=1m, A=80mm?, E=2.10°MPa, 0=45°

H: vp, 01— 05

A 4
U

‘F
Obr. 2.23
Vypocitame reakcie A, B, osové sily N; —Ns uréime zo statickych podmienok
rovnovahy pre jednotlivé sty¢niky, pricom ich predpokladame tahové. Vypocitame parcialne
derivacie osovych sil N3 — N5 podl'a sily F, pretoze prave tato sila posobi v mieste a smere
hladaného posunutia. Vpocitané udaje vlozime do tabulky.

Cislo pruta Osova sila ON; Dizka prita N ON, |
i Ni oF l; ' oF
1 J2 V2 J2a V2

-—F -—— —Fa
2 2 2
2
“E = a L1k
2 4
3 F 1 Fa
= 1 1ra
2 2 4
5 J2 V2 J2a V2
-—F —— —Fa
2 2 2
Y Fa( 2+ §j
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Vertikalne posunutie bodu D je:

3
Vp = E[ﬁ+§j = 20'13 N.1000mn; [\/5+§j =3,64mm
E.A 2 2.10° MPa.80mm 2

Normalové napétia v jednotlivych prutoch:

N,  J2F  22010°N

o, =k = — =-1768MPa=o,
A 2A 2.80mm
N 10°
pooNa F_0WN o
A 2A 2.80mm
N . 3
oy =s P _DIN_ ocompa
A A 80mm

2.10 Vypocet posunuti sty¢nikov priatovych ststav vyuzitim Mohr-
Maxwellovej vety

Ak aplikujeme vSeobecny tvar Mohr-Maxwellovej vety (2.36) na vypocet posunuti
sty¢nikov prutovych sustav pre prutovl sGstavu s n pratmi, priCom praty su z rovnakého
materidlu E a s konstantnou prierezovou plochou A po celej dizke prita 1, potom Mohr-
Maxwellova veta mé tvar:

1 .
O = ——» N,i.Nul 241
K EA|Z=1: 0i il ( )

kde I; je dizka i-tého prata, Nojje osova sila v i-tom priite od vonkajsieho zatazenia a N, je
osova sila v i-tom prute od jednotkovej sily, ktora posobi v mieste (bod K) a smere h'adaného
posunutia.

Index 0 maju hodnoty osovych sil od vonkajsicho zatazenia, index 1 maju hodnoty
osovych sil od jednotkového zat'azenia v bode K.

Pri vypocte posunuti stycnikov pratovych ststav je vhodé vyuzivat tabelarny zépis
¢iastkovych vysledkov. Pre vyuzitie Mohr-Maxwellovej vety je tabul'ka 2.3.

Tab. 2.3
Cislo prata Skuto¢na Virtualna Dizka pruta
i Osova sila osova sila li No;-Nii.l.
Noi N,

i

Priklad 2.14

Vypocitajte horizontalne posunutie sty¢nika C pratovej sustavy podla obr. 2.24 a).
Vsetky prity st z rovnakého materialu s rovnakou prierezovou plochou A.
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D:F L E A
H: uc
L
L
LS - . 3

.

Systém ,,0 b)
Systém ,,1
Obr. 2.24

Aby sme mohli pouzit' vzt'ah (2.41) potrebujeme vypocitat’ osové sily v skutoénom
zatazovacom stave, v tzv. systéme ,,0° a Vv jednotkovom (virtudlnom) zat'azovacom stave,
V tzv. systéme ,,1“. V systéme ,,1“ posobi jednotkova sila, ktord je umiestnena do bodu C

v horizontalnom smere, lebo v bode C chceme vypocitat’ horizontdlne posunutie. Jej
orientacia je predpokladana.

Vypocet osovych sil:

Styénik D v systéme ,,0:

D F,=0; F+Ny,=0

> Fy=0; Ny =0

Ny, =-F

Ny, =0

Sty¢nik C v systéme ,,0:

D> F,=0; —Np,—Ng,c0s45°=0

D> F, =0;—Np,— Ng,sin45°=0
NOZ

Nos =— =+/2F
00S 45°

Ny, =—Ny;Sin45°=—-F
Sty¢nik D v systéme ,,1°:
N1, =0
Nu1=0
Sty¢nik C v systéme ,,1:
—Ni12+1—N13€0545° = 0
—Ni1s—Ni35in45° =0

1

le = = \/E
cos45°

N14 = —lesin 45° = -1
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Cislo prata Skuto¢na Virtualna Dizka prata
i Osova sila osova sila li No;-Nu.l,
NOi Nli
1 0 0 L 0
2 -F 0 L 0
3 J2F V2 J2L 2J2FL
4 -F -1 L FL
3 FL(2v2 +1)
Horizontalne posunutie bodu C je:
U, = ElAZ:‘ N .Nui.L = F"(ZE*E +1)

Priklad 2.15

Vypocitajte horizontalne a vertikalne posunutie sty¢nika E pratovej sustavy podla obr.
2.25. Vsetky prity su z ocele s kruhovym prierezom s priemerom d.

D: F=2kN, L=1m, d=10mm, E=2.10°MPa, a=30°

H: Ug, VE

%

.

RN

Systém ,,0
Obr. 2.25

Uréime dizky jednotlivych pratov:

tga = % — L, = L.tg30° = 0,577L

sinazfzg=#:1,154L:L4:L5

L=L,=L

Vypocet osovych sil v systéme ,,0%, t.j. od skuto¢né¢ho vonkajSieho zat'azenia:

sin30°

Sty¢nik E v systéme ,,0%:
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D F=0; =Ny, — Ng;.c0530° =0
Y FR,=0; —F+Ngsin30°=0
F

7 §in30°
N,, = —N,,.c0830° = ~2F.0,866 = —1,732F

Sty¢nik D v systéme ,,0:

ZFi x =0, =Ngg +Ng, =0

> R, =0 Ny; =0

Nge = Ny, =-1,7321F

Sty¢nik C v systéme ,,0°:

> F =0 — N5.0830° — N,,.c0s30° + N,,.c0s30° = 0
Z F, =0; —Ng;— Nys.sin30° — N,.8in30° + N,.sin 30° =0

z druhej rovnice : =Ny — Ny; + Ny, =0= N, =N, - 2F
z prvej rovnice : =Ny — Ny, + Nj; =0 = N,, =2F
Potom: N, =N,,—2F =2F -2F =0

e Vypocet horizontalneho posunutia sty¢nika E Ug:

Vytvorime Systém ,,1“;e (obr. 2.26) pre vypocet horizontalneho posunutia sty¢nika E UE.
V jednotkovom systéme posobi len jednotkové zatazenie, ato virtualna jednotkova sila
v mieste a smere hl'adaného posunutia.

72 A
b
7
4
©
5 1
3
IN- 6 D 2 N 1
7
%A
L L
Systém ,,1“ e
Obr. 2.26

Sty¢nik E v systéme ,,1“g:
> F,=0 —1-Nj,—N;.c0s30°=0
>F,=0; N,,.sin30° =0

N, =0
le =-1
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Sty¢nik D v systéme ,,1%g:
zFu X =0; le_ lezo

ZF, y =0

N,; =0

12 N16 =-1

=z
Il

Tabul’ka pre vypocet hl'adaného posunutia:

Cislo pruta Skuto¢na Virtualna Dizka prita
i osova sila osova sila li No;-Nai.l,
Noj Ny
1 2F 0 1,154L 0
2 -1,732F -1 L 1,732FL
3 0 0 0,577L 0
4 2F 0 1,154L 0
5 0 0 1,154L 0
6 -1,732F -1 L 1,732FL
z 3,464FL
Horizontalne posunutie sty¢nika E:
. 3,464FL  3,464.2000N.1000mm — 0.441mm

= EA  2.10°MPa.78,54mm?

Tento analyticky vypocitany vysledok mozno porovnat s numericky vypocitanym
vysledkom s vyuzitim metddy kone¢nych prvkov. Priebeh posunuti v horizontalnom smere je
na obr. 2.27. Mozno konstatovat, ze vysledky sa zhoduju. Posunutie sty¢nika E na obr. 2.27
je so znamienkom minus, lebo ide o posunutie v smere zapornej osi X.

Obr. 2.27
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e Vypocet vertikalneho posunutia stycnika E Vg:
Vytvorime Systém ,,1“g (obr. 2.28) pre vypocet vertikdlneho posunutia styénika E V.
V jednotkovom systéme posobi len jednotkové zatazenie, ato virtudlna jednotkova sila
v mieste a smere hl'adaného posunutia.

4 A
7
0
4
C
2 1
3
# B 5 E
% 6 LD 2
B
L L -
< > 1
SyStém ,,1“ VvE
Obr. 2.28

Systém ,,0° ostava rovnaky aj pre vypocet verikalneho posunutia sty¢nika E, meni sa
systém ,,1* ateda aj osové sily od jednotkového zat'azenia, ktoré je potrebné vypocitat.
Vypocitané udaje zapiseme do tabul’ky.

Tabul'ka pre vypocet h'adaného posunutia:

Cislo prita Skuto¢na Virtualna Dizka pruta

i osova sila osova sila li No;-Nu.l,
Noi Ny
1 2F 2 1,154L 4,616FL
2 -1,732F -1,732 L 2,999FL
3 0 0 0,577L 0
4 2F 2 1,154L 4,616FL
5 0 0 1,154L 0
6 -1,732F -1,732 L 2,999FL
15,23FL
Vertikalne posunutie sty¢nika E:
_1523FL _15,23.2000N.1000mm —194mm

Ve i 5 2
EA 2.10°MPa.78,54mm

Opédt mozno analyticky vypocitany vysledok porovnat’ s numericky vypocitanym
vysledkom s vyuzitim metody konecnych prvkov. Priebeh posunuti vo vertikdlnom smere je
na obr. 2.29a. Mozno konstatovat’, Ze vysledky sa zhoduju. Posunutie sty¢nika E na obr. 2.29
je so znamienkom minus, lebo ide o posunutie v smere zapornej osi y.

Na obr. 2.29b je priebeh vyslednych posunuti, t.j. horizontdlnych a zaroven
vertikalnych.
Vysledné posunutie:

5. =JuZ +V2 = /(0,441mm} +(1,94mm)* =1989mm
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Opét’ mozno konStatovat, ze vysledky sa zhoduju.

.5@9=+8a
 Teqerea
. 948e+00

.210e-01
1 @.oog=to0

b)
Obr. 2.29
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3 PRIEREZOVE CHARAKTERISTIKY

Pevnost’ a tuhost’ konsStrukénych prvkov zavisi pri niektorych druhoch namahania
nielen od vel’kosti prierezu A, ale aj od tvaru plochy priecneho prierezu a orientécii k rovine
zat’aZenia.

Prikladom mozZe byt votknuty nosnik na konci zat'azeny osamelou silou F. Napriek
tomu, ze plocha prierezu A je rovnaka v pripade 1 aj 2, priechyb rovnaky nie je (W, <W, ), ¢o je

sposobené prierezovou charakteristikou osovy kvadraticky moment J.

Obr. 3.1

Prierezové charakteristiky a priklady ich pouzitia (Tab. 3.1):

Tab. 3.1

Prierezové charakteristiky:

Pouzitie pre vypocet:

Prierezova plocha A

normalové napitie pri tahu/tlaku

Statické momenty S

suradnice taziska
Smykové napétie pri ohybe

Kvadratické momenty J:

e osove kvadratické momenty Jy, J;

e polarne kvadratické momenty Jp,

priehyb

normalové napétie pri ohybe
Smykové napétie pri krateni
uhol skratenia

Deviaény moment D,

uhol odklonu hlavnych centralnych osi

Kvadratické polomery prierezu i,

excentricky t'ah/tlak

Moduly prierezu:
e Vv ohybe Wo
e Vv krute Wg

normalové napétie pri ohybe
Smykové napdtie pri krateni

Medzi Casto pouzivané prierezy patria prierezy s jednoduchou prierezovou plochou
v tvare kruhu, obdiznika (§tvorca) alebo trojuholnika. Samozrejme su pouZivané aj zlozené
prierezy, napriklad prierezy U, I, T, L, medzikruzie alebo iné. ZloZena prierezova plocha
(zlozeny prierez) je plocha zlozena z jednoduchych geometrickych ploch ako st obdiznik,
kruh alebo trojuholnik.

Ak pre konStrukény prvok je pouzity polotovar s normalizovanym prienym
prierezom, prierezové charakteristiky ndjdeme v Strojnickych tabulkach.

3.1 Vypocet suradnic yr a zt taziska T zloZeného prierezu

Stradnice taziska yr a zr zlozeného prierezu s plochou A rozdeleného na konecny
pocet jednoduchych geometrickych ploch A; dostaneme:
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yy =ik =i 3.1)
XA 2A
Zn:Sy’i ZH:ZTiAi
Z; == == (3.2)
S 3A

kde Syja S,isu statické momenty zlozenej plochy k osiam y', Z'; yri @ z7; st stradnice taziska
I-tej jednoduchej geometrickej plochy vzhladom k osiam y', z'; A; je velkost plochy i-tej
jednoduchej geometrickej plochy an je pocet jednoduchych geometrickych ploch.
Stradnicovy systém Y', Z' je systém, vzhl'adom na ktory pocitame polohu t'aziska.

Statické momenty mozu nadobudat’ kladné, zaporné aj nulové hodnoty.

Osi, ktoré prechadzaju taziskom, nazyvame centralne (taziskové) osi. Maju zvycajne
oznacenie Y, z, ale aj yT, Zt.

3.2 Urcenie kvadratickych momentov Jy, J, pre obdiZnikovy prierez k
centralnym osiam

z T | A

-
o

/2

Ii2

b/2 | b2

v

a) b)
Obr. 3.2
Pre vypocet kvadratického momentu k centralnej osi y plati vztah:

J, = [2°dA (3.3)
(A)

Po dosadeni dA=bdz (obr. 3.2a) dostivame kvadraticky moment pre obdiznikovy prierez
K centralnej osi y:

h

J:

y

3 3 3 3
Zpdz=|bl | =p _[_pN B0 (3.4)
3 24 24)” 12
h

|
— | T
N| = ‘

2

Analogicky postupujeme pri uréeni kvadratického momentu pre obdiznikovy prierez
k centralnej osi z.

Pre vypocet kvadratického momentu k centralnej osi z plati vztah:
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J, = [y’dA (3.5)
()
Potom (obr. 3.2b):
b 5
2 3 b3 b3 hbS
3= [yhdy=|hY | =n> _[p2 |=" 36
: Iby y{s} 24[24] 12 (36)
7 b
2

3.3 Urcenie kvadratickych momentov Jy, J, k rovnobeinym
(posunutym) osiam, Steinerove vety

Ak chceme ur¢it’ kvadraticky moment k inej ako centralnej osi, ktord je rovnobezna
S centralnou osou (obr. 3.3), musime pouzit’ Steinerovu vetu.

Steinerova veta znie: Kvadraticky moment Jy, J; prierezu k I'ubovol'nej osi (na obr. 3.3
0si Y, z) rovnobeznej s centralnou osou (na obr. 3.3 y1, z;) je rovny kvadratickému momentu
prierezu k centralnej osi Jy;, Jz, ktory je zvdcSeny o sucin kvadratu kolmych vzdialenosti
tychto osi (na obr. 3.3 aj;, b;) a velkosti plochy A. Analogicky znie Steinerova veta pre
devia¢ny moment. Steinerove vety mozno zapisat’:

Z A bl 2
L 1
>y
Obr. 3.3

i =Zn:3yi +Zn:ai2.A (3.7)

i=1 i=1
3,=33,+3b%A (38)

i=1 i=1
B, = Zn:Dyi i+ Zn:ai.bi.A (3.9)

i=1 i=1

Vo wvztahoch (3.7) — (3.9) Jyi, Jsi st kvadratické momenty k centrdlnym osiam Yj, Z;
(osi yi, z; su centralne osi jednoduchych geometrickych ploch), aj, b; st kolmé vzdialenosti
medzi centralnymi osami Yj, z; a centrdlnymi osami Y, z zloZenej plochy a Dyi;i je deviacny
moment k centralnym osiam VYj, Z;.

3.4 Postup rieSenia prierezovych charakteristik

1. Rozdelime zloZeny prierez na jednoduché geometrické plochy (obdiznik, kruh,
trojuholnik), (obr. 3.4a).

2. Zvolime pravouhly stradnicovy systém y', z' (obr. 3.4a). Ak je mozné vyuzijeme
vlastnosti symetrie.
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-t
A

V1

;ﬂ

&

) - »2
o —]
— ] l-

T. o .
o c_ 5 5‘ v ¥
N ) i y

80

b)
Obr. 3.4

3. Vypocitame suradnice yt a zt taziska T zlozeného prierezu vzhl'adom na osi y', '
(obr. 3.4b):

. _ZuA+2,A _1080.20+70.20.100

i =43,33mm
A+A 80.20+100.20

e VA + YA, 5 40.80.20+10.20.100 _ 2333mm
A+A, 80.20+100.20

3. Taziskom vedieme novu pravouhla stradnicova ststavu y, z. Osi Y, z su centralne
(faziskové) osi (obr. 3.4b).

5. Ur¢ime kvadratické momenty Jy, J, (pomocou Steinerovej vety) a deviany moment
Dy, zlozeného prierezu k t'aziskovym osiam y a z (obr. 3.5).

Z2 .VT

b,| b,
. Z
= Y2
o
= <1 J

ik 5 .
= SLENS Y
I )

80
Obr. 3.5

Kolmé vzdialenosti ay, a, b1, b, vypocitame (pozri obr. 3.5):
a, =2; —Z;, =4333-10=33,33mm

& =2,—72; = 70—-43,33=26,67mm
b, = y;, — Yy =40-2333=16,67mm
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b, =y, — y., = 23,33-10=13,33mm

Potom:

J,=Jdn +312A1 +Jy, +a22A2 -
_8020° (33337 80.20+ 22200 , 5667220100
=4920 000mm*

3, =0, +b’A+3,,+b’A =
_2080° 166722080+ 22027, (L1333 20,100

=1720 000mm*

Dyz = Dyl z1 +a1b1A1 + Dy2 22t azbzAz :
= 0+16,67.(-33,33).80.20 + 0+ (~13,33).26,67.100.20 =
=177 956 mm*
Kvadratické momenty nadobudaju nenulové a vzdy kladné hodnoty. Deviacny
moment moze nadobudat’ kladné, zdporné aj nulové hodnoty.
6. Ur¢ime @y uhol odklonu hlavnych centralnych osi 1 a 2.

Hlavné centralne osi su osi, ku ktorym je deviacny 7=2
moment rovny nule (hlavné osi) azaroven také, ktoré s
prechadzaju t'aziskom. Maji oznacenie 1, 2.

Ak aspoil jedna z centralnych (taZiskovych) osi je
osou symetrie prierezu, deviatny moment k tymto osiam je >
nulovy. Potom centralne (taziskové) osi y, zZ st zaroven aj
hlavné centralne osi 1, 2. Priklad je uvedeny na obr. 3.6.

Deviaény moment k hlavnym centralnym osiam je
rovny nule (D12 = 0). Obr. 3.6

Pre prierezy, ktoré nemaju ani jednu os symetrie pre vypocet uhla odklonu hlavnych
centralnych osi pouzijeme vztah:
2D
92, =— ke (3.10)
J,-J,
Zéaporny uhol znamena, v pripade, ak Jy>J,, odklon osi 1 od osi y je v smere
hodinovych rucic¢iek a pre Jy<J, odklon osi 2 od osi y je v smere hodinovych ruciciek.

Pre rieSeny prierez L uhol ¢y vypocitame:
2D, —2.177 956
J,-J,  49210"-172.10°

Uhol ¢n je kladny a Jy>J,, preto odklonime os 1 od osi y proti smeru hodinovych
ruciciek (obr. 3.7a)
7. Uréime hlavné kvadratické momenty Jj, Jo.

t92¢, = =@, =317°

Hlavné kvadratické momenty J;, J, st extrémne hodnoty kvadratickych momentov Jy,
J,.
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J o+ J-JY
1, = yz Zi\/( y2 J +D2 (3.11)

Plati:
Jy =5
Pre rieSeny prierez L hlavné kvadratické momenty nadobudaji hodnoty:
J, =4 929 871mm*
J, =1710129mm*

Zaroven plati:
J+J,=J,+]7, (3.12)
Pre rieSeny prierez L:
J+3,=J,+J,= 664.10* mm*
8. UrCime kvadratické polomery prierezu i3, ip, ktoré su hlavné polosi elipsy
kvadratickych momentov.
Kvadratické polomery prierezu ur¢ime zo vztahov:

ilz\E , m; mm (3.13)
J

i, :‘/f' m; mm (3.14)

Pre rieSeny prierez L:
i, =37mm
i, =22mm

Elipsa kvadratickych momentov prierezu je elipsa, ktorej hlavné polosi Iy a Iy st
vynesené na osiach 2, 1 (obr. 3.7b). Tuto elipsu mozno pouzit' na uréenie kvadratickych
momentov prierezu k 'ubovol'nej centralnej osi grafickou konstrukciou.

—
Z

Yt

2

[

Obr. 3.7
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3.5 Odvodenie poliarneho kvadratického momentu Jp kruhového
prierezu

Pre vypocet polarneho kvadratického momentu Jp plati vztah:

J, = j pPdA (3.15)
(A)
Po dosadeni dA=27zp.dp (pozri obr. 3.8) dostavame:
R 4R 4
3o =[2mp*dp =27 P | = R (3.16)
0 4 0 2

Ak vyjadrime polarny kvadraticky moment ako funkciu priemeru d, pricom polomer
R=d/2, potom:

d*
Jop=— 3.17
= (317)
Pre medzikruhovy prierez:
72'(D4 -d 4)
e e 3.18
= (319

Medzi poldrnym kvadratickym momentom Jp a Osovymi
kvadratickymi momentmi Jy a J, plati:

Jpo=3,+J, (3.19)

Pri¢om pre kruhovy prierez plati Jy = J,, potom:
J, md*
J =] ="P_"" 3.20
y.r 2 64 (3.20)

Poléarny kvadraticky moment prierezu nadobtida nenulové a vzdy kladné hodnoty.

Priklad 3.1

Vypocitajte prierezové charakteristiky pre prierez symetrické [ podla obr. 3.9.
Hodnoty st v milimetroch.

H: Jy, J;

Polohu t'aziska nie je potrebné pocitat’, pretoze prierez je symetricky podl'a dvoch osi.
Taziskom zlozeného prierezu symetrické I vediem pravouhly suradnicovy systém, t.j.
centralne osi Y, z. Uvedenu zlozenu plochu mozno rozdelit’ na:

a) tri obdizniky (30x10mm + 10x20mm + 30x10mm) alebo
b) tri obdizniky (30x40mm - 10x20mm - 10x20mm).
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R R N -
/%;//{ il %//// ?]
? m ]

- ? Hﬂyzyz 2 ? g o <
v o //////// ]

Obr.3.9
e vypocet a):
Kvadraticky moment Jy vypocitame podla Steinerovej vety (3.7), a =a, =15mm;
a,=0;J,=J,

H yl

J,=3,,+2(3,+a2A )=

10.20° 30.10°
+2,
12

+152.3o.1oj =146 666,67 mm*

Na vypocet kvadratického momentu J, nepotrebujeme Steinerovu vetu, pretoze osi Z3, Z,, Z3 @
Zstutotozné, b =b, =b, =0, J,,=J,;
10.20° 20.10°

=2 Z = 46 666,67 mm"*
12 12

J

z :2J21+JZ

e vypocet b):
Na vypocet kvadratického momentu Jy nepotrebujeme Steinerovu vetu, pretoze osi Y1, Yo, Y3 a
y st totozné, &y =a, =a,=0,J,, =J 4
_3040°  10.20°

J,=J,-2J), 2. =146 666,67 mm*
12 12

Kvadraticky moment J, vypocéitame podla Steinerovej vety (3.8), b, =b, =10mm; b =0;
“]22 = ‘]23

J,=1J

z iz

3 3
2(3,,+1b2. Az\40 30" 5[ 20107 102 50.10 | = 46 666,67 mm
i 12

Priklad 3.2
Vypocitajte prierezové charakteristiky pre prierez podl'a obr. 3.10. Hodnoty su v milimetroch.
H: Jy, J;
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*21= 2p=25=2
g?’ A
01
* ? T3 Y3
i~ o
o~ —>
! Y=y
01 .
% T, Y2
/ ] v
B 200 R
Obr. 3.10

Polohu t'aziska nie je potrebné pocitat’, pretoze prierez je symetricky podl'a dvoch osi.
Taziskom zloZeného prierezu vediem pravouhly suradnicovy systém, t.j. centralne osi Y, Z.
Uvedenu zloZena plochu mozno rozdelit’ na jeden obdiznik (200x240) a dva kruhy (©100).
Kvadraticky moment Jy podl'a (3.7), @, =a, =60mm; a, =0;J,, =J ;!

8 4 2
3,=3,-2(,,+a2A, )= 2001'§40 - 2.(”‘100 it j ~164,03.10° mm*
Kvadraticky moment J,, b =b, =b,=0; J,, =J,,:
3 4
o) - 2401'200 ~2.7100" _ 15018105 mm

Priklad 3.3

Vypocitajte prierezové charakteristiky pre prierez 1 podla obr.
v milimetroch.

H: zt, Jy, e Dyz, OH, J1, Jo, g, 1o

3.11. Hodnoty su

Vypocitame suradnicu zt taziska T zlozeného prierezu | vzhl'adom na osi y'. Stradnicu yt nie
je potrebné pocitat’, lebo os z' je zvolena na osi symetrie prierezu, teda yr=0.

20 A +27,A, +2:,A,  550.10+70.10.120+135.90.10
A+A +A 50.10 +10.120 +90.10

Stradnice taziska T zlozeného prierezu su: [0;80mm].

Z; = 80mm

Aby sme mohli vypocitat’ kvadraticky moment k centralnej osi y musime pouzit' Steinerovu
vetu a ur€it’ kolmé vzdialenosti medzi rovnobeznymi centadlnymi osamiy ay;, yays ayays:

a =2, —2;,=80-5=75mm
a,=12; —2;,=80-70=10mm
a, =z, — Z; =135-80=55mm
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< 90 »
- N >
L =11= 1p=13FZ
2| i *;’; >
\ Y3
i o / /
x A éé’ y=
8 Sy ’,// >
S % va 7y .
" / g &
\ / N
& 7 ,
'y ik nEy v >

a1
o

»
>

A

Obr. 3.11

Potom podTl'a (3.7):
3 3

=D J,+>al A=l +al A+, +a A+, +a A =
i=1 i=1

~50.10° 10.120° 90.10°

+10%.10.120 + +55290.10 = 7 106 667 mm*

+75°.50.10 +

Kvadraticky moment J;; b, =b, =b, =0:

10.50° 120.10° 10.90°
— + +
12 12

Devia¢ny moment D, =0, lebo je prierez symetricky aspoit podla jednej osi. Potom

=721667mm*

‘]z :Z‘]zi = ‘]zl+ ‘]22 +‘]z3

3
i=1

centralne osi Y, Z st zarovei aj hlavnymi centralnymi osami 1 a 2 a kvadratické momenty Jy,
J; st zaroven aj hlavné kvadratické momenty:

>3, 3=
—
Jy >J, ] =N
Z uvedeného vyplyva, ze y=1 a z=2. Uhol g4 nie je potrebné pocitat ¢, =0
Kvadratické polomery prierezu mozno vypocitat’ podl'a (3.13) a (3.14):

4
il =\/I= /7106667m2n _ 50 28mm
A 2600mm
4
L= Jﬁ a{M =16,67mm
A 2600mm

Mozno vykreslit’ elipsu kvadratickych momentov, ktorej hlavné polosi i1 a i su vynesené na
osiach 2, 1 (obr. 3.12).
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A
=2

AR

[
t \%? | v
.

Obr.3.12

Y

Priklad 3.4

Vypocitajte prierezové charakteristiky pre prierez U podla obr. 3.13. Hodnoty su
v milimetroch.

H ZT1 ‘]ya ‘]Za DyZa quv ‘]11 ‘]Za i11 i2

AZ
2O 80 1
T 4= - tz2=2
7 i 777
N A
' /f
71|22 1 o \
rT Tl\TZ o _ % ,:I- \ _
\ i (o) L \/ Ll
%/ by |y = EyEy=l ’// l y=1
bt / )
ﬁ o | / / ‘
ﬁ - v ////f’/;
yT > i2 g
yri o 1
Y2 -~
Obr. 3.13

Prierez U mozno rozdelit' na obdizniky niekolkymi sposobmi. Vypocet urobime s vyhodou
rozdelenim na obdiZnik 100x200mm a od¢itanim obdiznika 80x160mm.

Vypocitame stradnicu yt taziska T zloZeného prierezu vzhl'adom na osi z'. Suradnicu zt nie
je potrebné pocitat’ lebo os y' je zvolena na osi symetrie prierezu, teda z7=0.
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_ ¥Yr:A - ¥:,A,  50.100.200 - 60.80.160
A-A 100.200 -80.160
Stradnice taziska T zlozeného prierezu su: [32,22mm;0].
Kvadraticky moment Jy; & =a, =0:
~100.200° B 80.160°

y2 12 12

Aby sme mohli vypocitat’ kvadraticky moment k centralnej osi Z musime pouzit’ Steinerovu
vetu a urcit’ kolmé vzdialenosti medzi rovnobeznymi centalnymi osami Z a 23, Z a Z»:

b =y;,—Yy; =50-32,22=17,78mm
b, = y;, — Y =60-32,22 =27,78 mm
Potom podTla (3.8):

2 2

~200.100°
12

Deviatny moment D, =0, lebo je prierez symetricky aspoit podla jednej osi. Potom

Yr =32,22mm

J,=J =3936.10* mm*

y yl

-J

160.80°

+17,78°.200.100 — +27,78°.160.80 = 628,4.10° mm*

centralne osi Y, Z st zaroveil aj hlavaymi centrdlnymi osami 1 a 2 a kvadratické momenty Jy,
J; su zaroven aj hlavné kvadratické momenty:

J>J, =],
H
J, >J, J1,=1,
Z uvedeného vyplyva, ze y=1a z=2. Uhol g4 nie je potrebné pocitat ¢, =0
Kvadratické polomery prierezu mozno vypocitat’ podl'a (3.13) a (3.14):

J 3936.10° mm*
= i:JW:”’Q”‘m
4 4
S \/628,4.10 M’ _ g 5mm
A 7200mm

Mozno vykreslit’ elipsu kvadratickych momentov, ktorej hlavné polosi i a i st vynesené na
osiach 2, 1 (obr. 3.13).

Priklad 3.5

Vypocitajte prierezové charakteristiky pre prierez T podla obr. 3.13. Hodnoty su
v milimetroch.

H ZT, Jy, ‘]Z

Vypocitame polohu taziska zloZzené¢ho prierezu T. Stradnicu Yyt nie je potrebné pocitat, lebo
0s z' je zvolena na osi symetrie prierezu, teda y1=0.

A +7:,A,  40.10.80+85.60.10
A+A 10.80+60.10

Stradnice t'aziska T zlozeného prierezu st: [59,3mm;0].

y =59,3mm

Kolmé vzdialenosti medzi centralnymi osami:

60
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& =2; —Z;;, =59,3-40=19,3mm
a, =12;,—2; =85-59,3=25,7mm

60
) “z':zlz 22:27
S A / é/ . ‘
\ yz
! g}: é / X
& %/ " .
Q Y1 E
% N
Y %/" \4 47 >
10 _ iy
Obr. 3.14

Kvadraticky moment k cetralnej osi y:
2 2

3, =)0, > a A=), +alA+],+a A =
i=1 i=1

~10.80° 60.10°

+19,3%.10.80 + +25,7°.60.10 =1125 953mm*

Kvadraticky moment k cetralnej osi z:

2 3 3]
J,=23,i=3,+3,,= 80.10° , 1080" ;46 667 mm?
i—1 12 12
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4 JEDNODUCHE KRUTENIE

Pri jednoduchom kruteni mé tvar prierezu vplyv na priebeh $Smykového napitia
V priereze. Preto pri vypocte je potrebné rozliSovat, ¢i teleso namahané jednoduchym
kratenim ma kruhovy, resp. medzikruhovy prierez, alebo ¢i ide o iny - nekruhovy prierez.
Spdsob vypoctu je v oboch pripadoch odlisny. Dévodom je to, ze pri nekruhovych prierezoch
predpoklad o zachovani rovinnosti priecneho prierezu nie je splneny, pretoze u nekruhovych
prierezoch dochddza k ich deplanacii. Vztahy, ktor¢ platia pre jednoduché kratenie hriadel'ov
kruhového a medzikruhového prierezu, neplatia pre nekruhové prierezy.

4.1 Krutenie hriadel’ov kruhového a medzikruhového prierezu

Vnutorna silova velicina, ktora vznika pri jednoduchom kruteni je kratiaci moment T
[Nm]. Teleso kruhového (medzikruhového) prierezu namahané kriitenim nazyvame hriadel.

Na znamienku krutiacecho momentu T nezalezi (na rozdiel od jednoduchého
tahu/tlaku, kedy podla orientdcie osovej sily N rozliSujeme tah, resp. tlak), pretoze teleso
Z izotropného materidlu sa sprava rovnako pre obidve orientacie kratiaceho momentu T.

Na obr. 4.1 je zobrazeny votknuty hriadel na volnom konci zatazeny kratiacim
momentom M, ktory sposobuje deformaciu, a to uhol skratenia ¢, ¢o je pootocenie prierezu
okolo osi hriadel’a a skos y.

-

Obr. 4.1

Pri odvodeni vzt'ahov pre vypocet napitia a deformacie pri krateni budeme vychadzat
Z nasledovnych predpokladov, ktoré st potvrdené aj experimentmi. Predpoklady si: os
hriadel'a zostdva aj po zatazeni priama; priecne prierezy zostdvaji rovinné a kruhove;
vzdialenosti medzi prie€nymi prierezmi sa nemenia.

! dx !

T S
: y A
! AN
C !
i

Obr. 4.2

Vyberme z hriadel’a na obr. 4.1 element dx zobrazeny na obr. 4.2. Povrchova priamka
AD sa deformuje (pootoci) o uhol y na A'D, pricom v prienom priereze po deformacii
vznikol uhol dg. Pre uhly y a dg plati:
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! !

AA AA
tgy=—-, tgdp=—+o (4.1)
dx r

Po zohl'adneni, ze tangens malych uhlov zodpoveda priblizne uhlu a porovnani AA' zo
vztahov (4.1) dostavane:

AA’=;dx:rdgo:y=rZ(f=r.9 (4.2)

kde ¢ je pomerny uhol skritenia [rad.m™].

Za ucelom vysetrenia vztahu medzi Smykovym napdtim 7 a kratiacim momentom T
budeme skiimat’ situaciu v prie¢nom priereze (obr. 4.3).

Kratiaci moment T Vpriereze je vyslednym
uc¢inkom Smykovych napati, ktoré posobia v priereze,
plati:

== If(p)dA.p (4.3)

(A)
kde p je vzdialenost’ vlakna prierezu od osi hriadela.

w(p)d Po dosadeni (4.2) do Hookeovho zakona pre Cisty

Smyk dostavane pre Smykové napitie v krajnych vlaknach
prierezu:

r=7G=r.9G (4.4)
kde G je modul pruznosti v $myku [Pa; MPa].
Pre vlakna vo vzdialenosti p od osi hriadel'a Smykové napétie vypocitame:

(p)= p.9G (4.5)
Po dosadeni (4.5) do (4.3) dostavame:
T = [p*9GdA=9G [ p’dA=9GJ, (4.6)
(A) (A)
kde Jp je polarny kvadraticky moment prierezu [m*; mm®]. (Pozri (3.15)).
Z ¢oho vyplyva:
9= @.7)
G.J;
kde sucin G.Jp je tuhost’ v krtiteni (torzné tuhost’).
Po dosadeni (4.7) do (4.5) dostavame:
(p)= le , Pa; MPa (4.8)

P
¢o je vzt'ah pre vypocet Smykového napétia vo vlakne vo vzdialenosti p.

Maximalne Smykové napétie tmax vznika v krajnych vldknach prierezu. Prave toto

napidtie je potrebné vypocitat’ z hl'adiska kontroly, resp. dimenzovania, hriadelov.
rmaxzr(pm:r:Dj:Tr:T (4.9
2 Jo W

kde
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W, = Jo , m% mm?® (4.10)
r
¢o je modul prierezu v krteni.

Obr. 4.4 znazoriiuje priebehy Smykového napitia v kruhovom a medzikruhovom
priereze pri jednoduchom kruteni.

‘ Tax g& Thax

Obr. 4.4

V tabulke 4.1 je prehlad zédkladnych vzt'ahov prierezovych charakteristik pre kruhovy
a medzikruhovy prierez.

Tab. 4.1
Jp Wk

nd* d?
@ = i
o z(D* - d*) #(D* - d*)

32 16D

Pre vyjadrenie deformécie ¢, €o je uhol skritenia (pootocenia), budeme vychéadzat’ zo
vzt'ahov (4.2) a (4.7), z ktorych vyplyva:

7:‘:;’:.9:@: dx (411)
e
Po integracii:
-
Q= dx , rad (4.12)

V pripadoch, ak GTJ =konst., potom uhol skrutenia poc¢itame podla:

~p
Tl
G.J,

kde | je dizka hriadel’a, resp. dizka tiseku.

- (4.13)

4.2 Postup pri vypocte staticky urcitych konStrukcii namahanych
jednoduchym Kkrutenim

Pri staticky urcitych tlohdch pri jednoduchom krateni zachovavame nasledujici
postup:

1. Podl'a poctu nespojitosti prierezu a zat'aZenia hriadela si zvolime prisluSny pocet
myslenych rezov.

2. Do myslenych rezov vlozime vyslednice vntitornych sil, t.j. kriitiace momenty T(x;) v
kladnom smere podl'a znamienkovej dohody.
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3. Zo statickych podmienok rovnovahy odrezanej casti hriadela urcime kratiace
momenty T(X;) v jednotlivych myslenych rezoch.

4. Vypocitame Smykové napétia z(x;) v prislusnych rezoch.

5. Vypocitame uhly skritenia ¢(x;) jednotlivych prierezov.

6. Vykreslime priebehy ,, 7, ,, 7 a,, ¢ po celej dizke hriadela.

Priklad 4.1

Pre staticky urcity hriadel’ kruhového a medzikruhového prierezu s danymi priemermi
D, d zat'azeny kratiacim momentom M, spojitym kratiacim momentom m podl'a obr. 4.5 urcte
priebeh kratiacich momentov ,,T“, Smykovych napiti v krajnych vlaknach prierezov ,,r*
a uhlov pootodenia jednotlivych prierezov ,,p“. Dany je dizkovy rozmer a a modul pruznosti

v Smyku G.
D: M=2kNm, m:600Nm.m'1, a=800mm, D=70mm, d=30mm, G=8.10*MPa

. 13 113 13
H' ”T s 990 ”qo

7

Obr. 4.5

Metodou mysleného rezu uréime vnltorné kratiace momenty na jednotlivych usekoch. Obr.
4.6 znazornuje rez X; a Xs.

rez xq rez Xs
Obr. 4.6

Podmienky rovnovahy pre krutiace momenty T Vv myslenym rezom oddelenych ¢astiach
hriadel’a:

T(x)=M =2kNm
T(%)=T(x,)=M =2kNm
T(%)=M +mx,
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T(x,=0)=M =2kNm
T(x,=a)=M +m.a=2kNm+0,6kKNm.0,8m = 2,48kNm
T(x,)=M +ma—2M =-M +ma=-2kNm+0,6kNm.0,8m = ~152kNm

Vypocet polarnych kvadratickych momentov:
7(D*~d*) (0,07 ~0,03*)m*

Jou= = =22,77.10" m*
32 32
4 4 4
3y, =22 _ZDOTM _ 5357107 m¢
32 32
4 4 4
3, - 7(08D)" _(08.0,07)'m _965.10”" m"
32 32
4 4 4
3, = m(2D) _ w2007 M _ 00714 107
32 32

Vypocet Smykovych napiti v krajnych vldknach:
Yl T(x) D_ 210°Nm  007m
WSS 2T zmeTmt 2

— 30 742 205Pa = +30,7MPa
pl
3
r(x2)=T(X2).2= 210°Nm _ O e M
J, 2 2357.107'm° 2

):T(x3=0)08D 2.10°Nm 080,07m

(%, =0 =+58MPa

- 2 96510 "'m* 2

3

T(sta):T( )O8D 248.10°Nm 08.007m _ _,\\o.

Jos 2 96510 m* 2

3
r(x4)=T(X4).D —L52.10°NM 57 m = —2.8MPa
In 377,14.10" m*
Vypocet uhlov pootocenia:
@p =0
T(x4 )a 1,52.10° Nm.0,8m i
= Pp + Ppp = — 0 . ’ =—0,4.107° rad = —0,023°

5 ST TR 8.10° Pa.37714.10 7 m"

(%)

a T i Ma  mx;
i + —dx =@, + M +m.x, dX; = @5 + + =
Pc =Pg + Pac = Ps !G4, 3 =P8 o _([( 3):1 3= @8 GJ,, 2GJ,,

210°Nm.0gm 600 Nm.(0,8m)*

=-0,4.10" rad+ . - - =+22,8.10rad = +1,302°
8.10'°Pa.9,65.10 " m*  2.8.10'°Pa.9,65.10 " m
T(xz) 2.10° Nm.0,8m =
= Qo + Pop = = 22,8.107° rad+ ! —31,28.107° rad = +1,792°
Ve =t =0E e g 8.10° Pa.23,57.10 m*
T(x)a 2.10° Nm.0,8m §
= Qp + Qo = =31,28.10"° rad+ ! =40,06.10"° rad = +2,295°
¥ S0 s = e G.J,, 8.10"° Pa.22,77.10 " m*

Vypocitané vysledky su graficky zobrazené na obr. 4.7.
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Obr. 4.7

Ak porovname Smykové napétia t(X1) a t©(X2), teda tGsek s dierou a bez diery, potom
mozno povedat’, Ze pomer plochy Aq s priemerom d a plochy Ap s priemerom D je A¢/Ap
=0,184, pomer d/D=0,429, ale pomer napiti t(X1)/1(X2)=0,967. Usek X; a X, maju rovnaki
diZku, teda hmotnost’ Gseku X; je az o 18,4% mensia, pricom $mykové napitie T(X1) je len
0 3,3% mensie ako 1(X2).

Priklad 4.2

Pre staticky uréity hriadel' kruhového prierezu s danym priemerom D, dizkovym
rozmerom c, zatazeny kratiacimi momentmi M a spojitymi krutiacimi momentmi m podla
obr. 4.8 urcte priebeh krutiacich momentov ,,T“ a vypocitajte Smykové napdtie v krajnom
vlakne vo votknuti.

D: M=2kNm, m=1kNm.m, c=1m, D=90mm

. 13 votknutie
H' nT » Tmax

3M M
nt ® ® 2m
% | |00eeee®
O =
©E® v | RXIR
®4" ®
X [x X3
¢ L 2c ol 2.5¢ 1
Obr. 4.8
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Vypocet kratiacich momentov:
T(x,)=mx
T(x,=0)=0
T(x, =c)=mc=1kNm.m™.1m =1kNm
T(x,)=mc—-3.M =1kNm.m™*.1m-3.2kNm = -5kNm
T(X;)=mc—3.M +M —2.mx, =mc—2.M —2.m.x,
T(x, =0)=mc—2M =1kNm.m™*.1m-2.2kNm = -3kNm
T(x, =25¢)=mc—2M —2.m.2,5¢c = m¢ —2M —5mc = -4mc—2M =
=—4.1kNm.m™*.1m-2.2kNm = -8kNm
Priebeh krutiacich momentov T je vykresleny na obr. 4.9.

3M M
m ®© ® 2
RR® il Kolololclolo)
sl sl =]

Modul prierezu v krateni:

_7d® 7z(14D)  z(1,4.90mm
16 16 16

Smykové napitie v krajnom vlakne vo votknuti:

votknutie _ 6
ot _ T h T(x, =2,5¢) _ 810 Nmm3 _ _204MPa
W, W, 392 773mm

3
) =392 773mm*®

WK

4.3 Postup pri vypocte staticky neurcitych konstrukcii namahanych
jednoduchym krutenim
Ak krutiaci moment T nemozno urcit’ zo statickych podmienok rovnovahy, potom je

uloha staticky neurcita a rovnice rovnovahy musime doplnit’ deformacnymi podmienkami,
ktorych je tol'ko, kol'kokrat je tloha staticky neurcita.
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Postup rieSenia staticky neurcitych uloh pri jednoduchom kruateni:

1. Ulohu staticky neur¢iti nahradime tlohou staticky uréitou, a to tak, e prebyto&nu
vézbu odstranime a nahradime ju staticky neur¢itymi veli¢inami (reakciami).

2. Podla poctu staticky neurcitych veli¢in napiSeme prislusny pocet deformacnych
podmienok (napr. vysledny uhol skrutenia je rovny 0) a z nich vypocitame staticky
neurcité veliCiny.

3. V d’alsom postupujeme ako pri tlohéch staticky urcitych s tym, Ze vypocitané staticky
neurcité reakcie povazujeme za d’alSie vonkajSie zat'azenie.

Priklad 4.3
A.% Pre staticky neurcity hriadel' kruhového prierezu s danymi polarnymi kvadratickymi
momentmi Jp, ktory je zatazeny krutiacimi momentmi M podla obr. 4.10 urcte priebeh

kratiacich momentov ,, T

D: M=400Nm
H: T
27, 2,5M 2M
® @

o
|/

2c

DN
’ &
_

o
=3
=

&
-
o

Rovnice pre kratiace momenty:
T(Xl): -M,
T(x,)=-TM, +2M
T(X,)=-M, +2M —2,5M =—-M, —0,5M
Deformac¢na podmienka:
p=0
Pas + Pec +Pep =0
T(x,)-2c .\ T(x,)c s T(x)c _
GJ, G2, G2J,

Z deformacnej podmienky vyjadrime Ma:

M, =0,25M =0,25.400 Nm =100 Nm

Potom:

T(x)=-M, =—100Nm

T(X,)=—-M, +2M =-100 Nm+ 2.400 Nm = +700 Nm

T(X,)=-M, +2M —25M =-M, —0,5M =-100 Nm-0,5.400 Nm = —-300 Nm
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Ak by sme odstranili prebytocni vézbu na Tlavej strane, potom by vypocet vyzeral
nasledovne:

27, 2,5M 20
My ® ®
| JP

A B C D

se— 0Pl 0= s —Fje—c— o rlo s s o=— o =05 .%
® | &
4 Xa X3 .
Obr. 4.11

Rovnice pre kratiace momenty:

T(Xl) =-M,

T(x,)=-M, +25M

T(X,)=-M, +2,5M —2M =-M, +0,5M
Deformacna podmienka:
p=0

Pag + Pec T Pcp =0

T(x )c T(x,)c Ti(x;)2c
c;(.zlJ)p 5 (3(.22\1)p . 53.33) =0

p
27, 2,5M 2M
® @

Obr. 4.12
Z deformacnej podmienky vyjadrime Ma:
M, =0,75M =0,75.400 Nm =300 Nm
Potom:
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T(x)=-M, =-300Nm
(X,)=-M, +25M =-300 Nm+2,5.400 Nm = +700 Nm
)

XZ
(X,)=-M, +25M —2M =—-M, +0,5M =-300 Nm+ 0,5.400 Nm = —~100 Nm
Priebeh krutiacich momentov je na obr. 4.12.

T
T

B2 4.4 Dimenzovanie pri kruteni, navrh priemeru hriadel’a d
\/— Vychodiskom je pevnostna podmienka:

Toax < Tp (4.14)
kde 7p je dovolené Smykové napitie materialu.

Potom pre kruhovy prierez priemer d vyjadrime:

(4.15)
U - b = Asdl

Priklad 4.4

Navrhnite priemer hriadela na obr. 4.13, ak je dany krGtiaci moment M=2kNm
4 a dovolené Smykové napitie 1p=40MPa.

D: M=2kNm, 7p=40MPa

H:d
1,5M 21
7 e 2y
e s ®
® ®
o] laf
Obr. 4.13
Uloha je staticky uréita. Budeme vychadzat z pevnostnej podmienky:
Trax = Tp

Aby sme mohli dosadit’ do pevnostnej podmienky musime zistit, na ktorom tseku
vznikd maximalne Smykové napitie. Ur¢ime prv velkost’ krutiacich momentov:

T(x)=-M =-2kNm
T(x,)=T(x)=-M =-2kNm
T(X,)=-M +15M =0,5M =1kNm

Velkost’ Smykovych napiti na jednotlivych tsekoch:
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2\NK WK
T(X 2KNm
T(XZ)Z VE/:):_ WK T max =T(X2)
T(X 1kNm
()= T0u) 1KY
K K

Po tprave na spolo¢ného menovatela vyberame najvacSiu hodnotu bez ohladu na
znamienko. Maximalne Smykové napitie je na useku X.

Trax < 7Tp

3
T(x,) o oty 16T (x, :3/16.2.10 6Nm
. Tp 7.40.10° Pa
d >0,063m
Minimalny priemer hriadel’a na obr. 4.13 je 63mm.

Priklad 4.5

! Navrhnite priemer hriadel'a na obr. 4.14, ak si dané kratiace momenty M; a My,
dlzkové rozmery @, b, ¢, pomer medzi priemerom diery a priemerom hriadel'a d/D a dovolené
Smykové napitie 7p.

D: M;=1,5kNm, M,=2,3kNm, d/D=0,5, a=0,4m, b=0,6m, ¢=0,5m, 7;p=40MPa
H:d, D, T . 0

M, M, My

e

Obr. 4.14

Rovnice pre kritiace momenty:
T (Xl) =-M,
T(X2)=_MA +M,
T(X3): M, +M,-M,;
Deformac¢na podmienka:
T(x )¢ . T(x,)b N T(x)a _ ;

GJ, GJ, GJ,

Z deformacnej podmienky vyjadrime Ma:
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M,(a+b)-M,a 23kNm.(0,4m+0,6m)-15kNm.0,4m
a+b+c 0,4m+0,6 m+0,5m

=113kNm

A

Potom:

T(x)=-M, =-113kNm

T(X2)= —M, + M, =-113kNm+—-2,3kNm =+117 kNm

T(X,)=-M, +M, —M, = -113kNm+ 2,3kNm-15kNm = —0,33kNm

KedZe prierez je rovnaky po celej dizke hriadela, potom mozno Gsek s maximalnym

Smykovym napétim urcit’ podl'a maximalneho kratiaceho momentu. V tomto bude maximalne
Smykové napétie pripade vznikat’ na druhom useku.

Modul prierezu v krateni pri uvazovani d/D=0,5:
7r(D4 —d 4)
16D
Z pevnostnej podmienky navrhneme D:

W, = ~0,184D°

T(X2)3 <71, =>D2>3 Iix,)
0,184D 0,184.7,

3
D 54| 117.10°Nm
0,184.40.10° Pa
D>0,054m

Potom:
d=0,5D=0,027m

W, =0,184D° =0,184.(0,054m)’ = 28,97.10° m*

Smykové napiitia:

3
g)-T) - LRI
K U g
3
T ZT - sour
K /U o
3
T(X3):T(x3)__ 03310°NM _ 11,4 \1pa

W,  2897.10°m’
Aby sme vypocitali uhly pootocenia, potrebujeme poznat’ polarny kvadraticky moment:

D 0,054m

W —Jp J=rW,=—W,_ = 28,97.10°m®=7,82.10 ' m*
K—T:> p—r.K—E-K— L0, I/, m" = /,o0c. m

Potom:
@a =0
T(x)c 1,13.10°Nm.0,5m
= 0. + Q. + =0- =-0,009rad =-0,52°
P8 =TS SR e g 8.10'°Pa.7,82.10" m*
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3
T(xz).b:_o,oogradJr 1,17.10°Nm.0,6m

G.Jp 8.10°°Pa.7,82.10 'm

Pc =@ +Pgc =P+ 7 =—0,009rad+0,011rad =

=+0,002rad =+0,13°

T(x,)a 0,33.10° Nm.0,4m
Oo =Pc +Pcp =Pc + ((331 =0,002rad— 810°Pa78210 m* =0,002rad—-0,002rad =0
M, M, My

% ) ® L
% & /_/

% ______________ [
_.%E_.E_ﬁ _]Eo--f: —{c%

.

% _____________ -
//,? 4.‘('3.':!!/' :.‘C:Q>' . b ) %

A

'\T ) [Nm]
+ 1,17

033 =
-~ < 1.13
{_;}u[}-lPa] ﬁ '

11.4 =
= 39

rf-;ﬂJ [10-*rad]

)

A

Obr. 4.15

Priebehy hl'adanych veli¢in je na obr. 4.15.
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5 IZOTROPNY, ANIZOTROPNY, ORTOTROPNY A PRIECNE
IZOTROPNY MATERIAL, MATERIALOVE KONSTANTY

5.1 lzotropny material

Izotropny material je material, ktorého mechanicko-fyzikéalne vlastnosti si v rovnaké
kaZzdom smere.

Mechanicko-fyzikalne vlastnosti kvalitativne opisuji a kvantitativne hodnotia
spravanie materidlu pri definovanom mechanickom naméhani. Napriklad pevnost’ materialu
vyjadruji medza pevnosti, medza pruznosti, medza klzu, medza Gmernosti; spravanie
materialu vplyvom tahového zatazenia vyjadruje modul pruznosti v tahu pod.

Jednoduchy tah pri izotropnom materiali vyvola predizenie v smere zataZenia a
priecne zuzenie v kolmych smeroch (obr. 5.1a). Jednoduchy Smyk pri izotropnom materiali
vyvola zmenu uhlu (skos v rovine Xy yyy), pravouhly element sa zmeni na kosoStvorec s
nezmenenymi diZkami stran (obr. 5.1b).

+*\+* T ;

Tah % i Smyk L‘ /__/j

Obr.5.1

Mechanicko-fyzikalne vlastnosti izotropného materialu vyjadruji jeho materialové
konStanty:

e modul pruznosti v tahu E,
e Poissonovo ¢islo g,
e modul pruznosti v Smyku G.

Pre definovanie materidlovych vlastnosti izotropného materidlu postacuje poznat’ dve
z uvedenych kons$tant. Tretiu konStantu si vieme vypocitat zo vztahu (5.1), ktory plati medzi
materidlovymi konStantami. Preto povazujeme dve materidlové konStanty za nezavislé
a musia sa urcit’ experimentalnymi mechanickymi skuaskami.

G= _ (5.1)
21+ p)

Mechanickymi skuskami vyvoldvame v materialoch napétie, ktoré zvySujeme az do
porusenia skusobného telesa. Modul pruznosti v tahu urcujeme tahovou sktiskou pomocou
trhacieho stroja (obr. 5.2), resp. sktiskou ohybom. Modul pruznosti v Smyku G urCujeme
skaskou krutom.

SkuSobné teleso pre staticki skuSku tahom zobrazuje obr. 5.2, kde je zobrazena
skuSobna ty¢ (skusSobna vzorka) a jej tvar a rozmery. SkuSobna ty¢ je upnuta do Celusti
trhacieho (skusobného) stoja a zatazena jednoduchym tahom. Princip spoc¢iva v jednoosovom
statickom zatazovani skuSobnej tyCe postupne vzrastajicou silou az do porusenia
(roztrhnutia) tyce. SkuSka je staticka, teda zatazujuca sila vzrastd pomalou rychlostou.
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Skuska sa vykonava podl'a normy STN EN 10002-1. Okrem modulu pruznosti v tahu sa touto
skaskou stanovi aj medza klzu, medza pevnosti, taznost’ a zizenie.

¢y

=ZL,

L,

L e L R TR el

Na obr. 5.3 vlavo je dialogové okno pre definovanie materidlovych vlastnosti
izotropného materialu v programe Pro/Engineer WF5 Mechanica. Na obr. 5.3 vpravo je
definovany material ocel. Mozno vidiet, Ze pre Strukturdlnu analyzu izotropného materialu
postacuje Poissonovo ¢islo u, modul pruznosti v tahu E. Koeficient teplotnej rozt'aznosti,
ktory je zadany je pre pripad, ak by sme pri vypocte chceli zohl'adnit aj teplotu.

(" ™
(23 Material Definition [E=cm| [ Material Definition =
Mame MName
| MATERIAL1 | | OCEL_MECHANIKA_LITE |
Cescription Description

| | OCEL PRE WPOCTY MECHANIKA LITE |

Density| | kgrnmez | Density| 7.856-06 || kgimmez v
Appearance User Defined Appearance User Defined
Structural l Thermal Miscellaneous Structural l Thermal Miscellaneous
Symrmetry| Isotropic - Symmetry| 1sotrapic v
Stress-Strain Reapunse| Linear '| Stress-Strain Response| Linear '|
P Paisson's Ratio| [ | ( Paoisson's Ratio| 0.3 | |
P voung's Madulus| '| kPa v| ‘Young's Modulus | 2e+08 I| kPa v|
Coeff. of Thermal Expansion| '| ic v| Coeff, of Thermal Expansion| 1.2e-05 '| it '|
Mechanisms Darmping| I| sec/mm '| Mechanisms Damping | I| secimm '|
|-— Material Limits | : ‘ |-7 Material Limi‘t.s . | ‘ .|
Tensile Yield Stress kPa M Tensile Yield Stress |3 M
Tensile Ultimate Stress | " kPa '| Tensile Ulimate Stress | ‘| kPa '|
Compressive Ultimate Siress | [ kPa - Compressive Ulimate Stress | | kPa M

— Failure Criterion

— Failure Criterion

| None - | Maone N
— Fatigue Y — Fatigue v
| None - | Mone -
| SaveTo Library... || Cancel | I Ok || Cancel ‘
Obr. 5.3
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Pre izotropny material plati:
E,=E,=E,=E
Gy =G =G, =G (5.2)

Hor = Hay = Hap = H
kde E;, E,, E3 st moduly pruznosti v tahu v smere osi materialu 1, 2, 3, Giz, Gi3, Ga3 su
moduly pruznosti v Smyku a w1, us1, usz su Poissonove cisla. E; je modul pruznosti v smere
osi materialu 1, Gy, je modul pruznosti v Smyku v smere 2, pricom normala k smeru 2 je smer
1 a w1 je Poissonovo Cislo pri priecnom zGzeni v smere 1 a predlzeni v smere 2 (pozri obr.

5.5).

B4 5.2 Anizotropny material
\/- Anizotropny materidl je material, ktorého mechanicko-fyzikélne vlastnosti st
I‘? v kazdom smere rozne. Ide o opak izotropie, neexistuje ziadna rovina materialovej symetrie.
Jednoduchy tah vyvola deformaciu v smere osi X, Y, z, ale aj zmeny uhlu elementu

(obr. 5.4a). Jednoduchy $myk vyvola zmenu uhlu (skos v rovine Xy yxy), ale aj deformacie v
smere osi X, Y, Z. Pravouhly element sa zmeni na kososStvorec so zmenenymi dlzkami stran

(obr. 5.4b).
Ox
Asst
Tah Smyk
yvvy

Obr. 5.4

Aby sme definovali materidlové vlastnosti anizotropného materidlu potrebujeme
poznat’ 21 nezavislych materidlovych konstant. ZovSeobecneny Hookeov zakon ma tvar:

EREE T T S, S Si[o]
) Sz Sz Sy Sy Sy || 0
€3 | _ Sz Sss Sz Sy . O3 (5.3)
&,y Siy Sus Su|| 04
&5 sym. Sss  Ssg || O
€6 ] L Ses 0% |

kde Sj; st prvky inverznej matice materidlovych konstant.

Na obr. 5.5 st zobrazené osi materialu 1, 2, 3 aroviny symetric materialovych
vlastnosti 12, 13, 23.
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os materialu 2 4 rovina symetrie

materialovych
. . vlastnosti 12
rovina symetrle
materidlovych
vlastnosti 23
0S melteriélu 1

>

os materialu 3

rovina symetrie
materidlovych
vlastnosti 13

Obr. 5.5

5.3 Ortotropny material

Ortotropny material je material, ktorého mechanicko-fyzikéalne vlastnosti su jedine¢né
a nezavislé len v troch na seba kolmych smeroch (1, 2, 3 — 0si materialu). Ortotropny material
ma tri roviny symetrie materialovych vlastnosti, a to roviny 12, 13, 23.

0-1
Adara sk
Tah ; ; Smyk

Obr. 5.6

Jednoduchy tah vyvola deforméciu v smere osi 1, 2, 3 (obr. 5.6a). Jednoduchy $myk
vyvola zmenu uhlu (skos v rovine 12 712), pravouhly element sa zmeni na kosostvorec s
nezmenenymi dlzkami stran (obr. 5.6Db).

Ortotropny materidl je definovany pomocou 9 nezavislych materialovych konstant Ej,
Eo, Es, Gi2, Gi3, Gas, u21, a1, us2. Ukdzka definovania ortotropného (orthotropic) materidlu v
Pro/Engineer WF5 Mechanica je na obr. 5.7.

Zovseobecneny Hookeov zédkon pre ortotropny material je uvedeny vo vztahu (14.16).
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O Material Definition (=]
MName

MATERIAL1

Description

Density’ kgfmm*3 v
Structural | Thermal ' Miscellaneous = Appearance  User Defined
Symmetry| Orthotropic -

Young's Modulus Poisson's Ratio

E1 | kPa - Nu21

E2 | kPa - Nu31
E3 | kPa - Nu32
Shear Modulus Coefficient of Thermal Expansion
G12 kPa - al [1c .
G13 kPa - a2 | rc -
623 KPa - a3 ic -
SaveTo Library... Save To Model Cancel

Prikladom ortotropného materidlu je jedna vrstva (lamina) kompozitného materialu
(obr. 5.8), ktora sa sklada z matrice a z dlhych vlakien umiestnenych rovnobezne a
jednosmerne, pricom materialové vlastnosti vlakna aj matrice s odlisné. Ich spojenim vznika
kompozitny material s novymi materidlovymi vlastnostami. Materidl je z mikroskopického
hladiska nehomogénny. Tuto nehomogenitu zohl'adiiujeme v pripade, ak skimame spravanie
kompozitu v objeme, ktory je porovnatelny srozmermi vlakien. Ak skimame spravanie
kompozitu v celom objeme laminy, potom laminu povazujeme za homogénne ortotropné
teleso. V pripade viacvrstvovych laminatov je nevyhnutné poznat' vlastnosti jednotlivych
lamin a ich vzdjomnu orientéciu.

+
I

Obr. 5.8

5.4 Priec¢ne izotropny material

Prie¢ne izotropny material je material, ktorého mechanicko-fyzikalne vlastnosti st
rovnaké v dvoch na seba kolmych smeroch (2, 3) v trefom smere (1) st odlisné. Priecne

izotropny material mé 3 roviny symetrie materidlovych vlastnosti 12, 13, 23, pricom v jednej
rovine (23) su vlastnosti izotropné.

79



Zuzana Muréinkova: PRUZNOST A PEVNOST 1., Teéria a priklady
on-line vysokoSkolska u¢ebnica, ISBN 978-80-553-1567-6

Prie¢ne izotropny materidl je plne definovany pomocou 5 nezavislych materialovych
konstant, ktorymi su E;, Ep=Ej3, G12=G13, ua1=us1, us2. Goz nie je nezavisla konstanta, lebo ju
mozno vypocitat’ podl'a vztahu Gy=E2/2(1+u23)= E3/2(1+uzz).

Definovanie prie¢ne izotropného (transversely isotropic) materialu v Pro/Engineer
Mechanica WF5 je na obr. 5.9.

[ Material Defirition (|
[RELGE]
MATERIALT
Description
Density kg/mm*3
Structural | Thermal | Miscellaneous  Appearance  User Defined
Syrmimetry| Transversely sotropic
Young's Modulus Poisson's Ratio
E1 kPa ¥ || | Nu21=Nu31
E2=E3 kPa - Nu32
Shear Modulus Coefficient of Thermal Expansion
G12=G13 kPa hd al
GI3 aZ=ad

Material Limits
Tensile Utimate Stress Compressive Utimate Stress

st kPa hd Scl
st2 kPa hd Sc2
Shear Ultimate Stress Hormalized Tsai-Wu Interaction Term
Sc kPa ¥ F12
Failure Criterion
Mane
SaveTo Library. Save To Model Cancel

Zovseobecneny Hookeov zékon pre priecne izotropny material je uvedeny vo vzt'ahu
(14.17).

3a 3a

o
N\

"l\)

® & O
© @
o P @

© & O
o o o

Obr. 5.10

Na obr. 5.10 (vlavo) je priklad prie¢ne izotropného materialu. Ide o jednosmerne
orientovany vlaknovy kompozit s vldknami kruhového prierezu. V pripade, Ze vladkna maja
elipticky prierez (vpravo), potom tento material povazujeme za ortotropny, pretoze vlastnosti
v smere 2 a 3 st rozne.

5.5 Materialové vlastnosti kompozitnych materialov

Kompozitné materidly su materidly pozostavajuce z dvoch a viacerych zloziek s
rozdielnymi vlastnostami, ktoré spolu vytvaraji vysledny materidl s novymi vlastnost’ami.
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V stcasnosti sa pouziva mnoho novych materidlov so Specifickymi vlastnostami.
Podstatnii ¢ast’ novych materidlov tvoria kompozitné materidly, ktoré nemaju izotropné
vlastnosti. Preto pri navrhovani komponentov z kompozitnych materialov je potrebné urcit
ich materialové vlastnosti experimentalne, numericky a analyticky.

5.5.1 Vyuzitie materialov, experimentilne data versus vypoctové metody

Kompozitné materialy, alebo skratene kompozity, nie st novym materidlom v dejinach
I'udstva. Prvymi kompozitnymi materidlmi boli napriklad nepalené tehly, kde jednotlivymi
zlozkami boli ilovita hlina (matrica) a slama (ndhodne orientované vlakna). Predchodcovia
sucasnych kompozitov vznikali bez vyuzitia vypoctovych metod, ale na zéklade skusenosti
pocas dlhsich ¢asovych obdobi.

Analégiu s kompozitnymi materidlmi mozno urobit’ pre ocel’, ktora tiez nebola novym
materialom v polovici 19. storocia. Ocel sa stala v 19. storo¢i ,,znovuobjavenym* materialom
kvoli novym technolégiam vyroby ocele, o umoznilo jej Siroké priemyselné vyuzitie, ako aj
jej vtedajSia nizka cena. S moZnost'ou pouZitia ocele ako inZinierskeho materialu sa museli
rozvinat’ zaroven aj metody vypoctu konstrukcii. K rozvoju mechaniky a jej vypocétovych
metdd v nadvéznosti na ich aplikicie a technoldgiu vyroby v 19. storoc¢i prispeli L. Navier
teoriou ohybu nosnikov a vypo¢tom visutych mostov, G. Moseley prvou tedriou vypoctov
ocel'ovych mostov, L. Schwedler metédou vypoctu priestorového kupolovitého zastreSenia, S.
Poisson, B. Saint Venant, G. Lam¢, B. Clapeyron, D. Maxwell, L. Cremon, K. Coulman
a d’alsi, ktori sa zaoberali grafickymi a graficko-analytickymi metodami vypoctu konstrukeii.

Aplikacia materidlu na konkrétne pouzitie vyZzaduje okrem inZinierskych skasenosti
pri konstruovani aj konkrétny vypocet, t.j. dimenzovanie, resp. kontrolu navrhnutych casti.
To, ako nova vypoctova metéda a novy material dokaze ovplyvnit' konstrukciu ako celok,
dokumentuji napriklad mosty stavané v New Yorku na prelome 19. a 20. storo¢ia. Pokial
prvy postaveny most spajajuci jednotlivé casti New Yorku - Brooklynsky most mal robustni
konstrukciu (kamenné mostové veze), napriek tomu, ze vyuzival uz novopouzivany material
V podobe ocelovych lan (prvy visuty most na ocelovych lanach) a bol stavany 13 rokov
(otvorenie 1883), az nové vypoctové metody (Moisseiffova tedria vychylenia - deflection
theory) aplikované na material - ocel’ pouzité pri vystavbe d’alsich mostov v New Yorku
dokazali urobit’ mosty l'ahSie, celoocelové, dlhsie, ktoré sa dali ovel’a rychlejSie postavit.

Moisseiffova tedria vychylenia bola pouzita na Manhattansky most s ocelovymi
pylonmi. Moisseiff sa stal poprednym inzinierom visutych mostov v USA v 20-tych a 30-tych
rokoch 20. storocia. Pri navrhu Tacomského mosta (treti najdlhsi visuty most na svete v tom
Case) vykonal také usporné opatrenia na zéklade svojej teorie, ze viedli k zriteniu mosta
v roku 1940, ¢im sa potvrdila jej nedostatocnost’.

Samozrejme vyuzitie ocele uplne zmenilo vyzbroj vtedajSich armad. V roku 1900 uz
boli prakticky vSetky vojnové lode z ocele, ako aj pusky a deld. Mnohé nové zbrane, ako napr.
gulomety alebo ponorky, tanky (prvy 1915) sa nedali vyrobit’ inak ako z ocele.

Podobne aj v sucasnosti letecky a zbrojarsky priemysel ako prvy zacal s vyuzitim
kompozitnych materidlov, ktoré dnes nachadzaju uplatnenie vo vSetkych priemyselnych
odvetviach, ale nad’alej letecky a zbrojarsky priemysel posuva mozZnosti ich vyuzitia. Aj
Vtejto oblasti moZno najst eSte jednu udalost’ zlyhania inZinierskej cinnosti (okrem
Tacomského mosta), a to vybuch raketoplanu Challenger v roku 1986, kedy konStruktéri sa
viac priklonili k nameranym datam pri navrhu skolabovanej suciastky bez konkrétnej teorie
[4]. Uvedené dve zlyhania inZinierskej ¢innosti (Tacomsky most a Challenger) 20. storoCia
sluzia ako priklad dvoch protipdlov: teoria (vypoctova metoda) versus experimentalne data. Je
potrebné si uvedomit’, ze su to dve strany tej istej mince.


http://sk.wikipedia.org/wiki/Pu%C5%A1ka
http://sk.wikipedia.org/wiki/Gu%C4%BEomet
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Obr. 5.11 [1]

Zatial’ ¢o v sedemdesiatych rokoch bol hmotnostny podiel kompozitov z uhlikovych
vlakien pouzitych v lietadle Airbus iba 5%, na zaciatku devitdesiatych rokov dosiahol
hodnotu 10% a na prelome tisicro¢i 15%. V Airbuse 380 bol v roku 2005 tento podiel 22%
a v Boeingu 787 (prvy let december 2009) je 60%. Prirastok je zretelny na obr. 5.11.

Dokazom narastajuceho podielu vyuzitia kompozitnych materidlov je Boeing 787,

ktorého prvy let sa uskutocnil v decembri 2009 (obr. 5.12). Podiel kompozitnych materialov
je az 50%.

Steel %
10 ﬂ

Aluminu
20%

M Carbon laminate
[ carbon sandwich
Composites [ Fiberglass

i I Aluminum
] Aluminumisteeltitanium

Titanium
15%] |

Obr. 5.12 [22]

V sucasnosti sa kompozitné materialy vyuzivaja v Sporte, priklady su uvedené v tab.
5.1, v leteckom a automobilovom priemysle (skelety aut, spojlery, karoséria, komponenty
motora a pod.), kozmonautike, lodnom priemysle, v stavebnictve, v zdravotnictve (protézy
aumelé kiby), v textilnom priemysle a d’alsie rézne priemyselné aplikacie, napr. tlakové
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nadoby, elektronika, lekarske vybavenie a nastroje, ndhrada komponentov strojov, ramien
robotov, manipulatorov a pod.

Tab. 5.1
udice ¥ golfové palice hokejky
4
tenisové rakety bejzbalové palky bicykle

5.5.2 Rozdelenie kompozitnych materialov

Pomenovanie kompozitny material zahfna v sebe velmi Siroky zaber materidlov,
pretoze definicia kompozitného materidlu to dovol'uje.

Kompozitné materialy

1
| |

Vlaknové Casticové
(vystuzené vlaknami) (vystuzen¢ Casticami)
[ I
[ | l |
Jednovrstvové Viacvrstvové [zometrické Anizometrické
I Castice Castice
l |
Kontninualne Diskontinualne — Laminaty )
vlakna (dlhé) vlakna (kratke) Prc?dno,st.na
orientacia
Jednosmerne || Nahodna — Sendvice Nahodns
vystuzené 1D orientacia g O,H,a
\\ \\ orientacia
Dvojsmerne N\ Prednostna \Y Hybridy
—  vystuzené 2D _\ orientacia
(tkaniny, rohoze) \
Troj a viac smerne
vystuzené 3D —

5D (pleteniny,
tkaniny)

Obr. 5.13

Kompozitné materialy su materidly zlozené z dvoch alebo viacerych chemicky
a fyzikalne odlisSnych zloziek (faz), ktoré vznikli zmieSanim zloziek. PevnejSia, nespojita,
zlozka kompozitu sa nazyva vystuz, poddajnejSia, spojitd zlozka sa nazyva matrica a ma
funkciu spojiva vystuZze. Aby sme material zaradili medzi kompozity musi byt splnené
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nasledovné: Podiel vystuze vacsi ako 5%; mechanické, fyzikalne a chemické vlastnosti
vystuze a matrice sa odliSuju, vystuz ma podstatne vysSiu pevnost’. Kompozitné materidly sa
zvycajne delia podl'a tvaru vystuze ako uvadza obr. 5.13.

Zaroven obr. 5.14 zobrazuje rozdelenie kompozitnych materidlov podla rozmeru
vystuze. VystuZ makrokompozitov ma rozmer prie¢neho prierezu 10° az 10> mm. Za
makrokompozity mozno povazovat Zelezobeton, polymerbeton obsahujuci kamen a Zivicu,
taktiez chodniky a vozovky, kedZe ide o viacvrstvové materialy. Rozmery (dizka alebo
priemer) vystuzujucich cCastic ~ nanokompozitov st v nanometroch. Podobne je to
u mikrokompozitov, ktorych rozmery vystuze (vlakien alebo &astic) su v rozsahu 10° az 102
pm.

Kompozitné materialy ‘

|
l I I

Makrokompozity Mikrokompozity Nanokompozity
10° az 10°mm 10°az 10? um nm
Obr. 5.14

Za kompozit nemozno povazovat' plast, ktory obsahuje malé¢ mnoZstvo farbiva, napr.
cierny alebo biely pigment, Casti elastomérov, ktoré sice zvySuju huzevnatost, ale znizuju
modul pruznosti materialu. Zaroven ani zliatiny kovov, u ktorych doslo poc¢as ochladzovania
alebo pri tepelnom spracovani k vyliceniu tuhej fazy nemozno povazovat za kompozity.
Podobne za pravé kompozity nemozno povazovat’ eutektické zliatiny kovov, u ktorych pocas
tuhnutia taveniny doSlo k usmernenému vyluceniu tvrdSich tuhych fdz v podobe ty€iniek
alebo lamiel, lebo nevznikli zmiesanym jednotlivych faz.

Ace Y S;;c! Naq; Det WD Exp

B0 0KV 40 1000x SE 173 942t 8-5
- ey

5.15

Na obr. 5.15 vidiet mikroskopické snimky vlaknového kompozitu (vlavo)
a Casticového kompozitu.

5.5.3 Vlastnosti kompozitnych materialov

Stucasné vyuzitie materidlov podporuje aj vznik d’alSich novych vypoctovych metod
anaopak nové vypoctové metddy podporuju vznik novych kompozitnych progresivnych
materidlov a umoziuju SirSie a efektivne pouzitie kompozitnych materialov.

Navrh konStrukcie a navrhom materialu komponentu konstrukcie su dve vzajomne sa
ovplyviiujliice oblasti. Klasicky pristup, kedy su pri navrhu konstrukcie vlastnosti materialov
charakterizované ako homogénne a izotropné mozno zmenit. V sucasnosti prebiehajtci Siroky
rozvoj kompozitnych materidlov poskytuje moznost' vyuzitia netradicnych anizotropnych
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vlastnosti materialov. U kratko-vlaknovych kompozitov je mozné podla orientacie vlakien
menit’ ich mechanické (tepelné a iné) vlastnosti v réznych smeroch. Navyse, dosiahnutie
vysSej koncentracie vlakien vo viac namahanych miestach umoziuje efektivne vyuzitie
materidlu. Zvysenie efektivnosti mozno dosiahnut’ orientaciou vlakien v smere hlavnych
napéti.

Mozno takto predist’ klasickému dimenzovaniu homogénnych materidlov, kedy cely
komponent (kons$trukcia) sa dimenzuje podla najviac namahaného miesta. V nebezpecnej
Casti je splnend podmienka pevnosti, ale v ostatnej Casti ide o predimenzovanie, ked'ze su
V nej mensie napdtia. UvazZujuc orientovani vnutornu Struktiru materidlu, mozno vhodnym
umiestnenim vlakien posilnit' najviac namahané oblasti a presunit’ ich do inych casti
konstrukcie. Samozrejme tento pristup suvisi aj s vyrobiteI'nostou takychto komponentov, ¢o
ostava ulohou pre materidlovych technologov.

Uvedeny konStrukéno-materidlovy pristup spociva v prepojeni navrhovania
komponentov na vnutornu Struktiru materialu. Tento pristup sa nezaobide bez vhodnej
vypoctove] metoddy, ktord dokaze vierohodne simulovat Struktiru kratko-vlaknového
kompozitu, ¢o je jednou z uloh vyvoja v oblasti vypoctovych metod.

NajrozsirenejSia a najdostupnejsia vypoctova metoda — metdoda koneénych prvkov
Standardnych problémov. Pre Specifické problémy, ktorym simuldcia odozvy konsStrukcie
vzhl'adom na jej vnatorni materialova Struktiru rozhodne je, MKP nevyhovuje.

Kompozitné materidly st typické zlozitostou stanovenia ich mechanickych
charakteristik (materidlovych parametrov). Kompozit povazujeme za heterogénnu Struktiru
vytvoreni kombindciou dvoch alebo viacerych materidlov, ¢im vznikne materidl treti so
zdokonalenymi vlastnost’ami, akymi s vysoka pevnost’, tuhost’, inavova zivotnost’, odolnost’
voci opotrebeniu, nizka hmotnost’ a pod.

Kvoli tymto vylepSenym vlastnostiam sa im prikladd mozZnost’ rozsiahleho vyuzitia. Za
ucelom sktmania moZnosti kompozitov boli vyvinuté viac-hladinové a multifyzikalne
metédy. Vypoctové modely simulujlice mechanické vlastnosti zahfilaji viac hladin
modelovania, a to po¢nic nano-hladinou (molekularna dynamika), ktora skiima atémovu
interakciu nano-vystuh vo vel'mi tuhom vystuzujucom materiali a jeho interakciu s atdbmami
matrice, konc¢iac kompozitmi v rozsiahlych konstrukciach s rozmermi niekol’kych metrov.

Techniky modelovania $truktiry materialov st rézne, a to:
- vypoctova chémia (diskrétna molekularna Struktura), 10%°-10%m:
o kvantova mechanika — metdda Ab initio,
o nanomechanika,
=  metdda Monte Carlo,
= molekularna mechanika,
* molekularna dynamika,
- vypoctova mechanika (kontinudlny model), 10° - 10°m:
o mikromechanika,

= analytickhi mikromechanika (Eshelby, Halphin-Tsai, Rule-of-
Mixcures),

= vypoctova mikromechanika (MKP, MHP, bezsietové metody a
pod.)

o Strukturalna mechanika (MKP, MHP a pod.)
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Pri makromechanickom pristupe @ moZno kompozitny materidl povazovat za
homogénny. Jednosmerne orientovany vlaknovy kompozit je charakterizovany piatimi
hodnotami pevnosti: pozdizna pevnost’ v tahu, pozdizna pevnost v tlaku, prie¢na pevnost
v tahu, priecna pevnost v tlaku, pevnost v Smyku, pricom kompozit je povazovany za
anizotropny material.

Pri mikromechanickom pristupe povazujeme kompozitny materidl za nehomogénny.
Modul pruznosti alebo tuhost kompozitného materidlu sa urcuje z modulov pruznosti
jednotlivych zloziek materidlu, t.j. vldkna a matrice. Dolezitou vlastnostou pri urCovani
mechanickych vlastnosti kompozitného materialu je pomer objemu, resp. hmotnosti, vlakien
ku celkovému objemu, resp. hmotnosti, kompozitného materialu, ako aj tvar vlakien a pod.

Na obr. 5.16 st znazornené zakladné parametre kratko-vlaknového kompozitu, a to:
e osova vzdialenost’ vlakien (oznacenie: a),
e priemer vlakien (oznacenie: D),
e dizka vlakien (oznagenie: L),
e pomer modulov pruznosti vlakna a matrice: Es /Ep,.

Uvedené parametre ovplyvituju velkost Misesovho a Smykového napitia. Ich
vzajomné vztahy pri meniacich sa parametroch boli stanovné citlivostnou stidiou v programe
Pro/Engineer Mechanica. Vysledky citlivostnych §tadii su zhrnuté v grafoch na obr. 5.17 az
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Z vysledkov citlivostnych studii je zjavné, ze vldkno je hlavny prvok, ktory prenasa
zat'azenie. V1dkno reaguje najcitlivejSie na zmeny vSetkych Styroch parametrov, a to:

1. Pri posudeni vplyvu parametra @ mozno pozorovat, Zze vplyv osovej vzdialenosti
jednotlivych vlakien je zreteny po hodnotu 7a (t.j. 7-nasobok priemeru vlakna), a to
hlavne u vlakna. V intervale a - 7a vzrastie Misesovo napitie vo vladkne 2,8-krat,
potom od 7a po 40a uz Misesovo napitie vzrastie len 0,15-krat.

2. Pri hodnoteni vplyvu parametra D vidiet, Zze jeho vplyv je vyznamny pri
zmenSujucom sa priemere.

3. Pri posudeni vplyvu parametra L mozno konStatovat, Ze ¢im dlhSie vldkno, tym
vacsie Misesovo napitie, ale opét, len po uréitu hodnotu, a to 4L. V intervale L — 4L
vzrastie Misesovo napétie vo vldkne priblizne 3-nasobne. Pri d’alSom zvicSovani
dizky uZ nie narast vyrazny.

4. Pri postdeni vplyvu parametra Ef /En, mozno konStatovat, ze modul pruznosti sice
vzrastol 12-ndsobne, ale maximalne Misesovo napitie vo vldkne sa zvysilo len 2,5-
nasobne.

Dalej mozno zhrnut, Ze:
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- Cim je men$i priemer vldkna a vdc¢Sia osova vzdialenost, tym v iom vznika vacsie
napaétie,

- ¢im vécSia osova vzdialenost, tym vacsie napitie, ale len po urcita hodnotu, kedy uz
narast napétia vzhI'adom na osovu vzdialenost’ je minimalny,

- Cim je mensi priemer a dlhSie vlakno, tym je vécsie napitie vo vlakne aj v zakonceni
V matrici, priCom citlivost’ matrice na Smykové napétie so zvacSujicou sa dlzkou je
minimalna.

Vplyv pomerumodulov pruznosti EffEm
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Obr. 5.20

Prezentovat’ odliSnost” v mechanickom spravani izotropneho a ortotropneho materialu
mozno na priklade laminatu — vrstvené¢ho kompozitu. Obr. 5.21 zobrazuje tri r6zne priebehy
Misesovho napitia na rovnakom modeli. R6znorodost’ v priebehu napéti nie je spdsobena
okrajovymi podmienkami (tie st rovnakeé), ale odliSnostou materialovych vlastnosti. V Casti
a) obrazku 5.21 je model zizotropneho materialu. V Casti b) je 5-vrstvovy laminat s
orientaciou lamin 0° aVvcasti ¢) je ten isty laminat sinou orientdciou lamin. Kazda
samostatna lamina ma jednosmerne orientované vlakna (obr. 5.8).

a b
Pocitatovd simulacia spravania kompozitov je rozsiahla problematika, prave

Obr.5.21
Vv stvislosti s problematikou ur¢enia materialovych konstant.

c
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> 6 ROVINNY OHYB
\’— Teleso naméhané ohybom nazyvame nosnik. Priklad redlneho systému a vytvoreného
@ matematicko-fyzikalneho modelu pre vypodet napriklad priehybu je na obr. 6.1%.

Vnutorné sily vznikajice pri rovinnom ohybe priamych a lomenych nosnikov st osova
(normalova) sila N, postivajuca (priecna) sila V a ohybovy moment M.
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Obr. 6.2

10

Leonardo da Vinci (1452, Taliansko - 1519, Francuzsko) je uznany ako univerzdlny
génius. Posobil v oblasti vedy, architektiiry, maliarskeho a sochdrskeho umenia, hudby,
anatomie, astronomie a stavebnictva, konstrukcie strojov. Je vynalezcom réznych strojov
a zariadeni, ktoré predbiehali jeho dobu. Bol lavik a svoje poznamky pisal zrkadlovym
pismom, aby pisacie brko mohol tahat, tak ako to robia pravaci. L. da Vinci veril, Ze SInko
a Mesiac kruzia okolo Zeme, a ze Mesiac odrdza sinecné svetlo, pretoze je pokryty vodou.
Zistil vplyv Mesiaca na priliv a odliv. Podielal sa na pitviach a vytvoril mnozZstvo velmi
podrobnych anatomickych kresieb. Je vynalezcom roznych lietajucich a bojovych strojov,
ponorky, mechanickej kalkulacky, auta na pruzinovy mechanizmus, priemyselného vyuzitia
slnecnej energie na ohrev vody a pod. Mnohé vyndlezy neboli za jeho Zivota vyrobené, ale
su technicky uskutocnitelné.

Galileova skica votknutého nosnika na konci zatazeného osamelou silou. G. Galilei spolu
s L. da Vincim.

89


http://sk.wikipedia.org/wiki/Slnko
http://sk.wikipedia.org/wiki/Mesiac_(Zeme)
http://sk.wikipedia.org/wiki/Zem

Zuzana Muréinkova: PRUZNOST A PEVNOST 1., Teéria a priklady
on-line vysokoSkolska u¢ebnica, ISBN 978-80-553-1567-6

Ohyb priamych nosnikov povazujeme za rovinny, ak:

. vonkajSie zatazenie pdsobi v rovine, v ktorej lezi aj os symetrie prieCneho prierezu

(resp. vonkajSie zat'azenie je v rovine hlavnych centrdlnych osi kvadratickych
momentov),

. 0os deformovaného (ohybaného) nosnika lezi v tej istej rovine.

6.1 Vnutorné sily
Postup pri uréeni vnutornych sil pri ohybe:

. Ak je nosnik staticky uréity (obr. 6.3), vypocitame reakcie, ktoré povazujeme za

vonkajsie sily. V pripade, ze nosnik je votknuty, s vyhodou zvolime smer rezu od
vol'ného konca, potom vypocet reakcii nie je potrebny.

. Postupne uvolfiujeme odrezané Casti nosnika, zakreslime vonkajsie sily a do miesta

rezu zakreslime kladnu orientdciu vnutornych sil podl'a znamienkovej dohody (obr.
6.4).

| a a a ’
|

Obr. 6.3

Znamienkova dohoda:

Osova sila N je kladna, ak pdsobi von z roviny rezu.

Postvajuca sila V je kladna, ak ma snahu pootoc€it’ odrezant cast’ nosnika v smere
hodinovych rucic¢iek.

Ohybovy moment M je kladny, ak sposobuje v spodnych vlaknach nosnika t'ah.

" A

| X1 , M X3 |
< T i ™, - —
W yl/ - \5 T

Obr. 6.4

. NapiSeme statické podmienky rovnovahy pre jednotlivé rezy aurcime velkost

vnutornych sil.

. Vykreslime priebehy.

6.1.1. Vzt’ahy medzi vnutornymi silami
Pre diferencidlny element na obr. 6.5 napiSeme podmienky rovnovahy:

D F. =0 =V(X)+V(x)+dV(x)+q(x)dx=0 (6.1)

> M,y =0; —V(x)dx—M(x)O (X)+dM (x) =0 (6.2)
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L]( X)
Vil
M(x) j[{\')hﬂ[(‘\‘)
I(x) F(x)+dl(x)
iz _‘
x | odx A
Obr. 6.5
Po uprave z (6.1) a (6.2) dostavame:
dV (x dM (x
qgx) =— 220 v (x) - M) 63)
dx dx
d’M
g =— M) (6.)
dx

kde q(x) je vonkajsie zataZenie. Vztahy (6.3) a (6.4) nazyvame Schwedler*'-Zuravského™
vztahy.

6.1.2 Zakonitosti priebehov vnutornych sil pri ohybe
Nasledujuce zakonitosti vyplyvaji zo Schwedler-Zuravského vztahov.

1. Na tsekoch, kde je q(x)=0, V(x) = konst. a M(x) ma linearny priebeh.

2. 'V miestach, kde V(x)=0 ma M(x) lokalny extrém.

3. Na usekoch, kde je q(x)=konst., V(X) ma linearny pricbeh a M(x) ma kvadraticky
priebeh.

4. Na usekoch, kde V(x) >0, M(x) rastie.

Na tsekoch, kde V(x) <0, M(X) klesa.

6. V miestach pdsobenia osamelych vonkajSich sil ma priebeh V(X) nespojity skok
(velkost’ skoku sa rovna hodnote vonkajSej sily, ktora v mieste posobi) a M(X) ma
zalomenie.

o

11

Johann Wilhelm Schwedler (1823-1892, Nemecko) Navrhol budovu hlavnej Zeleznicnej vo
Frankfurte nad Mohanom ako architekt spolu s Hermanom Eggertom. Stanica bola otvorend
V roku 1888. Je jednym z hlavnych Zeleznicnych uzlov Nemecka a denne cez iu prechddza
priblizne 350 000 ludi. Je to tiez koncova stanica liniek frankfurtského metra.

12

Dmitrij Ivanovi¢ Zuravskij (1821 — 1891, Rusko) Pochddzal zo zdmoznej rodiny, ktord mu
umoznila kvalitné vzdelanie. Venoval sa stavbe Zeleznic a mostov a ich navrhovaniu. V roku 1869
navstivil USA, aby sa zoznamil s vystavbou Zeleznic v USA. Najzndmejsim Zuravského projektom
Jje ocelovy most cez rieku Ververa na trati Moskva-Petrohrad.
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7. V miestach posobenia osamelych momentov ma priebeh M(X) nespojity skok (velkost
skoku sa rovna hodnote vonkajSiecho momentu, ktory v mieste posobi).

Kazdy uvedeny bod mozno najst’ v priklade 6.1 na obr. 6.7, ale aj v d’alsich prikladoch.
Skuste to.

Priklad 6.1

Na obr. 6.6 je zobrazeny staticky urCity nosnik zat'azeny silou F, rovnomernym
spojitym zatazenim ¢ aohybovym momentom M. Vykreslite priebehy priecnych sil
,V“aohybovych momentov ,,M*“, ak st dané rozmery a, b, ¢ avelkost vonkajSieho
zat'’azenia nosnika.

D:F=2kN,q=6kNm* M=3kNm,a=0,6m,b=1m,c=05m

H: ,,V“9 ,,M“

X2
0 q

i X3, M
s ‘quu 1

& 3l
I€ 7€

Obr. 6.6

Vypocet reakceii:
Ry,+Rg+F—-qb=0

D> Mg =0; Ry(a+b)+ F.b—q.b.g—M =0

2 2
_Fb+ q.b2+ M —2kNms eknm 8™ | anm

R, = = 2 = 2,5kN
a+b 0,6m+1m

Ry =—R, — F +qb =—25kN- 2kN+ 6kNm*.1m =15kN

Vnutorné sily v reze Xi:
V(x,)=R, =2,5kN
M(x =0)=0
M (%)= Ra.
(4)=Rax M(x, =a)=R,.a=25kN.0,6m =15kNm
Vnutorné sily v reze x,:
V(x, =0)=-Rg = -15kN

V(X,)=—Rgz +Q.X
(e)=-Ro +a, V(x, =b)=—Rg +qb =—-1,5kN+ 6kNm™*.1m = 4,5kN

X2
M(x,)=M +Rg.X, —q.?2

M(x, =0)=M =3kNm

b? L (@mYy
M(x, =b)=M +RB.b—q.?:3kNm+1,5kN.1m—6kNm .T=1,5kNm

Vnutorné sily v reze xs:
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V(x;)=0
M(x;)=M =3kNm
Vypocet polohy extrému ohybového momentu Xg:
R 15kN
O=—R;+QqX. => X =—2 =" =0,25m
B e = e T Bk
Vypocet hodnoty extrému ohybového momentu M(Xg):

2 2
M(xe)=M +Rq e —q.X—ZE _ 3kNm+L5kN.0,25m—6 kN (25™)

=3,2kNm

Priebehy vnutornych sil su na obr. 6.7.

q 22
AL [ITITITT

A
Y
A
A
A
A\

1

27

©
4.5 XE
] m

[KNm]

[ []13,2
15 L1l .

Obr. 6.7
Priklad 6.2
Na obr. 6.8 je zobrazeny staticky urcity nosnik zatazeny silou F, rovnomernymi
spojitymi zat'azeniami Q; a ¢, a ohybovym momentom M. Vykreslite priebehy priecnych sil
»V“ aohybovych momentov ,,M*“, ak je dany rozmer a avelkost vonkajSiecho zat'azenia
nosnika.
D: F=3kN,q:=1kNm™ g =2kNm™*, M=1kNm,a=1m

H:, V<, , M
o X8 92 X1 M
| L
e Tfttftt
PEE:IEN 1.5a >l 2a o
Obr. 6.8

Vnutorné sily v reze Xi:
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V(x =0)=0
V(x, =2a)=-q,.2a=—-1kNm™.2.1m = -2kN
M(x, =0)=M =1kNm

V(x)=-0.%

X;
M =M +q,.— 2 2
) " M(x1=2a)=M+q1.(2;) _ 1kNme+ 1k, @2m)°

=3kNm
Vnutorné sily v reze xu:
V(X,)=—q,.2a+0,.X,

V(x,=0)=-q,.2a=-1kNm™.2.1m=-2kN

V(x, =15a)=—q,.2a+@,.15a =—1kNm™.2.1m+ 2kNm™.15.1m =1kN

2

M(x,)=M +q,.2a(a+ xz)—qz.xz2

M(x, =0)=M +q,.2a> =1kNm+1kNm™.2(Im)* = 3kNm

2
M (Xz :1,5a): M + q1.5a2_q2. (1,52a) -
2
zlkNm+1kNm1.5.(1m)2_2kNm1_(1,5.;m) S 2
? X3 q2 8 N
 Hamnnm
ﬁ F NN
J{( a >l l,5a he 2a ql
[kN]
Xe
I
I e
[KNm]
5,75 375""[%%
TR sl )
Obr. 6.9

Vnutorné sily v reze xs:
V(x,)=—q,.2a+0,.15a—F =—1kNm™.2.1m+ 2kNm™.1,5.1m—3kN = —2kN
M(x,)=M +q,.2a(2,5a + %, )—0,.1,5a(0,75a + %, )+ F.x,
M(x, =0)=M +q,.5a —q,.1125a* =
=1kNm+1kNm™.5(Im) —2kNm™.1,125.(1m) = 3,75kNm
M(x, =a)=M +q,.7a’~q,.2,625a* + F.a =
=1kNm+1kNm™.7.(Am) —2kNm™.2,625.(1m} +3kN.1m =5,75kNm
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Vypocet polohy extrému ohybového momentu Xg:
-1
.28 _1kNm .2_.11m 1m
a, 2KkNm

Vypocet hodnoty extrému ohybového momentu M(Xg):

0=—0,.2a+0,Xc = X =

2 2
M(x.)=M +q.2a(a+ xE)—qZ.XZE=1kNm+1kNm-1.2.1m.(1m+1m)—2kNm-1.(12‘) — 4kNm

Priebehy vnutornych sil su na obr. 6.9.

Priklad 6.3

Na obr. 6.10 je zobrazeny staticky urcity nosnik zatazeny silou F, trojuholnikovym
spojitym zatazenim ¢ aohybovym momentom M. Vykreslite priebehy osovych sil ,,N%,
prie¢nych sil ,,/* a ohybovych momentov ,,M“, ak je dany rozmer a a velkost’ vonkajSieho
zat'azenia nosnika.

D: F=20kN, g=15kNm™ M=15kNm,a=0,5m

H: 77N“7 nv“a nM“
F
X3 a XsM X4
[A~ [ ] B
\L B
s
L. 12a _|2a| 4a | B,
Obr. 6.10
Vypocet reakcii:
S F,=0; A,=Big=0
zFiy:O; A,+B,-F—-q.6a=0

> M;,=0; —B,.20a+F.a+0.6al0a+M =0

B, F.a+0.60a>+M _20kN.0,5m+15kNm™.60.(0,5mY +15kNm
20a 20.0,5m

A, =F +q.6a—B, = 20kN+15kNm™.6.0,5m—25kN = 40kN

=25kN

tga:'::: A, = A,.tga = 40kN.tg30° = 231kN = B,

Vnutorné sily v reze x;:
N(x )=—-A, =-231kN

V(x)=A, =40kN
M%) M(x =0)=0
%)= A% M(x, =0)= A,.a=40kN.0,5m = 20kNm

Vnutorné sily v reze Xy:
N(x,)=-A, =—231kN
V(x,)= A, — F = 40kN—20kN = 20kN
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M (Xz): A/(a+ Xz)_ F.X,
M(x, =0)=A,.a=40kN.0,5m = 20kNm
M(x, =a)=A,.2a = F.a = 40kN.2.0,5m—20kN.0,5m = 30kNm
Vnutorné sily v reze xs:
N(x,)=—A, =-231kN
ax
V(x)=A, —F -2
()=A -F-22
V(x;=0)=A, — F =40kN—20kN = 20kN
V(x,=12a)= A, — F —q.6a = 40kN— 20kN—15kNm™.6.0,5m = —25kN

M ()= A 22+ 3) - Fla x) - 25

M(x, =0)=A,.2a— F.a=40kN.2.0,5m-20kN.0,5m = 30kNm
M(x, =12a)= A,.14a - F.13a—q.24a’ =
= 40kN.14.0,5m—20kN.13.0,5m-15kNm™.24.(0,5m) = 60kNm
Vnutorné sily v reze xq:
N(x,)=-B, =—231kN
V(x,)=-B, =—-25kN

M(x,)= B, x M(x,=0)=0
i iy M (x, = 4a)= B, .4a = 25kN.4.0,5m = 50kNm
F
q M
X1 | X X X5 X4
AH A[_)]]‘ - |(7-> ABH
\L BA
o
i >SS 12a ><2a ‘4a’ e
[KN]
[T TR 28
ao|||| [kN]
201
@XE > L1125
[kNm] mh
83.3 [\ N80
o 51N

Obr. 6.11
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Vnutorné sily v reze Xs:
N(x;)=—B,, = —231kN
V(x;)=-B, =—25kN
M (x;)=By(4a+ %)~ M
M(x, =0)=B,.4a—M =25kN.4.0,5m-15kNm=35kNm
M(x, = 2a)=B,.6a—M =25kN.6.0,5m—-15kNm=60kNm
Extrém ohybového momentu:

24a(A, -F) _ \/ 24.0,5m(40kN—20kN)
q - 15kNm™

g.X
0=A,-F-——==x=
A DU

=4m

: =il 3
M(k)= A (283 ) F(a-- )~ 2 - a0k 5m- 20k 4 5 25K 4

Priebehy vnutornych sil st zndzornené na obr. 6.11.

=83,3kNm

6.2 Rovinné lomené nosniky

Okrem priamych nosnikov sa v mnohych pripadoch vyskytuju aj lomené nosniky,
U ktorych spojnice tazisk priecnych prierezov tvoria rovinné lomené usecky. Ak su tieto
lomené nosniky zatazené v rovine nosnika, potom ide o rovinny ohyb. Na urcenie vnitornych
sil pouzijeme metédu mysleného rezu. Znamienkovéd dohoda je rovnaka ako pre priame
nosniky, rovnako ako postup vypoctu uvedeny v kapitole 6.1.

Priklad 6.4

Lomeny nosnik je zatazeny silou F, ohybovym momentom M arovnomernym
spojitym zatazenim @ ama rozmery v metroch podla obr. 6.12. Zostrojte priebehy
normalove;j sily ,,N*, postvajucej sily ,,V* a ohybového momentu ,,M*.

D: F =40 kN, M =40 kNm, q =20 kNm™

H: ,,N%, VvV, ,,M*
F
M | o
q 40
5| -

Obr. 6.12
Urcenie reakcii:
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D> F.=0 q4-B,=0 — B, =4¢ =4m.20kNm™ =80kN
SF, =0; A+B,—F =0 — B, = F — A=40kN+16kN =56 kN

> M =0; F.1Im-M +A.5m+q.4m.lm:O:>A=5i(_F+M_4mzq)=_l6kN
m

Urcenie vnutornych sil v reze y;:

N(yl):_A N(y1)=16 kN
V(y.)=-ay, V(y,=0)=0
V(y, = 4m)=—-80kN
_ q.yf M(y1=0):O
M)=-7 20kNm™ (4m)
M(y, = 4m)=— m2. M) _ _160kNm
Urcenie vnutornych sil v reze X:
N(x,)=—q.4 N(x,)=-80kN
V(x,)=A V(x,)=-16kN

M(x,)=Ax, —q.4.2 M(x, =0)=-8q = ~160kNm
M(x, =5m)=-16kN.5m-20kNm™.4m.2m = —240kNm

Urcenie vnutornych sil v reze Xs:

N(x,)=0
V(x,)=F V(x,)=40kN
M(x,)=—F.x, M(x, =0)=0

M (x, =1m)=-40.1m = —40kNm
Urcenie vnutornych sil v reze y,:
N(y,)=-B, N(y,)=-56kN
V(y,)=By V(y,)=80kN
M(y,)=-B,.y, + M M(y, =0)=M =40kNm
M (y, =3m)=—-80kN.3m+40kNm = —200kNm

Urcenie extrému ohybového momentu M(Xg) pre tento nosnik, nie je potrebné vykonat’, lebo
na ziadnom useku nie je priecna sila V=0.
Graficky znazornime priebehy vnutornych sil (obr. 6.13).

80 40 @ 160 200 40

16 TTTTTTITTITY Il
- 160 [ i
10 & | = ([ ][R 240
' ) MM
56 80 ~U{{Ja0

SO © Q

[kN] [KN] [KNm]
Obr. 6.13
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Priklad 6.5

Lomeny nosnik je zatazeny silou F, ohybovym momentom M arovnomernym
spojitym zat'azenim ( @ ma rozmer C podl'a obr.6.14. Zostrojte priebehy normalovej sily ,,N,
posuvajucej sily ,,V* a ohybového momentu ,,M*.

D:F =10kN, M=15kNm, q =15kNm?, c=2m

H: ,,N%, V<, ,,M*
Fl q -
IHEEREN! 9
HREREN!
T ] T
X2 X3 |

<
&
N =
llb
T
]

R (@)
N
Y4
. N

-
<

Obr. 6.14

Vypocet reakcii:

> F.=0,A =0

> F,=0, A+B-F—-qc=0

> M, =0; —Bc+F.05c+0c.0,5¢+M =0

_ F.05c+q.0,5c+M 10kN.0,5.2m+15kNm™.0,5.(2m)’ +15kNm
c 2m

A=F +q.c—B=10kN+15kNm™.2m-27,5kN =12,5kN

Osové sily v jednotlivych rezoch:

N(y,)=—A=-125kN

N (Xz ) =0

N(x,)=0

N(y,)=-B=-27,5kN

Priecne sily v jednotlivych rezoch:

V(yl): 0

B

=27,5kN

V(x,=0)= A=125kN
V(X2)=—q.X2 +A -
V(x, =0,5¢)=-q.0,5c + A= -15kNm™.0,5.2m+12,5kN = —2,5kN
V(x, =0)=-B =-27,5kN
V(Xs): Q.X; — B ’ 1
V(x, =0,5¢)=0.0,5¢c — B =15kNm™.0,5.2m—27,5kN = —12,5kN
V(y4): 0
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Ohybové momenty v jednotlivych rezoch:
M (Y1): 0
X2
M(x,)= —q.EZ + AX,
M(x,=0)=0
2 2
M (Xz = O,SC) =—q. (O’SC) + A.0,5¢c =-15 kNm‘l.M +12,5kN.0,5.2m =5kNm

2

M (x,)= —q.X?M B.x, — M
M (%, =0)=-M = -15kNm

2
M (x, = 0,5¢) = —q.@ +B.05c-M =

2
= —15kle.w +27,5kN.0,5.2m—-15kNm = 5kNm

M(x,)=-M =-15kNm

Extrém ohybového momentu:

O0=—0xc + A= X :é:uLkN_l:O,BBm
g 15kNm
2 2
M (¥ )= —q.x—zE + Ax, =15 kle.@ +12,5kN.0,83m =5,21kNm
Priebehy vnutornych sil stt zndzornené na obr. 6.15.
L, 521
5
12,5|/* /2,5 i
e U1 ST P52 15
—(=r—] —o—

12,5 @ 21,5 @ @ 15

[KN] [KN] [KNm]

Obr. 6.15

Priklad 6.6

Lomeny nosnik je zatazeny silami F; Fp F3
arovnomernymi spojitymi zatazeniami (;, (2 @ ma rozmer | podla obr.6.16. Zostrojte
priebehy normalovej sily ,,N*, posuvajtce;j sily ,,V* a ohybového momentu ,,M*.

D: F;=1kN, F;=2kN, F3=3kN, g1 = g2=3kNm™, M=2kNm,I=1m

. 113 113 113
H- ”N > ”V > ”M

ohybovym momentom M
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Obr. 6.16

Vnutorné sily v reze yi:
N(y,)=F, =2kN
V(y, =0)=F =1kN
V(yl): F -0y V( g - ar
y, =21)=F —q,.21 =1kN-3kNm™.2.1m = -5kN

2

M (Y1): b F1-y1 +Q1-y21

M(y,=0)=M =2kNm

3 2
My, =21)=M —F.2!+ ql.(zé)= 2KNM-1KN 2.1+ 3kNm-*, 21

=6kNm
Vnutorné sily v reze x,:
N(x,)=—F, —F, +0,.21 =—3kN—1kN+3kNm™.2.1m = 2kN
V(x,=0)=F, =2kN
V(x2)=F2+q2.x2 ( i ) i il
V(x, =1)=F, +q.I =2kN+3kNm™.1m =5kN
2
M(x,)=M —F,.x, — F.21 +q,.2I —qz."z2
M(x, =0)=M —F.2l + ¢,.21> = 2kNm-1kN.2.1m+3kNm™.2,(lm)* = 6 kNm
2
M(x,=1)=M —F,1-F.2| +q1.2I2—q2.|2=
] 2 , @my
=2kNm-2kN.1m-1kN.2.1m+3kNm™.2.(Im)* —3kNm™. =2,5kNm

Vypocet polohy extrému ohybového momentu Ye:
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F 1kN
0O=F-q.y: =Y. =1= =0,33m
1~ %h-Ye = Ve g 3kNm™

Vypocet hodnoty extrému ohybového momentu M(yg):

2 2
M(y.)=M —F.y, + ql_yzE: 2kNm-1kN .O,33m+3kle.m3;rr]) ~1,83kNm
Priebehy vnutornych sil su na obr. 6.17.

2 & 2 2,5 6

55—

® © ®

[KN] 2 [KN] [kNm]
Obr. 6.17

6.3 Normalové napiitie pri rovinnom ohybe

Vyberme element dx z nosnika v mieste x (obr. 6.18). Na vybrany element posobi
In*ﬁ jedina nenulova vnitorna sila, a to ohybovy moment: M #0, V =N = 0. Ide o Cisty ohyb.

Obr. 6.18

Pri odvodeni normalového napitia pri ohybe budu platit’ nasledujuce predpoklady:
e ohyb je rovinny,

e prierezy a—a', b — b’ (obr. 6.18) ostavaju po deformacii rovinné (Navier-Bernoulliho®
hypotéza),

13
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e vlakna na seba netlacia, spodné vlakna pri deformacii sa predlzujt, horné sa skracuja,
e o0s nosnika a pozdiZne vldkna sa zakrivuju,

Ak pred deformaciou mali Casti vlakna oznacené CD (neutralna os) a LN rovnaku
dizku, po zataZeni nosnika predizenie 4/ vldkna zodpoveda vzdialenosti N'N”. Potom
pomerné predlzenie ¢ vlakna LN podl'a obr. 6.18 je nasledujuce:

g(x)= AL NN'_LN7-CD (6.5)

I CD CD
Podr’a obr. 6.18 vyjadrime LN"” a CD:

[4

(oztgdgozﬁz LN"=(p+z)de
p+1z

') (6.6)
CD ==
p=tgdp=—-=CD = pdo
o,
Vztahy (6.6) dosadime do (6.5):
+z)dp— z
pde p
kde p je polomer krivosti neutralnej osi a Z je siradnica po vyske prierezu.
Dosadenim do Hookeovho zakona pre jednoosovi napatost’ dostdvame:
o(X)=¢(X)E=—E (6.8)

yo,
kde E je Youngov modul pruznosti.
Potrebujeme vyjadrit' napidtie ako funkciu ohybového momentu, preto napiSeme
momentov podmienku rovnovahy k 0si y podl'a obr. 6.19, kde je zobrazena myslenym rezom
oddelena Cast’ nosnika.

M e
d%: a(x)
/)
X z
Obr. 6.19
>(My), =0 =M+ [ o(x)dAz=0 (6.9)
(A)

Po dosadeni vztahu (6.8) do (6.9) dostavame:

Jakob Bernoulli (1654-1706, Bazilej, Svajciarsko) Matematiku musel vystudovat tajne proti
prianiu svojho otca, ktory chcel, aby sa stal kitazom. VyStudoval teoldgiu, predndsal v Bazileji.
Zaujimal sa hlavne o matematiku, fyziku a astrondmiu. Ako prvy z rozsiahlej vedeckej rodiny
cestoval po svete a stretdval sa s vedcami z inych krajin, s ktorymi spolupracoval na objavoch.
V pruznosti a pevnosti dokdzal priamu umeru medzi krivostou priehybovej ciary a zatazujucim
momentom, ktoru neskor rozpracoval Euler, a dnes je znama ako Bernoulliho diferencidlna
rovnica priehybovej ciary. Zomrel na tuberkulozu vo veku 52 rokov (priemernd dizka Zivota
Bernoulliovcov bola viac ako 70 rokov).
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M(x)=EI22dA=EJy 1_Mx) (6.10)
P (n) P p EJ,

kde Jy je kvadraticky moment k hlavnej centralnej osi y. Sucin E.Jy nazyvame tuhost'ou

v ohybe.
Z (6.8) vyplyva:
1_ox) (6.11)

o(x)=2E = ==Y
yo, p Ez
Po dosadeni (6.11) do (6.10) dostavame tzv. Navierovu rovnicu, t.j. vztah pre

normalové napitie o pri ohybe v priereze definovanom suradnicou X po vyske (z) prierezu:

a(x) _M(x) _ o(x)= 'V'J(X)Z (6.12)

ERZRRNErTY .
Maximalne normalové napétie pri ohybe je vo vladknach, ktoré st najvzdialenejSie od

neutralnej osi, (obr. 6.20, Zmax =h/2). Neutralna os je priamka obsahujliica body prierezu, v
ktorych je 0=0. Maximalne normalové napitic v mieste definovanom stradnicou X je

nasledovné:
o) = M, M (6.13)
Jy W,
O-max
_____._.%_.__ N.O
B
Obr. 6.20
kde
(6.14)

J
y _ 3.
—_Woy , Mm”;mm

Zmax
Pomer vo vztahu (6.14) nazyvame modul prierezu (prierezovy modul) v ohybe Wo. Index y

znamena, ze ide o ohyb okolo hlavnej centralnej osi Y.
Modul prierezu Woy pre obdiznikovy prierez podl'a obr. 6.20:

bh?
J 1o bh®
W, = = 1hz b (6.15)

Zmax S
2
Na obr. 6.21 a6.22 mozno porovnat’ priebehy normalového napétia pri ohybe pre
prierezy, ktoré su symetrické k neutralnej osi (obr. 6.21) a nesymetrické k neutralnej osi (obr.

6.22).
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Obr. 6.22

6.4 Smykové napitie pri rovinnom ohybe

Ak v priecnom priereze posobi okrem ohybového momentu M aj priecna sila V
(priecny ohyb), potom okrem normalového napétia o pdsobi v priereze aj Smykové napétie 7.
Priecna sila V je vyslednicou $Smykovych napéti v priereze. Pre Smykové napitie plati
Zuravského vzt'ah:

V(x)S
"X b.J,

kde V(x) je priena sila v mieste rezu definovanom suradnicou X, b je Sirka vySetrovaného
prierezu v mieste rezu, Jy je osovy kvadraticky moment k neutralnej osi, Sy* je staticky
moment Casti plochy prierezu nad bodom, v ktorom napitie vySetrujeme vzhladom
K neutralnej osi.

) (6.16)

Bernoulliho hypotéza rovinnosti prierezu a linearne rozloZenie normalovych napéti
plati presne len pre Cisty ohyb (v prie¢nom reze posobi len ohybovy moment, M=konst, V=0).
Smykové napitia sposobuju deplanaciu (bortenie) prierezu, ¢o je v rozpore s Bernoulliho
hypotézou.

Vplyv Smykovych napiti je zanedbatel'ny pre dlhé nosniky, kde je dominantny vplyv
ohybovych momentov. Ak je ucinok priecnej sily porovnatelny s G¢inkom ohybového
momentu, resp. ho prevySuje, vplyv Smykového napétia nemozno zanedbat. Plati to pre
kréatke nosniky a vysoké profily.

Utinok prieénej sily mozno prezentovat’ na jej podiele na celkovom priehybe pre
priamy nosnik na dvoch podperach, ktory je zatazeny osamelou silou v polovici rozpitia.
Pokial’ takyto nosnik ma prierez 1300 a dizku 500mm (kratky nosnik), podiel prieénej sily V
na celkovom priehybe je 84,56%. V pripade, Ze prierez je 180 adizka 15000 mm (dlhy
nosnik), potom tento podiel je len 0,04%. [19]

Obr. 6.23 zobrazuje priebeh normalového a $mykového napitia pre obdiznikovy
prierez, obr. 6.24 priebehy ¢ a t pre symetricky I prierez. Je zrejmé, ze maximalne Smykové
napitie je V bodoch neutralnej osi.
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i

max
—»

g

Gmax

Obr. 6.24

Pre profil U (a podobné profily), ak vonkajsia sila F nelezi v tzv. strede Smyku, ale

v tazisku, potom dochddza aj ku skrucovaniu profilu (obr. 6.25 a, b), pribuda namdhanie na
krut. Ak pre profil U chceme predist’ skruteniu profilu, je potrebné ho zat'azit’ v bode C (obr.

6.25 ¢, Co je stred Smyku. Podrobnejsie popis tejto problematiky mozete najst’ v [3, 17, 23].

b) ii c)
lF o2
N

Obr. 6.25

Problém skrucovania profilu nevznika u profilov, kde vonkajSia sila pdsobi v 0Si
symetrie priecneho prierezu.

6.5 Napitost’ v nosniku

Napaétost’ v roznych bodoch nosnika moze byt’ r6zna. Napdtost’ v bodoch 1, 2, 3, 4 na
obr. 6.26 je priamkova (ide o krajné vlakna), napatost’ v bodoch 5, 6, 7 je rovinna. V bodoch
8, 9 je Cisty Smyk a v bode 10 je napitost’ nulova.
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Obr. 6.26

- CH- 4! : %
Jeees Bt - ] 5

Priklad 6.7

Pre priamy nosnik na obr. 6.8 vykreslite priebehy normalového a Smykového napitia
vo votknuti, ak je dany obdlZnikovy prierez 50x80mm.

. 113 173
H: 0, .7

Ohybovy moment vo votknuti pre nosnik na obr. 6.8 je M = 5,75kNm a priec¢na sila vo
votknuti je V = - 2kN.

Kvadraticky moment k centralnej osi y pre obdiznikovy prierez:

_bh® 50.80°
12 12

Normalové napitie vo votknuti v hornych vldknach:

M 5,75.10° Nmm
|GA| =7La= 7
J 2133 333mm

y

mm* = 2133333mm*

40mm =107,8MPa

Ked’ze za=zg=40mm, potom normdalové napitie vo votknuti v spodnych vlaknach:

ARA

Smykové napitie vo votknuti v hornych a spodnych vldknach:

Ty,=73=0

Smykové napitie vo votknuti v tazisku:

VS, V(z..A") 2.10°N.(25.50.40) mm’
b.J, b.J, 50mm.2 133 333mm*

7

=0,75MPa
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(@ O,

[MPa] [MPa]
107,8
A
| 0,75
. —
(0]
O
107,8
Obr. 6.27

Priklad 6.8

B % Pre priamy nosnik na obr. 6.8 vykreslite priebehy normélového a Smykového napétia
vo votknuti, ak je dany prierez T na obr. 6.28. Rozmery st v milimetroch.

. 113 113
H' 250 5 5T @ @

. 0 . [MPa] [MPa]

ATZ':ZF 25=1 2514
‘ S S %
Y Z}ff////j M Y2 1 %f (2);2

A\ 4 > \
y 1 "~-3,53

10

A

dy
\./\\\ S

y

y. t

70
Ty
T
712

o R
AR

Y 409,1

[Eny
o

\ i

Obr. 6.28

Ohybovy moment vo votknuti pre nosnik na obr. 6.8 je M=5,75kNm a prie¢na sila vo
votknuti je V=2kN.

Poloha t'aziska prierezu T podla obr. 6.28:

. Zr; A +77,A, _35.10.70+75.40.10
T A+A, 10.70+40.10

Kolmé vzdialenosti medzi centralnymi osami:

a =2; —2;; =49,55-35=14,55mm

a, =2;,—2; =75-49,55=2545mm

=49,55mm
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Kvadraticky moment k cetralnej osi y:
2 2

Jy = Z‘in + Zaiz'A =Jy+ a A+ Jya + a;.A, =
i=1 i=1

~10.70° 40.10°

+14,55%.10.70 + + 25,45%.40.10 = 696 439,4mm*

Normalové napitie vo votknuti v hornych vldknach:

6
oy =M g, = 2AONMM 5, e — 2514MPa
] 696 439,4mm

y

Normalové napétie vo votknuti v spodnych vlaknach:

6
g =M 7, = 2ISAONMM. g g m — 4091MPa
3,77 696 439,4mm

y

Smykové napitie vo votknuti v hornych a spodnych vldknach:
Ta=75=0
Smykové napitie vo votknuti v tazisku:

V.S, —2.10°N.(24,775.10.49,55) mm’

T = = 7 =-3,53MPa
b.Jy 10mm.696 439,4mm

Smykové napitie vo votknuti v bode C (prechod stojina-pasnica):

V.S, —2.10°N.(25,45.40.10) mm°
b.J, 40mm.696 439,4mm*

=-0,73MPa

Tc

r V.S, —2.10°N.(25,45.40.10)mm’
b.J, 10mm.696 439,4mm*

=-2,92MPa

Tc
Priebehy napiti si zobrazené na obr. 6.28.

Priklad 6.9

Posudte, ¢i dany prierez nesymetrické I na obr. 6.28 vyhovuje pre lomeny nosnik na
obr. 6.16, ak je dané dovolené napitie opov (0znacenie len pre tento priklad) a vykreslite
priebehy normalového a Smykového napitia. Rozmery st v milimetroch.

D: opoyv = 180MPa

. 113 173
H: 0%, .7

Ohybovy moment v najviac namahanom mieste pre nosnik na obr. 6.16 je M = 6KNm
a priecna sila V = 5kN.

Vypocet stradnice zt taziska T zlozeného prierezu I:

. Zr A + 27, A + Zr3A; _ 5.30.10+50.10.80 +95.50.10
T A+A+A 30.10+10.80+50.10

Kolmé vzdialenosti medzi rovnobeznymi centalnymi osamiyayy, yay,ay ays:

a =Z; —Z;; =55,63—-5=50,63mm

a, =2; —Z;, =55,63-50=5,63mm

a, = Z;, — Z; =95-55,63=39,37 mm

=55,63mm
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Kvadraticky moment k centralnej osi y:

3 3
Jy=>0,+>al A=, +al A+, +a A+, +a A =
i=1 i=1

3 3
010" 55 63230.10+ 2280 5 63210.80+ 2210 39.37250.10 = 2 002 7084’
50 © ©
. - [MPa] [MPa]
_ AIZ':zlz 2,=73F7 133
o ) /////%7 > I %
\ 7)) 0 =
CESV R
A 3 o y'
) i i 6,4
= ) %J’ yz' A ﬁ
& N
N -
o /Yy ////// > % 1,3¥3’8
— ! W Y1 ,:'T'¢ v v,
B ! 167

1

Obr.6.29

Normalové napétie v hornych vlaknach:

M 6.10° Nmm
loal=—24 =
J 2002 708,4mm

y

744,37 mm =133MPa

Normalové napitie v spodnych vlaknach:

M 6.10° Nmm
log|=—2

J."® " 2002 708.4mm*

y

.55,63mm =167 M Pa

Normalové napitie v bode C:

M 6.10° Nmm
loe|=—.2. =
J 2 002 708,4mm

y

7 .34,37mm =103MPa

Normalové napitie v bode D:

M 6.10° Nmm
loo|=—25 =
J 2002 708,4mm

y

++45,63mm =136,7 MPa

Smykové napitie v hornych a spodnych vlaknach:
T, =175=0

Smykové napitie v tazisku:
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V.S, 5.10°N.(39,37.50.10 +17,185.10.34,37) mm°
b.J, 10mm.2 002 708,4mm*

Smykové napitie v bode C (prechod stojina-pasnica):

V.S 3 °
_VS, _510°N.(39,37.50.10)mm° _,

= P
b.J,  50mm.2 002 708,4mm

=6,4MPa

Ty

V.S, 510°N.(39,37.50.10)mm°
b.J,  10mm.2 002 708,4mm*

Smykové napitie v bode D (prechod stojina-pasnica):
V.S, 5.10°N.(50,63.30.10) mm®

= = —=13MPa
b.Jy 30mm.2 002 708,4mm

=4,9MPa

Tc

Tp

r V.S, 5.10°N.(50,63.30.10) mm°

= = — =38MPa
b.J,  10mm.2 002 708,4mm

Tp

Priebehy napati st zobrazené na obr. 6.29.
Z pevnostnej podmienky pre krajné vlakna mozno posudit’, ze dany prierez vyhovuje, lebo je
splnené:

Omax = Opov
167 MPa<180MPa

Avsak v bodoch C a D pdsobia okrem normalovych napati aj Smykové napétia, preto urobime
kontrolu aj v tychto bodoch, pricom pouzijeme HMH hypotézu pevnosti (pozri kapitolu
9.1.1). Kontrola v bode C:

HMH [ 2 2
Ordc =1/0c +37c < Opoy

J@03MPaY +3(49MPay <o,
103,3MPa< 180MPa
Kontrola v bode D:

HMH _ [ 2 2
Oredp = 0p 375 < Opoy

J(136,7MPaf +3.(38MPaf <oy,
136,9MPa<180MPa

Dany prierez vyhovuje.

6.6 Dimenzovanie nosnika

Ked'Ze maximélne normalové napitie je v krajnych vldknach, pevnostnd podmienka
pri dimenzovani na ohyb pre krajné vlakna je:

Crax = IV‘IJ”“"‘XZmaX <o, (6.16)

y

kde op je dovolené napiitie.

Vo vSeobecnosti vSak mo6zu na element pdsobit’ ako normalové, tak aj Smykové
napitia. Potom na zaklade hlavnych normélovych napéti alebo normalovych a Smykovych
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napéti je potrebné urcit’ redukované napitie oreg podl'a vhodnej hypotézy pevnosti (pozri [3, 6,
23]). Potom pevnostna podmienka m4 tvar:

Oy < Op (6.17)

Priklad 6.10

Navrhnite rozmery prieéneho prierezu podl'a obr. 6.30 z pevnostnej podmienky pre
krajné vlakna, ak je dané dovolené napitie ocele op. UloZenie, tvar, zatazenie a rozmery
nosnika st zrejmé zobr. 6.30. Pre navrhnuty prierez vypoditajte hodnoty normalového
napitia v krajnych vlaknach.

D: q=15kNm™, 1=2,5m, op= 180MPa

H: t
< 6t >
» q X AIZ':ZF 1o=723=17
o A
I LA N 7R _
= | v ///// Y3
if,'( > T &
’ 1, ﬁ—?ﬁf
[KN] 2 y i > r
37,5 i o

LkNm] N U

v

A
A\ 4

Obr.6.30

Nosnik budeme dimenzovat podl'a najviac naméhaného miesta, ktoré je potrebné
urr¢it’ tym, ze zistime hodnoty vnutornych sil a vykreslime priebehy:

V(x=0)=0
V(x)=gx .
V(x=1)=ql=15kNm™.2,5m =37,5kN
- 2 M(x=0)=0
M(Xx)=-0.— 2 2
2 M(x:l):-q.%z—lskNm1.@:-46,9kNm

Priebehy vnutornych sil st na obr. 6.30. Najviac naméahany prierez je vo votknuti, kde
Mmax=46,9KNm.

Vypocet suradnice zt taziska T zlozeného prierezu I:
, A +20,A +20,A, 0,54t + 4tt.6t + 7,56t
T A+A+A 4t + 1.6t + 6tt

Kolmé vzdialenosti medzi rovnobeZznymi centalnymi osamiy ays, yayz ayays:

— 4,44t

112



Zuzana Muréinkova: PRUZNOST A PEVNOST 1., Teéria a priklady
on-line vysokoSkolska u¢ebnica, ISBN 978-80-553-1567-6

a =2, — 2y, = 4,44t - 0,5t = 3,94t
a, =12; — Z;, = 4,44t — 4t = 0,44t
ay = Zr, — Z; = 1,5t — 4,44t = 3,06t

Kvadraticky moment k centralnej osi y:
3 3

J,=D 0+l A=, +al A+, +a A+, +a A =
i=1 i=1

3 3 3
_ar (3,94t Y .4tt +@ +(0,44t) 1.6t + ott
2 12 12

+(3,06t .61t =138,27t"

Z pevnostnej podmienky pre krajné vlakna vyplyva:

Orax < 0p

M
max
—mx g <0

y

My 41 oot 2
138,27t 138,270,

3
e 3\/ 4,44.46.9.10° Nm

~1138,27.180.10° Pa
t>0,02m =t = 0,025m
Normalové napitie v hornych vldknach (tah), za=3,56t:
3
A Mo 46910 Nm 5 56.0,025m =77.3MPa

3, A7 138270025m

y
Normaloveé napitie v spodnych vlaknach (tlak), zg=4,44t:

M . 46,9.10° Nm

max

3, " 13827(0,025m)"

y

.4,44.0,025m =96,4MPa

|O'B|:

Priklad 6.11

Navrhnite rozmery prie¢neho prierezu podl'a obr. 6.30 z pevnostnej podmienky pre
krajné vlakna, ak nosnik je liatinovy a je dané dovolené napitie v tahu opt a dovolené napitie
v tlaku opg. UlozZenie, tvar, zat'azenie a rozmery nosnika su zrejmé z obr. 6.30.

D: g=15kNm™, 1 = 2,5 m, op; = 15MPa, 6p¢ = 100MPa

H:t

Ked’Zze liatina mé r6zne materialové vlastnosti v tahu a v tlaku, musime zistit’ podl'a
ktorého dovoleného napétia budeme dimenzovat. Maximalny ohybovy moment je vo votknuti
(obr. 6.30). Hodnoty normalového napitia sa menia po vyske prierezu. Maximalna hodnota
normalového napdtia vo votknuti bude v spodnych vlaknach (zg= Zmax). V spodnych vlaknach
je tlak, pretoze ohybovy moment je s minusom: M (X = I): — 46,9kNm. Dimenzovat’
budeme podl'a dovoleného napétia v tlaku opg:
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O-max < GDd

max
—J Zoax < Opg
y

Mo it ot g
138,27t 138,27.0,,

t>34A4A&9HﬁNm
~138,27.100.10° Pa
t>0,025m =t

=0,03m

navrh
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7 VYPOCET DEFORMACIE PRI OHYBE

Odozvou konstrukcie (konstrukénych prvkov) na vonkajSie zatazenie je vznik
deformacie. Pod vypo¢tom deformacie pri ohybe rozumieme uréenie velkosti priechybu w
(oznacenie W je pre priehyb - posunutie v smere 0si z; oznacenie U je pre priehyb - posunutie
v smere osi y) a uhla sklonu prichybovej ¢iary (pooto¢enia) ¢ (obr. 7.1). Priehyb w a uhol
sklonu priehybovej Ciary ¢ nazyvame deformacné veliciny.

F

\j Pmax

b <
Wm ax

Obr. 7.1

Horizontalne posunutie u (obr. 7.1) mozno zanedbat’, lebo v porovnani s W je o rad
mensie.

Nosniky, ktoré pevnostne vyhovuji moézu byt z dovodu nedostatocnej tuhosti
nevyhovujice. Aby sme urcili tuhost’ konstrukcie, resp. aby sme vykonali kontrolu tuhosti,
musime vediet’ vel'kost’ priechybu nosnika, za i¢elom urcenia stcinitel'a m.

m - (7.1)

kde I je diZka nosnika.

Dovolend hodnota m je pre vicSinu inzinierskych aplikéacii 240, ¢o zodpoveda pre
nosnik dlhy 240mm, velkost’ priehybu 1mm. SG¢initel m je uréovany podla noriem a je
v rozpati 200+1000. Je potrebné, aby bola splnena podmienka:

I
w,,, <—

mi

(7.2)

kde Wmax je maximalna hodnota priechybu.

Most Golden Gate Bridge (1933) (obr. 7.2) v San Franciscu bol navrhovany, aby pri
plnej prevadzke jeho maximalny priehyb bol 3 metre (10 stop). Vzdialenost’” medzi dvoma
vezami je 1280 metrov (4200 stop), ¢ize sucinitel’ m=420.

4
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Rovnica krivosti p neutralnej osi nosnika je vyjadrena vztahom (11.10). Vyraz pre
krivost’ p z matematickej analyzy je:

d*w(x)
2
L G (7.3)
P 27,
{H(dw(x)j }
dx
.. dw(x) . o . N L
Kedze g <<1 , mozno zanedbat’, dostadvame priblizni Bernoulliho diferencialnu
X

rovnicu priechybovej Ciary:
2
d w(x): . M (x) (7.4)
dx’ E.J,

Znamienko diferencidlnej rovnice zéavisi od volby suradnicovej sustavy. Ak os z
smeruje dole znamienko je minus. Potom:

()= y(f_x iy
’ Z

7.1 Metody vypoctu deformacie nosnikov

Vyuzitie Castiglianovych viet

Vyuzitie Mohr-Maxwellovej vety

Metdda integrovania diferencidlnej rovnice prichybovej Ciary

B e

Mohrova metoda
Metddy 1 a 2 vyuZzivaji energetické principy. Metody 3 a 4 vyuZivaja diferencidlnu
rovnicu priehybovej ¢iary (7.5).

7.1.1 Deformacna energia pri ohybe
Deformacntl energiu ohybaného nosnika U vypocitame:
U=uU,+U, (7.6)

kde Uy je deformacna energia od ohybovych momentov a Uy je deformacné energia od
posuvajucich sil, ktoré vypocitame:

2
24 EJ,
2
u, =%K \%dx (7.8)

(1)
kde E, G, M(x), V(x), Jy, Asli materidlové, silové a prierezové charakteristiky a x je
Timosenkov™* koeficient. Jeho velkost’ zavisi od rozmerov prie¢neho prierezu. Uy mozno pri
rieSeni zanedbat, potom:

14
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U=U,, (7.9)

7.1.2 Vyuzitie Castiglianovych viet
Na vypocet priechybu W vyuzijeme 1. Castiglianovu vetu (7.33) a na vypocet uhlu
sklonu priehybovej ¢iary ¢ vyuzijeme 2. Castiglianovu vetu (7.34).
Kedze pozndme deformacnu energiu ohybaného nosnika (7.7), potom dosadenim do
prvej a druhej Castiglianovej vety dostivame modifikované Castiglianove vety (tzv. Mohrove
integraly):

8U —an M) :Z":IM(Xi)ﬁM(Xi)dX_ (7.10)
F. <oF, 2() EJ, 1 EJ, oF
n 2 n
) Zal\/l 2 E(ji)dxi:.zj I\Q(JXi)agﬂlvai)dxi o
K (1) i=1 (1) =y K

kde wg, ¢k st deformacné veli¢iny v mieste K, Fx je sila posobiaca v mieste K, Mg je
ohybovy moment posobiaci v mieste Kan je pocet usekov (rezov). Miesto K je miesto,
Vv ktorom urcujeme deformacéné veliCiny.

Castiglianove vety mozeme pouzit' aj pre urcenie deformacie v bodoch telesa, kde

neposobi ziadna sila, resp. moment, ak v danom mieste zavedieme doplnkovt silu Fp, resp.
doplnkovy moment Mp.

Podl'a doplnkovej sily Fp, resp. doplnkového momentu Mp, robime len parcialnu
derivaciu, d’alej vo vypocte ich polozime rovné nule: Fp = 0, Mp = 0.

7.1.3 Vyuzitie Mohr-Maxwellovej vety
Princip, z ktorého vychadza pouzitie Mohr-Maxwellovej vety, je popisany v kapitole
2.7.2. Vo vztahu (2.36) mozno pre ohyb zanedbat vplyv normélovych a posuvajucich sil,
pretoze vplyv ohybovych momentov je podstatne vacsi. Potom vztah pre vypocet
deformacnych veli¢in pri ohybe ma tvar:

S = jM M,
1 EJ

(7.12)

Pre vypocet nosnikov, ktoré st z jedného materidlu a prie¢neho profilu po celej ich
dlZke potom moZzno pisat’:

ZJ'M JM1(x, )i

yll

(7.13)

kde ok je deformacna Vehqlna (priehyb w alebo uhol sklonu priehybovej ¢iary ¢) v mieste K,
n je pocet usekov, l; je dizka i-tého useku, Mo(X) je ohybovy moment na i-tom tseku od
vonkajSieho zat'azenia a ml(xi) je ohybovy moment na i-tom utseku od jednotkového

Stepan Prokofievi¢ TimoSenko (1878, Ukrajina - 1972, Nemecko) Jeden z najvyznamnejsich
vedcov 20. storocia v odbore mechaniky kontinua. V roku 1920 emigroval do USA, kde pracoval
vo firme Westinghouse a na univerzite v Michigane. Od roku 1936 pracoval a prednasal na
Stanfordskej univerzite. V roku 1954 prestal uplne ucit a venoval sa pisaniu novych knih
0 mechanike a pruznosti a pevnosti, ktoré boli preloZené do mnohych jazykov a patria dodnes
k vyhladavanym publikaciam. Od roku 1964 zil v Nemecku. Dodnes sii po iiom pomenované
laboratoria v Stanfordskej univerzite a najvyssie ocenenie Americkej spolocnosti inZinierov —
mechanikov (ASME).
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zat'azenia, ktoré posobi v mieste (K) a smere hl'adanej deformacie (w, ¢). Vztah (7.13)
oznacujeme ako Mohr-Maxwellova veta pre ohyb.

Pod jednotkovym zat'azenim rozumieme:

e zatazenie nosnika jednotkovou silou (F =1) vmieste Kvsmere hladanej
deformécie, ak h'adame priehyb w,

e zafazenie jednotkovym momentom (M =1) vmieste Kvsmere hladanej
deformacie, ak hl'addme uhol sklonu priehybovej ¢iary ¢.

Ak nezanedbame vplyv priecnej sily V a osovej sily N, potom Mohr-Maxwellova veta
pre urcenie deformacie pri ohybe ma tvar (2.36).

7.1.4 Metoda integrovania diferencialnej rovnice priehybovej Ciary

Na ziskanie analytického vyjadrenia priehybov a uhlov pootoceni je potrebné ngjst’
rieSenie diferencialnej rovnice (7.5). Uskuto¢nime dvojnasobnti integraciu vztahu (7.5):

W(x)=p(x)= —jde +C

o EJ, dvojnasobna

x (XM (X) integracia (7.14)

w(x) = —J'[ de]dx BC.x -+ O
o E.

0 y

kde C, D su integracné konsStanty, ktoré uréime z okrajovych podmienok pre konkrétny
nosnik. Okrajové podmienky zavisia od ulozenia nosnika.

7.1.5 Mohrova metoda

V literatiire je Mohrova metdda tiez nazyvana metdéda momentovej plochy alebo
metoda statickej analdgie. Tato metdda vychadza z analégie medzi Schwedler-Zuravského
vztahmi (6.4) a pribliznou diferencialnou rovnicou priehybovej Ciary (7.4).

@ (7.15)

Vypocet deformacnych veli¢in mozno pretransformovat na vypocet fiktivnych
momentov M; a fiktivnych prie€nych sil Vi na fiktivnom nosniku, pricom pre fiktivne
zatazenie plati:

o M(x):> dzw(x)__q _d’M(x)
NENPRENE ke
Hodnota priehybu w zodpoveda hodnote fiktivneho ohybového momentu Ms (Wx=Mgx)

a hodnota uhlu sklonu priehybovej Ciary ¢ zodpoveda hodnote fiktivnej priecnej sily V¢
(pk=Vix), ked zat'azime fiktivny nosnik fiktivnym zat'azenim .

(7.16)

Fiktivne zataZenie Q¢ je priebeh ohybovych momentov na pévodnom nosniku od
skutocného zat'azenia. Fiktivny nosnik je nosnik, ktory vytvorime z povodného nosnika.
Dlzky jednotlivych tsekov st zhodné, pricom jeho ulozenie musi spliat’ okrajové podmienky
(obr. 7.3).
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%
% AQ OB
%w:() w0 mwzo w=0 &4
4?20 l 90 | =0 [ g0 |
skutoény nosnik skuto¢ny nosnik
7%
% A B
M, =0 Mf;so% M, =0 M, =0, 2>
v, = 1 V. %0 _ V. #0 i V,#0
: )
fiktivny nosnik fiktivny nosnik
Obr. 7.3
EA
I‘*? 7.2 RieSené priklady s pouzitim uvedenych metod
Priklad 7.1
1 % Pre nosnik na obr. 7.4 uréte prichyb wk v bode K pomocou 1. Castiglianovej vety.
D:F, a EJy
H: wk
Xy X
K* - 5
W%z e a
a 2a
|RA Y JRB
Obr. 7.4
Reakcie:
3 F
R,=—F; Ry=—
SR LR
Ohybové momenty: Parcialne derivacie:
M (%)
M (x)=-F b ——
(%) ==Fx, Fa
F oM (x
M(x2)=—RE;.x2=—Ex2 %2)=_%
Potom
1 (5 M(x) . % M (x,)
W, =—| | M dx, + | M(x 22dx, |=
= | [ 200 ) Moy
1 (% ® X F.a®
=— | |-Fx (=X )dx, + | ——=X,| =2 [dx, |= ... =
EJyu x-S 2) ] o
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Priklad 7.2
| ;t'k Pre nosnik na obr. 7.5 ur¢te uhol sklonu priechybovej Ciary g v bode A pomocou 2.
Castiglianovej vety.
D:F, a EJ,
H: ()N

V bode A nepdsobi ohybovy moment M ako vonkajSie zatazenie, podla ktorého by
sme robili parcialnu derivaciu, kedZze chceme vyuzit vztah (7.11). V takomto pripade
zavadzame doplnkovy moment Mp ako je to zobrazené na obr. 7.5. Jeho orientacia je v smere
hl'adanej deformacie, resp. predpokladana.

Reakcia Rg:
_F My
9 2
F xl J'ID x2
\ ’%gé,_‘_m y
™ 7%; P
a 2a
|RA v RB
Obr. 7.5
Ohybové momenty: Parcialne derivéacie:
M (x,)=—F.x M) _,
oM,
i M oM (x X
g ¥ T
Potom:
L oM (x,) i M (x,)
= ——| [M(x)—=2dx + [ M(x,)— - dx, | =
Pa E.Jy{! (Xi) oM, Xl"'_! (Xz) oM, X,

<0
1 26‘( F MD)(@ 2F a2
=— || -=x+=2 Xy = o =—
EJ, 3\ 27 2a \2a 3E.J,

Mp bolo pouzité pre parcidlnu derivaciu. V d’alSom vypocte pa sme polozili Mp rovné
nule: Mp =0. Ak je vysledny uhol zaporny, potom predpokladana orientacia doplnkového
momentu je opacna, ako je to v tomto pripade.

Priklad 7.3
. Pre nosnik na obr. 7.6 uréte prichyb wg v bode K pomocou 1. Castiglianovej vety.
% D:F,a EJ,
H: wg
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Fp
X
— vFl v

a a 4
IR, B
Obr. 7.6

V bode K neposobi vonkajsia sila, podla ktorej by sme robili parcialnu derivaciu,
ked’ze chceme vyuzit’ vztah (7.10). V takomto pripade zavadzame doplnkovu silu Fp v mieste
K ako je to zobrazené na obr. 7.6. Jej orientacia je predpokladand, resp. v smere hl'adanej
deformacie.

Reakcie:
Ra=Rg=F+ %

Ohybové momenty: Parcialne derivacie:

F oM X
M(><1)=RA->9=(F+7D)X1 %=§
D
M(xz):RA(a+x2)—F.x2:F.a+%(a+x2) %(XZ)zé(a+x2)
D
Potom:
Bl M(x) . alvl(x)
=2 | [M(x dx, + [M(x,) Sl dx, | =
s E.J-([ Fy le (<) oF, <A
3
:LI dx1+IFa aer)dx2 :...:QF'—a
E.J, K 2 24 EJ,

PretoZe ide o symetricky nosnik, sta¢i, ak horna hranica druhého integralu bude a/2,
nie a. Cize pri symetrickom nosniku staci riesit’ polovicu nosnika a vyraz nasobit’ dvomi.

Priklad 7.4
Pre nosnik na obr. 7.7 urcte prichyb wg v bode K pomocou Mohr-Maxwellovej vety.
D:F, a EJ,
H: wg

Vytvorime systém ,,0° a systém ,,1“. V systéme ,,0“ posobi len vonkajSie zatazenie. V

systéme ,,1°“ posobi len virtualna jednotkova sila F =1 v mieste a smere hl'adaného priechybu.
V kazdom systéme je potrebné vypocitat’ reakcie zvlast’!
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1
2 X
R S LY

A== — A ————————
A W R R B
7 K 7 Z HIK R

el 1 a o o o

I— —
IRAO IRBO RA] IRBI
Obr. 7.7
Reakcie:
RAOZRBOZF RAl:RBl:;
Ohybové momenty v sytéme ,,0: Ohybové momenty v sytéme ,,1:
M1(X )2 Raix, = ﬁ
MO(Xl):RAO'X1: F.x ' iy
Mo(X,)=Raola+x,)-F.x,=F.a Mi(x,)= Rai(@a+x,)= ;(a+ X, )
Potom
2 a a/2 -
] o o ot o, -
Ty Lo 0

a/2 3
:LDF.xiﬁdler I F.a—<a+x2)dx2}=...:§_':'a
, 2 24EJ,

Opét’ bola s vyhodou vyuzitd symetria nosnika. Integraly pre vypocet prichybu Wk su
identické s prikladom 7.3.

Priklad 7.5

Pre nosnik na obr. 7.8 urcte deformacné veli¢iny v bode K metddou integrovania
diferencialnej rovnice priehybovej Ciary.

D: M, I

H: Wk, @k

<

SN

7y
A

Obr. 7.8

Ohybovy moment v mieste x je M(x)= M, potom:

()~ _ M
wi)= E.J,

Vykoname dvojnasobnt integraciu:
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W(x)= p(x)=—| —dx =X 1.
A= E.J,

X 2
w(x):j _MX e =M cxiD

o EJ, 2E.J,
Okrajové podmienky pre vypocet integraénych konstant C a D:
w(x=1)=0
(p(x = I): 0

Prienyb auhol pooto¢enia vo votknuti su rovné nule. Dosadime do vztahov ziskanych
dvojnasobnou integraciou a rieSime ako sustavu dvoch rovnic s dvomi neznamymi C a D:

2 2
—M'I +Cl+D=0 =D=- e

2E.J, 2E.J,
—M—'I+C:0 :>C:—'I
E.J, EJ,

Potom rovnica pre vypocet uhlov sklonu prichybovej ¢iary je:
Mx Ml

D

=y Y

Rovnica priehybovej Ciary je:

Mx? Ml M.I?
(x)=— B X—

Bl E:J  2EJ,

Pre vypocet gk a Wk dosadime za X nulu, ked’ze bod K je v mieste x=0. Potom ¢k a W
vypocitame:

M.
=
Pk (D(X ) EJ,
W, =W(x=0)=— A
2EJ,
]
y X
%
yA

A

L

Obr. 7.9

Priehyb wx ma preto zapornu hodnotu, lebo nastava v smere zapornej osi z ako
zobrazuje obr. 7.9. Kladny smer ¢ je proti smeru hodinovych ruci¢iek a kladny smer w je v
smerom nadol.

Vyhodou tejto metody je, Ze po ziskani rovnice pre uhol sklonu priehybovej Ciary
a rovnice pre prichybovu ¢iaru mozno urcit' W a ¢ v 'ubovol'nom bode nosnika.
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Priklad 7.6
Pre nosnik na obr. 7.10 urc¢te deformacné veli¢iny v bode K a L Mohrovou metédou.
D:M,a,b
H: WL, ok

Ked’ze chceme vypocitat’ prichyb v bode L, potrebujeme vypocitat’ vel'kost” fiktivneho
momentu Mg vbode L a pre uhol sklonu prichybovej ¢iary v bode K velkost’ fiktivnej
priecnej sily Vi, pretoze plati:

W =Myg; O =V

skjlcltocny SIS M , V; a M¢ na fiktivnhom nosniku:
1 X,
/ Vi (Xl): e - %, Vi (Xz): g;.b
L K 2
b
L NfL B M, (4)= -0, %5 M) =, 5+,
pricbeh M na . 12 )
N Uhol sklonu priehybovej ¢iary v bode K:
skutocnom M
nosniku M w Vik :Vf(xlzb):qf'b:E:(DK
~y
Priehyb v bode L:
fiktivny nosnik b
| o MfL:Mf(xzza):—qf.b(E+aj:
/ EJ, M b e
% x - = Ea Lt
2 .
%‘ a . b ’
Obr. 7.10
Postup:

1. Zostrojime priebeh ohybovych momentov M pre skuto¢ny nosnik (obr. 7.10).

2. Zostrojime fiktivny nosnik. V tomto pripade skuto¢nému volnému koncu zodpoveda
fiktivne votknutie, skutoénému votknutiu zodpovedd fiktivny volny koniec (obr.
7.10). Rozmery nosnika st rovnake.

3. Fiktivny nosnik zat'azime fiktivnym zat'aZenim, ktoré zodpoveda priebehu skuto¢nych
ohybovych momentov z bodu 1 (obr. 7.10).

4. Urc¢ime Vi a Mg na fiktivnom nosniku. Tieto veli€iny zodpovedaju skuto€nym ¢k
aWw..

Priklad 7.7

Pre nosnik na obr. 7.11 uréte deformacéné veli¢iny v bode K vyuzitim Castiglianovych
viet, Mohr-Maxwellovej vety, metody integracie diferencialnej rovnice prichybovej Ciary
a Mohrovou metodou.

D: F = 40kN, | = 3,4m, E = 2.10° MPa, J, = 11.10’ mm*
H: Wk, ¢k
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& Zo
% -
/// i 2
¥ B
- 238
Obr. 7.11
Vyuzitie Castiglianovych viet
Urcenie Wk
2
7 X
|¢—
K
[
Obr. 7.12
Ohybovy moment a parcidlna derivécia:
M (x)=—F.x oM (x)__x
oF

Uvedené dosadime do vztahu (7.10) a rieSime:
| | | 3
WK=i M(x)aM(X)dx: z I(—F.xX—xbx:— Eas i
EJ, % oF EJ, % y

_ 40.10° N.(3400mm)’
3.2.10°MPa.11.10" mm*

=23,82mm

Priehyb nosnika v bode K je 23,82mm.

Urcenie pk
F
% x
3
K
i ! | ¢ My=0
Obr. 7.13
Ohybovy moment a parcidlna derivécia:
oM (x)

M(x)=-F.x—M, N
D

Uvedené dosadime do vztahu (7.10) a rieSime:
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1! QM ' 1 [_x]  FP
TEJ I S om, ¥ e 5l P2k =2 5 {F?} T2EJ,
0 Jy o "~y 0 My
3]
_ 40.15) N.(3400rT1m) 0,0105rad —0,6°
2.2.10°MPa.11.10° mm
Uhol sklonu prichybovej ¢iary nosnika v bode K je 0,6°.
e Vyuzitie Mohr-Maxwellovej vety
Urcenie Wk
I3 1
7 X 7 X
|
K K
/ [
’,OG‘ ,,1“
Obr. 7.14
Ohybové momenty v systéme ,,0“ a ,,1°:
M,(x)=—F.x M, (x) = —1x

Vyuzitim vztahu (7.16) dostdvame:

Wy = ELJY-:[ MO(X).Ml(X)dX = i':[(_ F.X)(—I X)dx r FI3

Jy 3E.J,
Urcenie gk
' _
7 X v o 1
| % - >
K K
[ {
’,O“ ,,1“
Obr. 7.15
Ohybové momenty v systéme ,,0 a ,,1°:
M,(x)=—F.x M, (x) =1
Vyuzitim vztahu (7.13) dostdvame:
D 1 F.I2
= M M dx = 1dx =
"TEg, oM EJy-([ P2k 26,

e Metoda integrovania diferencialnej rovnice priehybovej Ciary
Urcenie Wk, pk
Vyuzijeme pribliznli diferencidlnu rovnicu priehybovej ¢iary (7.5). Ur¢ime ohybovy
moment rieSeného nosnika a dosadime do (7.5):
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M (x)=—F.x
e 2
wix)= J,
Y

7 X

r—

K

[
Obr. 7.16

Vykoname dvojnasobnt integréciu:

! T 2EJ,

2 3
W(x) FX_ L clix=—2_1cx+D
2E.J, 6E.J,
Pre vypocet integraénych konstant C a D vyuzijeme okrajové podmienky:
w(x=1)=0
go(x = |)= 0
FI° FI°

+Cl+D=0 =D=
6E..Jy 3E.Jy

2 2
FRC— S Fl
2E.J, 2E.J,

'—.

Dosadime:
F.x2 F.I2 F.I?2
o(x)=— "~ x=0)
2E.J, 2EJ,
3 2 3 3
W(x): F.x B F.l ) F.l :>WK:W(X:O): Fl
6E.Jy 2E.Jy 3E.Jy 3E.Jy

@(X) je rovnica sklonu prichybovej ¢iary a w(X) je rovnica priehybovej ¢iary a mozno
ich pouzit’ pre vypocet ¢ a w v ktoromkol'vek mieste nosnika, ktory je uréeny stiradnicou X.

e Mohrova metoda

Urcenie Wk , pk

Plati: w, = Mg & =V

Vyuzijeme postup uvedeny v priklade 7.6.

Kedze priebeh ohybovych momentov na skutoénom nosniku je trojuholnikovy,
pricom M __, =F., potom fiktivnym zatazenim bude trojuholnikové spojité zat'azenie
s velkost'ou:

F.

O =——
)
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Aby sme vypocitali Wk , gk, ur¢ime reakcie Ms a Rs vo votknuti fiktivneho nosnika.
Urcenie reakcii:

1 1
—Rf+5qf.|20 :Rf:qu.l
1 2 1
Mf—zqf.lglzo :>Mf:§qf.|2
- F
% skutoény nosnik X {
_ K
_ ;
priebeh M na skutoénom
nosniku
Fli “WMMWWWWWW
EJ
¥ Rf
fiktivny nosnik X
, M;
ds
yl
Obr. 7.17
Potom:
i F.I?
=V, =R ==¢q, .l =
P = Vi TT5 o 2E.J,
1 F.I°
Wi =My =M; :§Qf-|2 i 3E.Jy

Z prikladu rieSeného podla Styroch uvedenych metdd moZno vidiet, Ze vSetkymi
metodami bol ziskany rovnaky vysledok, odliSnost’ bola v sposobe ziskania tohto vysledku.

Priklad 7.8

Pre ocelovy lomeny nosnik podla prikladu 6.6 na obr. 6.16 urcte priehyb wg
(posunutie v horizontalnom smere) v bode K vyuzitim Mohr-Maxwellovej vety, ak priecny
prierez je obdlZnikovy 50x100mm.

H: wg

Kvadraticky moment k centralnej osi y:
B b.h? B 50.100°

YT 12T 12

Ohybové momenty My:

J

mm?® = 4166 666,7 mm?
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2
M, (y,)=M — F.y, + ql.y?l

2

M,(X,)=M —F,.x, — F.2l +q,.2I1> — q,. —2

Vytvorime sytém ,,1 pre vypocet prlehybu Wk ha obr. 7.18.

A
T =
gl |
K

Obr. 7.18
Ohybové momenty Mj:
ml(yl) =1 Y1
M,(x,)=1.2l

Mohr-Maxwellova veta pre vypocet prichybu wg:

W, = UM y, M, (y, )dy, + J M, 1(x2)dx2J =

21

2
:ﬁ I(M Fy1+q1yJ1yldyl+I[M F,.x, — F.21 + .21 = q,. leIdxj
0

21

=EL I(M.yl Fy1+qujdyl+j|v|2| F,%,.21 - F,.417 + ,.41° - q,.1.X2 ) dx }

J 0
1 ys y4 2l o |
“E 3, {M F1-?1 -+ ql.gl} + {M 2L.x, — B2 — FL417.x, +q,.41° X, — q2.l.§2}
0 0
12M - 20F,1 +18q,1> - 3F, 1 —q,.l
3E J, G- 0 )
g, =0,, potom:
|2 \
Wy = 3T, (12M - 20F,1 +17q,1% - 3F, 1)

Po dosadent:
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(1000mmY’
W, = - -
3.2.10°MPa.4 166 666,7 mm

(12.2.10° Nmm- 20.10° N.1000mm-+17.3Nmm.mm (1000mm )’ —3.2.10° N.1000mm )=

=19,6 mm
Vysledok ziskany uvedenym analytickym vypoctom mozno porovnat s vysledkom
numerického vypoctu pomocou metddy konecnych prvkov na obr. 7.19.

Displacement X {(WCS)
{mm) . et

Deformed Location: Beams

Mox Disp  +1.9619E-0l S
Scale  [.0I94E+0] £ S 4pet0d
Loodset:LoadSefl 2 27+

Obr. 7.19

7.3 Vyuzitie komerc¢ného softvéru pre urcenie vnutornych sil
a deformacnych veli¢in

Na simuldciu mechanického sprévania sa konstrukcii mozno pouzit’ softvér ureny pre
takéto vypocty. Jednou z moznosti je softvér PTC Creo Simulate vyuzivajuci na vypocet
metddu kone¢nych prvkov (MKP) [pozri 18], ktora je numerickou metdodou. Existujii rozne
komer¢né vypoctové softvéry s roznym rozsahom funkcii vyuzivajuce klasicki MKP, resp.
metodu hrani¢nych prvkov alebo iné vypoctové metddy.

Prakticky vSetky sucasné programy pre rieSenie konkrétnych problémov technickej
praxe, ako aj vedecko-vyskumnych problémov, v Sirokom rozsahu aplikacii, vyuZzivaji vo
svojej vypoctovej Casti MKP, z anglického Finite Element Method (FEM). Medzi komercné
vypoctové komercné softvéry patria PTC Creo Simulate (predtym Pro/Mechanica), ANSYS,
ADINA, COSMOS/M, MSC/NASTRAN, SAP IV, NONSAP a iné.
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Zadanie prikladu:

D: F=4kN, g=4kNm-1, M=5kNm, a=b=1m, c=2m, E=2.10°MPa

- (13 (13
H' ”V 9 ”M 9 WmaX’

O max

HMH

F

CB

1

M

120

J0,

Vysledky numerického rieSenia

7000.00
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3000.00 |

2000.00 _]
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0.00
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8.00e+06

7.00e+ 06

6.00e+ 06

H
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0.00e+ 00
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T 1
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I T
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Curve Arc Length (mm)

T
3500.00

1
4000.00

0.00

500.00

T
1000.00

Maximalny priehyb: Wnyax=6,09mm
Maximdlne redukované napitie podl'a HMH hypotézy pevnosti: oreq " =44,64MPa

T
1500.00

2000.00

T
2500.00 3000.00

Curve Arc Length (mm)

Window Analysis

Analysis

T
3500.00

-
-
=

1
4000.00

Obr. 7.20
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Zadanie prikladu:

D: M=20kNm, F; =40kN, F, =10kN, g=20kN/m, a=1m, D=300mm, E=2.10°MPa
H:,,V, .M, Wnax O'malevIH

F1 q

M
v 4 4 4[4
%

2a 4a t—a F,

Vysledky numerického rieSenia

O
£ -10000.00 \.\ O
-20000.00 _]

Q00 100000 200000 300000 400000 500000 6000 00 7000 00

1 ' H ' ! ' I ' ] ' ! ' !
000 1000.00 2000.00 3000.00 400000 500000 6000.00 7000.00
Dlzha fmm,

Maximalny priehyb: Wmax=2,87mm
Maximéalne redukované napétie podla HMH hypotézy pevnosti: oreq " =30,18MPa

prichybova krivka: Wmax

N
AN
\ max pred deformaciou
Ored

Obr. 7.21
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Zadanie prikladu:

D: F=10kN, q=4kN/m, M=5kNm, a=b=0,8m, c=2m, E=2.10°MPa

. HMH
H: ”V“a ”M“, Whmax, Omax
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Maximélne redukované napitie podl'a HMH hypotézy pevnosti: greq " =90,82MPa

Obr. 7.22
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Zadanie prikladu:
D: F=10kN, g=4kN/m, M=5kNm, a=b=0,8m, c=2m, E=2.10°MPa
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Obr. 7.23
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Obr. 7.20 — 7.23 znazornuju graficky vysledky numerického rieSenia prikladov podl'a zadania.
Nula na zvislej osi je ozna¢ena obdiznikom. Mozno porovnat’ vysledky ziskané analyticky
a numericky, teda dvoma odliSnymi sposobmi. Vysledné hodnoty s zhodné, odliSnost’ je
Vv metdde vypoctu, t.j. v sposobe dosiahnutia tychto vysledkov. Numerické rieSenie pomocou
softvéru Pro/Engineer Wildfire Mechanica navySe obsahuje vizualizaciu priehybovej krivky
(dole). Pri vyuziti funkcie animacie mozeme sledovat’ ako sa deformuje nosnik vplyvom
vonkajSicho zat'azenia, ktoré pri animécii akoby narastalo od nuly az po kone¢nti hodnotu
zat'azenia a spat), aj ked’ ide o staticku analyzu.
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8 TEORIA PRUZNOSTI

8.1Napitost’ v bode telesa

A

I? Napitost’ je stav telesa, ktory vznika v dosledku pdsobenia vonkajSich sil na teleso.
Napitia su vysledkom vzajomného posobenia Castic telesa. Napétie a deformacia sa menia v
telese z bodu do bodu vplyvom vonkajsich sil. Bod telesa mozno znazornit’ ako diferencialny
element, t.j. kocku, s nekone¢ne malymi rozmermi dx, dy, dz (obr. 8.1). Na jednotlivych
plochéch diferencialneho elementu posobia uplné (vSeobecné, vysledné) napétia px, Py, Pz, P'x

pIYI p'Z-

diferencialny
M, ;

element . > { 7 )!
Fl e = )

Pre uplné napiétia plati:

P = Py
Py =Py (8.1)
p,=p,

Kazdym bodom telesa mozno prelozit’ nekonecny pocet rovin. Napétost’ v bode telesa
je jednoznaéne uréena napitiami pdsobiacimi na tri navzajom kolmé roviny prelozené tymto
bodom.

Ak vedieme telesom na obr. 8.1 rezovt rovinu tak, aby jedna plocha diferencialneho
elementu z obr. 8.1 lezala v rovine rezu, potom mozno rozlozit’ Giplné napitie px na normalovu
o a Smykovu 7 (tangencialnu) zlozku (obr. 8.2).

M, Ay
Fl k1l y

Obr. 8.2

Na diferencialnom elemente z obr. 8.1 mozno urobit rozklad Uplnych napati na
vSetkych rovinach diferencidlneho elementu, ¢o je znazornené na obr. 8.3, kde je rozklad
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zobrazeny len na viditeInych rovinach diferencidlneho elementu a vSetky zobrazené napitia
su kladné.

Napitost v bode telesa mozno symbolicky
zapisat’ tenzorom napitia:

Oy z-xy [%:
T, =l 0y 7, (8.2)

Tox sz o,

Tenzor napétia obsahuje devét zloziek napiti, a to
tri normalové napitia: oy, gy, 0; a Sest Smykovych napiti:
Txy, Tyz Tz Tyx Tzy, Txze gmykové zloZka napétia mé dva
indexy. Prvy index urCuje smer normaly k ploche, na
ktorej toto napédtie posobi a druhy index urcuje smer
Obr. 8.3 pOsobenia tohto napitia.

Pre normalové zlozky napitia sa oznacenie s dvomi indexmi nepouziva (nie oxx, ale
Ox).

V navzdjom kolmych rovinach pdsobia rovnako velké Smykové napétia, ktoré su
orientované od alebo ku spolo¢nej priesecnici (hrane) tychto rovin. Tato skutocnost je
oznacena ako zdkon zdruzenosti Smykovych napéti. Plati:

Txy = Tyx
z-yz o sz (83)
(=T

ZX XZ

Pootocenim diferencialneho elementu z obr. 8.3 mozno najst’ taka jeho polohu, kedy v
navzajom kolmych rovinach nepdsobia $mykové napitia, len normalové napitia. Tieto
normalové napétia si nazyvané hlavné normalové napétia a oznacujeme ich o1, 07, 03. Ide 0
extrémne hodnoty normalového napitia (obr. 8.4).

Napitost’” v bode telesa zobrazenii na obr. 8.4
zapiSeme tenzorom napitia:

o

i F T, O_l 0 0
| ™, o (8.4)
a | | 2 : 0 0 o
r ------ [ Hlavné normalové napétia st indexované:
- | - 0,220,220, (8.5)
N / I ’ Roviny, v ktorych posobia hlavné normalové
Obr. 8.4 napitia sa nazyvaju hlavné roviny a normaly hlavnych

rovin nazyvame hlavné osi napétosti.

Tenzor napdtia moZno rozlozit' na dva tenzory, a to gulovy (objemovy) tenzor K,
a deviator napitia Dy:

T =K_+D, (8.6)
alebo
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Oy Txy Txz O 0 0 Oy — O Tyy Txz
Ty O, T,|=|0 o, 0|+ 17, o0,-0 7, (8.7)
Tox sz o, 0 0 Os T sz G, — O

kde o5 je tzv. stredné napétie:
o,+0,+0
o, = St Bt 3y z (88)

Gul'ovy tenzor spdsobuje len zmenu objemu diferencidlneho elementu, bez toho, aby
doslo k zmene tvaru (menia sa len rozmery bez zmeny tvaru) a deviator napétia sposobuje len
zmenu tvaru, bez toho, aby doslo k zmene objemu.

Rozoznavame tri zdkladné druhy napétosti, a to:
e priamkovu (jednoosovu) ,
e rovinnu (dvojosovu),

e priestorovu (trojosovi).

8.2 Priamkova napiitost’

Priamkové (jednoosova) napétost’ je napitost’, kedy v dvoch protilahlych rovinach su
napitia nenulové a v ostatnych rovinach st rovné nule. Obr. 8.5 znazoriiuje diferencidlny
element priamkovej napétosti, ktora sa vyskytuje pri tlohach jednoduchého t'ahu a tlaku.

F F

|
a0 i o,
= : I — -- - _‘_EH_'_ ........... e —
I F,—17._ 0,=0.

PR I B 1 Yx

Obr. 8.5

Chceme urcit’ napitia o, 7, v lubovol'nej inej rovine u, ktora je odklonena od smeru oy
(X — os pruta) o uhol ¢ a prechadza danym bodom (obr. 8.6). Ak pozname hlavné napitia v
rovinach diferencidlneho elementu, potom mozno ur€it’ o, 7,. AK by sa v rovine u nachadzal
zvar, potom tento zvar by bol namahany napatiami o, 7.

g[) napr. zZvar

L/

‘F_\Y/—F'
A\

Napitia o, 7, odvodime zo statickych podmienok rovnovahy pre odrezanii Cast’
diferencialneho elementu priamkovej napatosti podl'a obr. 8.7.
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9
Il
S
Il
=
dy

S
Il

dx

Obr. 8.7

Y F,=0; 0,dN -0, cospdA=0 -

> F=0; 7,dA' -o,singdA=0 '
Zaroven mozno pisat’:

cosp=I8 — qa= 92 (8.10)

dA' Cos @

Potom z (8.9) po dosadeni (8.10) vyplyva:

o, =0,008" @

(8.11)

t,=0,SINPCosp = %sin 2¢

V praxi nds zaujimaju extrémne hodnoty napiti, podla ktorych dimenzujeme
konstrukcie. Mozno urcit' roviny, v ktorych normalové a Smykové napitia nadobudaju
extrémne hodnoty pri priamkovej napétosti.

Extrémy normalového napitia (omax) a Smykového napdtia (tmax) mozno zistit’ podl'a
tab. 8.1. Maximalne normalové napétie omax j€ V rovine ¢=0° (obr. 8.8) a maximalne Smykové
napétie Tmax J€ V rovine p=45°a 135°.

p=0°
450 p=135°
g TN
9=90° 77 ( o=0 | F,
7=0
¥ )%
o=o0xl2  o=oy E o0=0,/2
7= 0y/2 =0 =0y/2
Obr. 8.8
Tab. 8.1
Uhol @=0° @ =45° @ =90° @ =135°
Normilové | o(p=0°)=0, o0y | olp=90°)=0 o\ Oy
napitie o(p=45°)= > o(p=135°)= >
Smykové r(p=0°)=0 o Oy (¢ =90°)=0 o o,
napiie r(p=45 )=? 7(p=135 )=—7
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8.2.1 Mohrova kruZnica pre priamkovu napitost’
Ur¢it’ napitia oy, 7, v 'ubovol'nej inej rovine u prechddzajicej danym bodom mozno aj
graficky. Na grafické rieSenie priamkovej napétosti pouzivame Mohrovu kruznicu.
Po uprave vztahov (8.11), ich umocneni a s¢itani dostavame:

(a_%j o :(%j (8.12)

Uvedena rovnica je rovnicou kruZnice: (Xx-m)>+y?=R? kde na 0s x-ovi sa vynasaju
normalové napitia g, na 0S y-ovu Smykové napitia 1. Stred Mohrovej kruznice od pociatku

, . . p g O, g.q O,
suradnicového systému je m= 7)( a jej polomer R=—*.

Suradnice kazdého bodu Mohrovej kruznice predstavuju napétia o, a 7, V rovine
odklonenej od smeru oy 0 uhol ¢.

Postup zostrojenia Mohrovej kruznice pre priamkovu napétost’ (obr. 8.9):
1. Nanesieme oy na 0s o, napr. IMPa zodpoveda Scm.

2. Zostrojime bod A [o, 0], ktory udava napitie v hlavnej normalovej rovine a bod B [0,
0] udéava napétie v rovine kolmej na hlavni normalovu rovinu.

3. Ur¢ime stred Mohrovej kruznice S [%, 0].

4. Zostrojime Mohrovu kruznicu.
5. Nanesieme uhol 2¢ s vrcholom v bode S.

6. Priesecnik Mohrovej kruznice a ramena uhlu 2¢ je bod D [o,,7,], ktorého sturadnice
zodpovedaju hl'adanym napétiam. Spojnica SD je normalou.

B=0

8.3 Rovinna napiitost’

Rovinnd (dvojosovd) napitost’ je napitost, kedy v dvoch protilahlych rovinach
diferencidlneho elementu su napdtia nulové a v ostatnych rovindch st napétia nenulové.
Diferencidlne elementy rovinnej napitosti s tenzormi napétia su na obr. 8.10.
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I O I_ Txy Ox
L | [l

=7z,=0

Xz yz

/ B lo‘ 01Oy Tyy # 0

O,=T7

|

T _[on 0

()

0 o,

Obr. 8.10
Ur¢ime napétia o, 7, v l'ubovolnej inej rovine x U rovinnej napétosti. Vychodiskom
pre odvodenie tychto napiti je obr. 8.11.

2 HJ :
c,=0,C08" ¢p+0,SIN" @+, 5IN2¢ =

o,+o, 0,—-0, ! (8.13)
= + Cos 29+ 7,,SIN 2¢
2 2
(=N o .
T,= Tsm 2¢—1,,C0S 2¢ (8.14)

Napiitia g, a 7, nezavisia od dA a materidlovych konstant,
ale su funkciou uhla ¢.

3 Napitia oy, oy na obr. 8.11 nie si maximalne napdtia a
Obr. 8.11 smery X, Y, nie su hlavné osi napétosti 1, 2. Hl'adajme extrém pre
normalové napitie.
Hrladanim extrému funkcie (8.13) o = O'((D) najdeme maximéalne normalové napitie
o1 @ minimalne normalové napétie oy:

Po. +o,

2
er=— + (O-X;O-yj +7a (8.15)

kde o1 » st hlavné normalové napétia (extrémne hodnoty normalovych napiti).

Roviny, v ktorych pdsobia o1, sa nazyvaju hlavné roviny a normaly tychto hlavnych
rovin nazyvame hlavné osi napitosti.

Ox

L

Obr. 8.12

141



Zuzana Muréinkova: PRUZNOST A PEVNOST 1., Teéria a priklady
on-line vysokoSkolska u¢ebnica, ISBN 978-80-553-1567-6

Derivaciou rovnice (8.13) dostaneme uhol odklonu normaly hlavnej roviny ¢y:
oo,

op

27,
—0= tg2¢, =2 (8.16)
- o, —O.
P=Pn X y

Vztah (8.16) urcuje dve navzajom kolmé smery s uhlami ¢y @ @u2 = @uitn/2
zobrazené na obr. 8.12.

Ak by sme do rovnice (8.14) dosadili za 2¢p = 2¢y dostali by sme, ze v hlavnych
rovinach su Smykové napitia z = 0.

Plati, ze sucet normalovych napéti v dvoch 'ubovol'nych navzajom kolmych rovinach
v tom istom bode telesa je konstantny a je rovny suctu hlavnych napéti.

o, + 0o, =0, + o, =konst. (8.17)
Hladajme extrém pre Smykové napitie 7. Pri ¢ = £45° (sin2¢ = +1) Smykové napitie 7
ma extrémnu hodnotu (obr. 8.13):

r . = % (8.18)

Obr. 8.13
Ak napitost’ v bode nie je ur€ena hlavnymi normélovymi napétiami o a a2, potom:

2
7, =i\/(6x ;Gyj +22, (8.19)

Rovinnd napétost’ sa vyskytuje u tenkostennych nadob, Skrupin, tenkych dosiek (obr.
8.14), u otvorenych hrubostennych nadob, v pripadoch kombinovaného namahania (o, 7). Na

obr. 8.14 je priklad rovinnej napitosti, t.j. doska konstantnej hrubky (hrubku mozno
zanedbat)), ktora je zat'azend v rovine dosky.
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8.3.1 Rovinna deformacia

Ide o Specidlny pripad napitosti. Deformacia ¢, v smere kolmom na prie¢ny rez je
vel'mi mal4, v porovnani s deformaciou v d’al§ich dvoch smeroch. Deformaciu &; mozno preto
zanedbat’. Hovorime potom o rovinnej deformacii.

Diferencialny element rovinnej deformacie je na obr. 8.15. Zaroven obr. 8.15
znazornuje priklad rovinnej deformacie, ide o hrubostennu rirku zatazenu vnutornym tlakom

|7
o I Ty 5z=sz=Tyz=0 \\\ { N 1
N P » S &
a, 0410y,0,,Ty 7 \ ) .
’\V .
lﬂ_\ '
Obr. 8.15
8.3.2 Cisty $myk
Ide o Specialny pripad napétosti. Diferencialny element Ty
¢istého Smyku je na obr. 8.16. —
Na obr. 8.17 je priklad ¢ist¢ého Smyku. Ide o hriadel I Ty
naméhany jednoduchym kratenim. Ak na povrchu vyberieme
diferencialny element budua Smykové napitia, ktor€ si maximalne, l
v r . . e i v ’ Xy
rozlozené ako zobrazuje diferencialny element vl'avo. Pooto¢enim o
tohto diferencidlneho elementu o +45° ziskame diferencidlny Tyx
element s hlavnymi normalovymi napétiami (vpravo), kde o1= o Obr. 8.16

a 02= - 0. Pri ¢ = £45° $mykové napitia maju extrémnu hodnotu.

==)- TIIIRX

]
e

max o

Obr. 8.17
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b)

Obr. 8.180br. 8.18 ilustruje dosledok uvedenej skutoénosti v praxi na charakter lomu.
Lom je porusenie homogenity materialu v celom priereze (trhlina — v ¢asti prierezu). Hriadel
z krehkého materidlu (napr. liatina) ma lomovu plochu tvaru skrutkovice (obr. 8.18a). Je
poruseny tahovym hlavnym normalovym napitim o;, ked'ze krehky material ma lepSie
vlastnosti v tlaku ako v tahu. Ide o staticky krehky lom.

Hriadel' vyrobeny z huZevnatej ocele sa porusi v priecnom reze — rovinna lomova
plocha (obr. 8.18b), ¢o spésobia Smykové napitia, ktoré st pre hizevnaté materialy viac
nebezpecné ako normalové.

8.4 Priestorova napiitost’

Priestorova (trojosova) napétost’ je napdtost’, pri ktorej napitia vo vSetkych rovinach
st nenulové. Diferencialny element priestorovej napitosti je na obr. 8.3 a 8.4.

Priestorova napétost’ sa vyskytuje u kombinovaného naméhania, u hrubych dosiek,
u uzavretych hrubostennych nadob, v miestach kontaktu telies, pri koncentracii napétia a pod.
Prikladom priestorovej napitosti je obr. 8.19, kde rozlozZenie napiti pri plneni formy je
priestorové.
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Obr. 8.19

8.5 Deformacia v bode telesa

Pri zatazeni telesa vznika okrem napitia aj deforméacia. Deformécia je v kazdom bode
telesa r6zna. Deformécia telesa je jednoznacne uréend mnoZzinou posunuti vSetkych jeho
bodov. Deforméciou v bode telesa rozumieme pomernu deforméciu diferencidlneho elementu
telesa, ktory obsahuje tento bod. Deformaciu v bode telesa pre priestorovu napitost’ mozno
vyjadrit’ pomocou tenzora deformacie:

B 7x
.
T = %y £ 72” (8.20)
Yo Ty o
2l

kde & st pomerné deformacie v smere osi X, Y, Z @ y st skosy v jednotlivych rovinach.

Pre priestorovli napétost ma tenzor deformdécii vyjadreny pomocou hlavnych
pomernych deformadcii tvar:

g 0 0
T.=|/0 ¢ O (8.21)
0 0 g

Medzi tenzormi napitia a deformacie plati vztah, tzv. zovSeobecneny (rozSireny)
Hookeov zakov.

8.5.1 Zovseobecneny Hookeov zikon pri priamkovej napiitosti

Uréme deformaciu diferencidlneho elementu s rozmermi dx, dy, dz, na ktory posobi
len normalové napétie ox.
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P
¥
vbl
3|
< A Al .
Adx
_

Obr. 8.20

Diferencialny element na obr. 8.20 predstavuje deformaciu v bode pri tahanom prute.

Z pozorovania deformacie tahaného prata okrem predlzenia ¢4 sa diferencialny element (prut)
priecne z(zi o pomerné hodnoty ey a €, ktoré su rovnakeé.

Adx o,
E. = =

““dx E

g, SR | O (8.22)
y E

& _—A—dz_— &y S = ﬂ_é‘

e =

Z uvedeného vyplyva, ze priamkova napitost’ vyvolava priestorovi deformaciu.

Rovnice (8.3) predstavuju zovseobecneny Hookeov zakon pre priamkovu napatost’, ktoré st
nazyvané aj rovnice elasticity.

8.5.2 ZovSeobecneny Hookeov zakon pri rovinnej napitosti

Pri rovinnej napétosti na obr. 8.21 pdsobia na diferencialny element s rozmermi dx, dy
a dz normalové a Smykové napétia. Element sa deformuje. Deformacné ucinky na element st

superponované, ¢o zobrazuje obr. 8.21 Normalové napétia spdsobia deformaciu Adx, Ady
a Adz, z ¢oho mozno vypocitat’ pomernt deformaciu stran elementu:

3
g\‘ q__(_)-_\_ ] v Tyx
____________ 2 ™ B T Txy

| — 90°%-7,,

. (Tx (Tx+ + l, IX}‘r

-------------- -- | Txy S e )

Adx l L Adx T ¥ Vv

o, 4y 2

}.
Obr. 8.21

Adx Ady Adz
Sl W ., = ——
dx Yody Yoz

(8.23)
Smykové napitia spdsobia uhlovi deformaciu ¥xy» Nazyvanu skos, ¢o je zmena pravych uhlov
diferencialneho elementu.

Pomerna deformaécia &' od normalového napétia oy:
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1 Ux
g'=—=
E
o
e, =—u—= 8.24
i = (8.24)
&'=— 9
z H E

Pomerna deformacia &" od normalového napitia oy:

O,
" y
g''=—pu—
X H E
O,
5= (8.25)
O,
] y
g ==
z K E
Skos od 7yy:
TX
j/xy:Ey (8.26)

Sc¢itanim jednotlivych Uc¢inkov dostavame zovSeobecneny Hookeov zakon (rovnice
elasticity) pre rovinnu napatost’:

x'+gx :l( X —,LlO'y)

& =¢
E
1 n 1
Gy = Gy TS E(O'y _'uo-x)
(8.27)
£, =&, +E,''= —ﬁ(ax gl O'y)
=
TX
7/xy _Ey

V $pecidlnom pripade, ak ¢; je vel'mi malé, moZzno ho v praktickych tlohach
zanedbat’, a vtedy hovorime o rovinnej deformaécii.

Ak pootocime diferencidlny element na obr. 8.21 o urcity uhol tak, aby Smykové
napitia boli rovné nule, potom na diferencidlny element posobia len hlavné normélové
napétia (obr. 8.22) a potom uhol skosu takto orientovaného elementu je nula (nedochadza
k zmene pravého uhlu elementu) a vzniknuté pomerné deformacie € mozno oznacit’ €; a &2, €o
st hlavné pomerné deformacie.

Pre izotropné materidly st smery hlavnych normalovych napiti zaroven aj smery
hlavnych pomernych deformacii. Hlavné normalové napétia a hlavné pomerné deformacie su
extrémne hodnoty.
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Tenzor deformacie pre element na obr. 8.22 je:
g 0
0 ¢

T =

€

(8.28)

Obr. 8.22

8.5.3 ZovSeobecneny Hookeov zakon pri priestorovej napitosti
Postupujeme podobne ako pri rovinnej napétosti, teda superponujeme ucinky napéti na
diferencidlny element a ur¢ime deforméciu od napéti oy, gy, 07, Txy, Tyz Tzx @ sCitame zloZky
deformacie. Dostdvame zovSeobecneny Hookeov zdkon (rovnice elasticity) pre priestorovi
napatost’:

sy A
5X=é[ax—,u(0'y+az)] 7xy=%= (;u)fxy
&, = é [Gy —ulo, +o, )] Yy = % = @ryz (8.29)
= Llo, - o +o,) =z 2rs),

Rovnice (8.29) mozno pouzit’ aj pre rovinnu napdtost’, ak gy, 7y, Tx poloZime rovné
nule, aj pre priamkovt napétost, ak oy, 0y, 7xy, Tyz, Tzx polozime rovné nule. Modul pruznosti
v Smyku G je vyjadreny pomocou vztahu (5.1).

Uvedenych Sest’ rovnic mozno zapisat’ ako maticovu rovnicu:
£e=Co (8.30)
kde ¢ je stlpcova matica tvorena Siestimi zlozkami T, 6 je stlpcova matica tvorena Siestimi

zlozkami T, a C™ je inverzna matica materidlovych (elastickych) konstant. Maticova rovnica
(8.30) ma tvar:

= . 0 0
E E E
& _é é —é 0 0 0 | o«
K K om 1 0 0 0 %
& O
oo A2 ES 2+ 1) z (8.31)
| 0o 0 o0 . H 0 0 |%
7, yz z-yz
20 los o @ 2(1; 4 -
0 0 0 0 o 24
L E
Inverzny tvar zovSeobecneného Hookeovho zékona je:
6=Cs (8.32)

kde C je matica materialovych (elastickych) konStant. Z rovnic (8.29) mozZno vyjadrit
napitia:
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E E.u
= =ZG. ﬂ/
o, (1+,u)gX+(l+,u)(1—2,u)(gx+8y+gZ) &, + (5X+5y+gz)
E E.u
o, (1+ﬂ)5y+(1+ﬂ)(1_2ﬂ)(8x+8y+gz) g, + (€X+8y+é‘z)
E E.u
o, = g, + e +e,+¢&,)=2G¢g, + A, +¢, +6&,
(L+ ) @+ﬂmr2ﬂ% ve) (oo, va) (6.33)
xy:2(1+#)7/xy_ yxy
E
= G
yz 2(1+ )j/yz j/yz
E
=———v, =G.
TZX 2(1+#) 7/2)( 7ZX
kde A je Lamého konstanta. Potom:
1) L R 0 0
1-pu 1-u
B 7 7 -
- 1 = 0 0 0
O-X 1_[Ll 1_/,1 gX
Oy H H &y
—— = 1 0 0 0
hy| Qrul=24) ¢ o o 1222 0 |7
z. 2(1—/1) Yyz
1=2u
T, P 0 0 ([ Zul
- 21~ p) ;
0 L0 0 ]
I 2(1- 4]

Uvedené vztahy v (8.29) — (8.34) platia pre izotropny material, pre ktory staci poznat
dve nezavislé materidlové konStanty E a p.

Zovseobecneny Hookeov zakon pre ortotropny material:

1 M _Ma g 45 0|
E, E, E,
S ¥ g 32 -
-2 = == 0 0 0
& & E, E, E, 0,
ol |2 B L g g o |
‘93 _ ‘93 i, El E2 E3 1 O_3 (835)
V23 &4 0 0 0 — 0 0 [ %23
V13 &s Gas 1 O3
Y12 _86_ 0 0 0 0 G_ 0 _0'12
13
1
0 0 0 0 0o —
L GlZ_

Zovseobecneny Hookeov zakon pre priene izotropny material:
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R TR 0 0 0
El EZ E2
- £ao 1 Has o
22 = = 0 0 0
81 El EZ EZ O-l
fo| | _the _t 1 0 o o I
el BB R 7 (8.36)
&y 0 0 0 ( +/u23) 0 0 o,
& E, Os
| &6 | 0 0 0 0 Gi 0 | o]
12
1
0 0 0 0 0 e
L 12 |

8.5.4 Deformacna energia pri priestorovej napétosti
Pri pruznej deformdcii telesa vykondvaju vonkajSie sily pracu, ktora sa meni na
deformacénu energiu telesa akumulovanta v celom telese.
Zo (8.4) vyplyva, ze pomerné deformacie
diferencialneho elementu na obr. 8.24 su:

3, Adx = g,dx, Ady =&,dy , Adz = 5,dz (8.37)
163 (_ i Potom deformacnd energia pre diferencialny
7 L I 3 element na obr. 8.24 je:
R i(_? 1
— T, dU = (016, + 076, + 03.65)AV (8.38)
/ | e Adi kde dV je objem diferencialneho elementu.
"""" I:;:__» - Deformacna energia je rozlozena v celom objeme

telesa, preto chceme urcit’ ,hustotu” deformacnej energie,
teda vel'kost’ deformacnej energie pripadajucej na jednotku
Obr. 8.24 objemu. Tato veli¢inu nazyvame mernd deformacna
energia 4, resp. objemova hustota deformacnej energie.

du 1
d_V:E(Gl'gl-’_Uzlgz +O'3.¢93) (839)

Do (8.39) dosadime pomerné deformacie zo zovSeobecneného Hookeovho zakona
(8.29), pricom indexy X, Y, Z zamenime indexmi 1, 2, 3 a dostavame:

A= % [0'12 +o.+ol— 2,u(0'1.0'3 +0,.0,+0,0, )] (8.40)

Merna deformacné energia A je sucCet mernej deformacnej energie zmeny objemu A, a
mernej deformacnej energie zmeny tvaru Aj:

A=A+ 4 = A =A— 4, (8.41)

Merna deformacnu energiu pre zmenu objemu 4, mozno vyjadrit’ podl'a (8.40), (8.7) a
(8.8):
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2

A4 = i[0'52 + 0'52 + 0'52 - 2/,!(0'52 + 0'52 + 0'52)]: 30, (1—2,u):

2= E (8.42)

1- 2/J 2 .

:E(O'l"'o'z +O'3)
Ak z (8.41) vyjadrime A; a dosadime (8.42), po Gprave dostaneme:
4, :]';—Eﬂ(of + 0} + 0, —0,0,—0,.0, —01.0'3) (8.43)
Ak nie st zndme hlavné normalové napétia o1, g, a3, potom:
1 1

4= % (af + aj +ol - 0,0y, —0,.0, — ax.o-z)+ e (Tfy +12,+ sz) (8.44)
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9 DIMENZOVANIE KONSTRUKCNYCH PRVKOV

Pod dimenzovanim rozumieme navrh rozmerov konstrukcie (resp. jej prvkov) tak, aby
nenastal nebezpecny (medzny) stav. Nebezpecny stav je stav, pri ktorom dochadza v
niektorom bode telesa:

e k plastickej deformacii prekroc¢enim medze klzu Re pre huzevnaté materialy,
e kjeho poruseniu (lomu) prekro¢enim medze pevnosti Ry, pre krehké materialy.

Z uvedeného vyplyva, ze pevnostna podmienka pre hiizevnaté materialy je omax < Re @
pre krehké materidly omax < Rm. PoZadujeme, aby maximalne napétie omax (Vypocitané, resp.
prevadzkové) bolo menSie nanajvys rovné medznym hodnotam: Re, Ry Avsak tieto pevnostné
podmienky nemajt ziadnu rezervu vypoctu (!).

Vypocitané napétie v telese sa moze odliSovat’ od prevadzkového (skuto¢ného), a to
Z nasledujucich dovodov:

e chyby materialu (péry, dutinky, trhlinky, vtriseniny),

e ndhodné neuvazované zmeny vonkajsieho zat'azenia,

e zvySkové napitia v materiali,

e nevhodna vypoctova metdda,

e nespravny vypoctovy model (nevhodné zjednoduSenie) a pod.

Aby sme eliminovali vplyv uvedenych pri¢in rozdielnosti medzi vypocitanym
a skutonym napétim, v pevnostnych vypoctoch musime vzdy uvazovat’ s mierou bezpecnosti
k ! Preto konstrukcie dimenzujeme podl'a dovoleného napitia op. Dovolené napétie je napitie,

ktoré mozno pokladat’ za bezpecné. Je to maximalna pripustnd hodnota napitia v materiali
konstrukcie.

Dovolené napétie pre huzevnaté materidly vypocitame:

R

° =Y (9.1)

kde ke je miera bezpecnosti pre hizevnaté materialy. Dovolené napitie pre krehké materialy:
R

Op = k—m (92)

kde km je miera bezpecnosti pre krehké materialy.

Miery bezpecnosti st uréené normami STN. Napriklad rozsah miery bezpeénosti ke pri
statickom namahani je ke = 1,4 +1,6. Platik > 1.

Pevnostna podmienka pre vypocty ma tvar:
Orox < 0p (9.3)
Uvedené plati aj pre Smykové napitia. Pevnostna podmienka bez rezervy vypoctu je

pre huzevnaté materialy tmax < Re; a pre krehké materialy tmax < R, Kde Re; je medza klzu v
Smyku a R;,,; Je medza pevnosti v $myku.

Dovolené Smykové napitie vypocitame pre huzevnaté a krehké materialy:

R R
o= g =i 9.4
0= T (94)
Pevnostna podmienka ma tvar:
Toox <Tp (9.5)
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9.1 Hypotézy pevnosti

Pevnostna podmienka (9.3) je postacujuca pre priamkovi napatost’ (617£0, 6,=03=0) .
Na urcenie nebezpecného stavu postacuji experimentalne skusky pri jednoosovom namahani
(fahova skuska).

Posudit’ nebezpecny stav pri priestorovej napétosti (pripadne rovinnej) nie je takeé
jednoznac¢né ako pri priamkovej napatosti, ¢o mozno ilustrovat’ na dvoch napatovych stavoch:

30 30 0 80 15 0
T,=[30 0 0, T,={5 0 0
0 0 0 0 0 0

U tychto dvoch napétosti chceme rozhodnut’, ktory zatazovy stav je nebezpecnejsi, o je
tazko uskutocnitel'né, ked’ze napétost’ je dana pomocou niekol’kych zloziek napitia. Dolezité
vSak je aj to, Ci tieto napdtosti vznikaji v krehkom alebo huzevnatom materili, pretoze pre
krehké materialy su nebezpecnejsie normalové napitia, pre hizevnaté Smykové napétia.

Pri rovinnej (03=0) a priestorovej napatosti nebezpecny stav moze nastat’ pri réznych
kombindcidch zloziek napéti, ktorymi je dand napitost. Ak pozname napriklad hlavné
normalové napétia g1, o2, o3 museli by sme experimentalne urcit’ pri akej kombindcii a1, o7,
o3 nastane nebezpecny stav. Tieto laboratorne skusky by vyzadovali mnozstvo vzoriek
materidlov skusanych pri réznych pomeroch hodnét o1, 02, o3, ¢o je prakticky len tazko
uskutocnitel'né.

Z tohto dovodu pri dimenzovani, resp. pevnostnej kontrole telies s rovinnou, resp.
priestorovou napitost'ou, nahradzame tto napitost’ kvazi priamkovou napétostou, ktord je
definovana redukovanym napétim oreg. Redukované (porovnavacie) napitie oreq je Napitie,
ktoré by vyvolalo rovnaky nebezpecny stav ako skutocna rovinna alebo priestorovéa napétost’.
Podmienka pevnosti pre akukol'vek napitost’ a pouzitii hypotézu pevnosti je:

Oy <0, (9.6)

red —

Vypocet redukovaného napitia je definovany podla roznych hypotéz pevnosti, ktoré
sa odliSuju podla vol'by kritéria nebezpecného stavu.

9.1.1 HMH hypotéza pevnosti, hypotéza maximalnej mernej deformacne;j
energie pre zmenu tvaru

Skratka HMH pochadza z prvych pismen mien autorov tejto hypotézy, a to: Huber —
von Mises™ — Hencky. Téato hypotéza ddva najpresnejSie hodnoty a je najcastejSie pouzivana.
Je vhodnd pre huzevnaté materidly. Kritériom nebezpe¢ného stavu je maximdlna merna
deformacna energia pre zmenu tvaru A; max.

HMH hypotéza pevnosti predpoklada, ze nebezpeény stav nastane vtedy, ked’ merna
deformacénd energia pre zmenu tvaru danej napétosti prekro¢i hodnotu mernej deformacnej

15

Richard Edler von Mises (1883, Lvov, Ukrajina — 1953, Boston, USA) patri medzi
najvdcsich odbornikov na aplikovanu matematiku 20. storocia. Péosobil v oblasti teorie
pravdepodobnosti, aeromechaniky a aplikovanej mechaniky. Gymndzium a technologicki
univerzitu vystudoval vo Viedni. Uz pri ukonceni Studia (1906) posobil na brnenskej
nemeckej technike ako asistent, kde sa habilitoval. Vo veku 26 rokov sa stal profesorom
aplikovanej matematiky v Strasburgu. Pésobenie na mieste profesora mechaniky na
technike v Brne bolo prerusené prvou svetovou vojnou, po ktorej pésobil v Drdzdanoch
a Berline. Po nastupe nacizmu odisiel do Istanbulu (Turecko) a odtial do USA, kde sa
V roku 1939 stal prednadsajucim na Harvarde.

153



Zuzana Muréinkova: PRUZNOST A PEVNOST 1., Teéria a priklady
on-line vysokoSkolska u¢ebnica, ISBN 978-80-553-1567-6

energie pre zmenu tvaru priamkovej napdtosti, pri ktorej nastava porucha. Pozadujeme
splnenie nerovnosti:

max = 4o (9.7)

Nebezpecny stav nastava pri mernej deformacnej energii pre zmenu tvaru:

1+
Ao="L" 0} 9.8)
Pricom (pozri (14.24)):
1+
Ml = 3—E'u(012 +0; +0% - 0,0,-0,.0,— 0'2.03) (9.9

Dosadenim vztahov (9.8) a (9.9) do (9.7) a upravou dostavame pevnostni podmienku podl'a
HMH hypotézy pevnosti pre priestorova napétost’:

HMH
O

. 2 2 2
T = \/O'l + 0, + 05 —0,.0, —0,.0,—0,.0, < 0 (9.10)

Pre rovinnu napétost’:

HMH
Gred

=\/0'12 +0. —0,.0, <0, (9.11)
Pre rovinnl napdtost’ dani normélovym a Smykovym napétim:
o™ =o® +3r° <oy (9.12)

Vyhodou HMH hypotézy pevnosti je, Zze redukované napitie mozno vypocitat’ aj bez
znalosti hlavnych normalovych napéti. Redukované napitie mozno priamo vypocitat’ pre
napétost’ dani 6 nezavislymi zlozkami napétia:

O-ZQAH :\/%[(O-x _Gy)2 +(O-y _Gz)z +(Gx _Gz)2 +6(TEV+T§Z+T>§Z):|SGD

HMH hypotéza pevnosti je vyuzivana vo vypoctovych softvéroch, kde je redukované
napitie podl'a HMH hypotézy pevnosti nazyvané Misesovo napitie.

9.1.2 Guestova hypotéza pevnosti, hypotéza maximalneho Smykového
napitia
Guestova hypotéza pevnosti je vhodna pre hiizevnaté materialy a nevhodna pre krehké
materidly. Kritériom nebezpecného stavu je maximalne Smykové napétie tmax.

Guestova hypotéza pevnosti predpokladd, ze nebezpetny stav nastane vtedy, ked’
najvicsie Smykoveé napitie danej napédtosti dosiahne hodnotu Smykového napétia priamkove;j
napatosti, pri ktorej nastava porucha, ¢o mozno vyjadrit’:

Toox < Tp (9.13)
Nebezpecny stav nastava pri Smykovom napéti:

7, =20 (9.14)
2
Pricom:

_on oy
max
2

T (9.15)

Dosadenim vztahov (9.14) a (9.15) do (9.13) atipravou dostavame pevnostni podmienku
podl'a Guestovej hypotézy pevnosti pre priestorovli napétost’:
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oo, =0,—0,< 0y (9.16)

Pre rovinni napétost’”:

O, =0,—0,<0p (9.17)

Pre rovinnu napétost’ danti normalovym a Smykovym napatim:

oS =\o’ +41° <oy, (9.18)

9.1.3 Rankinova hypotéza pevnosti, hypotéza maximalneho normalového
napitia
Rankinova hypotéza pevnosti sa pouziva pre krehké materialy (sklo, sadra, keramika a
pod.). Kritériom nebezpecného stavu je maximalne normalové napitie. Ostatné napétia akoby
nemali vplyv na pevnost’ materialu.

Rankinova hypotéza pevnosti predpokladd, Ze nebezpecny stav nastane vtedy, ked
najvacsie normalové napidtie danej napéitosti dosiahne hodnotu normélového napitia
priamkovej napétosti, pri ktorej nastava lom (Rp), resp. vel'ké plastické deformacie (Re). Musi
byt’ splnena podmienka:

Crex < Op (9.19)
Pevnostna podmienka podl'a Rankinovej hypotézy pri tahu:
B =0 =0,<0, (9.20)

Pri indexovani hlavnych normalovych napédti musi byt splnend podmienka
0,20,20;,.

Moéze vzniknit napdtovy stav (napr. 34MPa>-5MPa>-70MPa), kedy o3 je tlakové
napitie a pritom |U3| > o0, . Potom pevnostnd podmienka podl'a Rankinovej hypotézy pri tlaku:

Crax = |O'3| B < Op (9.21)

9.14 Saint-Vénantova hypotéza pevnosti, hypotéza maximalneho
pomerného predlzenia
Saint-Vénantova hypotéza pevnosti je vhodna pre krehké materidly. Kritérium
nebezpecného stavu je maximalne pomerné predlzenie gmax.

Saint-Vénantova hypotéza pevnosti predpoklada, Ze nebezpecny stav nastane vtedy,
ked’ pomerné prediZenie (resp. skratenie) ¢ v ktoromkol'vek smere danej napétosti dosiahne
hodnotu pomerného predizenia (resp. skratenia) pri priamkovej napétosti, pri ktorej nastava
porucha. Pozaduje sa splnenie nerovnosti:

Emax < €p (9.22)
Maximélne pomerné prediZenie pri priestorovej napitosti podla (14.10) je:

1
&= E [0-1 - /u(az + 0-3)] (9.23)
Z Hookeovho zékona pre dovolené pomerné prediZenie plati:

o
&p = ED (9.24)

Dosadenim (9.23) a (9.24) do (9.22) dostavame pevnostni podmienku podla Saint-
Vénantove] hypotézy pre priestorovi napatost’:
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SV
Gred

=0 _/J(Uz + 03)3 Op
Pre rovinni napétost’”:

SV
O,

ed = 01— M0, SO

9.2 Pevnostna kontrola s vyuzitim hypotéz pevnosti

Priklad 9.1

Priestorova napétost’ je definovana pomocou hlavnych normalovych napéti o1=
120MPa, o, = -80MPa a g3= -100MPa:

120 0 0O
T =0 -8 0
0 0 -100

Poissonovo cislo daného materidlu je ¢ = 0,3 a dovolené napitie je op = 220MPa.
Zistime, ¢i je splnené pevnostnd podmienka pre danti napitost. Pretoze ide o priestorova
napétost, musime vypocitat’ redukované (porovnavacie) napétie oreg, ktoré urcime podla
jednotlivych hypotéz pevnosti (Tab. 9.1).

Tab. 9.1
Hypotéza Redukované napétie oreq
pevnosti
HMH HMH 2 2 2
B — \/ol + 0, + 03 —0,.0,—0,.0,—0,.0, =

hypotéza

= J120? + (80 +(~100Y —120.(~80)—120.(~100)— (~80)(~100) =
~211MPa

Guestova h. Ored” = 01- 03 = 120 - (-100) = 220MPa

Rankinovah. | oreq: = o1 = 120MPa

Saint- O'redsv =01~ U (0-2+0-3) =
Vénantova h. =120 - 0,3(_80+(-100)) = 174MPa

Pevnostna podmienka (9.6) je splnena podla kazdej hypotézy pevnosti. V pripade
Guestovej hypotézy pevnosti mé vSak dand napitost’ medzné hodnoty.
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10 ZLOZENE (KOMBINOVANE) NAMAHANIE

V praxi len ojedinele sa vyskytuju prvky konstrukcii, suciastky, ktoré sit namahané len
jednym zakladnym druhom naméhania. ZvycCajne ide o kombinaciu zakladnych druhov
namahani. Akékol'vek rozne kombindcie zdkladnych druhov namdhania vzniknq,
kombinované namahanie moze sposobit’ vznik len dvoch druhov napéti, a to normalového
a Smykového.

Vysledni napétost a deformdciu pri kombinovanom namdhani mozno v oblasti
pruznych deformdcii (t.j. v oblasti platnosti Hookeovho zékona) urcit superponovanim
jednotlivych naméhani, teda oddelenim jednotlivych druhov naméhani, ich napitovo-
deformacnou analyzou a naslednym zlozenim (napr. s¢itanim, vektorovym scitanim).

Medzi najCastejsie sa vyskytujuce zlozené namahania patri:
e priestorovy (Sikmy) ohyb, ide o kombinaciu rovinnych ohybov
e excentricky tah/tlak, ide o sti¢asné posobenie ohybu a tahu/tlaku
e sucasné pdsobenie ohybu a kruatenia.

10.1 Priestorovy ohyb

Rozdiel medzi priestorovym, resp. Sikmym, ohyb a rovinnym ohybom spociva v tom,
Zze pri priestorovom ohybe vonkajSie zataZenie nepdsobi v rovinach symetrie prie¢neho
prierezu, t.j. nepdsobi v hlavnych rovinach (v rovinach hl. centralnych osi), obr. 10.1.

Pri vypocte priestorového ohybu transformujeme ho na vypocet rovinnych ohybov v
hlavnych rovindch. Zaroven vyuzivame princip superpozicie.

|

priestorovy ohyb priestorovy ohyb priestorovy ohyb

Obr. 10.1

Fsina

‘-—-l

—
=

Obr. 10.2

Na obr. 10.2 je zobrazeny nosnik zat'azeny silou F pdsobiacou pod uhlom a. Tato sila

sposobuje vznik priestorového ohybu. Vznikaji dve zlozky ohybovych momentov v mieste
definovanom stradnicou X:
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M, (x)=F,.x=F.xsina

10.1
M, (x)=F,.x=F.x.cose (10)
Napitie v 'ubovol'nom bode nosnika je:
M, (x
_ y( ).Z+ Mz(x)_y (10.2)
J, J

kde y, z su suradnice bodu, v ktorom napdtie vySetrujeme a Jy, J, su kvadratické momenty
kK hlavnym centralnym osiam.

EF x F x
. F‘(JIZ) .FZ(J[\) O-A :+ }A ZA + J yA
C B . ’
- Fx *Fv.x
E‘ Os :(\? J, Zp[H] jz Y
\ / N ety
f\. D Oc=——"2"Zc———Xc
.//A JY JZ
D z A E.x Fx
L =hy 7 e ‘“]Z -
Obr. 10.3

Aby sme vypocitali napitia v jednotlivych rohoch prierezu pre nosnik na obr. 10.2,
musime urobit’ tzv. znamienkovu analyzu na obr. 10.3. Suradnice y, z bodov A, B, C, D
dosadzujeme bez znamienok !

Pre ur€enie polohy neutralnej osi budeme vychadzat’ z definicie neutralnej osi, a to, Ze
normalové napitia na neutralnej osi st nulové: ¢=0, siiradnice bodov neutralnej osi oznacime
YN, Zn. Vo vztahu (10.2) polozime 0=0 a dostavame:

M0 ML)

0= . .

AR 05
2y _ygpo Mi¥) Iy '
Y M, (x) 3,

kde S je uhol, pod ktorym vedieme neutralnu os. Neutralna os rozdeli prierez na tahovu a
tlakovu Cast’, pricom pri priestorovom ohybe prechadza t'aziskom prierezu (obr. 10.4).

Vypocet vysledného priechybu o
B , N.O vykondme vyuZitim superpozicie dvoch
= rovinnych priechybov vaw Vv hlavnych
p rovinach (obr. 10.5):

__a 5=~V +w? (10.4)
¢ // C? kde v je priehyb v smere osi y a w je priehyb
ﬂ 7, (. ___:I

/H‘i N s . v smere 0si z. Podobne plati pre uhol
A Cast tahova pootoenia ¢. Priehyb J je kolmy na
neutralnu os.

Sast tlakova

Obr. 10.4
Priehyby u a w vypocitame podla niektorej metody pre vypocet deformacie pri ohybe
(kapitola 7). Pre uvedeny priklad plati:
F,I° F,I°
3E.J, 3E.J,

(10.5)
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Fy 4F,
% %

J

rovina xy — priehyb v rovina xz — priehyb w

Obr. 10.5

Priklad 10.1
Uréte pre nosnik zocele snormalizovanym profilom 1160 na obr. 10.6 polohu

neutralnej osi a maximalne normalove napdtie v najviac namahanom priereze a urcte velkost’
najvacsieho priehybu d, ak sit dané hodnoty F a dlzkovy rozmer a.
D: F=2 kN, a=0,5 m, E=2.10°MPa, prierez | 160 (zo strojnickych tabuliek):
Jy=935cm*, J,=54,7cm*
H: B, 6max, 0 (W, V)

Obr. 10.6

Urcenie polohy neutralnej osi v najviac namahanom mieste (votknutie):

M, (x)=-F.3a
M, (x)=—-F.2a
4
M,(x) J,  -F2alJd, 2],  2935cm 114 f-85°

)P I e -
9 M,(x)J, -F3a'J, 3], 3547cm’

Hodnota maximélneho normélového napétia vo votknuti (vyska profilu 160 je 160mm, Sirka
profilu 1 160 je 74mm):
3 3
|0max| _ F.3a . F.2a y= 2.10°N .3.500rr:m 80mm- 2.10°N .2.500Tm 37mm =160,95MPa
J, J 9 350 000mMm 547 000mm
Velkost’ najvécsieho priehybu ¢ je na vol'nom konci nosnika. Vypocet priechybu zrealizujeme
podl’a Mohr-Maxwellovej vety v dvoch rovinach, a to xy a xz.

Rovina xy Rovina xz
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(ol

r X2 X1 ? X
7 ,
| =
2a J a - 2a a
Systém ,,0x Systém ,,04,
Xo X1 X
= ]
7 7
f:f 5
% i
Z 2a e L7 2a a
Systém ,, 1,y Systém ,, 1y,
Obr. 10.7
Priehyb v rovine xy:
MO(Xl):O Ml(xl):I'Xl
Mo(xz):F-Xz Ml(XZ):]‘ a+X2)

Potom:

Y ELJZU M, (% )M, (x, )dx, + TMO(XZ)-Ml(Xz )dsz =

2a 2 3722 3
L (Fx a+F.x )dx FaX2+F2 e Bl
EJ E.Jz 2 3|, 3EJ

Po dosadeni:

14.2.10°N.(500mm )’

= 5 - =10,7mm
3.2.10° MPa.547 000 mm
Priehyb v rovine xz:
M,(x)=—F .x M, (x)= T .x
Potom:
3a 3a 373 .
E J E"Jy 0 E.J . E.Jy
Po dosadem.
3 3
9.2.10°N.(500mm) -

~ 2.10°MPa.9 350 000mm*
Vysledny priehyb o:
5=\ +W =+/(10,7mm} +(1,2mm)y =10,76mm

Uvedeny vysledny priechyb mozno porovnat’ s numerickym rieSenim na obr. 10.8.
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Displacement Mag (WCS)
(mm) . =5

Deformed

Max Disp  +.Q753E+0 Crreion
Scale | 1.3949E+0 P
Loadset:LoadSet] . 377e+00

. 3vle+od
. 226e+00
. 151e+8B2
.@rSe+B

P Wk U D

I —
Obr. 10.8
== 10.2 Excentricky t’ah/tlak

H Pri excentrickom tahu/tlaku sila pdsobiaca na prat nepdsobi v osi prata, preto v
I? dosledku sily F vznika v l'ubovolnom priereze osova sila N = F (tahova), resp. N = -F
(tlakova), a dva ohybové momenty My a M,. Na obr. 10.9 je excentricky zatazeny prut
tlakovou silou F. Najcastejsim prikladom excentricky zatazeného pruta st excentricky tlacené

stipy.

ﬁ ¥
|l

P
JP
- j > l
Obr. 10.9

Pre osovt silu a ohybové momenty pruta na obr. 10.9 plati:
N=-F
M, =F.z, (10.6)
M,=F.y;

kde yp azp st stradnice posobiska P sily F v stradnicovom systéme prechadzajucom
taziskom prierezu.
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&N B, @M, - F Fz,  Fyp

F Fz, | Fy
Oy =O— B o e 8
AE? J, J,
F Fz F.y,
o.=——+ z
' 4 g, Ye
__F _Fgz +F.yP
D A Jy D J, D
Obr. 10.10
Normalové napétie v l'ubovol'nom bode pruta vypocitame:
=c N(x)i My(x)z + Mz(x)y (10.7)
A Jy e

kde A je velkost plochy prierezu.

Po znamienkovej analyze zistime znamienka pri jednotlivych ¢lenoch vo vztahu
(10.7) pre jednotlivé krajné body prierezu (obr. 10.10). Stradnice y, z bodov A, B, C, D
dosadzujeme pri vypocte bez znamienok.

Neutralna os pri excentrickom t'ahu/tlaku neprechadza t'aziskom prierezu (obr. 10.11).
Pre rovnicu neutralnej osi mozno pisat’ sekovy tvar rovnice priamky:

In g (10.8)
P q
kde yn, Zn su suradnice bodov neutralnej osi a p, g su Gseky, ktor¢ vytina neutralna os na
osiach y a z. Useky p, q vypocitame:

- -2 iz
./nN() p:—li, L (109)

1z Yo 7
% S I v kde iyz, i, sa druhé mocniny kvadratickych polomerov

Z = > prierezu, ktoré vypocitame:
p J

, ig=—", i7 = L (10.10)

| A A

Obr. 10.11

10.2.1 Jadro prierezu
Niektoré materidly maji rozdielne mechanické vlastnosti v tahu aj tlaku. Napriklad
liatina a beton maju nizku medzu pevnosti v tahu, preto je dolezité, aby sa v celom priereze
pruta z takéhoto materidlu vyskytlo len tlakové napitie. Z tohto dovodu pocitame jadro
prierezu.
Jadro prierezu je Cast’ prierezu, v ktorej mozu lezat’ pdsobiska sily F vyvolavajtce v
celom priereze normalové napétia s rovnakym znamienkom, t.j. len tahové alebo len tlakové.
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Postup vypoctu jadra prierezu je nasledovny:

1. Okraj jadra prierezu ur¢ime z podmienky, Ze neutralna os sa bude dotykat’ prierezu
pruta. Ak sa neutralna os prierezu len dotyka, nepretina prierez, potom v celom
priereze je normalové napétie s rovnakym znamienkom.

2. Pre kazdu neutrdlnu os, ktora sa dotyka prierezu ur¢ime Useky p, g, z ktorych
vypocitame suradnice pdsobisk Yp, Zp pre kazdu moznu neutralnu os.

3. Pospéjame jednotlivé posobiskd. Spojnice vytvoria jadro prierezu.

Priklad 10.2

x‘% Vykreslite priebeh normalovych napéti a urcte polohu neutralnej osi (NO) pre prat
s prierezom podl'a obr. 10.12, ktory je zatazeny tlakovou silou F s posobiskom P podl'a obr.
10.12.

D: tlakova sila F=50KkN
H:N.O., ,,0*
c B ‘
=
1
Y -
. - -
) j:
Pl e
\fz %
D
A
50 | 45 | 50

Obr. 10.12

Urcenie polohy neutralnej osi:
Kvadratické momenty k centralnym osiam:
_145.100° 45.40°

), =11,84.10° mm*
12
3 3
5 100.145  40.45° .01 00 e
12 12

Plocha prierezu:
A=145.100 — 40.45 =12 700 mm?
Druhé mocniny kvadratickych polomerov prierezu:
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J 6 4
ij Cy _ 11,84.10 mnzw — 932,3mm?
A 12 700 mm

6 4
RS UL FYT
A~ 12700 mm

Suradnice posobiska P sily F: P[-22,5;20]. Potom useky p a g, ktoré vytina NO na osi y a z
(obr. 10.13):

22 2
D=z — _1976,4mm" —87.84mm
Yo —22,5mm
i2 z
_ Ly BEERIT e e
i 20mm
c \'\ B
I .\'\. 2 - C B_]
= ~., - T
L y iy BN + n ,
Pl e P - [ | My: F.zp - [ -
D : - +
A IM=Fy, -D : A
50 45 50
Obr. 10.13
Vypocet normaloveého napitia:
EcEers =y
=——— s V=
Op A ‘Jy A i Ya
50.10°N  50.10° N.20mm 50.10° N.22,5mm
=— T 5 —-o0mm-+ e n 725mm=
12700 mm 11,84.10° mm 251.10° mm
=-394MPa —422MPa +3,24MPa =-492MPa
F F.z F.
Og :_K+ - PZg+ Jyp Yg =

y
=-3,94MPa+ 4,22 MPa+ 3,24MPa=3,52MPa

F N F.z, T F.ypl

z

=—— =-2,96 MPa
O¢ AT, c 3, Ye
F F.z, F.yo
Op=——— 2y — Yo =-11,4MPa
D A \]y D \]Z yD
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——r3.52
2,96
2,96 ~. 3,52
S
‘. 5
-
= ~,
¥ .
pe p F
|
114 — 4,92
114 =

(o) [MPa]

Obr. 10.14

Priklad 10.3

Urcte polohu neutralnej osi (NO) pre prat s prierezom podla obr. 10.15, ktory je
zat'azeny tlakovou silou F s posobiskom P podla obr. 10.15.

D: tlakova sila F=20kN

H: N.O., ,,0“
C B
=
=
¥
D A
050 |
180
Obr. 10.15

Urcenie polohy neutralnej osi:
Kvadratick¢é momenty k centralnym osiam:

~180.90° 7.25°

J
Y 12

=10,63.10° mm*
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~90.180° _ 7.25"
’ 12
Plocha prierezu:
A=180.90 - 7.25" =14236,5 mm*
Druhé mocniny kvadratickych polomerov prierezu:

J 6 4
==y (1063100 MM . _ 25 67 mm?
A~ 142365 mm

6 4
2= Je 4343107 MM _ 5506 69 mme2
A 14236,5mm
Suradnice pdsobiska P sily F: P[0; 25]. Potom tseky p a g, ktoré vytina NO na osi y a z (obr.

10.16):

J =43,43.10° mm*

p=—->2=c
Yp
i2 z
= = _M =—-29.87mm
z, 25mm
c B
I )
—_—r———— — I
:l /‘\ ,
> =
P
Y
D A
250
) 180 .
Obr. 10.16

Priklad 10.4
Uréte jadro prierezu (JP) pre obdiznikovy prierez na obr. 10.17.
D: rozmery priecneho prierezu v mm
H: JP

Pre urCenie jadra prierezu budeme potrebovat druhé mocniny kvadratickych
polomerov prierezu:
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bh* :
it 1 R (Mt e
A bh 12 12
hb? ,
- 2
izzzﬁzizb_zwﬂzommz
A bh 12 12
| | NO 11"
| 1 :
| = Il -
|2 7
! I'59 ;
NO 1-1
— ————— _l-Z e
120
—— NO 2-2
Obr. 10.17

Useky, ktoré vytina NO 1-1 na obr. 10.17 st: p; = o, g1 = 30mm. Potom stradnice bodu 1
jadra prierezu vypocitame:

i2 300mm?
yPlIO; Zpl:—éz—mz—lomm

Bod 1 ma suradnice: [0;-10].
Useky, ktoré vytina NO 1'-1' si: py = 0, g2 = - 30mm. Bod 1' ma stradnice: [0;10].
Useky, ktoré vytina NO 2-2 sti: p, = 60mm, @, = . Stiradnice bodu 2 vypogitame:

i 1200 mm? _
Yo === gomme 0™ =0

Bod 2 ma suradnice: [-20;0].
Useky, ktoré vytina NO 2'-2' si: py = -60mm, g2 = co. Bod 2' m4 stradnice: [20;0].
Pospajanim bodov 1, 2, 1', 2' dostavame jadro prierezu (Srafovana plocha na obr. 10.17).

; Priklad 10.5
A % Uréte jadro prierezu pre obdiznikovy prierez na obr. 10.18.
D: J,=40,8.10° mm*, J,=13.10° mm*, A=11550mm? , rozmery prierezu v mm
H: JP

Druhé mocniny kvadratickych polomerov prierezu:
, J, 408.10° mm*

iP=—t=—C""—" " =35325mm’
A 11550mm
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Useky, ktoré vytina NO 1-1 na obr. 10.18 st: p; =
jadra prierezu vypocitame:
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6
J, L310° MM 14 op 5

A 11550mm?
NO1'-1'

165

NO 1-1

. 140 ;
NO 2'-2' O S

Obr. 10.18

o, g1 = 82,5mm. Potom stradnice bodu 1

i7 G
y __35325mm° _ _428mm

7. —
Y1 P1 a, 82,5mm

Bod 1 ma saradnice: [0;-42,8].
Useky, ktoré vytina NO 1'-1' sa: py = o0, gz = - 82,5mm. Bod 1' ma stradnice: [0;-42,8].

Useky, ktoré vytina NO 2-2 sti: 2 p, = 70mm, g = oo. Stiradnice bodu 2 vypogitame

42 2
I __1125,5mm —_161mm; z,,=0

z

Yo :_E_ 70mm

Bod 2 ma saradnice [- 16,1;0].
Useky, ktoré vytina NO 2'-2' si: pp = - 70mm, g = 0. Bod 2' ma suradnice: [16,1;0]
Pospajanim bodov 1, 2, 1', 2' dostavame jadro prierezu (modra plocha na obr. 10.18).

10.3 Sucasné posobenie ohybu a krutu
Predpokladajme hriadel’, ktory je vo vacSine pripadov namahany stcasne ohybom a

kratenim v dvoch rovinach. Maximalne normalové napétie od ohybu vypocitame:

M, d M, 32M_,

max = __ —

Crox = .
J 2 W, 7d
kde Mmax je maximalny ohybovy moment na hriadeli, J je kvadraticky moment, d je priemer

(10.11)

hriadel'a a W je modul prierezu v ohybe.
Maximalne Smykové napétie od krutenia vypocitame:
Toex 16T

max

’Z' = — =
oW, o md®
kde Tmax je maximalny kratiaci moment na hriadeli a Wy je modul prierezu v krateni

(10.12)
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Ked’ze normélové a Smykové napitie pdsobia sucasne, potom pri dimenzovani alebo
pevnostnej kontrole hriadela, ktory je sucasne zatazeny ohybom aj krutom pouzijeme
nasledovné podmienky pevnosti:

* podl'a HMH hypotézy pevnosti:

2 2
M2 +0,75T2
GSQAHZM:\/{M_W] +3[Tmaxj :\/ max T mex_

<o, 10.13
W, W, W, > (10.13)

Pricom plati: W, =2W,,

podla Guestovej hypotézy pevnosti:

2 2
M2 +T2
Ot = O + Moy =\/(M”‘a"] +4(T”WJ = e

WK

<o
—¥D
W,

(0]

Na obr. 10.19 je konstrukcia zatazena sti¢asne ohybom aj krutom. Zaroven na obrazku
je zdeformovana konstrukcia v dvoch pohl'adoch v dvoch na seba kolmych rovinach.

l

\\

Obr. 10.19

Priklad 10.6

Posud'te podla HMH hypotézy pevnosti, ¢i vyhovuje teleso z materidlu hlinik
zobrazené a zat'azené podl'a obr. 10.20 a vypoditajte prichyb a uhol pooto¢enia v bode B.

D: m=0,3kNm.m™, g = 0,2kN.m™, | = 3m, D = 80mm, d = 70mm, E = 7.10*°MPa,
G = 2,7.10*MPa, op = 50MPa

H O'red, WB! (0B
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Obr. 10.20

VyuzZijeme superpoziciu a rozdelime suc¢asné posobenie ohybu a kritenia na dve Casti
(obr. 10.21).

i q X 2 m X
I T T T T T 11 . OMONMONOMONONIO)
. ! ; VO R X
< > ,.-j |
ohyb - kratenie -
Obr. 10.21

Maximalne normalové napitie od ohybu:

|2

o= 2 3 -1 2
- M, e D_ 16(:1.I .D4 _16.0,2.10 N4m (3rr:) .O4,08m _4327MPa
J, z{D*-d*)" 2 #(D*-d*) #(0,08* —0,07* Jm
64
Maximalne Smykové napitie od kratenia:
3 -1
- e r4n.| 4 DY 16T.I.D4 _16.03.10 N4m.m 'f’m'?’08m=21,63MPa
J, ~ x(D*-d*) 2 #(D*-d*) #(0,08* —0,07* Jm

32
Vypocet redukovaného napétia podl'a HMH hypotézy pevnosti:

HVH _ [ 2 2
Gred n Gmax +32—max < Op

43,27 MPa) +3.(21,63MPay <o
D
57,23MPa>50MPa

Konstrukcia nevyhovuje. Existuju rézne moznosti rieSenia, a to, Ze zva¢$im rozmery prierezu,
zrusim dieru, zmensim priemer diery, zmenim material na pevnejsi a pod.

V pripade, Ze priemer D ostane rovnaky a prierez bude bez diery, potom konStrukcia
vyhovuje:

_16ql?

max 3
7.D

=17,9MPa
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16m! _ g 95mpa
D?

Trnax

oMH — 20MPa<50MPa

red

Dal$ou moZnostou je zmensenie priemeru diery d z pévodnych 70mm na 60mm,
potom konstrukcia vyhovuje:

G, =26,2MPa
7. =131MPa

oM =34 7MPa<50MPa

Oreq
Deformaciu vypocitame pre zmeneny prierez, a to, D = 80mm, d = 60mm.

Vypocet prichybu v bode B podl'a Mohr-Maxwellovej vety, na obr. 10.22 st systémy ,,0“ a
»1%:

o q X 7 X141
A 1 1 1 1 1 11 g Y
| i
< > ?:, | N
Systém ,,0 Systém ,,1
Obr. 10.22
1 i - X
WB:?JyOMO(x).Ml(x)d _[ q— 1 X)dX_E_-([ ? = 3.
Kvadraticky moment k centralnej osi y:
4 44 a 4 4
; _zD*=d*)_ (008" -006')m* _ B
Y 64 64
Velkost prichybu v bode B:
4 3 -1 4
A gt _ 0,2.1%0 Nm .(3rr1)7 __o,021m
8E.J, 8.7.107Pa.13,74.10"m
Vypocet uhla pootocenia v bode B:
| | 2
T(x mx  ml
ve :IG(J)dX:IGJ T 26
0 —vP 0 —vP VP
Polarny kvadraticky moment:
4 g4 4 4),.-4
;. _#lD*=d*)_ #(0,08* —0,06*)m* _ 27 48107 m*

" 32 32
Velkost’ uhla pootocenia v bode B:

2 3 -1 2
0u = ml* 0,3.1010Nm.m .(Snj?) 00182rad ~104°
2GJ, 2.2,7.10°Pa.27,48.10"'m
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