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Predhovor

PREDHOVOR
Rozumny ¢lovek sa prispdsobi svojmu okoliu.
Nerozumny sa snazi prisposobis okolie sebe.
Preto vsetok pokrok zavisi od nerozumnych /udi.
G. B. SHAW
Predkladana ucebnica , Operaénd analyza |* bola spracovana ako

z&kladny vyucovaci text pre rovnomenny predmet v Studijnom odbore
Obcianska bezpecnost’. Vychadza z niekolkorocnych skisenosti z prednésok a
cviceni v predmetoch podobného zamerania na Fakulte $pecialneho inzinierstva,
pricom je doplneny o niektoré najnovsie poznatky a metody.

V ucebnici su zaradené predovsetkym deterministické modely a metody
operacng] analyzy, pricom hlavny déraz je polozeny na tvorbu matematickych
modelov. Z metdd riesenia sU pragmaticky a bez dbkazov uvéadzané iba
najdolezitejsie a najpouzivanejsie algoritmy, pretoze pri dnesnom rozsireni
vypoctovej techniky a komerénych programovych produktov z uvedengj oblasti
maju rozhodujici vyznam predovsetkym spravna matematickd formulacia
ulohy, kvalifikovana priprava vstupnych udajov, vyber vhodngj metddy riesenia
spolu s posudenim riesitelnosti a kvalifikovana interpretécia ziskanych
vysledkov. Vlastny vypocet prakticky Tubovolne rozsiahlych dloh pritom
prebieha na primerane vykonnej vypoctovej technike.,

Text uc¢ebnice je rozdeleny do 6smich kapitol.

V 1lkapitole je strucne definovany predmet operacnegj analyzy a uvedené
najdolezitejsie etapy jg vyvoja, prehlad vyuzivanych metdd a schematicke
postupy tvorby matematickych modelov najrozsirenejsich problémov.

2.kapitola uvadza z&kladni schému riadenia. Obsahuje rozbor zakladného

cyklu riadenia, v ktorom je pozornost venovand najma rozhodovaniu a jeho
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Operacna analyza |

metodam. Detailnejsie sU rozpracované ngma postupy pri multikriterialnom
(viackriteridlnom) rozhodovani a postupy vyuzivajUce rozhodovacie tabul'ky.

3.kapitola obsahuje strucny suhrn metdd a problémov optimalneho
rozhodovania, so zameranim na lokalizaciu a skimanie vornych i viazanych
extrémov funkcii a problematiku variacného poctu.

4.kapitola je venovana zakladom linedrneho programovania. Obsahuje
zakladné problémy, ktoré mozno popisat’ sUstavami linearnych nerovnic a na
prikladoch grafického rieseniajednoduchych dloh definuje zakladné pojmy.

5.kapitola sa zaobera riesenim uloh linedrneho programovania s vyuzitim
simplexoveého algoritmu. Strué¢ne je uvedeny dvojfazovy simplexovy algoritmus,
dualita uloh linearneho programovania ako g citlivost’ linedrnych modelov.

6.kapitola je venovana formulacii a rieseniu dopravnych a prirad’ovacich
uloh, pri ktorych s uvedené moznosti riesenia s vyuzitim simplexového
algoritmu i Speciane algoritmy - metdda potencidlov, mad’arska metdda a ich
niektoré aplikécie arozsirenia.

7.kapitola uvadza zakladné pojmy a metddy tedrie grafov, kde su riesené
problémy slvisiace s hl'adanim minimanych ciest a minimanych okruznych
ciest v grafoch, ur¢ovanim minimélnej kostry grafu a optimalneho toku v sieti.

8.kapitola ukazuje vyuzitie tedrie grafov pri zékladnej Ulohe sietove)
analyzy - metode kritickej cesty (CPM ) ajej modifikécii — metéde CPM - GE.

Na zéver kazdeg kapitoly s uvedené jednoduché priklady k precvic¢eniu
preberang] problematiky a rozhodujUce literarne zdroje, z ktorych autori ¢erpali.

.....

Zaverom predhovoru si autori ucebnice povazuju za mild povinnost
podakovat recenzentom predkladaného textu akademikovi Norbertovi
Szuttorovi, akademikovi Ladislavovi Skyvovi a docentke Eve Slamkovej za
cenné pripomienky a podnety k jeho skvalitneniu a stcasne by radi poziadali o
pripomienky a d’alsie ndmety i jeho budcich ¢itatel'ov.

Autori.
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1. PREDMET OPERACNEJ ANALYZY

» Kona mozes doviest' k rieke, ale
az ked’ ho presvedcis, aby plaval na chrbte, nieco si dokazal .

HARTLEYHO PRVY ZAKON

U roznych autorov je mozné ngst rézne definicie predmetu operacna
analyza, pripadne operacny vyskum (z anglického ,, Operational Research” prip.
, Operations Research* v americkg angli¢tine) v zavislosti na tom, akej oblasti
jel vyuzitia sa ten ktory autor vo svojich pracach venuje.

Z hradiska G¢elu zaradenia predmetu Opera¢na analyza do studijného planu
Studijnych odborov zabezpetovanych Fakultou Specialneho inzinierstva
(byvalou Vojenskou fakultou) Zilinskej univerzity by bolo mozné definovat
operaénd analyzu ako suhrn oblasti, kde sa vyuzivaju moderné vedeckée
metody k rieseniu komplexu problémov vznikajucich pri riadeni zlozitych
vyrobnych, ekonomickych, administrativnych, vojenskych a inych systémov
zlozenych z kolektivov Pudi, techniky a materialnych prostriedkov.

Predmetom operachgj analyzy je vzdy zostavenie vedeckého modelu
skimaného systému, ktory obsahuje meranie a vyhodnocovanie takych faktorov
ako sO0 zisk, néklady, sSanca, riziko a umoznuje porovnavat vysledky
alternativnych rieseni, stratégii riadenia pripadne ziskava optimalne riesenia z
pohl'adu r6znych hodnotiacich kritérii.

Ako je zrggmé z pridavného mena , opera¢n@* vlastny vznik vedeckej
discipliny opera¢na analyza je priamo spojeny s uplatnenim metod exaktného
vedeckého hodnotenia problémov a ziskaniu podkladov pre kvalifikované
rozhodovanie pri riadeni vojenskych operécii v priebehu 2.svetovej vojny.
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Spdja sa ngjcastejsie s menom profesora P.M.S. Blacketta, ktory spolu so
svojim timom vedcov a technikov bol britskou vladou povereny riesit’ problémy
riadenia a rozhodovania spojené s nasadzovanim novych zbranovych systémov a
zariadeni v priebehu rozhodujucich operacii 2.svetovej vojny. Uvedena skupina
sledovala a hodnotila viac taktickych situacii, v ktorych niektoré zbrane a
zariadenia neboli vyuzivané s optimalnou U¢innostou. Pritom sa zistilo, ze
podstatne lepsieho Ucinku mozno dosiahnut’ ¢asto len po exaktnom vedeckom
zhodnoteni vsetkych faktorov ich nasadenia.

Ako jeden z prvych klasickych prikladov jednoduchého vyuzitia toho,
¢omu sa niekedy u nas hovori ,,jednoduchy sedliacky rozum® pri rozhodovani,
bol navrh na zmenu nastavenia hibky vybuchu u hibinnych bémb pouzivanych
proti ponorkam. Tieto bomby mali pévodne nastaven( hibku vybuchu cca 50 m
pod hladinou, ¢o bolo zalozené na predpoklade, ze ponorka mobze vidiet
utociace lietadlo v priemere 2 mindty pred itokom a za ten ¢as je schopna sa
ponorit’ asi do hibky 50 m. Takze hlbinna bomba vybuchujtica v tejto hibke, by
mala mat’ pre ponorku zni¢ujuci G¢inok. Tato stratégia ale nebola Uspesnd,
pretoze U¢innost’ Utokov na ponorky bola v praxi hodnotena ako vel'mi nizka.
Pévodna poziadavka na lepsie riesenie preto znela vyvinut' zapalova¢ bomb,
ktory bude reagovat’ nie na hibku, ale na blizkost’ ponorky.

Detailnym sledovanim nelspesného Gtoku a jeho jednoduchou analyzou
bolo ae zistené, ze cela pévodna stratégia ma zasadnl chybu. A sice, ak osadka
ponorky zbadala Gtociace lietadlo a véas sa siiou ponorila, posadka lietadla
nevedela, kde presne ma zhodit' bomby, a preto U¢innost’ Utokov bola velmi
nizka. Na druhej strane, pokial’ ponorka Utociace lietadlo nezbadala a zostala na
hladine, expldzie v hibke 50 m ponorke neuskodili, pretoze polomer ni¢enia u
hlbinnych bédmb bol priblizne 6,5 m. Na zéklade tychto zisteni bolo doporucené
zmenit" nastavenie zapalovacov hlbinnych bdmb z 50 m na 8 m a nariadit
posédkam lietadiel nebombardovat’ ponorky, ktoré sa ponorili skor ako pred pol
minutou.

Ked boli tieto doporucenia realizované, zistilo sa, ze Gcinnost’ leteckych
utokov proti ponorkdm sa zvysila viac ako dvojnasobne, takze vyvoj zapal'ovaca
reagujuceho na blizkost’ ponorky sa ukézal ako nepotrebny. Tieto vysledky
potvrdili i spravodajské sluzby nepriatel'a, ktoré po prvom nasadeni novej
stratégie referovali o tom, ze britskd armada musela zreime vyvinat nove
ucinngjsie hibinné bomby, pretoze straty nemeckych ponoriek sa zrazu zvysili
na viac ako dvojnasobok.
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Podobnymi, a ked’ postupne zlozitgjsimi metdédami boli este v priebehu
vojny riesené g niektoré d’asie ulohy stvisiace hlavne s :

optimalnym nasadenim batérii protileteckej obrany,

optimalnym zostavenim lodnych konvojov,

logistickym zabezpecenim invaznych vojsk,

planovanim zlozenia, vyuzitia a zabezpetenia bombardovacich zvazov
amnoho d’alsich.

Po vojne, ked’ sa vedecka skupina okolo prof. Blacketta rozisla do réznych
oblasti, zacali sa metddy vyvinuté pdvodne pre vojenské Gcely aplikovat’ i v
d'alsich oblastiach ako v priemysle, doprave, zdravotnictve apod., pricom sa
zacali vo vyvijgjucej sa vedecke] discipline vyuzivat' i poznatky publikované
pred vojnou. Z mnohych vedcov, ktori sa na rozvoji nove vedy podielali
uvedieme pre zaujimavost’ aspon niektorych :

v r. 1916 publikoval Lanchester pracu zaobergjicu sa vyjadrenim bojove)
¢innosti matematickymi metodami,
v r. 1917 publikuje Edison dielo zaoberajUce sa taktikou boja s ponorkami,
v tom istom roku publikuje Erlang matematicky model telefonnej Ustredne,
v r. 1926 Boravka av r. 1934 Jarnik publikuju historicky prve algoritmy z
tedrie grafov (minimalna kostra grafu, optimalne spojenie v sieti),
v r. 1936 Leontieff publikuje matematicky model narodného hospodarstva
vyjadrovany struktdrnymi vztahmi,
v r. 1939 Kantorovi¢ v knihe ,Matematické metddy v organizacii a
planovani vyroby* definuje problémy ako :

P rozdelenie vyroby na stroje zabezpecujlice maximalnu produktivitu,
maximalny plan pri danom sortimente,
optimalne vyuzitie strojov (mechanizmov),
minima ny odpad pri deleni materialu,
maximalne vyuzitie energie,

U U U U T

optimalne rozdelenie osevnej plochy,

P najvhodnejsi plan prepravy a pod.
v r. 1944 Dantzig vyvinul simplexovy algoritmus, ktory sa sta
univerzdlnou metdédou riesenia optimalizacnych Uloh popisanych
line&rnymi vzt'ahmi tzv. linearneho programovania,

v r. 1954 - 56 Ford a Fulkerson publikovali prvé prace aplikujuce linearne

programovanie do oblasti riesenia dopravnych Uloh atebrie grafov.
9
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Dalsi vyvoj spojeny s postupnym rozvojom vypoctovej techniky smeroval
postupne ku stavu, ktory pozname dnes, ked’ do vedne discipliny operacna
matematické programovanie
P linedrne,
P nelinearne,
P dynamické
ulohy optimalneho prirad’ovania
P dopravné ulohy,
p  prirad’ovacie Ulohy,
aplikécie tedrie grafov,
b  sietovuanalyzu
tedriu hromadngj obsluhy,
tedriu zasob,
tedriu obnovy a spor'ahlivosti,
tedriu hier
a samozrejme vel'a dasich metéd.

Uvedené metddy pritom mozno delit’ g podl'a d’alsich kritérii. Napriklad na
oblast’ metod deter ministickych, pracujucich s jednoznacnymi matematickymi
modelmi skimanych problémov davajucimi i jednoznacné vysledné riesenia a
oblast’ metod stochastickych, ktoré uvazuja s nahodnymi vplyvmi a vysledky
uvadzaju s ich statistickymi charakteristikami ako stredna hodnota, rozptyl atd’.

Casto pouzivanym delenim metdd je delenie podla typu veligin, s ktorymi
sa v matematickych modeloch pracuje. V takomto pripade rozlisujeme modely
diskrétne, u ktorych nadobudau veliciny (premenné) iba urcitych, presne
uréenych hodnét a modely spojité, v ktorych premenné nadobuidaju hodnét
'ubovolnych.

Zaverom tegjito Uvodne kapitoly je potrebné este upresnit’ dva zékladné
pojmy, ktoré uz boli v texte uvedené a ktoré budu pouzivané v celgl ucebnici a
to pojmy operécia a model. | ked’, ako uz bolo uvedené, termin , operacia“
pbvodne znamenal operéciu vojenskl, dnes mozno operéciu chapat’ ako
akukol'vek ¢innost’ zameranU na dosiahnutie stanoveného ciel’'a (napr. operacia
vojenska - odrazenie Uderu protivnika prostriedkami protivzdusnej obrany,
operacia ekonomicka - navrh optimalneho planu vyroby k dosiahnutiu
maximalneho zisku).

10
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Pojem operécia v lekarstve a technologicka operacia (sucast’ vyrobného
postupu) su bezne zname a pouzivané a mozu byt tiez zahrnuté pod vseobecnu
definiciu. Pojem , model“ si mézeme zjednodusene definovat’ ako zndzornenie
systému, ktory je potrebné skimat’. Model je teda urcitym obrazom nejakej ¢asti
objektivng reality. Po formalng stranke budeme v nasej problematike vyuzivat
modely matematické, po ktorych budeme vyzadovat’, aby popisovali skimané
skuto¢nosti s pozadovanou presnost’ou (napr. s 95% - nou pravdepodobnost’ou).

Celkovy postup riesenia vseobecng Ulohy operacng analyzy si mozeme
potom znazornit’ schémou uvedenou naobr.1.1.

l¢
[N

Formulacia problému I

Navrh modelu ulohy I
[

Zber Udajov ariesenie modelu I

Je model vhodny ?
(verifikacia modelu)

ano +

Zber udajov ariesenie modelu I

Obr.1.1. Etapy riesenia vseobecne Ulohy operacnej analyzy.

K jednotlivym zakladnym etapam ( krokom ) riesenia :

a) Formulécia problému

Formulacia problému je prvou a najddlezitegjsou etapou rozboru ulohy
operacng analyzy. V rdmci jgj realizécie je potrebné predovsetkym stanovit’ ciel’
rieSenia a uréit’ premenné, ktoré problém ovplyviujU, najst’ realne obmedzujlce
podmienky ulohy, pripadne formulovat’ mozné variantné riesenia. Napriklad pri
klasickej Ulohe operacnej analyzy - optimanom plane vyroby si mozeme
stanovit’ ako ciel’ rieSenia navrhndt’ vyrobny sortiment podniku tak, aby podnik
realizoval maximalny zisk, pricom obmedzujdcimi podmienkami mbzu byt
napr. vyrobné kapacity, maximéalne pripustné ndklady, maximalna pripustna
spotreba energie, zasoby surovin atd’.

11
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b) Navrh modelu

.....

snazime popisat’ jeho vyssie uvedené ¢asti, tzn. nggma ciel’ riesenia, ktory sa
niekedy vseobecne vyjadruje ako efektivnost’ systému a samotné obmedzuijlce
podmienky, ktoré sa snazime vyjadrit’ ako funkcie premennych vstupujdcich do
problému vo vzt'ahu k uréenym limitnym hodnotdm ( rovnice alebo nerovnice).

Cc) Zber udajov ariesenie ulohy

Ak uz bol zostaveny model problému, je potrebné s vyuzitim ziskanych
stborov vstupnych udagjov model riesit’ alebo vyuzitim niektorej z analytickych
metod, pripadne pomocou metéd simulacnych.

d) Verifikacia modelu

Model musi byt opisom realngj skutocnosti, redlneho systému a preto sa
o¢akava, ze dokaze s pozadovanou presnost’ou predpovedat’ realne spravanie sa
systému. K posudzovaniu presnosti pritom mozu slizit' Statistické analyzy
vysledkov spravania sa skuto¢ného modelu a ich porovnanie svysledkami
ziskanymi rieSenim navrhnutého modelu. Ak st odchylky spravania sa modelu a
vratit’ pri rieseni ngjcastgsie k etape navrhu modelu, niekedy je vsak potrebné
prehodnotit’ i celkovu formulaciu problému ( Obr.1.1).

e) VyuZivanie modelu

Ak bol raz model uznany ako vyhovujuci pre riesenie formulovaného
problému, je mozné jeho vyuzivanie k stanovenému Gcelu.
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Kapitola 2 : Riadenie a rozhodovanie

2. RIADENIE A ROZHODOVANIE

» Ak existuje co i len jedna moznost' na
odsunutie dolezitého rozhodnutia, ¢i uz sikromného alebo
obecného, tak ju dobré byrokracia aj ngjde.”

PARKINSONOV PIATY ZAKON

V predchédzajlcej kapitole sme si stru¢ne definovali operacnu analyzu ako
suhrn vhodnych metéd davajucich podklady ziskané na vedeckej Urovni ku
kvalifikovanému riadeniu komplexnych systémov. Bude preto vhodné, ak sa v
uvodnych kapitolach budeme zaoberat’ riadenim vseobecne, ukazeme si miesto a
ulohu rozhodovania v procese riadenia a pojmy ,,optimalny” a, optimalizacia* si
vysvetlime najma v spojitosti s pojmami ,, optimalne riadenie’ a ,, optimalne
rozhodovanie®.

2.1 Zakladna schéma riadenia

Pod pojmom riadenie vseobecne rozumieme kazdé ciel’avedomé pbdsobenie
riadiaceho ¢lena ( subjektu, systému ) nariadeny objekt ( sUstavu ). V spojitosti
s riadenim v ozbrojenych zlozkach sa pouziva pojem velenie, ktory moze byt
chapany alebo priamo ako riadenie v ozbrojenych silach, alebo riadenie po linii
priamej podradenosti, zatial’ ¢o po linii odborng sa pouziva pojem riadenie.

Uz z tgjto strucnej definicie vyplyva, ze pokial’ budeme hovorit’ o riadeni,
vzdy sa budeme zaoberat’ tromi zakladnymi pojmami, ktorymi su :
ciel’ riadenia,
riadiaci subjekt ( systém ) a
riadeny objekt.
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Operacna analyza |

Pritom moze ist o riadené systémy rozng zlozitosti i réznegj fyzikanej,
ekonomickej ¢i pripadne biologickej podstaty, od najjednoduchsich regulétorov
( napr. klasicky automaticky odstredivy regulétor otacok strojov ), cez vyrobné
podniky, zivé organizmy, riadenie narodného hospodarstva, riadenie statu a pod.

Pri abstrakcii a zjednoduseni mozno vo vseobecnosti kazdy systém riadenia
znazornit’ schémou uvedenou na obr.2.1.

Nahodné vplyvy
( poruchy )

Vystup systému
Vstup

] ( sprévanie)
—@—» RIADENY OBJEKT

A

v

Riadiace
rikaz
P Y Ciel

Odchylka riadenia
RIADIACI SUBJEKT I' ®

Obr. 2.1. Zakladna schéma riadenia.

Zakladny cyklus riadenia potom prebieha nasledovne : Do riadeného
objektu prichédzaji urgité veliciny - vstupy. Ulohou riadeného objektu je
transformovat’ tieto vstupy podla stanoveného ciel'a riadenia na pozadované
vystupy. Na spravanie sa systému pritom okrem jeho vstupov pésobia g
nahodné vplyvy ( jeho okolie ), ktoré riadiaci subjekt nie je schopny ovplyvnit.
Vystupy - realne spravanie sa systému - je potrebné sledovat’ a porovnavat’ so
stanovenym ciePom riadenia.

Ak sa realne spravanie sa systému odlisuje od pozadovaného (v zavislosti
od ciel'a riadenia), riadiaci subjekt tato odchylku vyhodnoti a vyda riadiace
prikazy k ovplyvneniu spravania sa systému najcastejsie zmenou vstupov.

Pre ilustraciu sa pokusme demonstrovat’ cyklus riadenia na zjednodusenom
priklade riadenia fakulty vysokej skoly. Za vstupy ( vstupné faktory) mozno
povazovat kvalitu prijimanych studentov, zlozenie, kvalifikéciu a odbornu
vyspelost’ vedecko-pedagogického zboru, Uroven materidineho a finan¢ného
zabezpecenia apod..

14



Kapitola 2 : Riadenie a rozhodovanie

Ciel'om riadenia je potom najma transformécia tychto vstupov na ¢o
najkvalitngjsich absolventov schopnych pracovat’ s najnovsimi  vedeckymi
poznatkami v danom odbore. Transformécia pritom prebieha pri vyucbe,
samostatngj vedecko-odborng ¢innosti atd’. Ak realni absolventi tento ciel
nenapinaj U, je potrebné vykonat' zésahy, sivisiace najmé so skvalitnenim vyberu
prijimanych Studentov, zvysenim kvality vedecko-pedagogického zboru,
zabezpecenim moderného materialneho vybavenia ( vypoctova technika) atd’.

Za okolie systému ( ndhodné vplyvy ), ktoré nemdze vedenie fakulty ako
riadiaci subjekt ovplyviovat, ale na ktorych posobenie musi reagovat’, mozno
povazovat' napr. politickl situaciu v spolocnosti a z ng vyplyvajlce persondlne
Zlozenie riadiacich zloziek na nadriadenych organoch ( vrétane osobnostnych
charakteristik konkrétnych nadriadenych ), existujlcu legislativu a jg pripadné
zasadné zmeny, rozpoc¢toveé prostriedky a pravidla nakladania s nimi ainé.

Z uvedeng schémy je zregmé, ze pri riadeni musia byt’ zabezpecené :
potrebné informacie o spravani sa riadeného objektu,
algoritmus porovnania realngj ¢innosti riadeného objektu s cielom riadenia,

algoritmus rozhodovania o tom, ako ovplyvnit’ vstupy na zaklade zistenych
odchylok,

realizacia prijatych rozhodnuti.

V technicke oblasti podlatychto zakladnych dloh pri riadeni rozlisujeme :
prvky snimacie ( ovladacie ), podavajuce informécie o spravani sa objektu
(mergja rozmer, ot&cky, vysku hladiny a pod. ),
prvky riadiace ( vlastny riadiaci systém ), ktoré informécie od snimacich
prvkov vyhodnotia a na zaklade zadaného rozhodovacieho algoritmu vydaj U
rozhodnutie,
prvky vykonoveé ( realizacné ), ktoré zabezpecia vlastny vykon prislusného
rozhodnutia ( prestavenie regulacnych ventilov a pod. ).

Prvym, kto postihol spolo¢né znaky u vsetkych typov systémov riadenia,
bol Norbert Wiener, ktory formuloval na z&klade analdgii medzi riadenim a
komunikaciou v ngdokonalgsich znamych systémoch riadenia - zivych
organizmoch a riadenim technickych a ekonomickych systémov vseobecné
zakony komunikacie a riadenia takychto systémov.

Z&ladom tychto tedrii je vyuzitie procesov prenosu, spracovania a
vyuzivania informacii k riadeniu systémov v sulade so zadanymi ciel'mi
riadenia, ktoré by mali byt schopné navyse reagovat’ na okolie ajeho zmeny.
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Prave schopnost’ reagovat’ na zmeny okolia ( adaptovat’ sa ) je znakom
najkomplexnejsich znamych systémov riadenia ( zivych organizmov, ale dnes uz
g systémov technickych - tzv. adaptivnych systémov riadenia).

Za najvyssi stupen riadenia pritom dnes povazujeme schopnost menit’ na
z&klade postdenia vplyvu vykonu predchédzajucich rozhodnuti na spravanie
systémov g vlastny rozhodovaci algoritmus. Takymto systémom, ktorych
sprévanie je ngblizsie spravaniu zivych organizmov hovorime , udiace sa
systémy*“.

Z uvedenych zakladnych zjednodusenych definicii vyplyva, ze v systéme
riadenia musi byt zabezpeceny zber, prenos a spracovanie informécii. Dalej
musi byt riadiaci subjekt schopny spracované informécie vyhodnotit’, na
z&klade tohto vyhodnotenia informacii vydat’ rozhodnutie a taktiez zabezpegit’
realizaciu (vykon) prijatého rozhodnutia.

Stretavame sa tu pritom s dvoma zakladnymi pojmami, s ktorymi sa v teorii
riadenia systémov pracuje a to s pojmami informacia a rozhodnutie. | ked’
kazdy je zregme schopny na zaklade poznatkov z kazdodenného zivota intuitivne
z&kladny vyznam tychto pojmov vycitit, pre Uplnost’ k nim uvedieme niekol’ko
z&kladnych pozndmok.

2.2 Informéciav systémeriadenia

Pojem ,,infor macia“ je pokladany za jeden z hlavnych pojmov v riadeni a
kybernetike vobec. Informéciami a informacnymi procesmi sa zaobera doélezita
Cast’ teoretickej kybernetiky — tedria informécie. Tedria informécie ma pre
riadenie a kybernetiku zasadny vyznam. Vztah kybernetiky a informécie je
podobny, ako napr. vzt'ah matematiky k pojmu ¢islo, alebo energetiky k pojmu
energiaa pod.

Tedriainformécie sa zaobera nggma:

ulohou informacie v procese riadenia,

otazkami kvantitativneho a kvalitativneho definovania informacie,

podstatou vzniku, zberu, presunu, spracovania a uchovania informacie.

Existuje cely rad definicii od rdéznych autorov napr. , Informacia je
vSetko, ¢o odstranuje ngaku neurditost™ (Wiener) alebo , Informécia je
vetko, ¢o nesie otlatok nejakého faktu alebo udalosti, ktora sa stala alebo
samastat’. Jeto v§etko, ¢o nam o tychto faktoch dava spravu” (Poletgjev).
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Avsak spolocnym obsahom vsetkych vyslovenych a uznavanych definicii
je oznxtenie informacie, ako oznamu o ukoncenom, prebiehajdcom prip.
oc¢akavanom deji alebo jave.

Vseobecne teda mozno informéciu definovat’ ako uréity oznam, ktory
odovzdava urdita zlozka inej zlozke o tom, ako sa spravala, sprava, alebo
bude spréavat’. Ide teda o urcity oznam o tom, ze nastal, alebo nastane urcity
jav, alebo mnozstvo javov. Prostrednictvom tohoto oznamu sa potom u prijemcu
znizuje istd neznalost’ a neurcitost’ tzn. ide 0 oznam, ktory ovplyviuje spravanie
sa a rozhodovanie prijemcul.

Kazda informacia ma stranku kvantitativnu a kvalitativnu.

Kvantitativhe chapeme informaciu ako veli¢inu, ktora ciselne vyjadruje
zmensenie neurcitosti, alebo neusporiadanosti v nejake] sUstave, v mnozine
javov a pod. po prijati istg] spravy. Miera neurcitosti v istgf mnozine javov sa
nazyva entropia. Potom mnozstvo informécii je rozdiel entropie pred prijatim
nejakej informécie a entrépie po je prijati.

Kvalitativne ( vyznamovo ) sa chape informacia ako isty oznam, spréava,
prikaz, nariadenie a pod., ktorym sa u prijemcu zmensuje neznalost’ urcitych
faktov, alebo neistota pri istom rozhodovani tzn. zvysuje sajeho informovanost.
Kvalita informécie je pritom uréovana hlavne jg uc¢elnostou, Uplnostou,
hodnovernost'ou, zrozumitel’nost’ou, presnost’ou a véasnost'ou.

Informécie je mozné delit’ podl'a roznych hradisk. Napriklad podl'a zdroja
sainformacie deliana:

vonkajsie - vstupuju do sustavy zvonka tj. od riadiacej a riadene] zlozky,
od susedov apod. Zahtngu vsetky druhy informécii tzn. oznamovacie,
riadiace, prvotné atd’. a vyzaduju spravne zachytenie a spracovanie, pretoze
st hlavnymi podkladmi pre riadenie,

vnutor né - st ulozené vo vnutri systému a st pouzivané podla potreby. Su
charakteristické tym, ze obsahuju a uchovéavajl poznatky, zru¢nosti a
navyky, metodické postupy, pravidla ¢innosti, programy pracovnych
postupov apod. Zachovavaju sa ako poucenia, vedomosti, sklsenosti,
algoritmus, metdda, program a pod. Riadiaca zlozka ich vybera z paméti v
potrebnom case a uplatiuje ich v stvislosti s vonkajsimi informéciami a
stanovenym ciel'om.

Podra funkcie sainformacie deliana:
riadiace — riadiaca zlozka uréuje riadengj zlozke ciele a ulohy, ktoré ma
plnit, resp. g spdsob akym sa maplnit’ a
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oznamovacie — informujd o minulom, su¢asnom a budicom stave
objektivng reality napr. spatna vazba (hlasenia, doklady apod.).

Podr'a pévodu mozno informacie delit’ na:

prvotné — vznikaju ako bezprostredny obraz vlastnosti objektivng reality,
priamo pri zdroji informéacie a

odvodené — vznikaju spracovanim ( transformaciou ) prvotnych informacii
amaj U vyssiu hodnotu, pretoze uz riesia spésob splnenia uréeného ciel’a.

S pojmom informécia je Uzko spojeny pojem signal. K tomu, aby mohla
informécia vobec existovat’ a bolo mozné jg odovzdavanie medzi zdrojom a
prijemcom prostrednictvom ich komunikacie, musi mat’ svojho energetického,
alebo hmotného nositela. Takémuto spojeniu obsahu informacie a nositela
informécie hovorime signal.

Signdl je fyzikalny pochod nesuci informaciu, tj. pochod, ktorého
niektoré stavy s priradené niektorym vlastnostiam udalosti, alebo faktov.
Je teda mozné povedat’, ze signdl nesie spravu, ktora obsahuje informéaciu a
mdze existovat’ vzdy len vo vnutri nejakej organickel sustavy.

2.3 Rozhodovaniev systémeriadenia

.....

Pudmi ( Tudskym ¢initefom ) i ked’ rozhodovacie bloky su zarad’ované i do
riadiacich algoritmov automatickych systémov riadenia ( poc¢itacové riadenie ).
Tieto zvacsa vyuzivaj i zakladné funkcie formalngj logiky a Booleovej algebry.

Predmetom nasho zaujmu v operatng anayze je riadenie komplexnych
systémov, kde rozhodovanie vykonava jednotlivec alebo riadiaci kolektiv a kde
prave zakladné metddy operacnej analyzy maju pre kvalifikované rozhodovanie
riadiacich subjektov dodavat’ vedecky zddvodnené podklady. Preto je v tomto
pripade mozné rozhodovanie ( rozhodovaci proces ) povazovat' za nendhodnu
vorbu ( nenahodny vyber ) jedného z mnoziny moznych rieseni na zéklade
nejakého, premysleného dévodu z hr'adiska splnenia stanoveného ciel’a,

Z toho je zrejmé, ze vo vseobecnosti za predpoklady pre tvorbu Uspesného
rozhodnutia mozno povazovat’ :

presnd formulaciu ciel'a, ktorého sa ma rozhodnutim dosiahnut’,

dostatok informécii pre tvorbu rozhodnutia,

dostatocna kvalifikaciu rozhodovacieho subjektu a jeho prislichajdce

vybavenie vhodnymi metddami, prostriedkami a vedomaost'ami.
18
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Za zaékladny formdlny postup rozhodovania mozno povazovat postup
uvedeny naobr. 2.2.,

Stanovenie ulohy I
Plan ziskania informécii I

>l
<«

Zber informacii I

Zhodnotenie informacii I

Dostatok
informécii ?

Formulé&cia variantov rieseni I

Vyber optimélneho variantu I
|

Formulécia rozhodnutia I

Vykon rozhodnutia I

Obr. 2.2. Postup pri prijimani rozhodnuti.

2.4 Rozddenie metdd rozhodovania

Zauzivanym hrubym spbsobom delenia rozhodovacich metdd, je ich
delenie podla stupna vyuzitia vedeckych postupov pri formulacii rozhodnutia.
Takto delime metddy rozhodovania natri zakladné skupiny :

metody empirické,

metody exaktné,

metody heuristicke ( zmiesané).
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2.4.1 Empirické metédy rozhodovania

sklsenosti toho, kto rozhoduje ( empiria = skisenost’ ). Pritom je zrggmé, ze
kvalita rozhodnutia bude zavisiet najmé na kvalifikécii, skisenostiach, ale gj
okamzitej dispozicii rozhodovacieho subjektu.

Medzi zakladné metddy empirického rozhodovania patri metéda ,, pokusov
a omylov, (Trial and Error), ktord vo svojg klasickej podobe znamena
nahodnu postupnost’ rozhodnuti s ndslednym vyhodnotenim, ako spravanie sa
riadeného objektu po ich vykone odpoveda pozadovanému ciel'u riadenia. Za
rozhodnutie, ktoré sa ma realizovat’ sa v zavere zvoli to, pri ktorom je odchylka
skuto¢ného spravania sa riadeného systému od pozadovaného stavu ( ciela
riadenia) minimalna.

Této, jedna z najjednoduchsich metdd rozhodovania, vsak méze tvorit
z&klad pre ngjmodernejsie metody riadenia, tzv. riadenie adaptivne. Podstata
spociva v tom, ze ak po vyhodnoteni reakcie riadeného systému na prvy prikaz
resp. rozhodnutie, sa vyhodnoti odchylka spravania sa niektorou z exaktnych
vedeckych metod ( napr. niektorou z gradientnych metéd ) a nésedné
rozhodnutie sa uz neformulujeme nahodne, ale s cielom minimalizovat’ napr.
strednu kvadratick( odchylku spréavania sa systému od ciel'a riesenia, dostaneme
sa k teoretickému zakladu ngjmoderngjsich metdd poznavania ( identifikécie )
systémov, ktoré su vyuzivané v dnes atraktivnych oblastiach, ako je tedria
uciacich sa systémov, rozpoznavanie obrazov a zaklady umelg inteligencie.

Vré‘'me sa vsak spédt’ k metédam empirickym. Ak subjektivne rozhodnutie
jednotlivca nahradime rozhodnutim, ktoré vznikne po kolektivnej porade -
analyze ulohy timom odbornikov mozno do urcitey miery subjektivitu v
empirickom rozhodovani eliminovat’. Medzi empirické metédy rozhodovania
zalozené na kolektivnej analyze problému napr. pri hl'adani nekonvencnych
rieseni zlozitych vyskumnych udloh patri g tzv. brainstorming (,buarenie
mozgov" . Brainstorming hl'ada ngjvyhodnejsie riesenia zadaného problému pri
spolo¢nej porade timu odbornikov najréznejsich odbornosti a profesii. Porada je
vedena podr'a specifickych pravidiel a schéemy, ktorych cielom je provokovat’
ucastnikov k formulovaniu viastnych predstéav 0 moznostiach riesenia tlohy.

Tieto predstavy su potom v diskusii podrobované analyze a taktiez z nej
vyplyvajuce kritike. Pri vhodne vedenej diskusii je mozné, samozrejme Vv
zavislosti na kvalifikacii a tvorivom potencidli zU¢astnenych, ngjst vhodné
netradi¢né rieseniai vel'mi komplikovanych uloh.
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2.4.2 Exaktné metddy rozhodovania

Medzi exaktné metody rozhodovania zvykneme radit’ v stlade s definiciou
discipliny operacnd analyza predovsetkym je zakladné metody. Ich krétky
prehlad je uvedeny v predchadzajlcej kapitole a z&kladné deterministické
metody st predmetom vykladu v d’alsich kapitolach tejto ucebnice.

2.4.3. Heuristické ( zmiesané) metody rozhodovania

Slovo , heuristika® ma v slovniku cudzich slov uvedeny vyznam ako
»postup nachédzania novych vednych poznatkov zalozeny na vyhlradavani a
hodnoteni zdrojov* a pridavné meno , heuristicky” sa zauzivalo ako vyraz
vyjadrujici metodu zalozenl s¢asti na subjektivnom hodnoteni ( Usudku ),
ktorého vysledky su d’alej spracované podla exaktnych postupov ( algoritmov )
tak, aby mohlo byt vyslovené kone¢né rozhodnutie.

Roézne literarne zdroje radia medzi heuristické metddy rozhodovania aj
rozli¢né okruhy metéd. Autori novsich publikacii sa vsak viacmeng zhoduju na
tom, ze medzi heuristické metédy rozhodovania vo vseobecnosti patria :

metédy rozhodovace] analyzy,
metdda r ozhodovacieho stromu,
rozhodovacie tabul’ky
ananovsie g
metdda ,, ssmulovaného zihania“,
genetické algoritmy ,
neur dnoveé siete
aniektoré d’alsie.
Z uvedeného krétkeho prehl'adu si v tejto kapitole podrobnejsie uvedieme

principy niektorych postupov rozhodovacej analyzy a zmienime sa v kréatkosti o
rozhodovacich taburkach a ich pouziti.

»Metdda rozhodovacieho stromu* bude detailngjsie prezentovana v casti
siedmej kapitoly venovanej niektorym zakladnym metédam tedrie grafov.

U ostatnych metdd budl uvedené iba strucne zékladné myslienky, na
ktorych su zalozené a v pripade zaujmu o podrobnejsie studium problematiky
ich mozno ngjst’ v prislusnych literarnych zdrojoch.
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M etody rozhodovace) analyzy

Vychédzaju z podmienok urcitosti, pokial ide o vysledny Gcinok
rozhodovania a z podmienky neurcitosti ( neistoty ), pokial’ ide o odhad rizika
rozhodovania. Pracuju s informaciami ziskanymi v etape rozboru problému a
mergju u¢inok i riziko rozhodnutia podl'a pokial’ mozno vécsieho pocétu kritérii.
Vseobecne to znamend, ze metddy rozhodovace] analyzy sa dotykaju problému
tzv. multikriterialneho rozhodovania resp. multikriterialngj optimalizacie a
preto je ngjdolezitejsim krokom v rozhodovacej analyze nesporne vyber Kkritérii.

Existuje viaceg] rozlicnych metod, ktoré magja v zasade rovnaky princip -
postdenie niekolkych variantov riesenia zadaného problému podra zvolenych
kritérii a stanovenie poradia variantov. Jednotlivé metddy sa lisia podl'a toho,
ako sa uréuje tzv. vaha jednotlivych kritérii a ako sa ¢iselne hodnoti stupen,
ktorym jednotlivé varianty riesenia napinaj zvolené kritéria

Za z&ladni metddu mozno povazovat’ tzv. metddu rozhodovace) matice
( DMM - Decision Matrix Method ), ktora méze mat’ taktiez viacej variantov.
Jeden z variantov spoc¢iva v hodnoteni vahy ( dolezitosti ) jednotlivych kritérii
bodovou stupnicou od 1 po 10 tak, ze stupen 1 je priradeny ngjmensg vahe a
stupen 10 vahe ngjvacsej. Rovnakou stupnicou sa taktiez hodnoti, ako jednotlivé
varianty riesenia vyhovuja zvolenym kritéridm tzn. od ,, 1“ - nevyhovuje az po
, 10 - vyhovuje idedlne.

Vlastné hodnotenie je zrefmé z tab.2.1, v ktorej st hodnotené hypotetické
ponuky zariadeni od troch dodavatel'ov podra toho, ako vyhovuju zvolenym

kritériam hodnotenia, za ktoré boli zvolené — cena ponuky, doba dodania,
platobné podmienky a spolahlivost’.

Tab. 2.1. Rozhodovacia matica pre optimalny vyber dodavatel/a.

Hodnotenie dodavatela
Kritérium Vaha| Dodavatel’ 1 | Dodavatel’ 2 | Dodavatel’ 3
Cena ponuky 10 9 6 )
Doba dodavky 7 8 9 6
Platobné podmienky| 6 7 8 9
Spolahlivost’ 8 6 7 8
Vazeny sucet 236 227 210
Poradie 1 2 3

22



Kapitola 2 : Riadenie a rozhodovanie

[T

( si¢et sucinov hodnotenia miery splnenia kritéria a ich vahy ). Pri takto
zvolenom pristupe su sporné dva aspekty. Prvym je vysoky podiel subjektivity v
hodnoteni ako jednotlivé varianty rieSenia vyhovuju zvolenym kritéridm a
druhym aspektom je subjektivne urcenie vahy jednotlivych kritérii.

Uvedené nevyhody metody DMM ¢iasto¢ne odstranuje tzv. modifikovana
metoda rozhodovace] matice ( FDMM - Forced Decision Matrix Method ), pri
ktorgj sa vahy jednotlivych kritérii, ako a hodnotenie variantov ako spinajl
jednotlivé kritéria, urcuju tzv. parovym porovnanim. Znamena to, ze pri
porovnani dvoch kritérii, je vyznamnejsie ( pre nase rozhodovanie dolezitgjsie )
Kritérium hodnotené ,1“, mengj vyznamné kritérium ,, 0.

Podobne pri hodnoteni toho, ako dva varianty vyhovuju kritériam
hodnotenia, je variant vyhovujlci lepsie hodnoteny ,,1“ a variant hodnoteny
horsie hodnoteny ,,0". Ak potom problém rieseny v tab.2.1. rieSime uvedenym
spdsobom, dopracujeme sa k vysledkom uvedenym v tab. 2.2. a - f.

Tab.2.2. Upravena metdda rozhodovacej] matice.

a) Parové porovnanie kritérii

Kritérium 1 2 3 4 Slcet Vaha
1 - 1 1 1 3 0,5
2 0 - 1 0 1 0,167
3 0 0 - 0 0 0
4 0 1 1 - 2 0,333

b) Porovnanie variantov riesenia podl'a kritéria 1
Variant 1 2 3 SGéet | Hodnotenie
1 - 1 1 2 0,667
2 0 - 1 1 0,333
3 0 0 - 0 0
¢ ) Porovnanie variantov riesenia podra kritéria 2
Variant 1 2 3 SGéet | Hodnotenie
1 - 0 1 1 0,333
2 1 - 1 2 0,667
3 0 0 - 0 0
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d) Porovnanie variantov riesenia podl'a kritéria 3

Variant 1 2 3 Siéet | Hodnotenie
1 - 0 0 0 0
2 1 - 0 1 0,333
3 1 1 - 2 0,667

e ) Porovnanie variantov riesenia podlra kritéria 4

Variant 1 2 3 Sléet | Hodnotenie
1 - 0 0 0 0
2 1 - 0 1 0,333
3 1 1 - 2 0,667

f ) Rozhodovacia tabul'ka pri modifikovanej metdde rozhodovace] matice

Kritérium Hodnotenie dodavatela
Vaha | Dodavatel’ 1| Dodavatel 2 | Dodavatel’ 3
1 |Cenaponuky 0,500 0,667 0,333 0
2 | Doba dodavky 0,167 0,333 0,667 0
3 | Platobné podmienky| 0 0 0,333 0,667
4 | sporahlivost’ 0,333 0 0,333 0,667
Vazeny siéet 0,38911 0,38877 0,22211
Poradie 1 2 3

Pri pohl'ade na uvedené tabul’ky, jeding, ¢o potrebuje krétke vysvetlenie je
fakt, ze vysledné hodnotenie variantov alebo vahu kritérii dostaneme tak, ze
hodnotenie ,, normujeme", tj. pozadujeme, aby sUcet vsetkych hodnoteni resp.
vah bol rovny 1.

Uvedena metdda mé oproti predchédzajlcej vyhodu v tom, ze vahu kritérii
stanovuje uz exaktngjsie, ale na druhg strane nevyhodu, ze dostavame velké
rozdiely v hodnoteni jednotlivych variantov alebo kritérii i vtedy, ked” sa lisia
iba malo.

Napriklad z hodnotenia dodéavatelov 1 a 3 podra stvrtého kritéria tzn.
sporahlivosti a ktoré bolo v prvej metdde 6 a 8 sme ziskali hodnoty 0 a 0,667,
ktoré sa lisia vel'mi vyznamne. Navyse pri ur¢eni vahy kritéria alebo hodnotenia
alternativy rovnom ,,0“, prislusné hodnoty nemaju na celkové hodnotenie ziadny

vplyv.
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Tieto nevyhody odstranuje d’alsia z metdd rozhodovacej analyzy, ktora v
podstate spgja vyhody oboch metdd predchadzajcich a stcastne gj eliminuje do
iste) miery ich nedostatky atou je ,, analytick& viacur oviiova metéda* ( AHP -
Analytic Hierarchy Process ). Metéda je vo svojg podstate zalozend taktiez na
parovom porovnavani stupna vyznamnosti jednotlivych kritérii a miery toho ako
hodnotené varianty riesenia tieto kritéria spiiigji. Stupnica hodnotenia je viak
podstatne komplexnejsia

Hodnotenie je v oboch pripadoch ( porovnanie kritérii i variantov) zalozené
natzv. , expertnom odhade”, pri ktorom odbornici v danom odbore porovnavaju
vzajomné vplyvy dvoch faktorov. Tieto hodnotia na zéklade stupnice [ rovnaky
—daby — stredny — silny - vePmi silny ], pricom tomuto slovnému hodnoteniu
odpovedaju ¢iselné hodnoty [ 1- 3- 5- 7- 9] podraobr.2.3.

9 7 5 3 1 3 5 7 9
Faktor Faktor
\ X|X|™
VePmi Silny Stredny Slaby Rov- Saby Stredny Silny VePmi
siiny naky siiny

Obr. 2.3. Formulér k posudzovaniu vplyvu 2 faktorov.

V pripade, podl'aobr.2.3, ked’ st vo formuléri pre hodnotenie vyznacené 2
moznosti ( konkrétne silnda vel'mi silna prevaha vplyvu faktora B nad faktorom
A), ako vysledné hodnotenie sa v riadku faktora B stipci A objavi hodnota, 8* a
v riadku faktora A a stipci odpovedajlicemu porovnaniu s faktorom B sa uvedie
prevratena hodnota tj. hodnota ,,1/8“. Priklad taburky pre mozné péarové
porovnanie troch variantov je uvedené v tab.2.3.

Tab. 2.3. Paroveé porovnanie pre analyticka viacurovizovi metodu rozhodovania

Faktor A B C
A 1 3 5
B 1/3 1 2
C 1/5 1/2 1

Z tab.2.3 vyplyva este d’alsia odlisnost’ od tabuliek pri prostom parovom
porovnani a to taka, ze do rozhodovace matice sa zarad’uje i vzgomné
porovnanie rovnakych premennych s hodnotenim vplyvu ,, 1* ( rovnaky vplyv ).
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Dalsi postup uréenia véh kritérii a porovnania variantov rieseni je oproti
predchadzajucim metédam komplikovanejsi, pretoze je potrebné pre kazdu
maticu parového porovnania ur¢it normovany vlastny vektor odpovedajlci
najvacseg redlng vlastngj hodnote ( ¢islu ) matice, uvazovang v absolltne
hodnote. Jeho zlozky potom podobne ako v predchadzajlce) metdde parového
porovhania uréuju vahy Kkritérii a hodnotenie variantov riesenia podl'a
jednotlivych kritérii, pricom vysledné ohodnotenie variantov dostaneme rovnako
ako vazeny sucet uréenych hodnoteni ndsobenych vahami kritérii.

Pre porovnanie je v tab.2.4. a —f spracovany rovnako zadany priklad ako v
tab.2.1.atab.2.2.

Tab.2.4. Priklad hodnotenia analytickou viacurovriiovou metédoul.

a) Porovnanie kritérii

Kritérium 1 2 3 4
1 1 5 7 3
2 1/5 1 3 1/5
3 17 1/3 1 14
4 1/3 5 4 1
Vlastnécislo | max=4,245
€0,5500)
Normovany vlastny vektor ( vahy kritérii) a, = 20’1053
80,0574
&0,2880

b ) Porovnanie variantov podl'a kritéria 1

Variant 1 2 3
1 1 5 7
2 1/5 1 3
3 17 1/3 1
Vlastné¢islo | 1a=3,065
€0,7310)
Normovany vlastny vektor ( hodnotenie) a, = 20,1883

£0.0814
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¢ ) Porovnanie variantov podra kritéria 2

Variant 1 2 3
1 1 1/3 4
2 3 1 5
3 1/4 1/5 1
Vlastné ¢islo | 1x=3,086
€0,2800
Normovany vlastny vektor ( hodnotenie) a, = 20,6273
£0,0934
d) Porovnanie variantov podla kritéria 3
Variant 1 2 3
1 1 1/3 /5
2 3 1 1/3
3 5 3 1
Vlastné ¢islo | ma=3,039
60,1050
Normovany vlastny vektor ( hodnotenie) a, = 20,2583
€0,6374
e ) Porovnanie variantov podl'a kritéria4
Variant 1 2 3
1 1 1/3 1/4
2 3 1 1/2
3 4 2 1
Vlastné ¢islo | max=3,0183
€0,122()

Normovany vlastny vektor ( hodnotenie) a, = 20,320?J
£0,558(
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f) Vysledné hodnotenie
Kritérium Hodnotenie dodavatel’a
Vaha | Dodavatel 1 | Dodavatel 2 | Dodavatel’ 3

Cena ponuky 0,550 0,731 0,188 0,081
Doba dodavky 0,105 0,280 0,627 0,093
Platobné podmienky | 0,057 0,105 0,258 0,637
Sporahlivost’ 0,288 0,122 0,320 0,558
Vazeny siéet 0,473 0,276 0,251
Poradie 1 2 3

Analyticka viactroviiova metéda multikriteridlneho rozhodovania je
povazovana v sUcasnosti za najkomplexnegjsiu metddu rozhodovacej analyzy.
Existuju g presné kritéria hodnotenia vierohodnosti jednotlivych rozhodovacich
matic na zéklade tzv. indexu konzistencie matic. Navyse jetato metéda, ako uz
vyplyvaz jeg ndzvu, vhodna g pre viacurovioveé tzv. hierarchické rozhodovanie.

Znamena to, ze kazdé zvolené kritérium moze byt d'alg rozdelené na
subkritéria a tieto pripadne na sub-subkritérid, podla ktorych sa porovnavaju
vsetky varianty riesenia. Napriklad hlavné kritérium platobné podmienky moze
byt' rozdelené na podkritéria : terminy splatok, Urokové sadzby, pozadovana
mena, spol’ahlivost’ banky apod.

Uvedené podrobnosti, ako g d’asie, si uz mimo rdmec nasgj publikécie a
zaujemcovia o tuto problematiku ich mézu ngjst’ v prislusnej literattre, napr. [4],
[5]. Rovnako na literatiru zo zékladov linedrnej algebry odkézeme citatel'ov pre
detaily postupov uréenia vlastnych hodnét a vlastnych vektorov matic.

Rozhodovacie tabulky

Rozhodovacie tabul’ky tvoria relativne samostatnu disciplinu pre riesenie
uloh z ekonomickej, pripadne technickej praxe, zalozenych na zékladnych
logickych funkciach. Slizia nggma ako :

nastroj definovania logiky zadaného problému,

prostriedok pre dokumentaciu spésobu a postupu riesenia ( ngima ako

za&klad pre vypracovanie pocitacovych algoritmov ).

Definované st ako dvojrozmerne usporiadané informécie, ktoré vyuzivaju
z&kladné vzt'ahy matematickg logiky k uréeniu variantov rozhodnuti alebo
¢innosti ( zavislych vyrokov ), ktoré logicky vyplyvad zo splnenia alebo
nespl nenia kombinacie danych podmienok ( nezavislych vyrokov ).
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Detailny vyklad problematiky tvorby rozhodnuti ngjde citatel’ v specialnej
literatare [3]. Pre informativne zozndmenie s principom rozhodovacich tabuliek
postacuju v zasade zakladné poznatky o formalnom usporiadani rozhodovace)
tabul’ky, ktorej vseobecny tvar je uvedeny v tab.2.5.

Tab.2.5. Zakladny format rozhodovace tabu/ky.

Zahlavie tabul’ky Zahlavie kombinacii
( ndzov problému) ( pravidiel riesenia)
1. Kvadrant ( zoznam) 3. Kvadrant stavov
podmienok ( kombinacii ) podmienok
2. Kvadrant ( zoznam) 4. Kvadrant vol'by
cinnosti ( kombinacii ) ¢innosti

Vseobecne postup riesenia tlohy prebieha v smere ¢islovania kvadrantov,
pricom sa hl'adaju najma odpovede na otazky :

1) Akeé surozhodovacie podmienky riesenia problému ?

2) Ktoré vsetky ¢innosti s pozadované pre riesenie problému ?

3) Akeé st mozné kombinécie podmienok ?

4) Ktoré ¢innosti je potrebné vykonat' pri posobeni jednotlivych kombinécii
podmienok ?

Pre informativne oboznamenie sa s fungovanim rozhodovacich tabuliek
budld uvedené teoretické zasady prezentované na jednoduchom priklade
rozhodovania o prechode krizovatky, ktorého riesenie je uvedené v tab.2.6.

V takto zadanom priklade je zrgmé, ze zakladné rozhodnutie o tom, i
prejst’ krizovatku alebo pockat’ ( rozhodnutie o vykone niektorej z ¢innosti ) sa
uskuto¢nuje na zéklade moznych kombinécii podmienok riesenia ( tzn. ¢i je
krizovatka riadend, alebo nie, aké signalne svetlo na riadeng krizovatke svieti,
aka je premavka na neriadenej krizovatke apod. ).

Vo zvolenom priklade vyuzitia rozhodovacich tabuliek bol zvoleny
najjednoduchsi typ rozhodovace tabulky, v ktorom sa vo vseobecnosti
vyskytuj U iba 2 odpovede na kazd( otazku ( podmienku riesenia) - ANO resp.
NIE a kde st takisto k dispozicii iba dve vorby vykonania rozhodnutia o kazdej
¢innosti ( rieseni problému ) - prejst’ alebo poékat’.
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Tab. 2.6. Priklad rozhodovacej tabu/ky

y Kombinacie

PRECHOD KRIZOVATKY 1 > 3 ) 5
Riadena krizovatka A A N N N
Svieti zelena A N - - -
VoPno v smere premavky - - A N N
Prichadzaj Uce vozidlo ] ] ] A N
v dostato¢nej vzdialenosti
PREJST X - X X -
POCKAT - X - - X

Z uvedeného je zrejmé, ze v hlavnych oblastiach vyuzitia rozhodovacich
tabuliek, za ktoré st povazované najma

analyza, modelovanie a projektovanie rozhodovacich procesov v riadiacich

systémoch,

riadenie technologickych procesov a havarijnych stavov v reAlnom ¢ase,

diagnostika, klasifikacia a porovnavanie systémov rozliénegj povahy,

priprava a riadenie bank Udajov ( organizacia zberu, ukladania a vyberu dat

z béank dét ),

racionalizacia programovania a systémove analyzy,

komunikécia medzi systémovou analyzou a programovanim pri vyvoji tloh

automatizécie riadenia,

simulécia funkcie systémov ( sustav ) a predpovedanie moznych désledkov

vyplyvajucich zo zistenych stavov systémov,

analyza, riesenie a optimalizécia zlozitych jednoucelovych rozhodovacich

procesov strategického vyznamu,

budl rozhodovacie taburky podstatne zlozitejsie a nebudl vzdy pracovat’ iba s
bivalentnymi podmienkami a rozhodnutiami. Z&kladny princip ich tvorby a

rieseni ( rozhodovania) vsak zostava nezmeneny.
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Dalsie heuristické metddy r ozhodovania.

M etoda simulovaného zihania

Metoda je zalozena na analégii medzi procesom zihania ( pri ktorom sa
ohrevom kovovej sUcasti a jeg nasledovnym riadenym ochladzovanim dosahuje
stav charakterizovany nizkou vnuatornou energiou - nizkym vnuatornym pnutim )
a problémom optimalizacie kombinatorickej ulohy. Uvazuje sa pritom, ze rézne
tepelné stavy pevného telesa odpovedaju pripustnym rieseniam optimalizatnej
ulohy a vnltorna energia telesa, ktord sa ma minimalizovat’ odpoveda Ucelove;
funkcii f(x). Technika, ktora sa pri tom vyhodne vyuziva sa vola,, M etr opolisov
algoritmus® a je zalozena na pocitacove] simulacii jedného z typov nahodnych
procesov ,, Random Walk” ( tj. postupnosti nekorelovanych nahodnych hodnot).
Tato metdda je vhodna pre pracu so spojitymi premennymi, pretoze sa 'ahko
implementuje a relativne 'ahko riesi g problémy s vel’kym poctom premennych.
Je vyuzitel'na pre vel'ké mnozstvo rozli¢nych problémov, avsak c¢as vypoctu

.....

V porovnani s ostatnymi metédami je vacsi.

Geneticky algoritmus

Vychédza z principov prirodnej genetiky a prirodzeného vyberu. Vyuziva
zékladné postupy genetiky ako kddovanie, inicializacia, reprodukcia, krizenie,
mutécie, ndhodny prirodzeny vyber ( najschopnejsich jedincov ) atd’. Vyuziva sa
tiez v optimalizatnych kombinatorickych problémoch. K rieseniu sa vyuziva
okrem iného g pocitacova simulacia, ktorou sa vytvarg i ndhodné kombinécie
rieseni, pricom pre dalsi ,, vyvoj“ k d’alseg optimalizacii sa vyberagju ibatie, ktoré
vyhovuju zadanym obmedzujucim podmienkam. Geneticky algoritmus je
vhodny ngma pre problémy s diskrétnymi premennymi. Cahko sa prakticky
implementuje, ale vyzaduje vzdy niektoré specifické vedomosti o probléme, aby
bolo mozné uréit vstupné hodnoty - dizku retazca a velkost populécie. Je
vhodna pre paralelné vypocty, pricom zacina s viac ako jednym vychodiskovym
rieSenim a preto g d’alej pracuje si¢asne s viacerymi retazcami.

Umelé neur 6nové siete

S0 intenzivne skimané uz dihsi ¢as v oblastiach dotykagucich sa tzv.
umelgj inteligencie, napriklad pri procesoch slvisiacich s rozpoznavanim reci,
vytvaranim a rozpoznavanim obrazov apod. Umelé neurénoveé siete sa snazia
napodobnit’” algoritmy myslenia a prace mozgu, ktoré hromadne vyuzivajU
paralelné miestne riesenia so Siroko distribuovanymi charakteristikami, na
rozdiel od klasicke] prace riadiacich jednotiek pocitacov.
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Tie su sice vel'mi rychle, ale pracuju sekvencne a informécie ukladaju v
presne adresovanych oblastiach paméti. V sU¢asnosti tvoria umelé neuronové
siete relativne uzatvorenu oblast’, ktora riesi optimalizaciu Uloh pracujdcich s
bivalentnymi premennymi ( typu O — 1 ). Vhodné su pre Gcelové funkcie v
linearnom tvare, vyzaduju relativne vel'ké operacné paméate pocitacov a preto nie
s vhodné pre optimalizéciu viacrozmernych udloh. Oproti tomu hardwarové
implementacie tychto modelov su relativne jednoduché a ich hlavnou
prednostou je najma relativne velka rychlost’ ich realizécie. Preto s uréené
naj ma pre aplikécie pracujlce v realnom ¢ase.

Vzhradom na Gcel tegjto publikécie, mohli byt uvedené iba niektoré zo
znamych a najviac pouzivanych heuristickych metdd optimalneho rozhodovania.
V novsg literatlre sa uvadzaju g d’alsie napr. hl’adanie , tabu“ rieSeni ( Tabu
Search ) alebo tzv. , ciel’ova analyza“ ( Target Analysis ), ktoré tiez patria do
oblasti dotykajucich sa tzv. umelg inteligencie. Pre zaujemcov o hibsie
poznanie problematiky vsak moézu sluzitt ako inspirécia pre optimane
rozhodovanie napriklad v oblastiach stvisiacich s krizovym riadenim.
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3. ZAKLADNE POSTUPY A METODY OPTIMALIZACIE

Skor ¢i neskér nastane najhorsie mozné
usporiadania okolnosti.

Nasledok : Kazdy systém treba navrhnur tak, aby
vydrzal aj najhorsie mozné usporiadanie okolnosti.

SODDOV DRUHY ZAKON

V predchadzajlcich kapitolach bolo viackrét uvedene, ze zakladné metody
operacng analyzy slizia v znatngl miere k ziskaniu vedecky zddvodnenych —
optimalnych — rozhodnuti, potrebnych ku kvalifikovanému riadeniu réznych
typov komplexnych systémov. Je preto logické, ze vyznamna cast z metdd
operacng analyzy su metody optimalizaéné, ktorymi uréujeme z mnoziny
moznych rieseni ( rozhodnuti ) takeé riesenie, ktoré z urcitého pohradu ( kritéria)
najlepsie vyhovuje vopred uréenym poziadavkam.

Pri upresnovani a ujasiovani zékladnych vyznamov pojmov , optimany” a
,optimalne riesenie”, mozno uviest, ze pdjde o ur¢enie riesenia, ktoré najlepsie
vyhovuje stanovenému kritériu. Napriklad navrh planu vyroby, pri ktorom bude
dosiahnuty maximalny zisk, tzn. uréenie planu vyroby je tu riesenie a
maximalny zisk je stanovené kritérium optimalnosti riesenia.

V predchédzajlce kapitole, v ¢asti venovane rozhodovace] analyze, sme
sa zaoberali tzv. multikriterialnou optimalizaciou, pri ktorej sa hodnotili
mozné varianty riesenia z viacerych pohlradov ( kritérii ). Avsak vyslednym
suhrnnym ( agregovanym ) kritériom pre vyber optimalneho variantu bol pritom
maximalny sucet stcinov vah jednotlivych ciastkovych kritérii a prislusnych
hodnoteni variantov ( maximalny véazeny stcet ). Problematika optimalizécie je
teda v zasade problematikou hl'adania extrémov, extrémnych rieseni.
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Preto bude vhodné stru¢ne charakterizovat’ prehl'ad zakladnych problémov
uréovania extremov, pripomenut’ si zakladny matematicky aparat vyuzivany pri
hl'adani extrémov a zaradit’ do tychto suvislosti i oblasti optimalizécie riesené
metodami operacnej analyzy.

3.1 Varnéextrémy funkcii

Problematika hr'adania volnych extrémov funkcii jedne resp. viacerych
premennych je vseobecne znama zo zakladného kurzu matematiky. Pripomenme
s len pre Uplnost, ze extrém ( maximum aebo minimum ) priebehu funkcie
jednej premenngj (obr.3.1) ur¢ujeme z podmienky, ze derivacia funkcie je rovna
nule. To ¢i ide 0 maximum alebo minimum potom urcuje znamienko druhej
derivacie ( ak je kladng, ide 0 minimum, ak je zaporna o maximum).

Obr.3.1. Extrém funkcie jednej premennsj.

A

y A(Xo,Yo)

8 RN

Y (X)=0P (Xo, Yo)

v

Priklad 3.1 Ur¢te, ktory z obd/znikov o obvode O (O = 20) mé najvacsi obsah!

RieSenie : Ak oznatime strany obdiznika a a b, bude obssh S=a.b a obvod
O=2.(a+h).

Zo vzt'ahu pre vypocet obvodu dostaneme

b=9-a
2

a po dosadeni do vzt'ahu pre vypocet plochy plati

S:ag%j- agzg.a- a’ preal (0, O/2).
é 2



Kapitola 3 : Zakladné postupy a metddy optimalizacie

dsS_

—=0
da

Z podmienky

dostaneme tvar

O 2.a=0 b a=
2

1O

S

a po dosadeni do vzt'ahu pre b dostaneme

Z toho vyplyva, ze maximany obsah ma stvorec (a = b), tzn. po ¢iselnom
dosadeni S = 25.

V praxi sa mozno ¢asto stretnit’ s problémom, ked’ na jednej premenne
zavisia dve funkcie, ktoré maju extrémy pre rézne hodnoty nezavisle premenngj.
Napriklad zavislosti spotreby a vykonu spal’ovacieho motora na otéckach maju
typicky tvar podlra obr.3.2. V literatUre sa potom uvéadza, ze optimalna oblast’
vyuzitia spal’ovacieho motora lezi medzi otackami minimalnej spotreby ngmin &
oté&ckami maximalneho vykonu Np .

Je mozne vsak vytvorit’ nova kriteridlnu funkciu F, ( takisto zavisla na

oté&kach n ), ktorej hodnoty mozno urcit’ ako stcet hodnét relativneho poklesu
vykonu a relativneho zvysenia spotreby

Frn = D90 DPP(H)’
kde pre Ay(n) a AP(n) plati Dg(n) =g(n) - 9min

Jgj priebeh mozno urcit’ numericky alebo graficky, pretoze v tomto pripade
byvaju pévodné funkcie iba vynimocne vyjadrené analyticky. Pri pohl'ade na
obr.3.2 vidime, ze i t&o zavislost ma svoje minimum a ze teda mozno urcit’
Otacky Nope Pre nove, zdruzene ( agregované ) kritérium optima.

Je zregjmé, ze pri uvedenom tvare nového kritéria optima davame obidvom
pbvodnym zavislostiam rovnakl vahu. Je vsak tiez mozné jednoducho kritérium
alebo vykon. Spodobnym tvarom zavislosti sa mozno v technickej alebo
ekonomicke praxi stretnit’ castegjsie ( napr. zavislost” zivotnosti a produktivity
strojného zariadenia na pracovnych podmienkach ) a preto si moznosti vyuzitia
uvedeného pristupu ovelasirsie.
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\/ | Das  |Dog
Omin Prax
F W
Fen)
Ngin=M M Ng Nz NsiNg M7 Ng MNo=Npmax  ® N
v
Nopt

Obr.3.2. Zavidost' vykonu a spotreby spa/ovacieho motora na otackach.

Pre voI'né extrémy funkcii viacel premennych platia podobné vzt'ahy. Ak
uvazujeme vseobecne funkciu n — premennych v tvare

y=Tf(x,x; Kx,),

stradnice extrému x{?, x{¥ K x(© dostaneme ako riesenie stistavy n — rovnic
f f f

LI S L S L

X, %, %,

Priklad 3.2 Urcte rozmery nadrze o danom objeme V tak, aby jg povrch ( dno
a steny ) bol minimalny.

= 0.

RieSenie : Ak oznacime rozmery dna x a 'y a vysku nadrze z, bude platit’ pre
objem vzt'ah
V=Xx.y.z
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apre povrch
P=x.y+2.x.2z+2.y.2Z.

Ak za z dosadime z -V , vyraz pre povrch bude P=x.y+2'—v+2'—v.
X.y y X

Parcialne derivacie potom budu

apo Uprave dostdvame x?.y=2.V a x.y?’= 2.V,

Podielom oboch vyrazov dostaneme X = 1, z ¢oho vyplyva x=y a po
y

dosadenl'x-z'—z/zo P x=%2V =y a
X

Y% \/V
P z=7u0 =3 .
(32.v) 4
Potom numericky napriklad preV =32budex=y=4 a z= 2.

3.2 Viazané extremy funkcii

Problematika viazanych extrémov funkcii ( extrémov, ktoré musia spinat’ aj
d’alsie podmienky ), tvori teoreticky z&klad rozsiahlej oblasti operacnej analyzy
— matematického programovania.

Vo svojg klasickg podobe sa tloha ngjst’ extrém funkcie viac premennych

y =1 (X, X, KX,)

pri splneni podmienok
F (X, X, KXx,) =0,
F, (X, X, KXx,)=0,
[ [
F, (X, X, Kx,)=0
riesi s pomocou tzv. L agrangeovych multiplikatorov A;, A, . .. Ay atotak, ze
sa zavedie pomocna funkcia v tvare
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G(Xy, Xy X )= F (X Xy X))+ R (XX, KX, )+
|, F (X, X, KX, )+ ...+ . F, (X, X, KX,,)

a z podmienok ( rovnic)
16 _, 16

- O E
x4 ’ %, C X,

s vywzitim rovnic F, =0, F, =0, ... F,=0, ( spolu n + m rovnic) mozno

=0

jednoducho zistit hradané stradnice extrému x9 x9 K x{® a Lagrangeove
172 n

multiplikatory A1, A2, ... Am.

Priklad. 3.3 N4jdite extrémy funkcie v tvarey = x>+ x,° pri splneni podmienky
2 2 —
X1"+ 4x° 1= 0.

Riesenie : Pomocna funkcia G bude v tvare
G(Xy, Xp)= XP+X5+1 (X2 +4.x5-1)=x2.(1+1 ) +x5.(1+41)- | .

Po vykonani parcidlnych derivacii, bude slstava rovnic pre uréenie
sUradnic extrému :
1G

=2.x9 (141 )=0 P | =-1
i, X1 (+)

16

=2.x9 (1441 )=0 P | =-
™, X5 (+ )

NG

x{92+4 xP?- 1= 0.

Pre . = -1 dostaneme z druhej a tretej rovnice x3) = 0 a x{% = 1.
Podobne prel =-L/4bude x” = 0a x{ = + 05.

Po dosadeni prvel dvojice hodnét do pévodng funkcie bude y = 1, ¢o
znamena lokdlne maximum, z druhg dvojice ziskame hodnotu y = 0.25
prezentujdcu lokalne minimum.

.....

problémoch nelinedrnych ) je iba vynimo¢ne mozné priamo a obmedzujlce
podmienky pritom byvaju ¢astgsie v tvare nerovnic ako v tvare rovnic.

Pozndmka : V technickych alebo ekonomickych aplikécidch sa ¢asto vyuzivajl

k modelovaniu zakladnych zavislosti linearne funkcie, ¢i uz jednej alebo viace
38
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premennych. Je zremé, ze tu suvedenymi postupmi nevystatime, pretoze
derivacie linedrnych funkcii davaju ako vysledok konstanty. Riesenim takychto
uloh, kde i zé&kladna ( u¢elova ) funkcia i obmedzujuce podmienky maju tvar
linernych funkcii viacegl premennych sa potom zaobera jedna zo z&kladnych
metod operacnej analyzy — linear ne programovanie ( vid'. kapitola4 ad’asie),
ktoré k optimalnemu rieseniu dochédzaju vacsinou po krokoch tzn. iteraénym
postupom.

3.3 Zakladné pojmy variaéného poctu

Pre Uplnost’ budu v tgjto kapitole uvedené g niektoré zakladné informécie
o specifickej oblasti urcovania extrémov tzv. variaénom pocte. Variaény pocet
sa zaobera problematikou hr'adania extrémnych hodnét vyrazov obsahujucich
integrél, tzv. funkciondlov. Jeho zaklady sU spojené s menami znamych
matematikov ako boli Euler, Lagrange, Bernoulli aini.

Nimi povodne riesené tlohy ako napr.

uréenie krivky, ktora spgja 2 body na ploche ( v rovine ) a ma minimalnu
dizku,

uréenie krivky, ktora pri danom obvode vytvori v rovine obrazec o
najvacsg ploche,

uréenie krivky, po ktorej sa hmotny bod pdsobenim gravitacie dostane z
jedného bodu v rovine v minimanom ¢ase ( tzv. Uloha o brachystochrone )

a niektoré d’alsie sa postupne vyvinuli do modernych vypoctovych metdod,
pomocou ktorych sa dnes riesia problémy ako napriklad tzv. Gloha s voPnymi
koncami ( alebo tiez transverzalny problém ) prezentovana na obr.3.3. Jg
zadanim je ngjst’ tvar spojnice y =y (x) o minimalnej dizke medzi 2 bodmi A a
B, ktoré sa zadanou rychlost’ou pohybuju po vseobecnych krivkach Fi(x, y) =0
a Fx(x,y)=0.

Ak sa tato uloha rozsiri na trojrozmerny priestor, je zrggmé, ze sa stala
teoretickym z&kladom dnesnej astronautiky.

dizka krivky ( &i uz priestorovej alebo rovinng ), pre ktorui je zname, ze napr. v
rovine ju urcuje vyraz

l[y(X)]=Xci)Jl+(y‘)2dX-
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Fi(x,y)=0

Fa(x,y) =0

A

Obr. 3.3 : Variacna uloha s vo/nymi koncami.

Dalsou vyznamnou oblastou, kde sa dnes variatny pocet hromadne
vyuziva v technickej praxi, je riesenie zakladnej Ulohy technickej pruznosti a
pevnosti tzn. uréovanie deforméacie a namahania T'ubovolne zlozitych a
I'ubovolne zatazenych konstrukcii. Funkciondlom je tu potencidlna energia
deformovaného telesa ( konstrukcie ) vyjadrena vo forme integralu a aplikéciou
variatného poétu sa hrada taky tvar, ktory je charakterizovany minimom
potencialng energie.

Tato dlohu numericky riesi metéda koneénych prvkov ( Finite Element
Method ), ktora je v sGcasnosti povazovana za univerzalnu metédu uréovania
pevnostnych i dynamickych vlastnosti konstrukcii.

Pre ilustraciu matematického aparatu, ktory sa vo variacnhom pocte vyuziva
s uved'me, aky tvar nadobudne zakladna rovnica variatného poctu pre
najjednoduchsi funkcional v tvare

| [y(X)]=X6F(X, y, y') dx.

X1
Z podmienky, ze variécia funkciondlu ( odtial nazov ,variacny pocet” )
musi byt’ pre extrém rovna nule tzn.

dify,(x)]=0,

sa odvodzuje jeden z dvoch zékladnych tvarov rovnice variacného poctu
. d
F-Fy-Fy -y (x) d_x Fy - y(x) =0
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tzv. Eulerov tvar, alebo tvar

d
F - d—XFy\ =0,
ktory predstavuje tzv. Lagrangeov tvar. Symboly F, a Fy pritom znamenaju
parcidlne derivécie podla jednotlivych premennych. Zakladnymi rovnicami, s
ktorymi variacny pocet pracuje su teda parcidne diferencidlne rovnice. Ich
riesenim je potom tvar funkcie, pre ktord zadany funkciond nadobuda
extrémnych hodndt tzv. extremala.

Z uvedeného nepriamo vyplyva, ze Ulohy variatného pocétu su v
uzatvorenom tvare exaktne riesitel'né iba vynimocne ( g to iba v pripadoch

.....

numerickgl matematiky s maximalnym vyuzitim vypocétovej techniky.

CVICENIA

1. Vypotitgjte optimalny rozmer nosnika obdiznikového prierezu naméhaného
na ohyb, ktory je mozné vyrezat’ z gul'atiny daného prierezu.

2. Ngdite ngkratsiu vzdialenost bodu P[0, 1] od elipsy zadang rovnicou
v tvare 4x°+4y? =36.

3. Urcte na ploche f(x, y, z)=0 krivku, ktora je ngkratsou spojnicou dvoch
réznych bodov Py Xo, Yo, Zo] @ P1[X1, Y1, Z1] tejto plochy.

4. Urcte krivku y = y(x), ktora spga dva body A a B, leziace v tej istgj rovine,
nie vsak na spolo¢ngj vertikale, pricom hmotny bod M pohybuijlci sa po tgjto
krivke iba p&sobenim zemskej tiaze sa dostane z bodu A do bodu B za
najkratsi ¢as. Odpor prostredia a trenie neuvazujte.

LITERATURA

[1] Rektorys, K. —akol. : Prehled wité matematiky. SNTL, Praha 1973.

[2] Rektorys, K. : Variachi metody v inzenyrskych problémech a v problémech
matematicke fyziky. SNTL, Praha 1974.

[3] Dantzig, G. B. : Linearne programovanie a jeho rozvoj. SNTL, Bratislava
1966.

[ 4] Lasdow, L., S : Optimizacia bo/sich sistem. Nauka, Moskva 1975.
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4. LINEARNE PROGRAMOVANIE

V krizovych situaciach,
ktoré natia /udi rozhodnlr sa medzi réznymi metodami,
vacsina zvoli tu najhorsiu.

RUDINOV ZAKON

Oblast’ linedrneho programovania patri medzi najrozsirenejsie a nagjviac
prepracované oblasti matematického programovania, tj. h'adania optimalnych
rieseni Uloh sobmedzujucimi podmienkami. Pritom, ako nazov napoveda, u
uloh linedrneho programovania obe zakladné ¢asti ich matematického modelu
I'ubovorného problému tzn. ciel’ rieSenia vyjadreny ciePovou ( kriterialnou,
ucelovou ) funkciou a obmedzujuce podmienky maja tvar linearnych funkcii
viaceg] premennych.

Vseobecne mozno Ulohu linearneho programovania zapisat’ matematickym
modelom v tvare

Z=C;. X1 +Cy. X, + KKK +¢,,.X,, ® opt (max, min)

(4.1)
1. X1 ta X, tKKKK +a, X, >=< by
ay1 . X1 tam X, tKKKK+a,.X, >=< b,
I l
I l

A1 -X1 o X, tKKK+a,,,.X,, >=< b, (4.2

kde rovnica (4.1) vyjadruje u¢elovu funkciu a slstava nerovnic prip. rovnic
(4.2) popisuje obmedzujice podmienky problému.
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Kapitola 4 : Linearne programovanie

Pri pouziti maticového zapisu mozno problém zapisat’ jednoducho v tvare :

T ®  opt

b (4.3)

z=C.X
A . X

>

kde

™D D

(@]
I
» (D> D> D>
= =
(@ ony ey e ey any any end

®

je vektor koeficientov Ucelove funkcie,

X X
NR

X

I
> (D> (D> D> D> D> (D~

= =
caoNnonononononc

®

m

je stipcovy vektor premennych problému.

éa; a, L a,
e
_ g Ax L a,
[mn] ey v v

~

e
éaml am2 I— amnl’]

je matica sUstavy obmedzujUcich podmienok a

A

(e} ey ey en Y an

o T
NoB

O
I

> (D> (D> (D> (D> D> D
= =

®
e

je stipcovy vektor pravej strany obmedzujtcich podmienok.
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4.1 Priklady jednoduchych uloh linear neho programovania

Pomocou linedrneho programovania je mozné urcovat’ riesenia prakticky
I'ubovornych problémov optimalizécie. Zalezi len na schopnosti formulovat’
zadanU Ulohu a zostavit' jg matematicky model tak, aby s pozadovanou
presnostou Ulohu popisoval. Pri zostavovani modelu sa osved¢ilo dodrziavat
nasledujcu hrubl postupnost’” krokov :

a) Slovné zadanie —formulécia ulohy.
b) Formalizacia zapisu do tabulky.
c) Zostavenie matematického modelu ulohy, obsahujuceho dve zakladné
casti :
I. acelovl funkciu a smer je optimalizacie( MAX, MIN),
[1. sistavu obmedzujucich podmienok v tvare nerovnic, prip. rovnic
d) Samotné optimalneriesenie ulohy.

Demonstrujme si tento zakladny postup na klasickom pripade aplikacie
teoretického aparétu linedrneho programovania— optimanom pléane vyroby.

Priklad 4.1 Optimalny plan vyroby.
a) Sovnézadanie

Podnik vyraba 2 typy vyrobkov V; a V, v dvoch prevadzkach P; a P,. Za
jeden vyrobok V; realizuje zisk 10 jednotiek (tisic), za jeden vyrobok V, zisk 12
jednotiek. Kapacita prevadzky P; staci na vyrobu 6 vyrobkov V; na zmenu alebo
vyrobu 12 vyrobkov V, na zmenu. Kapacita prevadzky P, je alebo 12 vyrobkov
V; alebo 8 vyrobkov V,.na zmenu.

Ulohou je naplanovar vyrobu (urci pocty vyrobkov Vi a V,) tak, aby
podnik dosiahol maximalny zsk.

b) Formélny zapisdo tabuPky

Prevé deZerbOK V, V, K apacita
P, 6 12 1
P, 12 8 1
Zisk 10 12 MAX
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Cc) Zostavenie matematického modelu ulohy

Po formalnom zépise Ulohy do taburky je uz vytvorenie jef matematického
modelu elementarne. Ak hradanému pocétu vyrobkov V; priradime premennud x,
a hradanému poc¢tu vyrobkov V, premennu x, je zregimé, ze Ucelova funkcia
bude mat’ tvar

z=10.x,+12. %X, ® MAX,
a obmedzujuce podmienky vyplyvajlice z toho, ze nesmu byt prekrocené
disponibilné mnozstva ( zasoby ) surovin budu v tvare

LSS ) £1
6 12
pre prvu prevadzku a

X1, %o £1
12 8
pre druht prevédzku. Z fyzikdneho principu dlohy pritom vyplyvaju este dve
d’alsie obmedzujuce podmienky ( pocet vyrobkov neméze byt zaporné ¢islo) a
preto plati
X, 3 0
X,3 0
Pre Uplnost uved’me tento model este v kompaktnom maticovom zapise,
ktorého tvar bude

éx, u

z=[10, 12].A g ® max
&1
el 14
Y gy
<1 1% < o X -
&—, =0 4 éu &0
~12 . eXqu £ 7
S, ool eu a
el 05820 54 &y
& a &a &a
e0, 1y
e u

d) Vlastnériesenie tloh linearneho programovania

Do podobného tvaru mozno pritom upravit' nespoc¢etné mnozstvo uloh.
Uvedieme aspon niektoré klasické priklady, na ktoré sa linedrne programovanie
najc¢astejsie prakticky vyuziva. Je zregmé, ze modely rednych podnikov budu
komplexnejsie a obmedzujGcich podmienok bude podstatne viac.
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Napr. spotreba energie, spotreba pracovnej sily, kapacita vnatropodnikovej
i vonkajsegj dopravy a mnoho d’alsich a ze sii¢asne i kriterialne funkcie mézu byt
komplexnejsie tzn. mézu spgjat’ viac kritérii s roznymi vahami podra kapitoly 2.
To uz je ade zdlezitost' skor formalna, pretoze rozhodujlce je, ze matematické
modely s rovnakého typul.

Priklad 4.2 Optimalny plan vyroby obmedzeny zasobami (surovin, stciastok)

a) Slovné zadanie

Opravovria robi 3 druhy oprav O;, O,, O3, na ktoré spotrebovava 2 druhy
SUciastok S, a S,. Zisky zjednotlivych oprav st po rade 54, 45 a 52 jednotiek. Na
opravu O; (1.typu) sa pritom spotrebuju 2 sUciastky S, a 3 sUciastky S, na
opravu O, je potrebna 1 slciastka S, a 2 slciastky S, a na Oz potrebujeme 3
Suciastky S, a 2 slciastky S,. Na sklade je pritom 600 sUciastok S, a 800
stciastok S, . Dalsou poziadavkou je, ze pre zabezpecenie chodu organizacie je
potrebné zabezpecir minimalne 50 oprav O, 100 oprav O, a 80 oprav Oa.
Ulohou je naplénovanie poctov oprav tak, aby zisk opravovne za ich vykonanie
bol maximalny.

b) Taburka ulohy

Sitiastky Opravy| o 0; 0 Zésoba
S 2 1 3 600
S 3 2 2 800
Min. poéty opréav 50 100 80
Zisk 54 45 52 MAX

c) Matematicky model
zZ= 54.x1 +45.x2 +52.x3 ® MAX

2.x1+ Xy + 3.x3 £ 600
3.x1+ 2.x2+ 2.x3 £ 800
Xq 3 50
X5 3 100

Xg * 80
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Medzi klasické ulohy linearneho programovania patria g tzv. zmieSavacie
( nutri¢né ) problémy, ktoré je mozné demonstrovat’ na nasledujucom priklade.

Priklad 4.3 ZmieSavaci problém.

a) Slovné zadanie

Ulohou je vyrobiz pri minimalnych nékladoch zmes o obsahu minimalne 54
jednotiek Zlozky A, minimalne 45 jednotiek zZlozky B a minimalne 52 jednotiek
Zozky C. K dispozicii si 2 suroviny S; a S o jednotkovych cenach 600 a 800
jednotiek. Pritom surovina S obsahuje v jednotkovom mnozstve 2 jednotky
Zozky A, 1 jednotku Zlozky B a 3 jednotky zlozky C, surovina S, obsahuje 3
jednotky Zlozky A, 2 jednotky Zlozky B a 2 jednotky Zlozky C.

b) Taburka ulohy

Zlotky Suroviny S S Poziadavky
A 2 3 54
B 1 2 45
C 3 2 52
Ceny 600 800 MIN

c) Matematicky model ulohy
zZ = 600.x1+800.x ® MIN

2
2. Xyt 3.x2 3 54
Xy + 2.x2 3 45
3.x1+ 2.x2 3 52
X1 30
X5 30

Forméne na rovnaky model vedie g modifikacia klasického zadania
nutricngj Ulohy, ktora riesi optimalne zlozenie stravy sudanymi poziadavkami
na dodrzanie zasad zdravého stravovania ( percento zékladnych zloziek stravy v
jedlach) s cielom minimalizovat’ néklady na nakup potravin, na spotrebovanu
energiu a pracu pri priprave jeddl.
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Dalsou z klasickych udloh linedrneho programovania je névrh optiméneho
rezneho planu.

Priklad 4.4. Optimalny rezny plan.
a) Sovnézadanie

Z polotovaru o dizke | = 8 m je potrebné narezas miniméalne 1000 prirezov
o dizke |, = 2,5 m, 600 prirezov dizky I, = 3,0 ma 200 prirezov dizky I3= 3,5m
tak, aby odpad vzniknuty pri rezani bol minimalny.

b) Taburka ulohy

‘L . Varianty rezania
Dlzka prirezu 1 > 3 ) 5 6 | Potreba
l,=25m 3 - - 2 1 1 000
l,=3,0m - 2 - 1 - 1 600
I3=3,5m - - 2 - 1 1 200
Odpad 05| 20 1,0 0 2,0 1,5 MIN

c) Matematicky model

z=05.x;+2,0.X, +1,0.x53+ 0.X, + 2,0.X5 +1,5.Xg ® MIN

3.Xq +2.Xy + X5 3 1000
2.X5 + X4 3 600
2.X3 +Xs +Xg 3 200

X; 30 pre j=1.6

Z porovnania uvedeng tabul’ky a matematického modelu je zrggmé, ze v
tomto pripade boli za premenné udlohy X;, Xp, ... X zvolené pouzité pocty
moznych variantov rezania, ktorymi mozno z polotovaru pozadované dizky
narezat’ a koeficienty Géelove funkcie ¢y, C,, ..., Cs SU dizky odpadu vznikajlice
pri pouziti jednotlivych variantov.

Poznamka : Uvedeny priklad predstavuje klasicky model optimélneho rezného
planu uvadzany vseobecne v literatire. Jeho riesenim je

X3 =100, X4 =600, X; =X, =X5=Xs =0 ahodnota U¢elove funkcie Z = 100.
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Dosadenim do obmedzujtcich podmienok zistime, ze st spinené :
2 . 600 > 1000
600 = 600
2 .100 = 200.

Pri detailngjsom posudeni vsak zistime, ze pri uvedenom rieseni bolo
narezanych navyse 200 ks dizky 2,5 m. Zalezi na konkrétnych podmienkach, ¢i
na uvedené mnozstvo bude pripadny odbyt. Preto niekedy vyhodngsim
kritériom pre prevadzkovatela pily bude minimany pocet spotrebovanych
polotovarov, ¢o mozno zapisat’ formou Ucelove) funkcie v tvare

Z =X1+Xo+ X3+ Xg+ X5+ X5 ® MIN .

Pri tomto rieseni ( X, = 50, X3 = 100, X4 =500, X; = X5=Xg =0, Z" = 650)
polotovarov sa znizi o 50 ks, tzn., ze celkovéa narezana dizka (650 x 8 = 5200 )
bude 0 400 m kratsia, ako v prvom pripade.

Dalsi priklad z vojenskej oblasti riesi problém optimélnej ochrany objektu.

Priklad 4.5 Optiméalna ochrana objektu.
a) Sovnézadanie

Velitel’ma za Ulohu bréanir zakladsiu proti leteckym utokom. K dispozicii ma
5 kusov typov rakiet Ry a R,. U rakety R, stoji instalacia jednej z nich 7
jednotiek ndkladov, u R, stoji instalacia 8,5 jednotiek. K dispozicii ma celkom
60 jednotiek nakladov. Jedna raketa R; vyzaduje obsluhu 6 muzov, jedna raketa
R, obsluhu 2 muzov. Pritom je k dispozicii 32 vycvicenych muzov. V pripade, Ze
by zakladiia nebola vObec branena, je predpoklad jg znicenia 95%. Jedna
raketa R, je schopna ubrani 13% hodnoty zékladne, raketa R, 9%. Ulohou je
zabezpecit' maximalnu moznu ochranu objektu prip. jeho minimélne znicenie .

b) Tabulka ulohy

Polozky e R Ra Zasoba
Naklady 7 8,5 60
Obsluhy 6 2 32
Zasoby 5 5

Ochrana (%) 13 9 MAX
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c) Matematicky model ulohy
z = 13.x1+ 9.x2 ® MAX

prip. z =95-13.x1- 9.x2 ® MIN

7.x1+ 85.x, £ 60

2
6.x1+ 2.x2 £ 32
0 £ xl £ 5
x2 £ 5

Priklad 4.6 Optimany plan vyroby.

a) Sovnézadanie

Podnik vyraba 2 typy vyrobkov V; a V. , pri ¢om spotrebovava dva druhy
surovin §; a S,. Za jeden vyrobok V; realizuje zisk 70 tisic Sk, za jeden vyrobok
V, realizuje zisk 90 tisic k. Na vyrobu vyrobku V; je potrebnych 5 jednotiek
suroviny S; a 2 jednotky suroviny S, a na vyrobu vyrobku V, sa spotrebuju 4
jednotky suroviny S; a 5 jednotiek suroviny S,. Zasoba suroviny S; je 1300
jednotiek a zasoba suroviny S, je 1200 jednotiek. Ulohou je naplanovar' vyrobu
tak, aby podnik dosiahol maximalny zisk.

b) Formalny zapisdo tabuPky

Prevé de;/yrobok Vi V, K apacita
S 5 4 300
S 2 5 200
Zisk 70 90 MAX

c) Matematicky model ulohy
zZ= 70.xl + 90.x2 ® MAX

5.x1+ 4.x2 £ 1300
2.x1+ 5.x2 £ 1200
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Xq 30

Xo 30
Podobnych dloh by bolo mozné uviest’ desiatky a daju sa bez problémov
ngst v bohate) dostupng literatire zaoberajucej sa problematikou linedrneho
programovania. Niektore su k dispozicii v prikladoch na precvicenie uvedenych

za kapitolou pripadne d’alsie budu uvedené v pripravovanych skriptach ,, Navody
na cvicenia z operacnej analyzy 1.

Heslovito je mozné uviest’ niektoré z nich :

optimalny plan ni¢enia,

optimalny plan montéze,

optimal ne nasadenie jednotky,

optimalne zlozenie strojovych zostav,

optiméalne osevné plany, alei

optimalne plany rozvozu tovaru (dopravna uloha),

optimalne umiestnenie vyrobni,

optiméalne priradenie a pod.,
aletaktiez

najkratsia cesta v grafe,

maximalny tok v sieti,

optimalny plan zlozitych projektov atd’.

Ako bude uvedené v d’alsom, prakticky vsetky ulohy bude mozné riesit
vseobecnymi algoritmami linearneho programovania, avsak pre niektoré z nich
— dopravny a prirad’ovaci problém, ulohy tedrie grafov - boli vyvinuté specidlne
metody a algoritmy riesenia, ktoré s efektivnejsie ako postupy vseobecne.

4.2 Grafickeriesenie uloh linear neho programovania

Jednoduchsie Ulohy linearneho programovania sdvomi resp. tromi
premennymi mozno vyhodne riesit’ graficky a na postupe riesenia si ndzorne
demonstrovat’ niektoré zakladné pojmy a principy, ktoré pri rieseni dloh s viac
premennymi nie su natol’ko zremé. Zo zékladov analytickej geometrie v rovine,
pripadne trojrozmernom priestore je zname, ze grafickym znazornenim linearnej
funkcie dvoch premennych v rovine je priamka. V trojrozmernom priestore
predstavuje linearnu funkciu 3 premennych rovina.
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Z&kladny postup riesenia si demonstrujme narieseni prikladu 4.1, pre ktory
boli obmedzujlce podmienky definované v tvare :

1) 24%2p9q
6 12

@ X14X2gq
12 8

Q) x; 0
(4) X, 2 0
Kazda z tychto styroch priamok ( o¢islovanych podl'aich nerovnic ) rozdeli

rovinu na dve polroviny (obr.4.1), z ktorych v jednej je podmienka nerovnice
splnena ( vratane hranice ), v druhegj podmienka spinenanie je.

X
—»
12

@

107

@ﬁmwf\

J

§

>

8

N CAPGO

0
) 44////
b

Obr.4.1. Grafickériesenie prikladu 4.1.
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U nerovnic, v ktorych hranice polrovin vytvargja osi ( x;30, X,20 ), je
uréenie prislusnych polrovin elementarne. U nerovnic, kde to nie je na prvy
pohlad zrejmé, je vyhodné dosadit’ do prislusného vztahu ( (1) , (2) ) sturadnice
pociatku a tak zistit’, ¢i pociatok patri do oblasti vyhovujlcej nerovnici, alebo
nie. V nasom pripade lezi u oboch nerovnic v oblastiach vyhovujucich danému
tvaru nerovnice.

Prienikom tychto styroch polrovin vznikol v nasom pripade stvoruholnik
( vo vseobecnom pripade n-hran ), ktory vratane svojich stran vytvara v rovine
tzv. oblast’ pripustnych rieseni ( vysrafovana ), tzn. oblast’, v ktorej st splnené
sti¢asne podmienky vsetkych nerovnic.

Je zrejmé, ze pripustnych rieseni ( dvojic stradnic x; a x, ), ktoré vyhovuju
uvedenym obmedzujucim podmienkam, je nekonecne vela, a prave ciefom
rieSenia Ulohy linedrneho programovania je ngjst’ také riesenie (dvojicu hodndt
X1 aXy), pre ktoré nadobudne zadana ucelova funkcia extrémnych (opti malnych)
hodnét, tj. maxima (ako v nasej Ulohe ), aebo minima. Pre zaujimavost, ak
dosadime do rovnice ucelove funkcie postupne stradnice vrcholov ziskaného
stvoruholnika, dostaneme hodnoty Ucelovej funkcie vo vrchole Py (0, 0) ® z=
0, vo vrchole P; (6, 0) ® z;= 60, vo vrchole P, (0, 8) ® z,= 96 avo vrchole P3
(3,6) ® zz= 102.

Ak si uvedené vyrazy ( Z = 10.xy + 12.X5 ) graficky zobrazime, dostaneme
sustavu rovnobeznych priamok. Z ich grafického zobrazenia je zrgmé, ze
hranicnymi hodnotami pri ktorych maja priamky Z; s oblastou pripustnych
rieseni , nieco spolo¢né* si hodnoty zy = 0, ktora zrejme znamena minimalnu
pripustnu hodnotu a z; = 102, ktora je maximalna, ¢ize stradnice bodu Ps ( x;=3
, Xo=6 ) znamenaj U stcasne optimal ne riesenie zadaného problému.

Ak sateda vratime k pdvodnému zadaniu — optimalny plan vyroby bude 3
vyrobky V; a6 vyrobkov V, za smenu a bude pri nom realizovany zisk Z = 102
jednotiek.

Poznamka :
1. Z geometrického nézoru je zrggmé, ze vseobecne mbze mat’ Uloha jedno
jediné optimalne riesenie pre
oba smery optimalizécie ( ako v uvedenom pripade),

riesenie iba pre jeden smer optimalizécie ( obr.4.2. ) ak je oblast’
pripustnych rieseni neohrani¢ena,
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~
X2 /<
//
'

~. i3

Z S~

‘. f //
% . X1

~
Obr.4.2. Neohranic¢end oblast pripustnych rieseni.

- ziadne riesenie, ak obmedzujlce podmienky nevytvoria prienik - oblast’
pripustnych rieseni ( obr.4.3),

X2

/\\

Obr.4.3. Prazdna mnozina pripustnych rieseni.

nekonec¢ne vela rieseni, ak smernica Ucelove] funkcie je totozna so
smernicou niektorej z obmedzujtcich podmienok ( obr.4.4).
Xo ~N

Obr.4.4. : Problém s nekonecne vel'a optimalnymi rieseniami.

54



Kapitola 4 : Linearne programovanie

2. Pre Uplnost’ je potrebné uviest’ dva zakladné pojmy ¢asto pouzivané v tejto
problematike a to pojem konvexna oblast’ ( mnozina ) pripustnych rieseni
akrajny bod.

Pojem konvexnej mnoziny ( oblasti ) méa svoju exaktnu definiciu v tedrii
vektorov, resp. mnozin. Pre nasu potrebu postacuje uviest’ hlavny rozdiel medzi
konvexnou a nekonvexnou mnozinou nazorne ( obr.4.5 a, b ), ktory by sa mohol
zjednodusene definovat’ tak, ze spojnica 'ubovolnych dvoch bodov konvexne)
mnoziny cela do prislusnegg mnoziny patri, zatial ¢co u nekonvexngj mnoziny

tomu tak nieje.
Xo B /
.\

Xo A

X1 X1

Obr.4.5.. Konvexna oblas’ ( mnozina A) a nekonvexna oblasy’ ( mnozina B )

Krajny bod ( vrchol ) mnoziny je taky bod, ktory nie je mozné vyjadrit
pomocou linearnej kombinacie bodov inych, ale ktory predsa k mnozine patri.

3. Grafické vyjadrenie dava tiez ndzornu ilustraciu o zdsadnom rozdiele medzi
obmedzujtcou podmienkou zadanou v tvare rovnice a nerovnice ( obr.4.6).

1) X1 30 1) X1 3 0,

2) Xo 3 0, 2) X2 3 0,
3) X, £ bs 3) Xo £ b
4) aq.X1+ am. X2 £by, 4) ayp. X1+ ag2. X2 = by,
5) @p1.X1+ am. X2 £ by, 5) @1. X1+ . X2 £ by,

Z=C.X1+C.X ® MAX
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X2 \\ X2
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\’~\Zo "\/Zo

Obr.4.6. Rozdiel medzi obmedzujucimi podmienkami v tvare nerovnice (A) a
v tvare rovnice (B).

Aj ked’ st vyrazy v obidvoch prikladoch formalne podobné, je zregmé, ze
ak pre obr.4.6.b plati podmienka (4) v tvare rovnice, oblast’ pripustnych rieseni
sa redukuje z patruholnika ( Py, Py, P,, P3, P4 ) ibanatsecku ( Py, P, ), ¢o navyse
pri naznacenom smere Ucelove funkcie meni i optimalne riesenie ( z vrcholu P
do P,), tzn. hodnoty premennych x; ax, i optimanu hodnotu Gc¢elovej funkcie.

4. Grafické vyjadrenie je mozné pri vhodne zvolengj metdde premietania
vyuzit’ i pre ulohy stroma premennymi ( obr.4.7).

Obmedzujuce podmienky maju g v tomto pripade tvar nerovnic, v ktorych
vystupyju 3 nezname parametre a z ktorych kazda rozdel'uje priestor na dva
polpriestory. Jeden, v ktorom je podmienka nerovnice splnena a druhy, v
ktorom podmienka splnena nie je. Prienikom tychto polpriestorov je potom
mnohosten ( polyéder ), ktory vytvéra oblast’ ( priestor ) pripustnych rieseni.

Takisto Ucelova funkcia vytvéra pre rézne zvolené hodnoty Z sUstavu
rovnobeznych rovin, pricom o optimalnych rieseniach plati v zasade to, ¢o uz
bolo uvedené. Znamena to, ze pokial’ existuje riesenie, moze byt alebo jediné
( v niektorom z vrcholov mnohostenu ), ale moze ich byt’ tiez nekonecne vel'a
( naniektorgj z hran, alebo na celg stene).

Pre problémy s viac ako 3 premennymi uz s grafickym vyjadrenim
nevystacime, pretoze nam to uz neumoznuje 'udska predstavivost..
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Priestor .
pripustnych .
riesenf oy

(X, X2, X3)opt

Obr.4.7. Grafické riesenie optimalizacnej ulohy s 3 premennymi

O obmedzujdcich podmienkach a rovnici Uceloveg funkcie zvykneme
hovorit’, ze sl rovnicami nadrovin a pre oblast’ pripustnych rieseni sa pouziva
tiez vyraz konvexny polyéder.

CVICENIA

1. Podnik vyraba 2 druhy vyrobkov Vi a V,, ktoré sa opracovavaju na 2
typoch vyrobnych zariadeni Z; a Z,. Zhotovenie jedného vyrobku Vi
vyzaduje 5 hodin prace na stroji Z; a 2 hodiny prace na stroji Z, a vyroba
jedného vyrobku V, vyzaduje 4 hodiny prace na stroji Z; a 3 hodiny prace
nastroji Z,. Podnik ma mesacne k dispozicii celkom 2500 strojovych hodin
na strojoch Z; a 2200 strojovych hodin na strojoch Z,. Cena vyrobku V, je
38 jednotiek a ceny vyrobku V, je 29 jednotiek. Ulohou je sformulovat
matematicky model Ulohy a Ulohu vyriesit’ graficky.

2. Podnik vyrdba 3 vyrobky - Vi, V, a V3 s cenami 20, 40 a 30 jednotiek.
Tieto vyrobky montuje z 3 montédznych celkov M, M,, M3 so zasobami
150, 120 a 90 zasobnych jednotiek. Ulohou je navrhnit plan vyroby tak,
aby bol zisk maximalny.
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Krmovinova zmes musi obsahovat’ aspon 60 jednotiek latky L, 160
jednotiek latky L, a 180 jednotiek latky L3 Zmes je mozné vyrabat’ z dvoch
krmovin Ky a K,, pricom kilogram krmoviny K; obsahuje 3 jednotky léatky
L1, 4 jednotky latky L, a 2 jednotky latky L3, pricom jej cenaje 25 Sk. 1 kg
krmoviny K, obsahuje 1 jednotku latky L,, 3 jednotky latky L, a 4 jednotky
latky L3, pricom jg cenaje 32 Sk. Sformulujte matematicky model tak, aby
celkové naklady na pouzité krmoviny boli ¢o ngjnizsie.

Urcte graficky optimalne hodnoty Ucelovej funkcie
z=20.x;+12.x, ( MIN, MAX)
pri obmedzujtcich podmienkach v tvare

Xy 3 0, X5 3 0,
X1E5, Xo£9,
8%, + 16x, 3 48
20x; + 10x, 3 60
3X1 + 2%, £ 24.

Firma potrebuje pri stavbe mostu, zelezné ty¢e do betdnu. K dispozicii je
1000 kusov ty&i dizky 550 cm a 800 kusov dizky 700 cm. Pri stavbe s(
potrebné tyce dizky 200 cm a dizky 250 cm, pricom pocet narezanych ty&i
dizky 250 cm ma byt aspon trojnasobok poétu tyéi dizky 200 cm. Ulohou
je navrhnit’ kol'ko tyéi uréeng dizky sa mé narezat’ pri drzani stanovenych
podmienok, aby bol odpad pri rezani minimalny.

Vyrobny podnik vyrdba 3 druhy pneumatik a pri ich vyrobe spotrebovéava 3
druhy surovin, ktoré ma k dispozicii v obmedzenom mnozstve. Udgje o
zasobach, cendch a spotrebe surovin pri vyrobe jednotlivych druhov
pneumatik st uvedené v nasledovnej tabul'ke. Napiste matematicky model
ulohy a uréte graficky vyrobny sortiment podniku, aby bol zisk maximalny.

Surovina Py P, Ps3 Zasoba
S 1 1 - 100
S, - 2 2 200
S; 3 - 3 300
Cena 10 20 50 MAX
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5. SSMPLEXOVY ALGORITMUS

» Nikdy nie je ¢as urobiz to poriadne, ale
vzdy sa ndjde ¢as urobiz' to esteraz.,

MESKIMENOQV ZAKON

Univerzalnou metddou riesenia uUloh linedrneho programovania je
simplexova metoda (simplexovy algoritmus), ktora vyzaduje pre svoje pouzitie
najskér upravit T'ubovolnd vseobecnu dlohu na tzv. kanonicky ( predpisany,
uzékoneny ) tvar.

Vlastné riesenie potom prebieha podra formélne jednoduchého postupu :
Ur ¢i sa vychodiskové ( poéiatoéné) tzv. bazickériesenie.
Totoriesenie sa posudi kritériom optima.

Ak jeriesenie optimalne, vypocet konéi.

Ak riesenie optimalne nie je, vykonaju sa Upravy v pozadovanom
smererastu (alebo poklesu ) uéelove funkcie.

5. Pokra¢uje sa bodom 2 dovtedy, pokial’ uréené rieSenie podmienkam
optimalnosti nevyhovuje.

> 0w D P

Plati pravidlo, ze ak je Uloha prevedena na kanonicky tvar, tak vzdy mozno
ngst’ optiméalne riesenie po kone¢nom pocte iteracnych krokov.

5.1 Kanonicky tvar ulohy linear neho programovania

V predchédzajucich kapitoldch sme ukézali, ze matematicky model Glohy

.....

a) ucelovou funkciou v tvare linearnej funkcie viacej premennych a

b) slstavou obmedzujucich podmienok v tvare lineadrnych nerovnic resp. rovnic
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Kanonicky tvar mozno vseobecne napisat’ maticovo ako :

A.x=Db

z-C'.X=0 ® MAX(MIN),

(5.1)

pricom, pre vektor premennych x a vektor prave strany b musi platit’, ze vsetky
ich zlozky st nezgporné. Formélne b, 2 0, x; 3 O
Na maticu A je pritom navyse kladena poziadavka, ze musi obsahovat’ tzv.
jednotkovu bazu (tzv. simplex, z ¢oho vznikol nazov metody). V rozpisanom
tvare vyjadreny kanonicky tvar, z ktorého je zrejmy tvar matice sustavy bude :

rozmeroch ( m, m). Pri tomto oznag¢eni premenné [x

éa, a, K a,n, 1 0 K 0Ou

§a21 a,y K o a,,n, 01K Og

&N W o

P & K an.nm 00 K 1
A J

X;30 prej=1...n
b,3 0 prei=1...m
m<n

u
U €
u

éx;u éb;u

Ako vidime, matica A o rozmeroch ( m. n) je rozdelena na dve submatice,
v§eobecnd maticu A" o rozmeroch ( m, n—m ) a jednotkovl maticu J o

n- m+1’Xn-m’

vektor jednotkovej bazy ( hovorime o nich, ze st v baze).

a)

b)

Upravy veobecného modelu na kanonicky tvar .

Kx,]| tvoria

Pri nesplneni podmienky nezapor nosti premennej je potrebné

ak x; £ 0, dosadit’ x;" =

- X, pre ktoré je podmienka nezapornosti

splnena a po ukoncéeni riesenia sa vratit’ k pévodne premennegj;

ak x; je Tubovolng, tzn. moze nadobldat’ kladnych i z&pornych
hodn6t, nahradi sa novymi 2 premennymi podl'a vztahu X = X~ - X,
pre ktoréplati x”" 3 0, " 2 0O, pretoze kazde ( kladné i zaporné) ¢islo
je mozné vyjadrit’ ako rozdiel dvoch kladnych ¢isiel.

Pri nesplneni podmienky nezapornosti prave] strany ( bj<0) sa celarovnica

nésobi (-1).
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c¢) Nerovnice typu ,£* sa prevedd na rovnice pridanim tzv. pridavnych
premennych napr. 3.x; + 2.X, £ 3sazmeni ha3.X; + 2.X, + X3 = 3.

d) Nerovnice typu ,3“ sa analogicky prevedd na rovnice, ak sa pridavna
premenna odpocita a pripocita satzv. umela premenna..

€) Jednotkova béza sa v nerovniciach typu ,£“ wvytvori automaticky z
pridavnych premennych. U rovnic ( alebo nerovnic typu ,3“, ktoré sme
podra bodu d) na rovnice previedli ), je mozné jednotkovu bézu vytvorit
alebo vypoc¢tom (vyuzitim Gauss—Jordanovej eliminacie), alebo zaradenim
tzv. umelych premennych, pre ktoré ale musime zaviest’ g dasiu tzv.
pomocnu uéelovu funkciu.

Ako priklad si uved’me zadanie podobné prikladu 4.2. z predchédzajUce
kapitoly, na ktorom si budeme vysvetl'ovat’ cely postup vyuzitia simplexového
algoritmu.

Priklad.5.1

Sovna formulécia prvych troch obmedzujicich podmienok nech je rovnaka
ako v priklade 4.2 ( tzn. spotreba suciastok na jednotlive vyrobky a obmedzenia
dané zasobami prislusnych stciastok ). Pre jednoduchost’ zr usime poziadavky na
minimalne pocty jednotlivych vyrobkov.

Matematicky model potom bude :

z=54.X, +45.X, +52.x; ® MAX

2.X,+ X,+ 3.x3 £ 600
3.X;+ 2.Xx,+ 2.X; £ 800

Jeho Uprava na kanonicky tvar je elementérna :

z- 54.X, - 45.X, - 52.X, = 0 (MAX)
2.X,+  Xo+ 3.Xg3 +X, = 600
33X+ 2.X,+ 2.X4 +X5 = 800

Pozndmka : Pouzivame ciasto¢ne odlisny postup oproti postupu Standardne
pouzivanému v literatUre a sice v tom, ze rovnicu Ucelovej funkcie prirad’ujeme
k ostatnym rovniciam ziskanym Upravou U¢elovych podmienok tak, ze ,z°
povazujeme za d’alsiu bazickl premennd. Vyhoda tohto postupu sa prejavi pri
vlastnom rieseni.
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5.2. Vlastny simplexovy algoritmus

Ra&mcova slovna formulécia algoritmu je uvedena v Uvode tejto kapitoly.
V dalsom postupe riesenia je potrebné iba upresnit’ kritéria rozhodovania o
optimalnosti riesenia a uviest’ detailny postup pri Upravach ( iteraciach ) riesenia
smerom k pozadovanému optimu.

Ak si napiseme maticovy kanonicky tvar ulohy linedrneho programovania

tak, ze do ( m+1). riadku matice sUstavy prepiseme G¢elovu funkciu, dostaneme
vseobecne

8y1.X; 855Xy K48, 0 X + Xy i =b,

Ay Xy A X, TR+, 0 X,y X me2 =b,

A3 X; + A Xy, K43, X, +Xn-me3 = b (5.3)
I I o

aml'xl-'-amZ'XZ +K+am,n-m'xn-m +Xn = bm

am+1,1'X1 + am+],2'X2 + K+ am+1,n- m 'Xn- m tz = bm+1

Je zrggmé ze prvych m—ovnic o n—neznamych, ked” m<n, ma vseobecne z
matematického hl'adiska nekonec¢ne velarieseni. Ciel'om optimalizacie je potom
vybrat’ z tychto nekonecne vela rieseni jedno jediné, pre ktoré nadobuda
premennd ,z* extrémnych hodnét v zadanom smere ( maximanych alebo
minimalnych ). Zauzivanym spésobom uré¢enia jedného z mnoziny pripustnych
rieseni je zvolit’ Tubovor'né hodnoty ( n—m) premennych, dosadit’ ich do sUstavy
a zvysnych m premennych zo sUstavy doraat’. Z tohto postupu vychadza g
simplexova metéda a to tak, ze sa polozi prvych ( n—m) premennych rovnych
nule a z tvaru matice sistavy s jednotkovou bazou okamzite vyplynie
vychodiskové bazické riesenie tzn.

X, X, KK, X,.., =0,
Xn-me = bl !
X me2 = Dy, (5.4)
M
X, = b,

a jemu prislichajuca hodnota Gceloveg funkcie z = by.g. Kritériom optimal nosti
pri tomto type zépisu si hodnoty koeficientov v ( m+1 ). rovnici s G¢elovou
funkciou a sice :
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pri_ hr'adani maxima Gcelove] funkcie je znamenim, ze maximum uz bolo
dosiahnuté, ak vsetky koeficienty v tejto rovnici st nezaporné ( tj. ams12 0
prej=12...n),

znakom dosiahnutia minima su vsetky koeficienty nekladné ( tj. ane,j £ 0
prej =1..n).

Dalsi postup riesenia ( Upravy ) je vhodné vysvetlovat’ po zapisani ststavy
(5.3) do tzv. simplexove tabuPky, ktord je jednak vhodnym formularom pre
ru¢né riesenie Ulohy a sicasne dava i vel'mi dobré vychodisko pre spracovanie
programu pre pocitacové riesenie ulohy.

Tvar simplexove tabulky ( tab.5.1 ) vychadza z kanonického tvaru
problému linearneho programovania tzn., ze do tabul’ky sa pod oznagenie
premennych x; v zéhlavi tabul’ky prepisu jednotlive prvky matice sUstavy, pod
oznacenie vektora pravej strany b sa zapisu jeho jednotlivé zlozky by.

Tab. 5.1 Smplexova tabu/ka.

Baza | b X1 Xo ol Xeo || Xnemet | Xpeme2 | o] Xn z Wi
X b1 din Ao | A1k . 1 0 . 0 0 b1/ A1k
X2 b b | aw | @ |i] ax |:| O 1 [:| 0] O | boax
X b | an | @ ak |:| O 0 |:|] O] O | blak
X
"l bn| @m | @ |:| @ax || O O |:] 1 | O | bwaw
zZ b L am+1,1 am+1,2 am+1,k 0 0 0 1 MAX
M C-e) [ (-6) | (-a) | ] . VR (MIN)

Oproti kanonickému tvaru rozsirengy matice sistavy su v tabulke navyse
dva stipce — stipec oznageny béza a stipec pomocnych hodnét w;. V stipci baza
je symbolmi uvedeny zoznam premennych, ktoré tvoria jednotkovu bazu a v
stipci oznatenom w; sl zaznamenavané pomocné hodnoty w: sl(iziace po¢as
vypoc¢tu k rozhodovaniu o Upravach matice ststavy pri jednotlivych iteracnych
krokoch.



Kapitola 5 : Smplexovy algoritmus

Je zrejme, ze okamzite po prvom vyplneni simplexovej tabul’ky dostdvame
vychodiskové bazické riesenie ( ak si medzi bazické premenné a zlozky vektora
pravej strany polozime znamienko ,=" ), si¢asne s vychodiskovou hodnotou
ucelovej funkcie (z = bpsy ).

Kritéria optimalnosti bazického riesenia uz boli uvedené. Zostava uviest’ v
krokoch zakladny postup pri Upravach neoptimélneho bézického riesenia k jeho
vylepseniu pozadovanym smerom. Princip Uprav spociva v tom, ze preto, aby sa
bazické riesenie zlepsilo, sa jedna z pévodnych bazickych premennych z bazy
vyradi a miesto ngj sa do bazy zaradi premenna nova.

Prvym krokom rozhodovania je rozhodnutie o tom, ktortl novi premennt je
potrebné do bazy zaradit’ k vylepseniu riesenia. Rozhodnutie mozno formulovat’
tak, ze do bazy sa zaradi vseobecne premenna xi, pre ktoru plati, ze koeficient

.....

najv&csi kladny ).

K rozhodnutiu o tom, ktor( premennu je potrebné z bazy vyradit’, slizia
pomocné hodnoty wi, ktoré v kazdom riadku vypocitame tak, ze prvok pravej
strany b, vydelime koeficientom ay zo stipca novozarad’ovang bézickej
premenngj (W, =b; / ai). Z bazy vyradime ta bazickd premennd, v ktorgj riadku
r je hodnota w; minimdna kladnd Z toho vyplyva ze prislusné a,x musi byt
kladné. Riadok vyrad’ovang] bazickel premennej sa stéva pre d’alsie Upravy tzv.
riadiacim ( kPa¢ovym ) riadkom a prvok v jeho k-tom stipci a, tzn. v stipci
novozarad’ovanej premennej je riadiacim prvkom Uprav tzv. pivotom.

Podstatou d’alSich Uprav simplexove] tabulky pre l.teréciu riesenia je
vyuzitie Gauss-Jordanove] eliminatng metddy, ktoré prebieha v dvoch
zakladnych krokoch :

1. Riadiaci riadok r vydelime pivotom preto, aby po Uprave bol koeficient

a.* rk: 1
2. Vsetky ostatné prvky upravime tzv. Gaussovym eliminatnym krokom tak,
ze bude platit
ax*; = q;- B a,.
ark

Slovne mozno tento vzorec rozpisat’ nasledovne : Novy koeficient ( prvok )
v tabul’ke dostaneme, ak od povodného prvku odpoéitame podiel nulovaného
prvku a pivota vynasobeny koeficientom z riadiaceho riadku v stipci

upravovaného prvku.
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Uvedeny postup je vhodné demonstrovat’ na rieseni jednoduchého prikladu.
Ak si prepiseme do simplexove taburky priklad 5.1 dostaneme tvar uvedeny v
tab.5.2.a.

Tab.5.2.a: Riesenie simplexového algoritmu — najdenie pociatocného
vychodiskového riesenia.

Baza b )?1 Xo X3 Xa Xs z w
X4 600 2 1 1 1 0 0 300
U x5 800 3 2 2 0 1 0 800/3
y 0 -54 -45 -52 0 0 1 MAX

Z uvedeng taburky okamzite mozno uréit’ pociatoéné ( vychodiskoveé )
bazickeé riesenie Ulohy : X, X, X3 = 0; X4 = 600, Xs = 800 ajemu odpovedajlca
hodnota Gcelove funkcie 2% = 0. Je zrejmé, ze uvedené riesenie formalne patri
do mnoziny pripustnych rieseni, ale uz z toho, ze nenulové hodnoty nadobudli
pridavné premenné vyplyva, ze zrejme nepdjde o riesenie optimalne.

Potvrdzuju to g koeficienty v riadku Ucelovej funkcie, kde st az tri zporné
a1 = -54 v prvom stipci, z ¢oho vyplyva, Ze riesenie Glohy sa vylepsi v zmysle
pozadovaného optima, ak do bazy zaradime premennu x;.

Poznamka.: V uvedenom priklade si hodnoty koeficientov v riadku Ucelove
funkcie priamo rovné zaporne branym hodnotdm jg koeficientov ( a;3 = -Cy, ags
= -Cp a a3 = -C3 ), pretoze po zaradeni pridavnych premennych bola upravena
ucelova funkcia priamo v béazickom tvare. Vo vseobecnosti to vsak platit
nemusi ( ako bude ukazané v d’alsgj kapitole). Preto bolo zvolené g uvedené
oznacenie koeficientov.

Zostava urcit’, ktora premennu je potrebné z bazy vyradit. Kritériom su
pomocné hodnoty, pre ktoré plati

w1=i=6—(2’0=300, W, =ﬁ=%’=266%.

a1 dy;
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Mensia z nich je w, a preto z bazy bude vyradena premenna xs. Z toho
vyplyva, ze riadiacim riadkom Upravy bude riadok druhy a riadiacim prvkom
( pivotom)) prvok ap; = 3.

Tym dostaneme zé&kladné vychodiskové Udaje pre Upravy tabulky v prvej
iteracii tzn., ze po Uprave musi byt prvok a,; = 1, a prvky a;; a az; sa musia
rovnat’ nule ( nulované prvky ). Po Upravéach v naznacenom zmysle bude d’alsi
krok riesenia podlatab.5.2.b.

Tab.5.2.b : Riesenie simplexového algoritmu — l.iteracia.

Baza b X1 Xo )Z X4 X5 W
U X4 200/3 0 -1/3 | 5/3 1 -2/3 40
X1 800/3 1 2/3 2/3 0 1/3 400
z 14400 O -9 -16 0 54/3 MAX

Ak rovnakym postupom postdime tabul’ku po 1.iterécii, vidime, Ze riesenie
po prve iterécii je
X; = 800/3, X2=x3=0, X4=200/3, x5=0

ktorému prislicha hodnota Ucelovej funkcie
z% = 14400.

Pozndmka : Kontrolou spravnosti méze byt dosadenie ur¢enych hodnbt x;, X,, a
X3, do pévodného tvaru ucelove funkcie

z<1):54.8—(3)O +45 .0+ 52 . 0= 14400.

Riesenie vsak este nie je optimalne, pretoze v riadku Ucelove funkcie
zostavaju dva zaporné koeficienty. Aplikéaciou uvedenych kritérii rozhodovania

uré¢ime za novozaradenU bazickl premennl x; a za vyrad’ovanu premennd x4 a
zopakujeme uvedeny postup.

Tvar simplexovej tabulky po vykonani d’alsich dvoch iteracnych krokoch
je uvedeny v tab.5.2.c.
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Tab.5.2.c: Riesenie simplexového algoritmu 2.a 3.iteracia ( optimalneriesenie)

K
Baza b X1 X5 X3 Xa Xs z w
X3 40 0 -1/5 1 3/5 -2/5 0 -200
U x, 240 1 4/5 0 -2/5 3/5 0 300

z 15040 O -61/5 0 48/5 | 58/5 1 MAX

X3 100 V4 0 1 12 -1/4 0
X2 300 5/4 1 0 -1/2 3/4 0
y4 18700 | 61/4 0 0 712 83/4 1 MAX

Z uvedengj taburky, ktora uvadza v postupnosti za sebou Upravy pre 2. a 3.
iteraciu riesenia vyplyva, ze optimane rieSenie nebolo dosiahnuté ani po
2.iterécii ( koeficient az;, = - 61/5 v riadku Ucelovej funkcie ). Bolo preto
potrebné vykonat’ este 3.iteraciu ( z bazy vyradit’ x; a zaradit’ x, ), ktora kone¢ne
viedlak uré¢eniu optimalneho riesenia.

Optimane riesenie teda je x; = 0, X2 = 300, x3 = 100 s odpovedajlcou
hodnotou Gselovej funkcie 2% = 18 700.

Ak sa vratime k podvodnému zadaniu Ulohy a jg pdvodnému
matematickému modelu, optimalnym planom vyroby podniku z hlradiska
maximal neho zisku bude : nevyrabar’ Ziadny vyrobok Vi, vyrabas’ 300 vyr obkov
V, a 100 vyrobkov V3 a dosiahnuty zisk z ich vyroby bude 18 700 jednotiek.

Po dosadeni tychto hodnét do obmedzujticich podmienok Ulohy a zvolene)
ucelove funkcie vidime, ze podmienky

2.0 + 1.300 + 3.100 £ 600
3.0 + 2300 + 2.100 £ 800

z=54.0+ 45.300 + 52.100 = 18700® MAX
su splnené.
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5.3 Dvojfazovy simplexovy algoritmus

V casti 5.1 boli prezentované poziadavky na kanonicky tvar problému
linearneho programovania a naznatené zakladné postupy Uprav zékladnych
typov matematického modelu na kanonicky tvar. Casto sa viak vyskytuju
ulohy, pri ktorych po Uprave nerovnic na rovnice nedostaneme priamo
kanonicky tvar rozsirenej matice sUstavy tj. problému, kde si obmedzujlce
podmienky v tvare nerovnic typu ,3“ a kde sa bézicky tvar ziskava zavedenim
tzv. umelych premennych. Postup si objasnime na konkrétnom priklade.

Priklad 5.2
Sovné zadanie a matematicky model st v kapitole 4.1, ako priklad 4.3.
Matematicky model v tvare
2.X;,+ 3Xx, 3 54
X, + 2.X,3 45
3.X,+ 2.X,3 52

z=600.x, +800.x, ® MIN

prevedieme na rovnice od¢itanim pridavnych premennych xs, X4, Xs .Pomocou
umelych premennych uy, U,, Uz a pomocnej Ucelove) funkcie ,, p* potom mozno
relativne jednoducho vytvorit’ jednotkovi bazu.

Po Upravach teda budu obmedzujtce podmienky v tvare :

2.x1 + 3.x2 - X3 +Uy 3 54
Xq t 2X5 - Xg tuy 3 45’
3X1 *+ 2.X5 - Xg tug 3 52
povodna G¢celova funkcia
z - 600.x - 800.x, =0 (MIN)
a pomocna ucelova funkcia
p -Uy -Up -ug =0 (MIN) .

Je zregjmé, ze tvar pomocngj Ucelove funkcie poziadavkam na bazicky tvar
nevyhovuje ( rovnica obsahuje premenné uy, Uy, Us ).

Odstranit’ ich mézeme s¢itanim s rovnicami obmedzujucich podmienok, po

ktorom bude mat’ rovnica pomocngj Ucelovej funkcie tvar :
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p+6.X; + 7.X, - X3 - X, -Xg =151

Postup riesenia ulohy je potom podobny, ako pri zakladnom algoritme
popisanom v kapitole 5.2, len s tym rozdielom, ze riesenie sa rozdeli na dve
fazy. V prveg féze sariesi tloha ako minimalizécia pomocng Ucelovej funkcie
»P* (Vv jg riadku nesmu zostat’ ziadne kladné hodnoty ). Pritom sa priebezne
upravuje i pbvodna Ucelova funkcia ,Z'. Po dosiahnuti minima pomocnej
ucelovej funkcie sa je riadok i stipce umelych premennych z riesenia
( simplexovej tabulky ) vypustiaa v druhg) faze sa hl'ada pozadované optimalne
riesenie pre pévodnu Gcelova funkciu.

Na demonstréciu riesenia dvojfazového simplexového algoritmu pouzijeme
taktiez zapis do simplexovej tabulky, ktora bude mat’ tvar uvedeny v tab.5.3 .

Tab.5.3 : Riesenie dvojfazového simplexoveho algoritmu.

3
Baza| b | Xa | Xo | X3 | X4 | X5 | U | b | Uz | Z | p| W

Uu | 54 2 3 ]1-1]10 0 1 0 O |J]O0O] O] 18

W | 45 1 2 O|-1] 0 0 1 O | O O [45/2

Us | 52 3 2 0 O]l -1] 0 0 1 ]J]0]0]| 26

z 0O |-600|-800] O 0 0 0 0 0O |J1]0

p |1 6| 7]-1]-1]-1]0]o0o]|o0o]of1]|mNn

X2 18 | 23 |1 |-14/3] 0 O |Y3]| O O 0] 0] 27

Up 9 -1/31 01 23] -1] 0 ]-23] 1 O |O0]0]-27

Uul] 16 | 53] 0| 23] 0| -1 |-23] O 1 | 0] 0 ]48/5

-200 -800 800/
z [14400] /3 | O | /3 0 0 3 0 OjJ1|0

p 25 |1 4310 |43 ] -1]-1]-773] 0 O | O] 1 |MIN
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Xo | 58/5 | O 1 |-35] 0 | 2535| 0 |[-2/5] 0| O |-58/3

Uu|6U5| O O 145] -1 |-1/5{-45] 1 |15] 0| 0 |61/4

Xp | 48/5| 1 0 | 25| 0 |-35|-2/5] 0 |35 0] 0| 24

z 15040 O O |-240] O | 40240 O 40|10

p |6Y5] O O 145] -1 |-15|-95| 0 |-4/5] 0] 1 |MIN

Xo | 834 ] O 1 O |-34| 24| 0 [ 34|-1/4] 0] 0

X3 | 61/4 | O 0 1 |-54]|-14) -1 |54 14100

Xy | 72 1 0 O |YV2|-1Y2] 0 |[-V2|12| 0] 0

z |18700| O 0 0 |-300][-200f O | 300|100 1 | O |MIN

p|l ojJololo|o|]o|-1]-1]-1]0]21]|mN

Zo stavu taburky po 3.iterécii vyplyvaze:

pomocn& Ucelova funkcia bola uz minimalizovana ( jef hodnota je rovna
nule, takisto umelé premenné u,, U, Uz st rovné nule);

ak stipce umelych premennych z riesenia vypustime, zistime, ze si¢asne
bolo dosiahnuté a minimum pdévodng Gcelove funkcie a ze teda riesenie
povodne zadaného problému je

Xy =7/2=35, x,=83/4=20,75
a jemu prisltchajuca hodnota U¢elovej funkcie ( minimalna) je
z=18700.
Aj tu sa mbdzeme presvedcit o spravnosti riesenia dosadenim do
obmedzuijGcich podmienok a pédvodného tvaru Gcelovej funkcie :
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2.35 + 3.20,75 3 4

35 + 2.20,75 8 45

3.35 + 2.20,75 3 52
z=600.35 + 800.20,75 = 18700

V pripade, ze by po vyradeni pomocnej Ucelove) funkcie a umelych
premennych z riesenia, pdvodna Gc¢elova funkcia nevyhovovala podmienkam
optima, bolo by potrebné vykonat' d’alsie iteracné kroky riesenia uz iba s
pbvodnymi a pridavnymi premennymi a pdvodnou Gc¢elovou funkciou az do
splnenia podmienok optima.

5.4. Dualita uloh linear neho programovania.

Ak porovname povodné matematické modely zadani prikladov, ktoré boli
riesené v predchadzajlcich kapitolach a ich vysledky rieseni - vychodiskové a
vysledné iteracie riesenia ( tab.5.4.a, b ) zistime, ze je medzi nimi ista svislost'.
a) b)

2.X, + 3x, 3 54
X, + 2.X, 3% 45
3.X, + 2.Xx, 3 52

2.X,+ X,+ 3.x; £ 600
3.X,+ 2.X,+ 2.x; £ 800

z=54.X;, +45.x, +52.x; ® MAX z=600.x, +800.x, ® MIN

Tab.5.4.a : Vychodiskova a vysledna iteracia riesenia prikladu 5.1.

Béza b X1 X2 X3 X4 Xs5 z W
Xq 600 2 1 1 1 0 0 300
X5 800 3 2 2 0 1 0 800/3
y 0 -54 -45 -52 0 0 1 MAX
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X3 100 14 1 1/2 -1/4 0

X2 300 5/4 0 -2 | 34 0

z 18700] 614 0 7/12 | 83/4 1 MAX
Tab.5.4.b : Vychodiskova a vysledna iteracia riesenia prikladu 5.2.

Béza b X1 X X3 X4 X5 U | b | Us z p
Up 54 2 3 -1 0 0 1] 0]0] 0] 0O
Uy 45 1 2 0 -1 0 O|1|0) 0] O
Us 52 3 2 0 0 -1 )00 1)J0]O0
z 0O |-600]|-800| O 0 0 0OjJ]o0o|]O0] 1 0
p 151 6 7 -1 -1 -1 0 0 0 0 1
X2 834 ] O 1 0O |-34| 14| 0 |34]|-V4| O 0
X3 61/4 0 0 1 |-54|-04| -1 |54|14) O 0
X1 72 1 0 O | V2 |-Y2] 0 [-12] 12| O 0
z 18700 O 0 0 |[-300]|-200] O |300j100] 1 0
p 0 0 0 0 0 O |-1]-1]-1] 0 1

parametre a premenné druhého modelu oznacime s pruhom ).
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a) b)
) . 6230 _
_e213u A .x£b X _8.,0 A.X3
A8s20l  SocTx (MAX) AZel20 v i
e u : g3z 2°C- (MIN)
éb4u é4u
_ é600u _é,.0 = _ 8,0 __é600u
b=g c= 5! b =s! c=g 1
&00y eu eu 00y
62y 624

Z uvedeného je zrejmé, ze oba modely maju vel'a spolocného a sice

matica sUstavy prvej dlohy je rovna transponovanej matici sustavy dlohy
druhg (A=AT),

vektor koeficientov prave strany prve sOstavy je rovny vektoru
koeficientov Ucelovej funkcie Ulohy druhej anaopak (c=b, b=c).

Ulohy sa pritom |igia v znamienkach nerovnic a smere optimalizéacie. Zatial
¢o v prvg Uulohe s znamienka nerovnic typu ,£“ a uc¢elova funkcia sa
maximalizuje, v druhej Ulohe st znamienka nerovnic typu ,,3“ a u¢elova funkcia
sa minimalizuje. Takymto uloham hovorime, ze st duélne symetrické a ako je
zregmé zo simplexovych tabuliek, ich spolo¢né rysy sa neobmedzuju iba na
matematicky model, ale objavuju sai v kone¢nom rieseni :

a) Obe ulohy maju rovnaké hodnoty Ucelovej funkcie pre ngdené optimane
riesenie.

b) Riesenie prvg dlohy mozno ngst v riadku Geelove funkcie v stipcoch
povodnych bazickych premennych dlohy druhej a naopak.

Pre dudlne zdruzené Ulohy plati zékladn& veta ( veta o dualite ) : Ak ma
jedna z uloh ( primérna alebo dualna ) optimélne riesenie, ma optimalne
rieSenie aj druhd, pricom extrémne hodnoty ich Uéelovych funkcii su
rovnaké. Ak ucelova funkcia jedng z dloh nie je ohrani¢end, druh& dloha nema
pripustné riesenie. Je mozné uviest’ g priklady dudlne nesymetrickych uloh,
napr. k problému zadanému maticovo

z=c'.x® MIN
A.x=b, x30,

je dualny problém v tvare
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Z=X'".b ® MAX
AT.X £ ¢,
alebo pre tlohu
z=c'.x ® MAX
A.x=Db
je dualna tlohav tvare

Praktické pouzitie javu duality sa ponuka pre riesenie dlohy, v ktorgj su
obmedzujuce podmienky v tvare nerovnic typu 2 “ ( pripadne v tvare rovnic ),
ktord sme podra kapitoly 5.3 pbvodne riesili dvojfazovym simplexovym
algoritmom ( so zavedenim umelych premennych a pomocou Ucelove funkcie).

Znamena to, ze je mozné sa vyhnut’ rieseniu tlohy pomocou dvojfazového
simplexového algoritmu riesenim Ulohy dualne symetrickej, ktora vyzaduje iba
jednoduchy simplexovy algoritmus. Pritom sa vyuziju vopred uvedené vlastnosti
dudlnych dloh — rovnaka hodnota Ucelovej funkcie a riesenie duding Ulohy v
riadku Ucelovej funkcie.

Na zaver tejto casti je potrebné uviest este vecny vyznam duadnych
premennych. Ak v primarnej Ulohe koeficienty ¢; znamengju ceny procesov,
premenné x; mnozstva a koeficienty &; mnozstvo i-teho cinitel'a na j-ty proces.
Premenné X, maju v dudlnej ulohe rozmer [cena/ ¢initel’], ocenuju teda cinitele
a preto sa zvyknu nazyvat’ dualnymi ( fiktivnymi, tienovymi ) cenami.

5.5 Celociselnélinearne programovanie

Uvedené algoritmy riesenia Uloh linearneho programovania predstavuju
matematicky aparét, ktory ( pokial’ sa zostavi matematicky model v kanonickom
tvare ) vzdy po kone¢nom pocte iterécii vedie k optimalnemu rieseniu. Z
principu vykonavanych Uprav ( Gauss-Jordanova eliminécia ) vsak vyplyva, ze
nie vzdy vysledné optimal ne riesenie vyhovuje charakteru rieseného problému.

Ide totiz o to, ze niektoré ulohy zo svojg podstaty vyzaduju celociselné
riesenie napr. v uvedenych prikladoch zo stvrtej kapitoly pocty vyrobkov, pocty
oprav, pocty pouzitych variantov rezania, pocty rakiet atd’.

V pripade, ze optimélne riesenie celociselné nie je, madme k dispozicii v
podstate 2 moznosti :
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1. Necelo¢iselné riesenie zaokruhlit’ na ngjblizsie nizsie celo¢iselné hodnoty a
opravit’ hodnotu Ucelovej funkcie.

2. Pouzit' niektorl z exaktnych metdd celociselného programovania a
celociselné riesenie urcit’ presne.

Prva moznost’ je samozrejme najjednoduchsia, ale nie vzdy méze viest’ ku
korektnému vysledku. Pouzit’ ju mbzeme vtedy, ked’ zlomkova cast’ riesenia je
oproti jeho celociselng ¢asti mala ( statisticky nevyznamna ) napr. ak vysledok
Xy = 2732 1/3, zaokrdhlenim riesenia na x; = 2732 sa zrggme velkg chyby
nedopustime. Pokial’ ale vysledné hodnoty premennych st povedzme x; = 3.38 a
X, = 2.65, zaokruhlenie na nagblizsie nizsie ( pripadne vyssie ) hodnoty by
znamenalo uz vyznamné zmeny riesenia ateda g hodnoty Ucelovej funkcie.

Preto je potrebné pouzit' pre ziskanie optimalneho riesenia niektord z
exaktnych metéd celoéiselného programovania. V literatare [2, 3] sa ich
uvadza niekol’ko a my sa obozndmime s dvoma ngjrozsirengisimi - Gomoryho
algoritmom ametodou vetvenia a hranic ( Branch and Bound ).

5.5.1 Grafickériesenie ulohy celo¢iselného programovania

Vra'me sa k zadaniu ulohy optimélngl ochrany objektu ( Priklad 4.5 ),
ktorej matematicky model bol v tvare :

Z = 13.x1+ 9.x2 ® MAX

7.x1+ 8,5.x2 £ 60

6.x1+ 2.x2 £ 32

0 £ Xq £ 5

0 £ X, £ 5
Pretoze ide o Ulohu iba s dvomi premennymi, mozno ngjst’ jegf optimalne
riesenie jednoducho graficky ( Obr. 5.1 ). Z obrazku je zrggmé, Zze optimane

riesenie ( X; = 4.11, x, = 3.68, z = 86.49 ) vseobecne nevyhovuje podmienkam
celociselnosti riesenia ( premenné znamenaj U pocty rakiet ).

Ak vsak do obrazku doplnime celodiselnd siet, je mozné vidiet, ze
pripustné riesenia budl tentoraz lezat' na jg priesecnikoch, pricom najblizsie
teoretickej hodnote necelociselného riesenia lezia hodnoty x; = 4, X, = 3 aim
odpovedaj Uca hodnota Ucelovej funkciez=79 ® MAX.
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Obr.5.1 Celociselné grafickériesenie

5.5.2 Metéda, Branch and Bound,

Metéda ,Branch and Bound“ je metéda uréena pre riesenie uloh, u
ktorych st definované hranice obmedzujlce hodnoty premennych. Jgj princip
spociva vtom, ze sa pri rieseni postupne menia hranice jednotlivych
premennych, ¢im sa vytvargiu nové ulohy linearneho programovania a po ich
vyrieseni sa spatne posudzuje, ¢i riesenie vyhovuje podmienkam celociselnosti a
aka je jeho pripadna hodnota Ucelove funkcie.

Ak budeme aplikovat’ tito metddu na rovnaky priklad, mbzeme povazovat’
riesenie ziskané simplexovou metddou zariesenie tlohy nultgj. (tab.5.5)

Z neho vidime, Ze pocet rakiet prvého typu by mal byt 4,11 a druhého typu
3,68. Maximalny pocet pre oba typy moze byt 5. Pretoze x; méze nadobudnut
iba celo¢iselnych hodndt, mdze sa rovnat’ niektore) z hodnét 0 az 4. (Uloha 1)
alebo 5 ( Uloha 2 ). Preto mbzeme vytvorit” dve nové optimalizacné ulohy, ak
zavedieme tieto obmedzenia. V tabulke tab.5.5 sU oznatené g s riesenim ako
uloha 1 auloha 2.

Ako je z tab.5.6 zremé, riesenie Ulohy 1 jez=85.88, x; =4 a x, = 3.76.
Riesenieulohy 2jez=74,x;=5a X, = 1.
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Tab.5.5. Srom uloh pre problém optimalizacie obrany objektu.

ULOHA 0

Riesenie
Xq = 4.11 Xo = 3.68, Z=86.49

O£x,£5, 0EX,£5

ULOHA 1

O£x1£4, O£x2£5
Riesenie
Xq = 4.00 Xo = 3.76, Z=85.88

ULOHA 2

5£x1£5, O£x2£5
Riesenie
x1:5.00, Xo =1.00, Z=74.00

ULOHA 3

O£x1£4, O£x2£3
Riesenie
x1=4.00, X9 =3.00, Z=79.00

ULOHA 4

O£x1£4, 4£x2£5
Riesenie
x1=3.7l X9 =4.00, Z=84.29

ULOHA5

O£x1£3, 4£x2£5
Riesenie
x1=3.00, Xo =459, Z=80.29

ULOHA 6

4£x1£4, 4£x2 £5
Riesenie
Nepripustné

ULOHA 7

O£x1£3, 4£x2£4
Riesenie
x1:3.00, Xo =4.00, Z=75.00

ULOHA 8

O£x1£3, 5£x2£5
Riesenie
x1:2.50, X5 =5.00, Z=77.50

ULOHA 9

O£x1£2, 5£x2£5
Riesenie
x1:2.00, X5 =5.00, Z=71.00
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3£x1£3, 5£x2 £5
Riesenie
Nepripustné
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Riesenie ulohy 2 teda podmienke celociselnosti vyhovuje, v rieseni ulohy 1
je hodnota x; celodiselna, ale hodnota x, nie. Preto je mozné smerom k
premenng x, formulovat’ 2 nové Ulohy, ozna¢ené ako uloha 3 a uloha 4.

Uloha 4 mé riesenie z = 84.29, x; = 3.71 a X, = 4, zatial’ ¢o Uloha 3 méa
riesenie celociselné. Pretoze x; nie je v Ulohe 4 celociselné, mdzeme vytvorit’ 2
nové ulohy ( Uloha5 auloha6).

Riesenie Ulohy 6 je nepripustné, pricom uloha 5 ma necelociselné riesenie.
Podobne pokrasujeme d’alg tak, ze ju rozélenime na ulohy 7 a 8. Uloha 7
celociselné riesenie ma, z ulohy 8 s necelogiselnym riesenim mdzeme preto opét’
rozvetvit' dve nové ulohy ( Ulohu 9 a ulohu 10).

Uloha 9 ma riesenie z= 71, X, = 2 a Xo = 5 a Uloha 10 pripustné riesenie
neméa. Dalg Glohu nie je mozné vetvit, &im je hPadanie rieseni ukoncené.

Ak vysledky rieseni sumarizujeme v tab.5.6 vidime, ze iba 4 riesené ulohy
maj U celociselné riesenie pre obe premenné. Pretoze najvyssiu hodnotu Gcelovej
funkcie sme dostali riesenim uUlohy 3, povazujeme toto riesenie za optimalne
riesenie zadaného problému.

Tab.5.6 Sumarizacia rieseni Uloh v metdde Branch and Bound.

Uloha ¢&islo Riesenie
X1 Xo Z

0 411 3,68 86.49
1 4 3.76 85.88
2 5 1 74.00
3 4 3 79.00
4 3.71 4 84.29
5 3 4.59 80.29
6 Nepripustné riesenie

7 3 4 76.00
8 2.5 5 77.5
9 2 5 71.00
10 Nepripustné riesenie

Ak sa vréime k zadaniu prikladu, pre obranu objektu sa na z&klade
ziskaného optimalneho riesenia pouziju 4 rakety typu R; a 3 rakety typu Ry,
ktoré zabezpecia jeho ochranu na 79%.
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5.5.3 Gomoryho algoritmus

Gomoryho algoritmus niekedy nazyvany Gomoryho metéda roviny
rezu ( Cutting Plane Method ) je mozné zhrnit’ do nasledovnych krokov :

1. Najskor uréime optimalne riesenie zadangj Ulohy simplexovou metodou
bez ohl'adu na podmienku celo¢iselnosti.

2. 'V kazdgj rovnici s necelo¢iselnym riesenim vysledok ( prava strana ) b;
rozdelime na celoCiselni ¢ast’ di a zlomkovu ¢ast’ r; tzn. do tvaru
b, =d, +r.

3. Zvolime rovnicu i, v ktorgj sa pozaduje celo¢iselné riesenie a v ktorg je
necelo¢iselna hodnota ri maximalna a v ngj sa rozlozia koeficienty rave
srany na ich celociselné casti dj a zlomkove casti rjj tzn. do tvaru
a;j =d;; +r1;;.

4. K rovnici vybranej v bode 3 postupu vytvorime tzv. doplnkovu rovnicu v
tvare - r,1.% - li,.X - KKK- r;,,.X, +S=-r;, 0 ktoru rozsirime riesenu
sustavu av ktorgj s je nova pridavna premenna.

5.V rieseni pokracujeme tak, ze pripojeny riadok povazujeme za riadiaci
riadok Upravy. Stipec novo zarad’ovanej béazicke premennej uréime tak, ze
vypocitame podiely z / r;; pre vietky stipce a minimél na absol (itna hodnota
podielu definuje riadiaci stipec.

6. Riesenie rozsireného problému by malo byt aspon v jedng premenng uz
celociselné. Ak jeriesenie celociselné g pre ostatné premenneg, s vypoctom
sa skon¢i. Ak zostanu niektoré hodnoty necelociselné, postup sa opakuje od
2.kroku tak, ze slstava sa rozsiri o d’alSiu rovnicu s novou premennou s,
ad.

Postup riesenia si budeme demonstrovat’ na nasledovnom jednoduchom
priklade ( priklad 5.3).

Priklad 5.3 : Optimalne zostavenie strojovych zostav

Savebny podnik ma& kdispozicii 8 nakladacov, 16 nakladnych
automobilov a 10 buldozérov. Z nich méze zostavir' 3 rézne pracovné zostavy.
Prva zostava v Zlozeni 1 nakladac¢, 3 nakladné automobily a 1 buldozér ma
wkon 70 m® premiestnenej zeminy za zmenu. Druha zostava s 1 nakladacom, 4
nakladnymi automobilmi a 1 buldozérom premiestni 88 m® za zmenu a tretia
zostava — 1 samotny buldozér je schopny premiestniz 8 m* za zmenu. Ako je
potrebné rozmiestnit stroje, aby bol vykon maximalny ?
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Po zostaveni tabul’ky dlohy

Str oj Zostava Z1 Z; Z3 K dispozicii
Nakladag 1 1 0 8
N&kladné auto 3 4 0 16
Buldozér 1 1 1 10
Vykon 70 88 8 MAX

je matematicky model dlohy v tvare

z = 70.X1 +88.X5, +8X; ® MAX

x1+ X5 £ 8
3.x1+ 4.x2 £ 16
x1+ x2+ x3£ 10

Pri zapise do simplexovej taburky atroch iteracnych krokoch mozno
ziskat’ riesenie zrejme z tabu/ky 5.7.a.

Tab.5.7.a. Priklad optimalneho zostavenia strojovych zostav — vychodiskoveé
bazické riesenie.

Béza b X1 Xo X3 X4 X5 Xg Z

X4 8 1 1 0 1 0 0 0

X5 16 3 4 0 0 1 0 0 |iterac

Xs 10 1 1 1 0 0 1 0

z 0 -70 -88 -8 0 0 0 1

Po vykonani troch iteracnych krokov mozno ziskat’ optimalne necelociselné
riesenie, uvedenév ( Tab.5.7.b).
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Tab.5.7.b. Optimalne necelociselnériesenie Ulohy — 3. iteracia

Baza b X1 Xo X3 X4 X5 X6 Z S
Xa 2 2/3 0 - 1/3 0 1 -1/3 0 0 0
3.
X1 5 1/3 1 4/3 0 0 1/3 0 0 0 |itera
cia
X3 4 2/3 0 -1/3 1 0 -1/3 1 0 0
z (410 2/3] O |22/3] O 0O |202/3| 8 1 0
S -2/3 0 -2/3 0 0 -2/3 0 0 1

Z vyssie uvedeného vseobecného postupu aplikacie Gomoryho algoritmu je
zreime, ze maximalna necelo¢iselna cast’ ( 2/3) je u premennych X, a xz. Pretoze
X4 j€ premennd pridavnd, doplnkova rovnica podl'a bodu 4 vseobecného postupu

sa urci k rovnici pre xs. Uvedena je v riadku pod U¢elovou funkciou.

Poznamka : Pri tomto postupe je potrebné vzdy brat’ do Gvahy, ze prvky v matici
sa rozkladaju na celo¢iselnu plus zlomkovu ¢ast’, takze napr. —=1/3 = -2 + 2/3.

Absolutna hodnota podielu koeficientov riadku Ucelovej funkcie a novej
rovnice je v druhom stipci 4 a v piatom 31, z &oho vyplyva, Ze novo zaradenou
bazickou premennou bude x,. Po d’alsgj iteracii tak dostaneme riesenie, ktoré je

zrefmé z tabu/ky 5.7.c.

Tab.5.7.c. Optimalne celociselné riesenie Ulohy

Baza b X1 Xo X3 X4 X5 X6 y
X4 3 0 0 0 1 - 2/3 0 0
X1 4 1 0 0 0 -1 0 0
X3 5 0 0 1 0 0 1 0
X2 1 0 1 0 0 1 0 0
z 408 0 0 0 0 9 0 1

82




Kapitola 5 : Smplexovy algoritmus

Ngjdené celo¢iselné optimalne riesenie je
X1=4, Xo=1, X3=5

ktoré uz podmienkam celociselnosti vyhovuje a ktoré dava hodnotu Gcelovej
funkcie z = 408, ktora je dostato¢ne blizka hodnote necelo¢iselného optima ( z =
410,666 ).

Poznamka : Ak by sme tito Ulohu riesili iba rutinne, zaokrahlenim hodnét x; ma
5 a x3 takisto na 5, dostali by sme sice riesenie pripustné, ale jeho hodnota
ucelovej funkcie by bolaibaz =70.5+ 8.5 =390, ¢o je hodnota vyznamne
nizsia, ako hodnota uréena Gomoryho algoritmom.

V skuto¢nych dlohach praxe nemusia mat’ vsetky premenné predpisané
celoCiselné hodnoty. Takéto Ulohy voldame zmiesané ulohy celoéiselného
programovania. Specianym pripadom celogiselného programovania st Glohy,
v ktorych premenné mézu nadobudat’ iba hodnoty ,, 0" alebo ,, 1“ tzv. bivalentné
premenné. Stretavame sa s nimi predovsetkym v Udlohach, pri ktorych sa
vyuziva bindrne rozhodovanie. Zvlastnym pripadom tohoto typu uloh je tzv.
prirad’ovaci problém, ktorym sa budeme zaoberat’ v nasledujlcej kapitole.

5.6 Analyza citlivosti v ulohach linearneho programovania

V redlnych Ulohach ¢asto nastavaju zmeny vstupnych Udajov, ktoré mézu
mat’ vplyv na urcené optimalne riesenie. Tieto zmeny sa mozu tykat' prvkov
pravych stran obmedzujucich podmienok ( napr. zmena mnozstva zdrojov ),
koeficientov U¢elove funkcie (napr. zmena ceny vyrobku) alebo §truktur nych
koeficientov ( napr. zmena noriem spotreby surovin, pripadne technickych
parametrov vyrobného zariadenia).

Analyza citlivosti ( senzitivnosti ) skuma vplyv zmeny T'ubovolného
parametra Ulohy na vypocitané optimane riesenie a je sUcastou tzv.
postoptimalizaénej analyzy. Postoptimaliza¢na analyza je nastroj, umoziujUci
analyzovat’ systém ajeho strukturu a poukazat’ na nésledky vzniknutych zmien.

Postopti malizacné analyza skima vplyv tychto zmien :

zmeny (jedného alebo viacerych) koeficientov Gcelovej funkcie,

zmeny prvkov vektora pravej strany,

zmeny struktarnych koeficientov,

zmeny Vv pocte ohraniceni,

zmeny v poéte rozhodovacich premennych,
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zmeny koeficientov Ucelove] funkcie alebo prvkov prave strany v
zavislosti od jedného alebo viacerych explicitne zadanych parametrov.

V tgto casti sa budeme venovat’ len dloham, pri ktorych sa nemeni baza,
pretoze z hladiska naplnenia cielov ucebnice sU postacujlce na objasnenie
principov postoptimaliza¢nej analyzy.

S0 to ulohy dotykaj Uce sa hajcastegjsie pouzivanych zmien :
I'ubovolného prvku pravej strany a zistenie pripustného intervalu zmeny.

2. Pubovolného koeficientu Uc¢eloveg funkcie a uréenie pripustného
intervalu moznegj zmeny.

Podstatu analyzy citlivosti si uk&zeme na moznosti zistenia pripustného
intervalu zmeny Pubovolného prvku prave strany a vplyvu tejto zmeny.
Avsak zistovanie pripustného intervalu zmeny Tubovolného koeficientu
ucelovej funkcie je zalozené na podobnych principoch a preto z hradiska
rozsahu a obsahového zamerania uc¢ebnice sa nim nebudeme blizsie zaoberat'.

Zmenu v niektorych prvkoch prave strany obmedzujlcich podmienok je
mozné chapat’ ako problém, ktorého cielom rieSsenia je zistenie vplyvu
uvazovanej zmeny na bazu vypocitaného optimalneho riesenia (napr. o kol’ko sa
mbze mnozstvo uvazovaného zdroja zmenit’ bez toho, aby sa zmenili vlastnosti
optimalnosti n§deného riesenia), pricom zékladnym predpokladom vsak zostava
fakt, ze vsetky d’alsie vstupné Udaje (koeficienty Gcelovej funkcie, ostatné prvky
pravej strany, struktarne koeficienty) zostavaju pritom nezmenené.

Zmenu poévodného vektora prave strany na novy vektor prostrednictvom
vektora zmien je mozné vyjadrit’ vztahom :

b" =b +b*
kde b - pdvodny vektor pravej strany

b" - novy vektor pravej strany
b% - vektor zmien pravej strany.

Pre Ulohu linedrneho programovania v kanonickom tvare potom plati
Z= én_ C;X; =MIN
j=1
én_ a;X; =b, +b/ prei =1,2,..m a j=1,2,...,n
oo

kde b’ jei-tazlozka vektora zmien.
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Pri analyze pripustného rozsahu zmien i-teho prvku pravej strany je
potrebné vychédzat’ zo vzt'ahu pre vypocet optimalneho riesenia
Xgopt =B D
kde Xg,: -]Jevektor bazickych zloziek optimalneho riesenia,
Bt -jeinverznamaticak matici optimalnej bazy tlohy a
b - je povodny vektor pravej strany.
Pritom musime postupovat’ tak, aby pri hezmenenych ostatnych vstupnych

podmienkach zostala vypocitana baza optimalna ( napr. nezmeneny optimalny
vyrobny program ).

Zmena vektora pravej strany sa musi prejavit’ v optimanom rieseni ulohy
linedrneho programovania, pricom vypocet vektora X ,,, atym g vektora X 5, ,

je zavisly od tejto zmeny

X0oy=B 10" =B (b+0%)=B L. D +B " b? =Xy + B . B,

Pre optimélne riesenie musi byt zachovana podmienka primarnej
pripustnosti, ¢ize musi platit’ vzt'ah
XBopt =B (B+BZ)=>‘<BOpt+ B'.b%3 0.
Ukazme si aplikaciu uvedeného pristupu pri zmene prvku pravej strany na
priklade 4.6 zadanom v predchadzajlce] kapitole.
Matematicky model prikladu bol nasledovny :

Z= 70.x1+90.x2 ® MAX

5.+ 4%, £ 1300
2.+t 3.Xy £ 1200

X >0
X 30
Aplikaciou algoritmu simplexovej metédy ( uvedeny v kapitole 5 ), prip.

pomocou grafického riesenia Ulohy ( dve premenné X;, X, ) ziskame optimélne
riesenie, ktoré v pripade zadaného prikladu je nasledovné : Optimalny vyrobny
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plan bude dany vyrobou 100 kusov vyrobku V; a 200 kusov vyrobku Vs,
pri¢om hodnota U¢elove) funkcie z = 25 000 periaznych jednotiek.

K objasneniu principu analyzy vysledkov riesenia Ulohy predpokladajme,
ze sa bude menit’ zasoba suroviny S,, ¢ize bude sa menit’ druha zlozka vektora
pravej strany b, o hodnotu b,?, ktoraje rézna od nuly.

Aby bola zachovana podmienka primarnej pripustnosti musi platit’

o 28000 25/17 - 417 220 6_2200- 4/17.65 9,
Bopt Ezoo?ﬂ E 2117 5/17 4 Ebgg 200+5/17.b%

Pripustny interval zmien pre hodnoty b,” uréime riesenim sstavy dvoch
linearnych rovnic o jednej nezndmej

100- 4/17.b% 3 0
200+5/17 .b% 3 0

z ¢oho dostaneme interval (- 680£ b5 £ 425).

Z vypocitanych hodndt je mozné uréit” minimanu a maximalnu hranicu pre
zasobu suroviny S, tj. taky interval hodnét b,, kedy za predpokladu zachovania
ostatnych podmienok zostane zachovand béaza optimélneho riesenia. Teda
pripustny interval pre b, je

520 £ b, £ 1625,

pricom pévodna hodnota b,=1200.

Aj ked” sa nemeni baza optimalneho riesenia tzn. nemeni sa struktura
vyrobného programu, pri zmenach hodnoty b, sa zmenia g hodnoty bézickych
premennych tzn. mnozstvo vyrobkov V; a V, a Ucelove funkcie ,,z* tzn. zisku z
realizacie optimalneho vyrobného programul.

Podobnym spésobom mézeme vypocita g pripustny interval zmeny
hodnoty b, ( surovina S; ). Potom pripustné zmeny zloziek vektora pravej strany
sU uvedené v nasledovnom prehl'ade :

Ohranidenie Min. hodnota b; | Pdvodna hodnota b;| Max. hodnota b;
Surovina S1 (by) 960 1 300 3000
Surovina S2 (by) 520 1200 1625
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Zmena zasoby suroviny S, je graficky znadzornena na obr.5.2. Optimélne
riesenie pévodngj Ulohy je v bode P, =(100,200), ktory predstavuje priesesnik
priamok urc¢enych rovnicami 5x, +4x, =1300 (priamkas;) a 2x, +5x, =1200
(priamka s, ).

Pri zmene hodnoty b, smerom k hornegj hranici pripustného intervalu sa
priamka s, posiva v smere od pociatku sUradnicového systému. Pri
nezmenenych ostatnych vstupnych podmienkach sa bod optimalneho riesenia
poslva po priamke s; smerom k bodu Ps.

To znameng, ze ak zvysime hodnotu b, ( zasob ) o 200 ( jednotiek suroviny
S, ), tgto zmene zodpoveda priamka p, pretingjuca priamku s; v bode
P,=(53.94, 258.88), ktory predstavuje nové optimalne riesenie.

Vidime, ze baza sa nezmenila, tzn. struktlra vyrobného programu zostava,
ale zmenili sa hodnoty bézickych premennych tj., znizil sa pocet vyrobkov V; a
zvysil sa pocet vyrobkov V.

X
>

S\ B 52,94 , 258,82)
\, P, = (100,200)

100 %
90F 4
w; X1
PO 0 P14 N
z=0 ‘\ s
31 2

Obr.5.1 Zmena prvku pravej strany — zmena vysky zasoby suroviny S,.
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Hodnota ucelovej funkcie bude z = 70.53,94 + 90.258,88 = 27 000, ¢o je O
2000 jednotiek vyssia hodnota zisku, ako pévodné optimalne riesenie.

Zvyseniu b, o 425 jednotiek ( b,=1625 ) zodpoveda priamka ps
prechadzaj ica bodom Ps = (0, 325), v ktorom je hodnota G¢elovej funkcie z = 29
500 jednotiek, ¢ize 0 4250 viac ako pévodna hodnota. Ak by sme zvysovali b,
nad maximalnu hranicu pripustného intervalu, surovina S, bude nadbytoc¢na,
pretoze budl Uplne spotrebované zasoby suroviny S; a hodnota Ucelovej funkcie
sa nebude uz zvysovat'.

Pri zmene koeficientov U¢elovel funkcie v Ulohe linearneho programovania
zistujeme, o kol’ko sa méze menit’ 'ubovorny koeficient uc¢elovej funkcie tak,
aby sa nezmenila béza vypocéitaného optimalneho riesenia, pricom
predpokladame, ze ostatné vstupné parametre Ulohy zostavaj U nezmenené.

Vyznam zmeny oceneni koeficientov Gcelovel funkcie zévisi od
skuto¢nosti, ¢i ide o koeficienty oceneni bézickych alebo nebazickych
premennych. Pri analyze pripustného rozsahu zmien I'ubovorného koeficientu
ucelovej funkcie je potrebné, aby pri nezmenenych ostatnych parametroch tlohy
zostala vypocitana baza optiméalna.

CVICENIA

1. Podnik vyraba 3 vyrobky V4, V, a V3 s cenami 20, 40 a 30 jednotiek. Tieto
vyrobky montuje z 3 montaznych celkov M1, M,, M3 so zdsobami 150, 120
a 90 zésobnych jednotiek. Ulohou je navrhnit plan vyroby tak, aby bol
zisk maximalny.

2. Vo vykrmni ma strava obsahovat’ 16 jednotiek zlozky A, 12 jednotiek
zlozky B a 14 jednotiek zlozky C. K dispozicii su 3 krmiva Ky, K, a K,
pricom krmivo K; stoji 5 000 Sk/t a obsahuje 2 jednotky zlozky A, 2
jednotky zlozky B a 3 jednotky zlozky C. Krmivo K, stoji 6 000 Sk/t a
obsahuje 1 jednotku zlozky A, 4 jednotky zlozky B a 2 jednotky zlozky C.
Krmivo K3 stoji 1 000 Sk/t a obsahuje 3 jednotky zlozky A, 2 jednotky
zlozky B a 1 jednotku zlozky C. Ulohou je naplanovat’ kimnu dévku tak,
aby boli naklady minimélne.

3. Firma potrebuje pri stavbe mostu, zelezné tyce do betonu. K dispozicii je
1000 kusov ty&i dizky 550 cm a 800 kusov dizky 700 cm. Pri stavbe st
potrebné ty¢e dizky 200 cm a dizky 250 cm, pri¢om poc¢et narezanych tyéi
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dizky 250 cm ma byt aspon trojnasobok poétu tyéi dizky 200 cm. Ulohou
je navrhnit’ kor'ko tyéi uréengj dizky sa ma narezat’ pri drzani stanovenych
podmienok, aby bol odpad pri rezani minimalny.

Kapacita zlievarne podniku mdze vyrobit' odliatky najviac pre 80 kusov
vyrobku 1 alebo 100 kusov vyrobku 2. Kapacita lisovhe umoziuje vyrobu
vyliskov najviac pre 200 kusov vyrobku 1 alebo pre 60 kusov vyrobku 2.
Monté&z vyrobku 1 ma kapacitu 60 kusov a montéz vyrobku 2 ma kapacitu
80 kusov. Cena jedného kusa vyrobku 1 i vyrobku 2 je 35 000 Sk.
Navrhnite vyrobny program, ktory pri stanovenych podmienkach zabezpeci
maximalnu hodnotu produkcie.

Podnik vyraba nadoby typov A, B, C, D, na ktoré sa materidl vyrezava
z plechu standardnych rozmerov. Objednévatel’ si objednal 1200 ks nadob
typu A, 900 ks nadob typu B, 700 ks nadob typu C a 500 ks nadob typu D.
K dispozicii st 2 moznosti vyrezavania s relativne malym odpadom :

l. S5A 4B 4C 2D

. 4A 3B 5C 3D

Aké mnozstva tabuli typu I. a Il. potreba, aby ich spotrebovany pocet bol
minimalny

Vyrobny podnik vyrdba 3 druhy pneumatik a pri ich vyrobe spotrebovéva 4
druhy surovin, ktoré ma k dispozicii v obmedzenom mnozstve. Udagje o
zasobach surovin, cenach za pneumatiky a spotrebe surovin pri vyrobe
jednotlivych druhov pneumatik st uvedené v nasledovnej tabul’ke.

P, P, P3 Zasoba
S 1 1 - 100
S, - 2 2 200
S; 3 - 3 300
S, 3 6 600
Cena 10 20 50 MAX

Urcte optimalny plan vyroby tak, aby bol zisk podniku maximalny.
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6. DISTRIBUCNE PROBLEMY

» Volbariesenia je dana momentom, ked’
vas uz rozmys/anie prestane bavir."

MATZOVA AXIOMA

Specidnu kategériu problémov linedrneho programovania tvoria tzv.
distribu¢né problémy. Patria sem Ulohy ako dopravny problém so vsetkymi
jeho modifikaciami, ktory riesi optimalny plan rozvozu tovaru (materidlu),
prirad’ovaci problém zaoberajlci sa optimanym priradenim objektov na miesta
uréenia, ulohy optimalneho rozmiestnenia zdrojov a niektoré d’alsie, pripadne
ich kombinécie, ktoré radime pod stuhrnny nézov distribu¢né problémy.

Ako si ukazeme, ich matematicky model mozno tiez riesit’ prostrednictvom
rozsahu, ktorych rieSenie je tymto postupom neefektivne ( vyzaduje vel'ky pocet
iteracii ). Preto boli vyvinuté Specidlne efektivne algoritmy prihliadajuce ku
Specifikam matematickych modelov jednotlivych typov dloh a s ktorymi sa
postupne oboznadmime v nasledujdcich podkapitol ach.

6.1. Dopravna uloha
6.1.1 Formulaciaa matematicky model dopravnej ulohy

Z&ladnym ciel'om rieSenia dopravnej ulohy je zostrojenie optimaneho
planu rozvozu tovaru (materidlu) od dodavatelov (zdrojov, vyrobcov)
definovanych svojimi kapacitami k odberatel’om, ktori su charakterizovani
svojimi poziadavkami.
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Pritom proces rozvozu je popisany ndkladmi na prepravu jednotkového
mnozstva tovaru od daného dodavatela k prislusnému odberatel'ovi tzv. sadzbou
—Gjj - (obr.6.1).

D:| & D, | & Dylas | coiviiiiiiinns Dm | am
R N\ T e
Cu Cn C Cgm/’ | _Cio .. G-, Com
/ \
Ol 02 03 On

Obr. 6.1. Grafické znazornenie dopravne ulohy.

Ako vidno z obrazku, z pohl'adu potrebnych vstupnych Udajov je uvedena
vseobecna Uloha zadand :

po¢tom dodavatel'ov m a ich kapacitami a; , a, , az , ...... , @m , ktoré
zvykneme radit’ do tzv. vektora kapacit - a,

po¢tom odberatel’ov n a ich jednotlivymi poziadavkami by, b,, bs, ..., by,
analogicky ukladanymi do vektora poziadaviek - b a

jednotkovymi nakladmi ( sadzbami ) - ¢, prei=1,2,3,... m;j=1,2,3,
..., N naprepravu tovaru od i-teho dodavatel'ak j-temu odberatel’ovi, ktoré
zapisujeme do tzv. matice sadzieb - C.

Za vstupny predpoklad pre zakladny matematicky model Ulohy je navyse
zavedena poziadavka, aby sa sic¢et kapacit vyrobcov rovnal sic¢tu poziadaviek
odberatel’ov

m n
o _ 9
aa=ab;
i=1 j=1

(6.1)
tzn. aby Uloha bolatzv. vyrovnana.

Pre ndzornost je vyhodné celé zadanie ulohy prepisat’ do typizovane]
tabul’ky dopravnej dlohy ( tab.6.1 ), ktord sa vhodne vyuziva i k néslednému
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» ru¢néemu’
zvolenych ulohach a postupoch.

Tab. 6.1. Tabu/ka dopravnej tlohy

rieseniu celg Ulohy,

ktoré bude nazorne demonstrované na

Ol o 0 Os O a
D
D, Cn C Ci3 Cin a,
X1 X 12 X 13 X 1n
D, Cxn Cx C23 Con a,
X2 X 22 X 23 X 2n
Ds Ca1 Ca Ca3 Can as
X 31 X 32 X 33 X 3n
Dm Cm Cme Cms Cm am
X m1 X m2 X m3 X mn
b b, b, bs b, éai:ébj

Ako z uvedeného vyplyva, cielom riesenia Ulohy je ur¢it’ prepravované
mnozstva x; od vietkych vyrobcov ku vsetkym dodavatel'om, ktoré budu spinat
nasleduyj Uce poziadavky :

a) vyhoveu poZiadavkam vsetkych dodavatel’ov,
b) naplnia kapacity v§etkych dodavatel’ov a
¢) néklady na cely rozvoz tovaru budd minimalne, resp. maximalne.

Vseobecny matematicky model Ulohy je mozné potom napisat’ v tvare :

a) Ue&elovafunkcia

22011 X1 %O X2 ¥ KO X ¥ Co1 X * €22 X0 HRH ConXon 6
+K+C”ﬂ_.X”ﬂ_+Cm2.Xm2 +K+Cmn.an ® MIN

b) Obmedzujlce podmienky
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Xq1 X TK+ X,

Xp +Xpp +K+ X,

X1 Xy +X

Xln +X2n +X

¢o mozno prepisat’ do kompaktnejsieho tvaru pomocou sum

m n
ZZ_é é Cij 'Xij ® MIN

1=1)=1

n

a Xjj = 8 (i =1Km)
j=

m

°= Xij ij (=1Kn),

s uz uvedenou zakladnou poziadavkou na vyrovnanost’ tlohy

b

Qos

m

° —
a a; =
=1 ]

i
1

2]
a,
1
am
b,
b,
[ (6.3)
b,
(6.4)
(6.5)

Z uvedeného matematického modelu je vidno, ze k dispozicii mame
v§eobecne (m + n) rovnic pre (m .n) nezndmych. Z toho vyplyva, ze pripustnych
rieseni je nekonecne vel'a a cielom riesenia je vybrat’ z mnoziny pripustnych
rieseni také, pri ktorom nadobudne G¢elova funkcia minimélnej moznej hodnoty.

Z toho, ¢o bolo uvedené v predchéadzajlcich kapitolach je zregmé, ze ide o
Specidlnu formu Ulohy linearneho programovania, ktora sa vyznacuje tym, ze :
v§etky koeficienty a; v matici ulohy s rovnél (a;=1,i=1.m, j=1.n),

vsetky obmedzujuce podmienky maju tvar rovnic,
matematicky model ulohy nieje v bazickom tvare.

Pokial’ by sme chceli vyuzit’ simplexovy algoritmus, bolo by preto potrebné
zaviest’ (m + n) umelych premennych a pomocnu U¢elova funkciu a tlohu riesit’
dvojfézovym simplexovym algoritmom, ¢o je pri rozsiahlejsich tlohach naro¢né

| pre pocitatové spracovanie.
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Preto bol vyvinuty specidny algoritmus tzv. metdda potencialov, ktorej
zakladné teoretické odvodenie je zalozené na rieseni dualngl dlohy ( dualne
nesymetrickej ) k zékladnému matematickému modelu dopravného problému.
Ma v§eobecny ramcovy postup formalne zhodny so simplexovym algoritmom, v
detailoch st vsak jednotlivé kroky od simplexove) metddy zasadne odlisné.

Z&ladna schéma riesenia dopravnej Ulohy sa vo vseobecnosti sklada
z troch hlavnych krokov :

1. Ziskanie vychodiskového bazického riesenia.

2. Kontrolajeho optimalnosti.

3. Itera¢ny vypocet az do dosiahnutia optima.

Redlny vyznam riesenia dopravne] Ulohy si ukazeme na konkrétnom

jednoduchom priklade s tromi dodavatel'mi a tromi odberatel’mi zadanom vo
forme tabulky uvedengj v tab.6.2 :

Tab. 6.2. Priklad dopravnej ulohy.

@)
@) @) @)
D 1 2 3 a
D, 15 22 11
5000
D, 20 30 26
2 700
Ds 18 26 13
2 300
b 5500 1000 3500 a=10000

Nahodne vybrané pripustné riesenia, mézu byt nasledovné ( uvedené iba v
skratenych taburkéch tab.6.3.a—d).

Tab. 6. 3: Pripustné riesenia prikladu

a)
4200 0 800 X1 =4200
X13= 800
0 0 2 700 X 3= 2700 z=191 400
X3 = 1300
1300 | 1000 0 X o = 1000
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b ) X11 = 3800
3800 0 1200 X 13 = 1200
X0 = 1700 z=173000
1700 | 0 | 1000 1000
0 1000 | 1300 X 32 = 1000
X233 = 1 300
¢) 3200
X1 =
3200 0 1800 X 15 = 1800
0 1000 1700 X 2, =1000 z=183400
X o3 = 1700
2 300 0 0 X 31 =2 300
d)
X11 = 1500
1500 0 3500 X 13 = 3 500
2700 0 0 X2 =2700 z=164 400
X331 = 1300
1300 1000 0 X 35 = 1000

Bez toho, ze by sme poznali exaktny pristup hl'adania optimalneho riesenia

vidime, ze rozdiel medzi ngjv&sou a najmensou hodnotou je 27 000, ¢o
predstavuje vyse 16 %.

Mozeme s teda predstavit, ze v realng praxi pri rieseni rozsiahlych uloh
( rozvoz peciva v okrese apod. ) mbze schopnost ngst optimalne riesenie
dopravng Ulohy znamenat’ vyznamné Uspory prepravnych nakladov, ale taktiez
vyrazné znizenie negativneho ekologického pbsobenia dopravy na prostredie,
Zlepsenie prejazdnosti komunikacii apod.

6.1.2 Ur ¢enie vychodiskoveho bézického riesenia dopravne tlohy

Ako uz bolo uvedené, obmedzujice podmienky vytvargju v dopravne)
ulohe (m + n) rovnic pre (m . n) nezndmych. Pretoze vsak Uloha je navyse
viazana podmienkou vyvazenosti kapacit a poziadaviek, znamené to, ze iba ( m
+n—1) rovnic je lineér ne nezavislych.

Ak zvolime rovnaky zasadny pristup ako v simplexove] metode a polozime
(m.n-m-n + 1) premennych rovné nule, mozno zvysnych (m + n — 1)
neznamych premennych doratat’.
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Z toho vyplyva, ze v pripade dopravnej Ulohy tvori Uplné bazicke riesenie
( m+n-1) nenulovych premennych. Ak sa pri pouziti niektorej z nasledujucich
metdd uréovania vychodiskovych bazickych premennych nepodari ziskat
( m+n=1 ) nenulovych bazickych rieseni, hovorime, ze bazické riesenie je
degener ované ato jedenkrat, dvakrét atd’., podl'a toho ¢i do Uplného bazického
rieSenia chyba jedna, dve atd’. nenulové premenné. Postup riesenia pri ziskani
degenerovaného bézického riesenia je uvedeny v podkapitole 6.1.5.

Z literatury je zndmych viac metdd pre urcenie vychodiskového bazického
riesenia od najjednoduchsich, ktoré davaju vychodiskové bézické riesenie vel'mi
rychlo, ale jemu prislichajica hodnota Uc¢elove) funkcie je nahodna, nezévisla
na charaktere Ulohy (tvare matice sadzieb) az po najkomplikovanejsie, pomocou
ktorych mozno ziskat’ riesenia alebo priamo optimalne, alebo ve'mi blizke
optimu, u ktorych ¢asto nie je potrebné robit’ ich itera¢né spresnovanie.

V nasg ucebnici sa oboznamime stromi metédami :
1. metddou severozapadného rohu ( najjednoduchsia),
2. metédou indexovou a

3. metdédou Vogelovou ( z uvedenych ngjpresngjsia).

Postup riesenia u vsetkych metdd bude vysvetlovany na rieseni
rovnakého jednoduchého prikladu, ktory bol uvedeny uz v predchadzajdcom
texte.

6.1.2.1. M etdda sever ozapadného rohu ( SZR)

Princip metddy severozapadného rohu ( SZ rohu ) spoc¢iva v tom, ze pri
prirad’ovani hodndt bazickych premennych ako prvd nenulovd premennu uré¢ime
premennu Xy; (Vv ,, severozapadnom rohu® tabulky ).

Pritom jg priradime maximalnu mozna hodnotu tak, aby sa alebo vycerpali
kapacity prvého dodavatela alebo naplnili poziadavky prvého odberatel’a.
Znamena to, ze premenna x;; bude rovna mensej z hodnét a; ab; ( ;1= min (ay,
b1) ). Tym z bazického riesenia vyradime alebo premenné v prvom riadku, alebo
premenné v prvom stipci ( polozime ich rovné nule).

V rieseni pokracujeme v riadku alebo stipci s nevycerpanymi kapacitami
resp. poziadavkami vseobecne smerom ,juhovychodnym®* tak, ze ngblizseg
premenng ( Xi2 resp. Xp;) priradime maximane mozné mnozstvo, ktoré opét
naplni alebo kapacity jedného dodavatel'a alebo poziadavky jedného odberatel’a.
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Tak postupujeme dovtedy, pokial’ nie si splnené vsetky obmedzujice
podmienky udlohy, tzn. nie sU naplnené kapacity vsetkych dodavatelov a
poziadavky vsetkych odberatelov. Riesenie zadaného prikladu je uvedené v
tabulke tab.6.4.

Tab.6.4. Vychodiskové bazcke riesenie metddou sever ozapadného rohu.

@) X11=5 000
D Ol 02 03 a Xo1 = 500
15 22 11 X 22 =1 000
D, 5000 0 0 5000 X 3=1200
20 30 26 X 33=2300
D, 500 1000 1200 2700
18 26 13 (0) _
Ds 0 0 2 300 2 300 z'"’ =176 100
b 5500 1000 3500 | &4=10000

V tomto pripade sa priradila ngjskér hodnota 5000 premenngj X3 = min
(5000, 5500) tzn. ,,obsadilo” sa poli¢ko (1,1). Tym sa vycerpala kapacita prvého
dodavatel’a, tzn., ze premenné X3 a X33 musia byt nulové. V druhom kroku sa
priradila hodnota 500 premennej X,; ( naplnila sa kapacita prvého odberatel’a).

Analogicky sa priradenim hodndt postupne x; = 1000 naplni poziadavka
druhého odberatel’a, x,3 = 1200 vycéerpaju kapacity druhého dodavatel'a a Xs3 =
2300 naplni kapacity tretieho vyrobcu i poziadavku tretieho odberatela. Tym je
ziskanie vychodiskového bazického riesenia ukoncené.

Zostava este kontrola, ¢i toto bazickeé riesenie je Uplné. Vidime, ze pocet
nenulovych premennych ( pocet obsadenych policok tabulky ) p = 5, ¢o sa
rovha (m+n-1) = (3+3-1) = 5. Dostali sme teda Uplné vychodiskové bazické
rieSenie, o kvalite ktorého vsak nie sme schopni povedat’ v tomto momente nig,
pretoze jednotlivé hodnoty premennych sme uréovali bez ohladu na néklady
uréené maticou sadzieb.

6.1.2.2. Metodaindexova (M1 )

Indexova metdéda sa snazi odstranit’ nevyhodu vyssie uvedeného postupu
jednoducho tak, ze prirad’'uje maximane mozné hodnoty premennym v poradi
ich sadzieb. V principe to znamena, Zze sadzby sa zoradia od minimalng sadzby,
ktorej sa priradi index ,1“ (i = 1) neklesgjUco tak, ze nasledujicim sadzbam sa
priradia indexy s postupne vzrastajlcimi poradovymi ¢islami.
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Prirad’ovanie potom prebieha podl'a rovnakych zésad ako v metbéde SZ
rohu, tzn. ze premenng s najnizsou sadzbou sa priradi maximalne mozné
mnozstvo tak, aby vyhovovalo obmedzujicim podmienkam a v prirad’ovani sa
pokracuje v poradi sadzieb, pokial nie sU naplnené kapacity vsetkych
dodavatel'ov a poziadavky vsetkych odberatel'ov.

V konkrétnom vzorovom priklade ( tab.6.5) je minimalnou sadzba c;3=11,
ktorej priradime index i, , d’alSia v poradi je sadzba czz = 13 sindexom i, atd’.

Tab.6.5. Vychodiskové bazcke riesenie metddou indexovou.

@) X11= 1 500
D O, O, O3 a X 13 = 3 500
15 22 11 X 5= 1 700
D, 1 500 0 3500 5000 X 22=1 000
20 30 26 X 31=2300
D, 1700 1 000 0 2 700
18 26 13
D, 2300 0 0 2300 | z'®)=166400
b 5500 1 000 3500 | &4=10000
ilp C13:ll |4D C31:l8 i7‘3p
C 23— 26
izp C33::|.3 |5D C21:20 i7‘8p
.. —72R

Pri vlastnom prirad’ovani potom ako prvu uréime premennu x;3 = 3500
( obmedzenie poziadavkou 3.odberatel'a ). Tym nadobudnd nulovych hodndt
premenné X3 a Xs3. Preto sadzbu s indexom i, nie je mozné vyuzit a v
prirad’ovani pokracujeme premennou X, ktorej priradime hodnotu x;; = 1500. V
d’alsom poradi priradime hodnoty x3; = 2300, X,; = 1700 a nakoniec X, = 1600.

Kontrolou bézickosti riesenia ur¢cime podobne ako v predchéadzajlcom
pripade, ze vychodiskové bazické riesenie je Uplné. Avsak z toho, ze sme
uvedenym postupom boli nateni priradit nenulovd hodnotu i premenngj s
najvyssou sadzbou ( ¢, = 30) vyplyva, Ze ani toto riesenie, aj ked je v zmysle
smeru optimalizécie lepsie ako predchadzajlce, asi nebude opti malne.

6.1.2.3. Vogelova apr oxima¢na metoda ( VAM )

VAM vychadza z myslienky, ze k nagjviac neziaduceg zmene hodnoty
ucelovej funkcie dochéadza vtedy, ked” sa nam nepodari v riadku alebo stipci
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priradit’ hodnotu premennej s minimanou sadzbou a sme tak ndteni vykonat
priradenie i tam, kde je rozdiel medzi minimélnou a najblizsou vyssou sadzbou
vel’ky. Z toho vyplyvai agoritmus riesenia, ktory v prvom kroku ur¢i v kazdom
riadku i stipci rozdiel medzi minimalnou a najblizsou vyssou sadzbou.

Prva hodnota sa pritom priradi premenngj s ngjnizsou sadzbou v riadku
alebo stipci, kde je uvedeny rozdiel najvassi. Tym sa vyradia z riesenia hodnoty
v jednom riadku alebo stipci. Je preto potrebné prehodnotit’ uréené rozdiely a v
priradovani pokracovat’ az do naplnenia obmedzujicich podmienok vzdy v

.....

.....

Tab.6.6. Vychodiskove bézcke riesenie metddou Vogel ovou.

Ol o, 0, Os a
D

D, 15 22 11

2800 | 1000 1200 | 5000 |d=4,7
D, 20 30 26

2700 0 0 2700 |d=6
D, 18 26 13

0 0 2300 | 2300 |d=5

b 5500 | 1000 | 3500 |&=10000

d=3 d=4 d=2

X11= 2 800, X1o=1 000, Xiz3=1 200, Xo1 = 2 700, X33 = 2 300
z(%) =161 100

Znamena to, ze maximanu moznud hodnotu musime v 2.riadku priradit
premenngj s minimalnou sadzbou a tou je Xy; ( ¢ = 20 ), ktord nadobudne
hodnoty X,;=2700. Tym 2.riadok z riesenia vypadne ( nehrozi, ze budd musiet
byt vyuzité ngjvacsie sadzby ¢, = 30 a c;z = 26 ). Okrem vyradenia 2. riadku
nie je potrebné ostatné rozdiely prehodnocovat’ a preto sa priradi v 3.riadku
(d=5) maximalna hodnota premennej s najnizsou sadzbou tj. xzz = 2300.

Rovnako sa pokracuje d’alej a postupne sa priradia hodnoty premennym
X13=1200 (d = 4 ), x;=2800 ( d = 7 ) a nakoniec X;,=1000. Ziskana hodnota
ucelovej funkcie je zo vsetkych doteraz ziskanych hodnét najnizsia a je zrejme,
ze uvedeny postup ma svoje opravnenie. Aj pri VAM sme priradili premennym
5 nenulovych hodndt, ¢o znamend, ze g tu sme dostali uplné bazické riesenie.
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6.1.3. Kritérium optima a itera¢né Upravy v dopravne ulohe

Pri vlasthnom rieseni dopravnej uUlohy vychadzame z vychodiskového
rieSenia uréeného niektorou z uvedenych metéd. Metédou potencidlov ur¢ime
pomocou tzv. riadkovych a stipcovych &isiel maticu nepriamych sadzieb C*.

Postup je pritom taky, ze kazdému riadku priradime jedno riadkoveé ¢islo
( ;) akazdému stipcu jedno stipcové ¢islo ('s). Uréime ich z podmienky, ze pre
premenné bézického riesenia musi platit, ze si¢et riadkového a stipcového
¢islasarovnapridusnej sadzbe (ri+ s =Gj).

Pretoze nenulovych premennych bazického riesenia je (m + n — 1) a
hr'adanych hodnét r; a5 je (m + n), dostaneme z uvedengj podmienky (m + n—1)
rovnic pre (m + n) neznamych. Znamena to, ze jednu hodnotu je mozné zvolit
(vyhodne rovni nule a v tom riadku alebo stipci, kde je najviac bézickych
premennych) a ostatné zo sustavy rovnic doratat’.

Ked si pozadované riadkové a stipcové ¢isla vyssie uvedenym postupom
uréime, mbézeme zostrojit’ pozadovanu maticu nepriamych sadzieb ato sice tak,
ze pre vsetky jg prvky bude platit, ze hodnota nepriamej sadzby sa rovna stctu
prislusného riadkového a stipcového ¢islatzn. ¢y =1 + s, prei =12,...m,
j=12,...n.

Potom sa z rozdielu matice pévodnych sadzieb a matice nepriamych
sadzieb urci tzv. matica diferencii D = C — C*, ktor& je sucasne kritériom
optima. A sice, ak su vsetky jg prvky dij nezaporné ( d; 2 0), je to znamenim
toho, ze prislusné bézické riesenie je uz optimalne.

Matica diferencii optimalneho riesenia d0zi sUcasne g ako kontrola
spravnosti riesenia a kritérium jeho jednozna¢nosti, pripadne viacznatnosti.
Riesenie je spravne, ak bazickym premennym prislichaju nulové diferencie. Je
to logické, pretoze pre bézické premenné boli riadkové a stipcové gisla uréované
amusia byt’ teda pre nepriame a pévodné sadzby rovnaké.

Ak je pocet nulovych diferencii v matici rovny poctu bézickych
premennych ( m+n-1 ), je to znamenim toho, Ze riesenie je jednoznaéné, &k je
nulovych diferencii viac, znamena to, ze Uloha je viaczna¢na tj. ze je mozné
ngst’ viac rieseni s rovnakou hodnotou uUcelove funkcie.

V pripade, ze je v matici jeden alebo viacej prvkov zapornych, je potrebné
hl'adat’ nové bazickeé riesenie iteratnou Upravou tak, aby sa riesenie ( hodnota
ucelovej funkcie ) zmenilo v pozadovanom smere.
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Kazdy iteracny krok sa realizuje tzv. presunom v cykle, pri ktorom sa

.....

.....

Cesta presunu musi pritom spinat’ dva zakladné poziadavky :

nesmu by porusené obmedzujlce podmienky riesenia ( musia zostar’
zachované riadkové i stipcové sti¢ty ) a

nesmie byr narusend bazickoss’ riesenia ( pretofe sa jedna bazicka
premenna novowytvori, jedna z bazickych premennych sa musi zrusit’ —
»wvynulovar’«).

Nové bazické riesenie sa musi znova podrobit’ kritériu optima, ¢o znamena,
7e sa musia ur¢it nové matice nepriamych sadzieb C* a matice diferencii D.
Tento postup sa opakuje az do dosiahnutia optima. Cely postup uréenia
optimalneho riesenia dopravng ulohy si budeme demonstrovat’ na zvolenom
priklade, pricom za vychodiskové bazické riesenie zvolime riesenie, ziskané
metodou indexovou, ktoré je uvedené v tab.6.7.

Tab.6.7.a. Vychodiskové bazcke riesenie dopravne ulohy

@) Ol 02 03 a Xn=1 500
D X 13 =3 500
D, 15 22 11 X =1700
1500 0 3500 5000 X »=1000
D, 20 30 26 X 31=2 300
1700 1 000 0 2700
D, 18 26 13 z (%) = 166 400
2 300 0 0 2 300
b 5500 1 000 3500 | 4=10000

Z podkapitoly 6.1.2.2 uz vieme, ze toto riesenie optimélne nie je, pretoze
aplikéciou VAM sme ziskali bazické riesenie s nizsou hodnotou UF.

Ulohou je, presved¢it sa o tom metédou potencidlov a vykonat' Upravy
potrebné k dosiahnutiu optima Riadkové a stipcové ¢isla v tomto pripade
dostaneme zo sUstavy rovnic

rn+s =15 r,+s, =30
rn+s;=11 r,+s =20.
r;+s, =18
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Ak zvolime s; = 0 ( v sUstave sa vyskytuje trikrét ), okamzite dostaneme
ri=15,r,= 20 arz= 18. Z podmienky r;+s; = 11 ur¢ime 3 = -4 az podmienky
r,+ ;= 30 vyplyvas, = 10.

Teraz je uz mozné urcit’ maticu nepriamych sadzieb

él5+0, 15+10, 15-4p él5 25 1l
c*®=50+0, 20+10, 20- 49=50 30 16!
g18+0, 18+10, 18- 4f @8 28 14§
a nasledne nato maticu diferencii

615 22 11y &5 15 11y & (-3) 0w
O —~_. 0 _€ u é u_é U
DO =c-C ;}bo 30 26 gzo 30 16y go 0 10

gl8 26 13f] @18 28 144 @ -2 -1§

Z vysledného tvaru matice diferencii vyplyva, ze riesenie :
je spravne ( nulové diferencie na miestach bazickych premennych), ale
nie je optimalne, pretoze v matici diferencii st az tri zaporné prvky.

Preto je potrebné vykonat’ l.iteraciu riesenia tak, ze zvolime novu bézicku
premennu Xy, ( odpoveda jg ,, ngjzdporngjsia‘ diferencia). Noveé bézické riesenie
sa vytvori zo stavajuceho uz zmienenym presunom v cykle. Ngdenie vhodnej
cesty presunu byva najobtiaznejsou ¢astou riesenia dopravnej dlohy, ¢i uz pri
»rucnom" rieseni alebo pri tvorbe poc¢itacového modelu. Vysvetlime si ho v
skratenej tabul'ke Ulohy (tab.6.7.b).

Na hrubo vyznacené policko (1, 2) je nutné presunit’ maximane mozné
mnozstvo tak, aby :

zostali zachované riadkové a stipcové stity a
nenarusila sa bézickost’ riesenia.

Je zrggmé, ze ak premennu X, novovytvorime, k jg dotergjsgl nulove
hodnote musime pripocitat’ ( policko ozna¢ime znamienkom { +} ). To znamena,
7e g v prvom riadku, aj v druhom stipci musime td istti hodnotu od dotergjsich
bézickych premennych odpo¢itat’. Zacat musime v 2. stipci, pretoze je tam
jedina nenulova premennd x,,. Oznatime si teda policko (2, 2) znamienkom { -} .
Pokracovat’ budeme v druhom riadku a sice tak, ze rovnaku hodnotu musime
pripocitat’ k hodnote uz existujlce ( bazickost’ riesenia).
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Tab.6.7.b.: H/adanie cesty presunu v cykle pri 1. iteracii.

1500 3500 | 5000
{-} g, £+

1700| 1000 2700
{+} *— " {-}

2300 2300

5500 1000 3 500

Jedina moznost’ je premenna x,; v prvom stipci. Policko (2, 1) oznagime
znamienkom { +} . Nakoniec ndm zostava cyklus presunu uzatvorit’ cez poli¢ko
(1,1), pricom si oznatime, ze od premennej x;; musime odpocitavat’ ( znamienko
{-} vpolicku (1,1) ). Tym sa cyklus presunu uzatvoril.

Zostava ur¢it uz iba presivanu hodnotu. Je logické, Zze to bude mensia
hodnota z premennych X;; a X»,, od ktorych sa odpocitava tzn. min (X1, X) =
1000. Z pohradu na vychodiskoveé bézické riesenie je zrggmé, ze je to hodnota
X2 = 1000, ktoru presunieme na poli¢ko (1, 2), odpocitame od premenng X;; a
pripocitame k premenng x,;. Tym dostaneme nové bazickeé riesenie po 1. iteracii
v tvare podra tab.6.7.c. Z hodnoty jeho Ucelove funkcie je zreimé, ze postup
rieSenia je spravny aje preto potrebné opét’ uréit’ prostrednictvom riadkovych a
stipcovych &isiel maticu nepriamych sadzieb a matice diferencii.

Tab.6.7.c. Bazickériesenie po 1. iteracii.

s=15 S,=22 5=11

0 X 11= 500
D O O, Os a X o2 = 1 000
n=0| p 15 22 11 X 13= 3 500
! 500 1000 3500 5000 X 2 = 2 700
r2:5 D 20 30 26 X31= 2 300
2 | 2700 0 0 2 700
=3| p 18 26 13
| 2300 0 0 2 300 z(%) =163 900
b 5500 | 1000 | 3500 | &=10000
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Uz bez dhsieho vysvetlovania ( uréené riadkové a stipcové gida su
uvedené vedl'a tabul’ky ) bude mat’ matica diferencii po 1. iteracii tvar :

él5 22 11g é5 22 110 0 0 O u
W) —~_ 1 -6 u é u_é a
DW=c-c™=20 30 265-22 27 16;=0 3 10

g8 26 13g €18 25 14 & 1 (-1
Vidno, ze riesenie este stdle nie je optimalne a ze je moznost' na jeho

vylepsenie zaradenim premenng xz3 do bazy. Vytvorenie presunu v cykle je
zremé z tab.6.7.d.

Tab.6.7.d. Hladanie cesty presunu v cykle pri 2. Iterécii

500 1 000 3500 5000

{+} t ()
2 700 2 700
2300 2 300
{-y " — { +}

5500 1000 3 500

Z uvedenych podmienok vyplyva, ze presunit’ mozno hodnotu premennej
x31 = 2300, takze bézické riesenie po 2. iteracii bude mat’ tvar podratab.6.7.e.

Tab.6.7.e. Riesenie po 2.iter&cii.

$,=15 s,=22 =11

0] X 11 =2800
D O, O = a X 12 = 1 000
r=0 D 15 22 11 X 13=1200
'] 2800 | 1000 | 1200 5000 | X2=2700
=5 D 20 30 26 X 33=2 300
21 2700 0 0 2 700
r3=2 18 26 13
’ Ds 0 0 2300 2300 z(9 =161 100
b | 5500 | 1000 | 3500 |&=10000| pb OPTIMUM
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Ak toto riesenie podrobime znovu testu optima, ziskame tvar

g5 22 11y é5 22 1130 é0 0 0y
@ . @ -8 u_ é u_é 0
D@ =Cc-C gzo 30 26 geo 27 16y go 3 10y
g8 26 13f] @7 24 133 @ 2 0§

Z uréeng) matice diferencii vidime, ze rieSenie po 2.iterécii je uz optimalne.
Matica diferencii svojim tvarom odpoveda bézickému rieseniu a ziskane riesenie
jejednoznatné.

Ak toto riesenie, porovname s vychodiskovym bazickym riesenim urcenym
Vogelovou aproximac¢nou metdédou vidime, ze VAM nadm ponukla uz priamo
riesenie optimalne. To samozrggme nemusi byt vzdy, ale mbzeme s istotou
tvrdit, ze vychodiskové béazické riesenia ziskané VAM davaju vel'mi dobru

.....

uz vyzaduje iba minimum iteracnych krokov.
6.1.4 Nevyrovnand Uloha a degener ované bazickériesenie

Doteraz sme sa naucili riesit’ dopravné ulohy, ktoré vyhovovali vsetkym
zékladnym poziadavkam na riesenie. Ulohy boli vyrovnané, tj. sicet kapacit
vsetkych dodavatel'ov sa rovnal sUétu poziadaviek vsetkych odberatelov a
sti¢asne sme vzdy dostali Uplné vychodiskové bazické riesenia.

Z poznania redlneho zivota vsak vyplyva, ze takéto udlohy sa budu
vyskytovat'’ v praxi iba vynimocne. V skutocnosti alebo prevysuje ponuka
dodavatel'ov dopyt odberatel’'ov, alebo naopak ponuka dopytu nestaci. V takych
pripadoch hovorime o nevyr ovnhanych dopravnych ulohach.

Ich riesenie je ve'mi jednoduché. Zakladny princip Upravy spociva v tom,
ze nevyrovnanu Ulohu prevedieme na vyrovnanu tak, ze do riesenia zaradime
alebo fiktivneho dodavatela FD ( pokial’ st poziadavky odberatel'ov vyssie ako
kapacity dodavatelov ), alebo fiktivneho odberatela FO ( ak sU naopak

.....

Tymto fiktivnym cinitefom pritom prirad'ujeme mnozstvo, ktoré ulohu
vyrovna a nulové hodnoty sadzieb. Novu Ulohu uz riesime podla zékladného
postupu z predchadzajlcich podkapitol - postupu uréenia vychodiskového
bazickeého riesenia a preverenie kritéria optima.
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Iny problém vznikne, ak vychodiskoveé bazickeé riesenie nema pozadovany
pocet ( m+n-1 ) nenulovych premennych. Aj v tomto pripade je postup
jednoduchy. Ak do bézickosti riesenia chyba iba jedna hodnota, jednej ,, vhodne"
zvolenej premenngj, priradime hodnotu ,, €* bliziacusanule (e® 0).

V dasom rieseni postupujeme Standardnym spbsobom tak, ze tdto
premennl povazujeme za premennu bazickd. Pokial’ chybaju 2 aebo viace
nenulovych bézickych premennych, musime priradit’ viac hodnét ey, e, ..., €.

Slovko ,,vhodny* v tomto pripade méa ten vyznam, ze hodnotu e je ziaduce
priradit’ takej premenng] ( obsadit’ nou také policko ), aby sa cez nu dal
uzatvorit’ cyklus presunu, pretoze hodnota e sa spravidla z riesenia uz po
prve iteracii vyradi.

Vyssie uvedené principy Uprav nevyrovhaného a degenerovaného riesenia
budd demonstrované na rieseni prikladu z tab.6.8.a.

Tab.6.8.a. Zadanie prikladu na nevyrovnanu a degener ovanu dopravnu ulohu.

S Ol o, 0, o} Os Os a
D, 7 5 8 5 al g
b, 8 9 6 7 5 1
Dy 11 10 9 7 5 g
b 50 100 30 90 0| 200

Je zrggmé, ze Uloha je nevyrovnand, pretoze sicet kapacit vyrobcov je 200
a sicet poziadaviek odberatel'ov je 300. Je preto potrebné na vyrovnanie tlohy
zaradit’ fiktivneho dodavatel'a FD ( vyrobcu ), ktorému priradime nedostavajlcu
sa kapacitu (100) a nulové sadzby ( tab.6.8.b).

Ak pre tito uz vyrovnanu ulohu hradame vychodiskové bazicke riesenie
indexovou metédou ( riadok fiktivneho vyrobcu obsadzujeme az posledny )
vidime, ze sa podarilo priradit’ iba 7 nenulovych hodnét premennych, zatial’ ¢o
Uplné bazicke riesenie by malo mat’ nenulovych hodnét 8 = ( 5+4-1).

K vyrieseniu tohto problému priradime premennej xss hodnotu e a budeme
ju povazovat’ za bazicku.
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Tab.6.8.b. Uprava na vyrovnant tlohu a vychodiskové bazickeé riesenie,

$i=5 $=5 $=5 =6 s=4
5 Ol o 0, O O, Os a
7 5 8 5
rn=0| D 0 50 0 0 30 80
{(+}—T>{-}
8 9 6 7
L=1| D, 0 0 30 40 0 1 70
11 10 9 1 7 | 5
rs=1 D3 0 0 0 50 e 50+e
{-} « {+}
0 0 0 0
r,=-5| FD 50 50 0 0 100
b 50 100 30 90 30+e | 4=300
X12:50, X15:30, X23:30, X24:4O, X34:5O Z(O):l

Ked” zndmym postupom uréime riadkové a stipcové ¢isla ( si uvedené
vedla tabulky ) a maticu nepriamych sadzieb C*, bude matica diferencii pre

vychodiskové bazické riesenie v nasledovhom tvare :

67 5 8
é

S0 _g8 9 6
&1 10 9
€ 0 0

Ako vidno, st v ngj 2 zaporné hodnoty. Prednost’ dame skutoc¢nej hodnote
premenng x4 pred fiktivnou a preto presunom v cykle cez premenné Xz, Xss a
X15 presunieme na polic¢ko (1, 4) hodnotu 30. Pritom vidime, ze rovnaka hodnota

5
7
7
0

4

gl Ol
(el el ey e en Y g

0

é 5 5

(‘E:D(‘D>8)><‘D> >
o o O
o o O

6
7
7
1

40

(e e

5
5

c

Ve
Ve
Ve

Ee

P HRP R

o A~ W O

ou
a
O
0[]
u
15

bola priradena i premennej Xss, ¢im nam pomocna hodnota e vypadla z riesenia.

Riesenie po prvej iteréacii je uvedené v tab.6.8.c .
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Tab.6.8.c Riesenie po prve iteracii.

$=5 $=5 =4 =5 $=3
O o 0, Os O, O a
7 5 5 4
r=0 D, 0 50 0 30 0 80
8 9 7 5
r,=2 D, 0 0 30 40 0 70
11 10 7 5
;=2 D3 0 0 0 20 30 50
0 0 0 0
r,=-5| FD 50 50 0 0 0 100
b 50 100 30 90 30 a =300
X 12=50, X 14=30, X23=30, X24=40, X 31=20, X35=30 Z(O):l 150
Z hodnét matice diferencii vyplyva, ze:
67 5 8 5 45 & 5 4 5 30 & 0 4 0 1
é ua é u é 0
Sw_e8 9 67 5 & 7 6 7 5; 4 200 0
é1 10 9 7 50 &7 7 6 7 50 & 3 3 0 0Od
0 0 00O & 0 -10-28 & 01 0 2§

riesenie je uz optimalne,
nie je vsak jednoznacné, pretoze matica diferencii obsahuje viac nul, ako je
¢lenov bazického riesenia ( vid'. O ( tucnym pismom) ).

Napriklad, ak presunieme hodnotu 30 na poli¢ko (2, 5) presunom v cykle
cez policka (2, 4) a (3, 4)

je zrgmé, ze hodnota U¢elove funkcie sa nezmeni, pretoze presuny v stipcoch

(2,4)

10

(2,5)

30

(3,4)

50

(3,5)

0

savykonali medzi premennymi s rovnakymi sadzbami.
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6.1.5. Viacr ozmer na dopravna tloha

Redlny model rozvozu tovaru od dodavatelov ( vyrobcov ) v&sinou
nesmeruje priamo ku koncovym odberatel’'om ( spotrebitel’om ), ale uskutoc¢nuje
sa tak, ze sa tovar od dodavatel'ov navéza do skladov ( velkoobchodnych ),
odkial’ sa rozvéza potom d’alej ku koncovym odberatel’'om ( obr.6.2).

D, a D, do Dj ds D4 aa

3
C*']') C 12
C*’I’I C*’):

C* 21
’)’2 C 1 /1\ /

—\
/\/\/\f\/&\
N NG NG NG AN

Obr.6.2. : Schéma dvojrozmernej dopravnej ulohy

W

Vznika tak dvojfédzova ( dvojrozmerna ) dopravna uloha. Ak uUloha v
oboch fazach vyhovuje teoretickym zadavacim poziadavkam, ngjma ¢o sa tyka
vyrovnanosti, je logické, ze vysledné néklady budu stctom nakladov obidvoch
Ciastkovych Uloh a teda g vysledné optimélne riesenie bude sictom obidvoch
Ciastkovych optimalnych rieseni.

Uz sme si vsak uviedli, ze tieto teoretické predpoklady su v praxi splnené
iba vynimocne. Najéastejéie sa vyskytuje situécia, 7€ ngj menéie su poziadavky

.....

nizsou hodnotou vysledng Ucelove] funkcie, ako je stcet optimanych hodnét
oboch ciastkovych dloh, ak Ulohu riesime ako jeden suhrnny problém. Riesenie
s ukdzeme na priklade so styrmi dodavatel'mi, tromi skladmi a piatimi
koncovymi odberatel’'mi zadanom tabulkou ( tab.6.9.a,b ). Z taburkového
zadaniaje vidno, ze Uloha je v oboch fazach nevyrovnana
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Tab.6.9.a. Dvojrozmernéa dopravna uloha -1. faza ( Dodavatelia — sklady ).

O s S Sy a
by 4 7 13 s
D, 6 9 14 4
Dy 3 4 10[ s
b 4 6 1|
h 180 180 180 | 535

Tab.6.9.b. Dvojrozmernéa dopravna Uloha — 2.faza ( Sklady — odberatelia ).

O

D Ol Oz 03 04 O5 h
s, 10 13 12 8 180
S, 7 16 10 5 180
s, 11 20 12 8 180
b 120 115 120 65 100 540

520

Dalsi postup riesenia je potom nasledovny :
1. N§deme optimélne riesenia oboch ciastkovych dloh oddelene, pricom
zacneme s riesenim druhej fazy. Nasledné riesenie 1.fazy hf'adame iba pre
mnozstva rovneé suctu kapacit dodavatel’'ov.
2. Ulohu spojime do dlohy jedingj, pricom spgjajicim riadkom je riadok
fiktivneho odberatel’a.
3. Skontrolujeme podmienky optima, ktoré su sirsie ako v jednofézovej ulohe.
Ak oznatime riadkové a stipcové ¢isla 1.fazy (ri, s), druhg fazy (r*;, s*)),
musia platit’ okrem zékladnych podmienok pre prvky matic diferencii (d;; 3
0, d*; 3 0) g dve pridavne podmienky asicer; £ O pre vsetky i as+s*£ 0
pre vsetky j. Pritom podmienka rovnosti r; = O plati pre riadok, v ktorom je
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nenulova hodnota fiktivnej premennej (v stipci FS) a podmienka s*=-5;

pre stipce s nenulovou hodnotou v riadku fiktivneho odberatela FO.

4. Ak vychodiskové riesenie podmienkam optima nevyhovuje, vykona sa
presun v cykle ako v zakladng Udlohe s tym rozdielom, ze prechod cez

riadok fiktivneho odberatel'a sa povazuje zajeden z vrcholov presunu.

Podra uvedeného postupu urcené optimalne riesenie 2.fazy je v tabulrke
tab.6.10.a a optimalne riesenie 1.fazy v tab.6.10.b., pricom 1. faza bola riesena
iba pre kapacity rovné suctu kapacit dodavatel'ov a tabul'ka druhegj fazy dlohy je

oto¢ena 0 90 stupnov tak, aby bolo mozné obidve tabulky spojit’ do jedne.

Tab.6.10.a. Ciastkové optimalne riesenie 2.fazy

D

0 S S S b

10 7 11

o, ] 120 ] 120
19 16 20

0, o 5 _ 115
12 10 12

O 105 - 15 120

o, _ 8 B - 8|
6 3 6

Os _ _ 100 100

FO T T B

h 180 180 180 | 0 540

Tab.6.10.b. Ciastkové optimalneriesenie 1. fazy.

5 S| s, S, Ss FS a
D 4 7 13 0
1
135 135
D 6 9 14 0
2
25 15 40
D, 3 4 10 0
e 180 115 295
D, 4 6 11 0
65 65
535
h 160 180 180 15
535
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Obe Ulohy riesené oddelene dévaju celkovd hodnotu Geelovej funkcie Z© =
7,9 + 7, = 8 680, ktorti sme dostali ako sticet Ggelovych funkcii obidvoch
Ciastkovych optimalnych rieseni. Ak obe Ulohy spojime do jednej tabulky,
dostaneme vychodiskoveé riesenie uvedené v tab.6.11.a.

Tab.6.11.a) : Dvojrozmerna dopravna Uloha — vychodiskove riesenie.

s1=6 SS=7 s3=13

S S S; FS a
4 7 13 0
D:| 135 135 |r=-2
6 9 14 0
D2 25 15 40 M= 0
3 4 10 0
Ds e 180 115 205 |r3=-3 z©=3275
G -
{+} {-}
4 6| 4 11 0
D4 65 65 |ra=-2
0 0 0
FO| v 20 b
{-} {+)
10 7 A 11
O, 120 120 |[ri=16
19 16 20
O | | 55 60 115 |r2= 25
12 10 12
Os | ¥ 105 15 120 |r;=18 2z9=5405
{+} =——t——> |{-}
8 5 8
O, 65 65 |ra=14
6 3 6
Os 100 100 |rs=12
h'1 180 180 180 7%= 8680

51*:-6 52*:-9 53*2-6
S ur¢ovanim riadkovych a stipcovych &isiel zatneme v druhom riadku s
fiktivhou premennou, v ktorom musi byt r, = 0. Ostatné hodnoty uréime
beznym postupom.
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Pri kontrole optima zistime, ze riesenie v 3.stipci nevyhovuje podmienke s
+ s3 £0.V skutodnosti 13 — 6 = 7 > 0 a preto je potrebné v tomto stipci na

.....

mnozstvo, ktorym je podl'a naznaceného cyklu 15.

Riesenie Ulohy po vykonani naznateného presunu v ramci prve iteracie je
uvedené v tab.6.11.b.

Tab.6.11.b. Dvojrozmerna dopravna uloha —riesenie po l.iterécii

s1=6 sS=7 s3=13

S S S FS a
4 7 13 0
Ds 135 135 |rh=-2
6 9 14 0
D2 25 15 40 r,=0
3 4 10 0
Ds 15 180 |100 205 [rz;=-3 z®=3170
{+} {-}
4 6 11 0
D 65 65 r4=-2
0 0 | 0
FO| v 5 15 b
{-} {+}
10 7| 4 11
O, 120 120 |[ri=16
19 16 20
O 55 60 115 |r.= 25
12 10 12
O3 120 120 |r3=18 2zM=5405
8 5 8
Os] ¥ 65 65 | =21
{(+} =T |{-}
6 3 6
Os 100 100 |rs=19
h 180 180 180 29 =8575
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Pri kontrole optima zistime, ze nevyhovuje podmienkam optima matica
diferencii D*, pretoze diferencie d* 43, d* 4, d* 51, d* 5, SU rovné hodnote —7.

Presun je mozné vykonat' na ktorékol'vek z uvedenych policok. Zvolime
policko (4,1)* a hodnotu, ktord mozno presundt’ rovna hodnote 5. Po vykonani
naznaceného presunu je riesenie po 2. iterécii uvedené v tab.6.11.c.

Tab.6.11.c. Dvojrozmerna dopravna uloha - riesenie po 2.iteracii - OPTIMUM

s1=6 sS=7 s3=13

S S S FS a
4 7 13 0
D:| 135 135 |r=-2
6 9 14 0
D> 25 15 40 |r,=0
3 4 10 0
Ds 20 180 05 205 |r=-3 2z®=3135
4 6 11 0
D4 65 65 ry=-2
0 0 0
FO 20 b
10 7 11
O, 120 120 |[rn=23
19 16 20
O, 55 60 115 |[r,'= 32
12 10 12
O] 120 120 |rs=25 z2=5405
8 5 8
O, 5 60 65 | =21
6 3 6
Os 100 100 |rs=19
h'1 180 180 180 7% =8540

s =-13 s, =-16 s =-13
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Po uréeni riadkovych a stipcovych &isiel pri kontrole optima zistime, ze
ziskané bézické riesenie uz vsetkym styrom podmienkam optima vyhovuje a
preto hl'adané optiméalne riesenie je

X11:135 X21:25 X31:20 X32:18O X33:95 X43:65 21:3135
X*12:120 X*»1=55 X*22:60 X*31:120 X*11=5 X*43:60 X*53:100 22:5405,

¢o dava vyslednu hodnotu Ucelove funkcie z = z; + z, = 8 540.

Vidime, Ze oproti pdvodnej hodnote Uc¢elove funkcie ziskangl ako slcet
optimalnych rieseni dvoch ciastkovych uloh, sa hodnota i¢elovej funkcie znizila
0 140 jednotiek.

6.1.6. Optimalne rozmiestiiovanie zdrojov

Jednoduchou aplikéciou ciastocne modifikovanych dopravnych dloh
s pomerne sirokym uplatnenim je tloha na optimalne rozmiestiovanie zdrojov.
Jgj princip si vysvetlime najednoduchom priklade.

Priklad 6.1. Stavebny podnik ma za Ulohu zabezpecir 4 stavby dodavkami
betonu. Stavby su pritom rozmiestnené pod/a obr. 6.3., v ktorom si uvedené tiez
vzajomné vzdialenosti medzi stavbami a poziadavky jednotlivych stavieb na
dodavky beténu. Ulohou je navrhnlf, na ktorych dvoch stavbach je
najvyhodnejsie vybudovar betonarky a s akymi kapacitami tak, aby slcet
najazdenych m® . km bol minimalny.

50

Obr.6.3. Schéma rozmiestnenia stavieb pre priklad 6.1.

Ak pre danu dlohu budeme povazovat' za sadzby vzdialenosti stavieb,
potom ucelovl funkciu mbézeme vytvorit ako sOc¢et sUCinov prevezenych
mnozstiev a najazdenych vzdialenosti ( m®km ), Gloha bude mat’ taky isty
formalny tvar ( matica sadzieb, vektor poziadaviek, vektor kapacit, uc¢elova
funkcia) ako dopravnéa uloha.

116



Kapitola 6 : Distribucné problémy

Moznosti, ako umiestnit’ na 4 stavby 2 betonérky je
aélg: 6.
zp

¢0 znamena, ze je potrebneé vytvorit' 6 ¢iastkovych dopravnych uloh, u kazdej z
nich ur¢it’ optimalne riesenie a zo vsetkych moznych variantov vybrat’ ten, u
ktorého je hodnota Ucelove funkcie najmensia. Pritom vsetky varianty budud
mat’ rovnaky vektor poziadaviek. Vektor kapacit je ale potrebné pre kazdu Ulohu
vytvorit’ zvlast.

Detaily vysvetlime na rieseni prvého mozného variantu ( umiestneni
vyrobni beténu na stavbach S, a S, ) uvedenom v tab.6.13.a, pricom ostathé
varianty su prehl'adne usporiadané v tab.6.13.b.

Tab.6.13.a. Prvy variant umiestnenia zdrojov

Variant S S S Sy a RieSenie
0 5 14 12 X11=60, X2,=70,
1 Z; 60 - - - 60 | X23=40, X24=30
5 0 8 10 Z,=620
(S, S) | 2z - 70 40 30 140
b 60 70 40 30 200

Pri tvorbe tabul’ky dopravnej dlohy prvého variantu rozmiestnenia zdrojov
( vyrobni beténu ), ktora ma formalne rovnaky tvar ako v klasickej dopravne
ulohe, mozeme urcit’ okamzite vektor poziadaviek a maticu sadzieb. Do matice
sadzieb pritom zapiseme v l.riadku vzdialenosti medzi stavbou S; a vsetkymi
ostatnymi, v 2.riadku medzi stavbou S, a vietkymi ostatnymi.

Druhym krokom rieSenia je uz priamo vytvorenie jeho optimalneg] podoby
pre dany variant, pretoze v zasade indexovou metédou prirad’ujeme maximéalne
mozné mnozstva premennym v poradi sadzieb. V danom priklade to budi v
prvom rade premenné Xi; a Xz, (C11 = Cx» = 0), ktorym priradime hodnoty ich
poziadaviek a pokratovat’ budeme v 3. a 4. stipci priradenim poziadaviek bs a b,
premennym Xp3 a Xp4 S minimalnymi sadzbami.

K dorieseniu Ulohy zostava dourcit’ este kapacity oboch vyrobni ( stcet
v riadku ), ¢im je v podstate Uloha ukonéena. Riesenie je sice z pohl'adu kritérii
Standardnych dopravnych uloh degenerované ( nenulovych by malo byt m+n-1
= 5 premennych), je ale jasné, ze vyhodnejsie riesenie nemozno ngjst’.
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Mozeme sa o0 tom presvedcit’ pripadne tak, ze jednej premenngj priradime
hodnotu e a metdédou potencidlov optimalnost’ riesenia preverime.

Tab.6.13.b. Zostavajlce varianty rozmiestnenia zdrojov.

Variant S S S Sy a RieSenie
0 5 14 12 X11=60, X12=70,
2 Z; 60 70 - - 130 | x23=40, X»4,=30
(S1, Ss) 14 8 0 6
Z; - - 40 30 70 Z,=530
0 5 14 12 X11=60, X12=70,
3 z; 60 70 - - 130 | Xx23=40, X»4,=30
(S1, S) 12 10 6 0
2, - - 40 30 70 Z3=590
5 0 8 10 X11=60, X15=70,
4 z; 60 70 - - 130 | X23=40, X24=30
(S2 Ss) 14 8 0 6
2, - - 40 30 70 Z,=480
5 0 8 10 X11=60, X15=70,
5 Z; 60 70 - - 130 | x23=40, X»4,=30
(S, S9) 12 10 6 0
Z, - - 40 30 70 Z5=540
14 8 0 6 X12=70, X13=40,
6 Z; - 70 40 - 110 | X21=60, X24=30
(Ss, S9) 12 10 6 0
2, 60 - - 30 140 Z¢=1280
b 60 70 40 30 200

Z tabuliek vsetkych variantov vyplyva, ze ngvyhodngjsie ( optimalne )
rozmiestnenie vyrobni ( betonarok ) bude na stavbach S, a S; ( variant 4 ) s
kapacitami 130 a 70, pri ktorych u¢elova funkcia nadobuda hodnotu 480.
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Naopak najhorsi je variant 6 ( na stavbach S; a S, ), kde tcelova funkcia ma
hodnotu az 1280. | z tejto jednoduchej Ulohy je jasné, k akym Gsporam, pripadne
k akému zvyseniu ndkladov na dopravu moze viest kvalifikované resp.
nekvalifikované rozhodovanie a riadenie.

6.1.7. Zaver e¢né poznamky k dopravnej ulohe

Prebrali sme zakladny model dopravnej dlohy, algoritmus jeho riesenia i
jeho niektoré modifikécie. Samozrejme, ze z hl'adiska rozsahu ucebnice nebolo
mozné na tomto obmedzenom priestore oboznamit' sa so vsetkymi nuansami
problému. Je zrejme, Ze i pri zadavani dopravne ulohy k rieseniu nhemozno
pristupovat’ mechanicky, ale ze je potrebné zakladny algoritmus, pripadne
vstupné Udaje prispdsobit’ vecneg) a ekonomickej podstate riesenych problémov.

Tak napr. ak zo zadania ulohy vyplynie, Ze je potrebné (pri hevyrovnang
ulohe) zésobovat’ prednostne urcitych odberatel’ov, pripadne prednostne vyuzit
kapacity definovanych dodavatel'ov, je evidentné, Zze to je mozné realizovat
vhodnou Upravou matice sadzieb. Podobne je mozné tzv. prohibitivnymi
sadzbami zabezpetit, ze k definovanym odberatelom ( do definovanych
medziskladov ) bude navézany az posledny zvysok tovaru, po uspokojeni
ostatnych poziadaviek.

Zaverom je potrebné pripomenut’, ze prezentované metddy uréovania
vychodiskového bazického riesenia i cela metéda potencidlov ku kontrole
optimalnosti riesenia si formulované pre minimalizaciu uc¢elovej funkcie.

Niekedy je vSak potrebné problém zadany formalne rovnakym
matematickym modelom ako dopravna uloha maximalizovat. Vtedy je k
dispozicii niekol’ko moznosti, z ktorych v tomto texte poukézeme na dve
zakladné a jednu moznost uvedieme v nasledujuce podkapitole venovane)
rieseniu pridel'ovace] dlohy.

Najjednoduchsim sposobom zmeny minimalizacného problému na problém
maximalizatny je vynasobenie matice sadzieb hodnotou ( -1 ) a problém riesit’
ako minimalizaény. Po vyrieseni je potrebné sa vrétit' k pdvodnej matici sadzieb.

Druhou moznost’ou je podobnym spésobom, ako u simplexového algoritmu
zmenit' kritérium optima. Ak u minimalizacie hodnoty ucelovej funkcie bolo
kritériom optima dosiahnutie nezgpornych hodnét u vsetkych prvkov matice
diferencii, budl zreme kritériom maxima vsetky prvky matice diferencii
nekladné.
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Takisto mbzeme logicky obrétit’ i postup vytvérania vychodiskovych
bazickych rieseni metédou indexovou, pripadne metddou Vogelovou, u ktoregj sa
zrejme budu ngjskér obsadzovat’ premenné s maximanou sadzbou v riadku
alebo stipci, kde je rozdiel medzi maximénou sadzbou a sadzbou najbliziou

NiZSouU Nagj V&Csi.

Ako priklad si uved'me rieSenie rovnakého zadania ako v Uvodnych
Castiach tejto kapitoly, tentoraz ale s ciel'om U¢elovu funkciu maximalizovat'.
Vychodiskové béazické riesenie ur¢ime tentoraz prostrednictvom Vogelove

metody (tab.6.12).

Tab.6.12. : Dopravna uloha ako problém maxima.

$=15 $=23 =11
0 X 11 = 4 200
0 0 0 a 1
D ! 2 3 X13= 800
n=0 | p, 15 22 11 X 3= 2 700
4 200 - 800 5000 X 31=1300
=15 p, 20 30 26 X 3= 1000
: : 2700 2 700
=3 | p, 18 26 13 )
1300 | 1000 ] 2300 | z'°'=191400
b
5500 | 1000 | 3500 |&=10000
Matica diferencii potom bude v tvare
€5 22 11y é5 23 11y 60 -1 0y
_é 0 é U_eé 0
D_gzo 30 26;- gao 38 26;=510 -8 Oy
g18 26 13{ @8 26 14f @O - 1§

€0 znamend, ze rieSenie ziskané hned’ v nultg iterécii vypoctoveho postupu je uz

optimalne.
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6.2 Prirad’ovacia Uloha

Priradovacia Uloha je dalsou Specifickou formou Udloh linearneho
programovania. Cielom jg riesenia je priradenie ( rozmiestnenie ) uréeného
poctu objektov priradenia O na rovnaky pocet miest uréenia M tak, aby
priradenie bolo optimalne, tzn. aby Gcelova funkcia nadobudla minimalng,
alebo maximalnej hodnoty. Ohodnotenim vsetkych moznych priradeni je i v
tomto pripade matica sadzieb.

Ak si Ulohu znazornime vo forme tabul’ky ( tab.6.13), je zrggmé, ze i ked’
forméne Uloha vyzera rovnako ako Uloha dopravna, jgf matematicky model
bude mat’ niektoré zasadné odlisnosti.

Tab.6.13. Tabu/ka priradovacej ulohy.

M
@) M, M- M Mn a
C11 C1 Ci3 Cin
O, X1 X 12 X 13 X 1n 1
Cxn Cx C23 Con
O, X 21 X 22 X 23 X 2n 1
Ca1 Ca Ca3 Can
O3 X 31 X 32 X 33 X 3n 1
Cn1 Cn2 Cn3 Cnn
On X n1 X n2 X n3 X nn 1
b 1 1 1 1 a=n

Predovsetkym z podstaty Glohy vyplyva, ze premenna x;; je bivalentna tzn.
mdze nadobudat’ iba hodndt 0 a 1. Alebo sa priradenie i-teho objektu na j-te
miesto urcenia realizuje ( x; = 1) alebo nerealizuje ( x; = 0 ). Navyse kazdy
objekt je mozné priradit’ iba na jedno miesto uréenia, takisto na jedno miesto
uréenia je mozne priradit’ iba jediny objekt. Prakticky to znamend, ze v kazdom
riadku a stipci moze byt iba jedna nenulova premenna.

Takisto z podstaty ulohy vyplyva, ze matica sadzieb je stvorcova ( rovnaky
pocet objektov i miest uréenia).

Z&kladny matematicky model takto definovane] Ulohy potom bude :
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a) Uédovafunkcia

Z = Cqq-X177C1p-X10 *KH+Cpy . Xgy #Co1 X 51 +Cop . X oo +K+Copy X +

non (6.6)
+K+C 1 X1 tCn2 - X2 TK+Cpn - Xpn=a a Cij X P MIN(MAX)
I=1=1
b) Obmedzujlce podmienky
X1t X1 T KKKKKKKKKKK+xy, =1
X917 tX9p + KKKKKKKKKKK+X5, =1
M
Xm tXpo T KKKKKKKKKKK +Xxpgp =1
X1t X1p * KKKKKKKKKKK+x,, =1
X1p T Xop t KKKKKKKKKKK+x,, =1
[
X1 T Xopn T KKKKKKKKKKK+Xxpgy =1
n -
aebo & x;; =1 prei =1..n
=1 Y
n | \ (6.7)
a xj =1 prej=1.n (x.. =0U1)
i=1 ] 1]

Z metdd, s ktorymi sme sa doteraz zozndmili je zreggmé, ze Ulohu mozno
riesit’ ako
ulohu celo¢iselného linearneho programovania s vyuzitim simplexove
metody a niektorej z metdd celoc¢iselného programovania alebo
ulohu dopravna.

Pritom pri vyuziti prvej moznosti sa stretneme s tymi istymi problémami
ako pri ulohe dopravng ( umelé premenné, pomocna ucelova funkcia ) plus
navyse problém cel ociselného riesenia.

Pri vyuziti algoritmu dopravnej Ulohy dostaneme Udlohu maximalne
degenerovani vo vsetkych g iteratnych krokoch, ¢o znamend vela
neefektivnych presunov hodnét e pri presunoch v cykle.

Z uvedenych dévodov boli vyvinuté specidlne efektivne algoritmy riesenia
priradovacej Ulohy. Najrozsirengjsim z nich je tzv. mad’ar ska metdda, s ktorou
sa detailngjsie oboznamime.
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Mad’arska metéda vo svojg zakladne] podobe bola vyvinuta ( podobne ako
metoda potencidlov pri rieseni dopravnegj Ulohy ) ako Uloha minimalizacna,
hladajuca miniménu pripustnd hodnotu Ucelovej funkcie. Podobne ako u
dopravng Ulohy ju vsak mozno jednoduchou Upravou pretransformovat’ na
tlohu maximalizacnd.

Formalny postup riesenia priradovacej ulohy je rovnaky ako u zakladného
simplexového algoritmu alebo dopravng) dlohy a spociva v troch zakladnych
krokoch :

1. ziskani vychodiskového riesenia,
2. posudeni jeho optimalnosti a
3. Upravéach v pripade, ked’ riesenie podmienkam optima nevyhovuje.

Vychodiskové bézické riesenie v priradovacg Ulohe ziskavame tzv.
metddou redukcie sadzieb, ktorej zakladny princip je zalozeny na zékladnej
vlastnosti riesenia linearnych Uloh a sice, ze ich riesenie sa nezmeni, ak od
niektorych rovnic ( riadku alebo stipca matice sadzieb ) odpoéitame rovnaké
¢islo ( zmeni sa iba hodnota Ucelovej funkcie).

Vlastnarealizacia zakladnych krokov vyzeratak, ze

v kazdom riadku sa ngjde minimélna sadzba ¢, ktora sa od ostatnych
sadzieb v riadku odpocita ( tym je zabezpetené, ze v kazdom riadku
vznikne minimélne jedna nulova redukovana sadzba ),

skontroluje sa, &i st nulové redukované sadzby aj v kazdom stipci,

ak nie, vykona sa redukcia sadzieb & v tych stipcoch, kde doteraz ziadna
nulova sadzba nebola, ¢im sa zabezpeti, ze v kazdom riadku aj stipci je
minimal ne jedna nulova redukovana sadzba.

Dalsim krokom riesenia je, ze sa pokusime priradit maximane mozné
mnozstvo nenulovych hodndt premennym s nulovymi redukovanymi sadzbami,
pricom sa prednostne prirad’uju nenulové hodnoty premennym, v ktorych
riadkoch alebo stipcoch je minimalne mnozstvo nulovych sadzieb ( najlepsie iba
jedind).

Ak sa takto podari priradit’ vsetky objekty na miesto uréenia, tj. ak pocet
vsetkych nenulovych hodn6t premennych x;; je rovny rozmeru tlohy n, bolo
dosiahnuté optimalne riesenie. Hodnotu jeho U¢elovej funkcie je potrebné uréit’
z pbvodne] matice sadzieb. Ak sa pri zékladnom priradeni nepodari priradit
vsetky objekty na miesta uré¢enia, riesenie optimalne nie je, ¢o znamena, ze je
potrebné vykonat’ jeho Upravy.
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Postup potrebnych Uprav je nasledovny :

1. Vsetky premenné s nulovymi

redukovanymi sadzbami sa prekryjd

minimalnym poc¢tom tzv. krycich ¢iar. Pritom sa prekryvaju najskor tie
riadky alebo stipce, v ktorych je nulovych redukovanych sadzieb najviac.
Podra tzv. Konigovel vety musi byt pocet krycich ¢iar rovny poctu
ziskanych nenulovych premennych ( sic¢asne je to i kontrola spravnosti
riesenia).

2. Ngjde sa minimalna sadzba u neprekrytych premennych atasa:
Odpo¢ita od sadzieb neprekrytych premennych.

Pripoc¢ita k sadzbam premennych dvakrat prekrytych ( u ktorych
sa krycie ¢iary krizuju ).
Sadzby premennych jedenkrét prekrytych zostavaju nezmenené.

Tymto postupom sa vytvori nova matica redukovanych sadzieb, v ktorgj sa
znova snazime realizovat’ priradenie, pricom sa cely postup opakuje az do
dosiahnutia optima, tzn. priradenia vsetkych objektov na miesta urc¢enia, ktoré
su charakterizované nulovymi redukovanymi sadzbami.

Detailne si objasnime cely postup na rieseni jednoduche prirad’ovace)
ulohy o rozmere 5 x 5 zadanej v tab.6.15.a.

Tab.6.15.a. Riesenie prirad'ovacej Ulohy — zadanie a prvé redukcie sadzeb.

|\/|1 Mg M3 M4 I\/|5 a
o, 0,20 2040|3550,70| 40,60 525 4
10, 30 25,45| 0, 15,35 0, 20 0, 20
O, 1
5,40 0,35/ 30, 45, 80 5,40 10, 45
O3 1
40, 60 0,20 5,20, 40 15,35 50, 70
Oy 1
0 5,35 0, 30| 20, 35, 65 20, 50 30, 60 1
5
b 1 1 1 1 1 a=>5

Po prvej redukcii po riadkoch st nulové redukované sadzby i vo vsetkych
stipcoch, okrem 3.stipca. Ak vykoname redukciu i v nom, vyslednd matica
redukovanych sadzieb pre prvy pokus o vychodiskoveé priradenie je v tab.6.15.b.
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Tab.6.15.b. Riesenie priradovace ulohy — vysledna matica sadzieb po prvej
redukcii ( nultej iteracii ) a ivodné priradenie.

o M M1 Mg M3 M4 M5 a
..... e YV P 1 RO O] R =1 S o) FE] N
1 1
..... 02102510001
o, 5 1 0 30 5 10 1
o, 40 0 5 15 50 1
o, I 20 20 30 1
b 1 i1 1 1 1 8=5

Podl'a popisanych zésad priradime nenulové hodnoty ngjskér premennym
X1 = 1 ( jedind nulova redukovana sadzba v riadku i stipci) , xs = 1 ( jediné
vriadku ) axes = 1 (jedind v stipci ). Tym st moznosti priradenia vycerpané,
pretoze zvysné nulové sadzby v druhom riadku a druhom stipci uz nie je mozné
vyuzit'. Pretoze pocet priradenych nenulovych hodnét ( p = 3 ) je mensi ako
rozmer Ulohy ( n=5 ), je potrebné vykonat’ naznacené Upravy.

Ich prvou fazou je prekrytie vsetkych nulovych sadzieb krycimi ¢iarami.
Ako prvé prekryjeme druhy riadok a druhy stipec, v ktorych st po 3 nulové
sadzby. Zostane potom iba jedina ( c;1 ), ktort prekryjeme vodorovne ( riesené
stdle v tab.6.15.b ). Pretoze pocet krycich ¢iar ( k = p = 3 ) sa rovna poctu
priradenych nenulovych premennych, je zrejme, ze riesenie prebieha spravne.

V druhg] faze sa ngjde neprekryta minimalna sadzba ( Cz; = Cps = C43= Cs1 =
5)atdsa

odpocita od vsetkych sadzieb neprekrytych a
pripocita ku vsetkym sadzbam dvakrat prekrytym (Ciz a Cy).

Matica sadzieb po tejto redukcii je uvedena v tab.6.15.c.
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Tab.6.15.c. Riesenie priradovace Ulohy — vysledna matica sadzieb po l.iteracii.

M

@) M, M, M, M 4 Ms a
0 25 35 40 5

o 1 . . . . 1
10 30 0 0 0

0, . . . . 1 1
0 0 25 0 5

Os . . . 1 . 1
35 0 0 10 45

O4 - - 1 - - 1
0 0 15 15 25

Os . 1 . . . 1

b 1 1 1 1 1 as=

Z (1) =150 (MIN ) —optimum

Pri nasledujticom prirad’ovani v poradi x;; = 1 ( jedina v riadku i stipci ),
Xs2 = 1 (jedindvyuzitelnav 5.riadku ), X5 = 1 ( jedina vyuzitelna v 5.stipci ) a
X34 = 1, X43 = 1, vidime, Zze sa podarilo priradit’ nenulové hodnoty prave piatim
premennym a ze ziskané riesenie je preto optimane. Jemu odpovedajlca
hodnota U¢elove funkcie je ( s vyuzitim pdvodneg matice sadzieb )

Z® =20 + 20 +40 +40 +30 =150 (optimum ).

6.2.1. RieSenie prirad’ovacg uUlohy pre maximalnu hodnotu Uéelove
funkcie

Zatial’ ¢o u dopravng ulohy v pdvodnom zneni, je problém maximalizacie
ucelove] funkcie viacmene] vynimocny, pri formuléciach prirad’ovacich
problémov sa Uloha ngjst” maximanu hodnotu vyskytuje pomerne ¢asto ( Uloha
priradenia pracovnikov na pracoviska pre dosiahnutie maximélneho vykonu,
priradenie zakaznikov pre maximane uspokojenie ich potrieb alebo typicky
problém , sob&sov* — priradenie zenichov a neviest, ktoré najlepsie vyjadri ich
vzgjomné sympatie ).
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U dopravngj ulohy sme v predchadzajlcej podkapitole uviedli dva spésoby
transformacie Ulohy minima na Ulohu maxima. Obidva vsak pri prirad’ovace]

ulohe nie je mozné celkom vyuzit'.

Pouziva sa vsak iny jednoduchy spbsob transformacie ( vyuzitelny i pri
dopravngj ulohe), ktory si v d’alsom vysvetlime.

Jeho slovné vyjadrenie je asi hasledovné :

1. 'V matici sadzieb sa najde maximalna sadzba m = Gjj yax.

2. Vytvori sa nova matica sadzieb C*, v ktorg sa kazdy prvok vytvori ako

3. Riesia sa optimalne priradenia mad’arskou metédou pre maticu C*
( minimalizacia).

4. Po ziskani optima sa uréi hodnota u¢elovel funkcie pre pdvodnla maticu
sadzieb, ¢im ziskame maximalne mozné priradenie v dangj tlohe.

Ak si budeme tento postup demonstrovat’ na Ulohe ngjst’ pre zadany priklad
maximalne priradenie, bude po zisteni, ze maximalna sadzba v Ulohe je m = c33
= 80, bude nova matica sadzieb C* podlatab.6.16.

Tab.6.16. Uloha maximalneho priradenia — transformovana matica sadzieb.

M M M M M a
60,40;30|40,20 |10 20,0 55, 35
Oy
; ; ; 1 - 1
50,45,5 |35,0 45 60,25 |60, 25
O - 1 - - - 1
o |4 45 0 40 35
! - - 1 - - 1
20,10,0 (60,50 |40 45-35 |10,0
O 1 - - - - 1
45,25,15|50,30 |15 30,10 |20,0
O ; ; ; ; 1 1
b 1 1 1 1 1 4=5

Z (%) =305 (MAX ) - optimum
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V ng sa automaticky vytvori nulova sadzba c*33; = 0. Redukciou po
riadkoch sa nevytvori potom nulovéa sadzbaiba v prvom stipci, v ktorom je preto
potrebné urobit’ este d’alsiu redukciu.

Tym sa vytvorila matica redukovanych sadzieb pre prvé priradenie, pri
ktorom zistime, ze priradenim postupne Xi4 = 1, Xo2 = 1, X33 = 1, Xg1 = 1 @ Xg5 =
1 sa podarilo priradit p = n = 5 nenulovych hodnét premennych, ¢o je
znamenim toho, ze uréené priradenie je optimalne. Jeho hodnota Ucelove)
funkcie ( s uvazovanim pévodnej matice sadzieb ) jez= 60 + 45 + 80 + 60 + 60
=305 (MAX), ¢o odpoveda hr'adanému maximu.

6.3. Zaver eéné poznamky k distribu¢nym uloham

Uvedené dve z&kladné ulohy — Uloha dopravna a Uloha prirad’ovacia — so
svojimi roznymi  modifikédciami ani zd'aleka nevycerpavaju problematiku
distribucnych dloh. Viaceré d’alsie ulohy mézu vzniknit' réznymi kombinaciami
uz riesenych dloh napr. tzv. alokaéné problémy ( alocation problems ), v
ktorych sa riesi optimalne zdruzovanie miest odberu tovaru do raonov
obsluhovanych z jednotlivych zdrojov, ulohy optimalneho rozmiestnenia
zdr ojov, v ktorych nebude kladena podmienka, ze zdroje musia byt umiestnené
priamo v miestach odberu apod.. Pri formulacii podobnych dloh je vzdy
predovsetkym potrebné starostlivo sa venovat' zostaveniu ich matematickych
modelov a v zavislosti na nich potom volit’ metédu riesenia

Medzi distribu¢né Ulohy je mozné taktiez zaradit & tzv. ulohy
obchodného cestujuceho, ulohy okruznych ciest a niektoré d’alsie, o ktorych
budeme hovorit’ v nasledujlcej kapitole venovanej zakladom tedrie grafov.

CVICENIA
1. Je potrebné zabezpecit’ distriblciu tovaru z 2 velkoskladov Vi a V, ku 3

odberate’om. Podmienky prepravy podla poziadaviek s prislusnymi
sadzbami sU nasledovné :

O, O, O3 Kapacity
V, 5 8 1 1000
Vo, 10 4 7 2000
Poziadavky 1000 900 1300 MIN

Urcte optimalny plan rozvozu tak, aby néklady na prepravu boli minimélne.

128



Kapitola 6 : Distribucné problémy

[1]

[2]

[3]

[4]

2. Podnik vyréba polovyrobok v troch pobockéch, ktorych denna produkcia je
300, 400 a 500 kusov. Tymito polovyrobkami sa zésobuju 4 montazne
dielne, ktorych poziadavky su 350, 280, 320 a 250 kusov polovyrobkov.
Néaklady na dopravu, kapacity pobociek a poziadavky montaznych dielni st
uvedené v tabulke.

Di1 D> Ds Dy Kapacity

P. 6 4 8 5 300

P, 5 10 3 7 400

Ps 8 9 7 11 500

Poziadavky 350 280 320 250 | & =1200 (MIN)

Ulohou je uréenie vychodzieho bézického riesenia

a) metddou severozapadného rohu,

b) indexovou metédou,

c) Vogelovou metédou a
uréenie planu prepravy tak, aby dopravné néklady boli miniméalne.

3. Rieste priradovaci problém, pricom sa vsetky kapacity a poziadavky

rovngju amaticaC ={ c;} matvar
¢4 7 7 24
é a
_ é7 8 6 3 G
é1 10 11 10d
é u
88 7 10 64
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7. ZAKLADY TEORIE GRAFOV

» Riesenie problému spociva v tom,
najst’ niekoho, kto problém vyriesi.”

VAN HERPENOV ZAKON

.....

nézorng, ¢i uz ide o problematiku zobrazenia terénu a komunikacnej siete v
nom, problematiku zobrazenia Struktdr zlozitych chemickych organickych
zlG¢enin, alebo grafické zobrazenie elektrickych obvodov. Pritom je mozné,
tieto principidne réznorodé problematiky znazornit' podla jednotnych zasad,
jednotnou metodikou vyvinutou v oblasti dnes nazyvanej teériou grafov.

Prvé ulohy, ktoré dnes k uvedenej problematike radime, sa zacali
objavovat’ uz v 18.storoci. Za historicky prvu je povazovana Eulerova uloha ,,0
siedmych kraloveckych mostoch® (1736). V oblasti elektrotechniky vyuzival
grafy k zobrazeniu elektrickych obvodov ako prvy Kirchhoff (1747). K
znazorneniu organickych chemickych zlGcenin pouzil grafické struktary ako
prvy Cayley v roku 1857 ( v roku 1958 dostal za tuto problematiku Lederberg
Nobelovu cenu).

S ulohami, ktoré dnes nazyvame , cesty na grafoch” nadviazal na Eulera
v roku 1859 Hamilton, ktory definoval Ulohy , obchodného cestujlceho”,
okruznych jazd a niektoré d’alsie.

Za historicky prvy algoritmus ulohy tedrie grafov je dnes povazovany
algoritmus urcenie minimang kostry ( minimdneho stromu ) v grafe
publikovany v roku 1926 c¢eskym matematikom, neskorsim akademikom
Boravkom.

Pre zaujimavost’ si pripomenme zmienend Eulerovu dlohu o siedmych
kréloveckych mostoch a vyuzime ju k zavedeniu niektorych zékladnych pojmov
tedrie grafov.
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3]  [4] [c

Obr.7.1 : Sedem kréloveckych mostov

Zadanie zmieneng Ulohy spocivalo v tom, ze rieka v meste Kralovec
(Konigsberg — dnes Kaliningrad) ( obr.7.1 ), rozdelila pevnd zem na styri ¢asti
( oznatené A, B, C, D ), ktoré boli navzagom pospgjané siedmymi mostami
(oznxtené 1, 2, 3 ... 7). Otazka pritom znela, ¢i je mozné prejst’ vsetky mosty
tak, aby sa cez kazdy islo ibaraz. Islo teda o Ulohu, ktoré dnes radime viacmenej
medzi hlavolamy (tzv. ,jednotazka,). To ae nie je podstatné.

Podstatné je to, ze Euler k jgj znazorneniu ako prvy pouzil graf ( obr.7.2),
v ktorom definoval niektoré zakladné pojmy, ako su vrcholy ( uzly ) grafu a
hrany grafu. Ak sa na graf pozrieme, uvidime, ze jednotlivé casti pevnej zeme su
znazornené bodmi ( vrcholmi grafu ) a cesty cez jednotlivé mosty oznacené
ciarami ( hranami grafu ).

Obr.7.2 : Graf ulohy ,, o siedmych kral oveckych mostoch* .
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Poznamka : Pre Uplnost’ uved’'me, ze dana dloha nie je riesitel’'na. Ak kazdému
vrcholu priradime stupen rovny poctu z neho vychadzajlcich hran, riesitel'né su
iba Ulohy, ktoré maja vsetky vrcholy stupna parneho, alebo prave dva vrcholy
stupiia neparneho a vietky ostatné radu péarneho. Co nie je pripad uvedengj
ulohy, ktora ma vsetky vrcholy stupna neparneho ( B, C a D stupna tretieho) a
vrchol A stupna piateho.

V grafe sa stretavame teda so zékladnymi pojmami :
vrcholy (uzly ) grafu — vsetky vrcholy grafu tvoria mnozinu vrcholov a
hrany grafu — vsetky hrany tvoria mnozinu hran.

K Uplnému popisu grafu ndm vsak este chyba vyjadrenie ( predpis ), ktoré
vrcholy sU navzgom spojené akymi hranami. Tomuto vyjadreniu hovorime
incidencia. Vyjadrena méze byt alebo incidenénou tabulkou ( tab.7.1 ), v
ktorel sa pre jednotlivé hrany uvédza, ktoré vrcholy spdjgju, alebo castgjsie
incidené¢nou maticou.

Tab.7.1 : Incidencna tabu/ka grafu z obr.7.2.

Hrana 1 2 3 4 5 6 7
Vrcholy A A A A B C
B B C C D D D

Graf teda mozno definovat’ ako usporiadanu trojicu G° (V,H,1), kde V °
{A, B, C, D} jemnozinavrcholov, H® {1, 2, 3, 4,5, 6, 7} jemnozinahrdnal je
incidencia. Uvedené mnoziny stale platia pre zvoleny priklad. V bezng praxi
znacime vrcholy symbolmi V; ( sjednymindexomj = 1, 2...., pocet vrcholov ) a
hrany symbolmi dvojindexovymi hjj ( spdja vrcholy Vi aV;) azapisujeme ich do
tzv. incidenénej matice.

Najjednoduchsie je vyjadrenie incidencie tzv. neohodnoteného grafu, v
ktorom pokial’ hrana medzi vrcholmi existuje, priradime jg hodnotu 1, pokial
neexistuje, priradi saje hodnota O.

Priklad neohodnoteného grafu s jeho incidenénou maticou je na obr.7.3. Je
zrefmé, ze neohodnoteny graf bude mat’ vyuzitie napr. v elektrotechnike, ked
jednotka v inciden¢nej matici znamend, ze medzi dvoma bodmi grafu ( obvodu )
existuje hrana ( spoj ).
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V,

«© 1 00 1 vy
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Obr.7.3 Neohodnoteny graf a jeho incidencha matica.

Castgjsim pripadom st vsak grafy ohodnotené, v ktorych jednotlivym
hranam priradzujeme hodnoty, ktoré maju niektory konkrétny vyznam, ako napr.
vzdialenost’, nédklady, priepustnost’, spotreba, ¢as apod. Inciden¢na matica
ohodnoteného grafu ( obr.7.4 ) potom svojimi prvkami vyjadruje priamo
hodnoty priradené jednotlivym hranam.

N 8u W
10 15Y v
3 Nl:J V3
0 20y Ve
20 Oé Vs
Vi V2 Vs Vi Vs

N
Z W O M

Obr.7.4. Ohodnoteny graf a jeho incidencna matica.

Pokial’ hrana medzi vrcholmi neexistuje, do incidencng matice sa alebo
nepise ni¢, alebo ( pre niektoré pocitacové algoritmy ) sa vlozi hodnota vel'mi
velka ( symbol N ).

Graf uvedeny naobr.7.4 je tzv. graf neorientovany. Vyznatuje satym, ze
hodnoty hréan hi; = h; pre vsetky i, j tzn., jeho incidencna matica je symetricka.
Neorientovany graf sa tiez niekedy vola multigraf.
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Graf, v ktorom plati, ze hj * h; volame grafom orientovanym ( skrétene
orgrafom). Jeho inciden¢na matica je potom evidentne nesymetricka.

Hrany pritom mézu byt v silade s obr.7.5 - jednoduché ( jednosmerné
alebo obojsmerné ), nasobné ( obojsmerné i jednosmerné ) alebo slu¢ky. Slucka
je pritom zvlastnym typom hrany, ktory vychédzai kon¢i v tom istom vrchole.

h(l) h( 1)
V3
Vi hy = hp Vs (2) (2)
o o h'“s3,=h
Hrana jednoduch& Hrana dvojnasobna Su¢ka neorientovana
obojsmerna neorientovana
h34
Vl h12 V2
[ 4 >® h43
Hrana jednoducha Hrana dvojnéasobna Sucka orientovana
jednosmerna orientovana

Obr.7.5. Typy hran v grafoch.
Z d’asich dolezitych pojmov spomenme hlavne tie, ktoré budeme v d'alsom
vyuzivat' ato ngima.:

sed — je postupnost hran, v ktoregj koncovy bod jedng hrany je
poc¢iato¢nym bodom hrany druhej atd’.,

cesta —je ded, v ktorom st vsetky hrany navzaom rozne,

suvidly ( spojity ) graf — je taky graf, v ktorom kazdé jeho dva vrcholy
mMozno spojit’ sledom,

okruh ( kruznica) — je uzatvoreny sled,
et’ — je ohodnoteny jednosmerny graf,

podgraf — je cast pbdvodného grafu, ktorého vrcholy a hrany su
podmnozinami mnozin vrcholov a hran grafu pévodného,
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faktorovy podgraf — je taky podgraf, v ktorom mnozina vrcholov zostane
rovnaka a iba mnozina hran je podmnozinou hran grafu pévodného,

aplny graf — je graf, v ktorom existujd hrany medzi vsetkymi
kombinéciami dvojic vrcholov, tzn. pocet hran u Uplného neorientovaného
grafu je

P= 279
k25
kde n je pocet vrcholov.

7.1 Minimalna kostra grafu

Kostrou ( stromom ) stvislého grafu je taky jeho suvisly podgraf, ktory
obsahuje vsetky jeho vrcholy ( faktorovy podgraf ) a neobsahuje uzatvoreny
okruh.

Pod pojmom minimalna kostra grafu budeme potom rozumiet’ kostru, v
ktorg) je sucet ohodnoteni hran minimélny. Vyjadrené inymi slovami : Uloha
ng st minimanu kostru grafu spociva v ngdeni vzgomného prepojenia medzi
vsetkymi vrcholmi tak, aby sicet ohodnoteni hrdn do tohoto prepojenia
zaradenych bol minimélny. Ako uz bolo uvedené, tito ulohu ako prvy vyriesil
cesky profesor Bortvka a jg prvou aplikaciou bola elektrifikacia niektorych
oblasti vtedajsej Ceskoslovenskej republiky, pri ktorej bolo Glohou zaviest
elektrick(l energiu do vsetkych obci ur¢itého regionu tak, aby sicet dizky
elektrického vedenia bol minimany.

Algoritmus jg riesenia je relativne jednoduchy. Zadany je neorientovany
suvisly graf vseobecne s n vrcholmi a p hranami

Kroky vlastného riesenia st nasledovné :

1. Zoradit’ hrany podl'a velkosti od najmensgj neklesgj lco.

2. Zo zoznamu hran vybrat’ prvé dve s nggmensim ohodnotenim a zaradit’ ich
do minimalng kostry. Ak je hran s ngjmensim ohodnotenim viac, vybrat
'ubovolné dve z nich.

3. Vyberat’ d’alsie hrany v poradi podra velkosti a do minimalng kostry ich
zaradit v pripade, ze s hranami predchadzajdcimi tzn. uz zaradenymi,
nevytvaraju uzatvoreny okruh ( kruznicu ).
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4. 'V postupe podra bodu 3 pokracovat’ dovtedy, pokial’ pre pocet zaradenych
hrén neplati pz = n — 1. Potom zaradené hrany tvoria minimalnu kostru a
stcet ich ohodnoteni je hodnotou minimalnej kostry zadaného grafu.

Priklad 7.1 :Vlastné riesenie si budeme demonstrovar’ na grafe z obr.7.6.

Vi
6 | Vo
4 | 8 [ Vs

Obr.7.6. Minimalna kostra grafu a jg incidencna matica.

Z hodndt ocenenia hran v grafe a incidencng matice je zrejmé, ze dve
hrany s minimanym ohodnotenim su hrany hy, = 3 a hys = 3. Automaticky sa
teda stan(l sti¢astou minimalnej kostry. Dalsie hrany v poradi si : hys = 4, hys =
4 a hsg = 4. Z nich je potrebné vyradit’ hranu hys, pretoze s hranami hy a hys
vytvéra okruh. Do minimalngj kostry je naopak mozné zaradit’ hrany h;s a hse.

Doteraz boli do minimalnegj kostry zaradené 4 hrany. Pretozen—1 =5, je
potrebné vybrat’” este jednu hranu vyhovujlcu zadanym podmienkam. Tou je
hrana hys = 5, ktora je oproti doteraz zaradenym najblizsia vagsia a pritom s uz
zaradenymi hranami nevytvara okruh. V tomto momente je Uloha vyriesena,
tzn., ze minimalnu kostru tvoria hrany ( hys, hos, has, hys a hsg ) ajg hodnota je
rovna stctu hodndt uvedenych hran tzn. MK =4+ 3+5+ 3+ 4 =109.

Z&kladna aplikécia ulohy na najkratsie spojenie v grafe bola uz spomenuté.
Rovnako je mozné ale urcit’ napr. spojenie v grafe s minimanym prevysenim,
ak hodnotdm hran priradime hodnoty prevysenia tras medzi jednotlivymi
vrcholmi. Podobne mozno urcovat’ @ maximanu kostru grafu, ak postup pri
vyberani hrén k zaradeniu do kostry sa obréti a hrany sa zoradia od maximalnej
nestupaj Uco.
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7.2 Minimalne cesty v grafoch

Hr'adanie a ur¢ovanie minimalnych ciest v grafoch patri medzi najcastegjsie
vyuzivané ulohy tedrie grafov. Minimalne cesty v grafoch je pritom mozné
uréovat’ v grafoch orientovanych i neorientovanych, ato bud’

z jedného definovaného vrcholu grafu do d’alsieho uréeného vrcholu
grafu, alebo

z jedného uréeného vychodiskového vrcholu do vsetkych ostatnych
vrcholov grafu, alebo

medzi v§etkymi vrcholmi grafu navzajom.

V literatire je uvadzany cely rad algoritmov s réznou efektivnostou a s
réznymi obmedzeniami. Od z&kladng jednoduchej verzie metody Ford-
Fulkersona urceng pre orientované grafy a vyzadujucej Specidlne cislovanie
vrcholov, cez jgf Dantzigovu modifikaciu, vhodnu i pre neorientovane grafy, az
po metédu Floydovu, uréend pre hradanie minimalnych ciest medzi vsetkymi
vrcholmi grafu navzgom. Zaujemcovia s ich mézu vyhladat’ v prislusng
literatUre uvedengj za kapitolou [2, 4, 5].

My sa ako so zakladnou metédou pre uréovanie minimalnych ciest medzi
jednym ur¢enym vychodiskovym vrcholom a vsetkymi ostatnymi vrcholmi
grafu ( prip. medzi dvoma definovanymi vrcholmi ), obozndmime s algoritmom
metddy Dijkstrovel a ako metddu uré¢enl pre hradanie ciest medzi vietkymi
vrcholmi v grafe navzgom uvedieme jef modifikéciu tzv. metddu s€itania v
matici.

Dijkstrova metoda je zalozend na vete : Ak existuje minimalna cesta
medzi vrcholmi V, a Vi a vrchol V; na ng lezi, potom minimélna cesta
medzi vrcholmi V, a V; je stéastou minimalne cesty medzi vrcholmi Vi, a
/e

Princip riesenia spoc¢iva v tom, ze kazdému vrcholu sa pri jednotlivych
krokoch riesenia prirad’uj 2 hodnoty — MC — hodnota minimalnej cesty a S —
stav vrcholu, ktory méze byt trvaly alebo docasny. Pritom v kazdom kroku
rieSenia sa urcuje jeden vrchol za vrchol pracovny ( riadiaci ).

V prvom kroku rieSenia — inicializacii premennych — sa urc¢enému
pociatocnému vrcholu cesty priradi hodnota minimalnej cesty MC , = 0 a stav

trvaly (S = T). Ostatnym vrcholom sa priradi hodnota MC ; ® ¥ (N) a stav
docasny (S = D). Pociatocny vrchol sa zvoli za vrchol pracovny Vp = V.
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V dasich krokoch riesenia sa vzdy, ak je stara hodnota minimalngj cesty
pre Tubovolny vrchol MC ; vé&sia ako sicet minimélnej cesty vrcholu
pracovného MC |, a hrany hy; z vrcholu pracovného V  do vrcholu V;, potom
hodnote MC ; prirad’ujeme hodnotu suctu MC . + h . ( skrétene, ak MC j je
véacsie ako Mcy + hyj, potomMC; = MC  + hyj).V inom pripade sa ponechava
stara hodnoty MC ;.

Toto priradenie sa vykona pre vsetky vrcholy a ngjde sa vrchol Vi, pre
ktory je uvedeny stcet minimalny ( MC . + h p; ® MIN ). Tomuto vrcholu sa
urci statdt trvaly a zvoli sa za novy pracovny vrchol. Uréena hodnota MC j je uz
pre tento vrchol miniméalnou cestou z vrcholu pociato¢ného.

Takto sa postupuje dovtedy, pokial’ uréeny koncovy vrchol V  ( pri
hradani minimalng] cesty medzi dvoma definovanymi vrcholmi ) alebo vsetky
vrcholy ( pri hradani minimalng cesty z ur¢eného vrcholu pociatocného do
vsetkych ostatnych vrcholov grafu ) nenadobudn( stav trvaly. Potom su vo
vektore MC ulozené miniméalne cesty pre vsetky ( alebo definované ) vrcholy.

Uvedeny postup si demonstrujme na ulohe zadanej neorientovanym grafom
z obr.7.7 ajeho incidencnou maticou ( v skratenej forme ) uvedenou v tab.7.2.

Obr.7.7. Minimélna cesta v grafe.
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Tab.7.2. Incidencna matica grafu z obr.7.7.

V, 7 1 6 N 11 9 N
Vs, 4 N 7 10 16

V3 12 8 10 N

V4 9 14 2 12

Vs 6 7 8

Ve 2 1

Vs 4

Vg

Za pociatocny vrchol si zvol'me napr. vrchol V4, za koncovy vrchol Vs.
Podl'a uz uvedeného postupu bude inicializécia premennych podratab.7.3.a.

Tab.7.3.a. Minimalna cesta v grafe Dijkstrovou metddou — inicializacia.

Krok |Vrchol 1 3
MC 0 N N N N N N N
0. Stav T D D D D D D D
Vor = V1

Ak k hodnotam MC ,, = MC ; = 0 pripocitame hodnoty existujdcich hran z
vrcholu V; dostaneme hodnoty uvedené v tab.7.3.b.

Tab.7.3.b. Minimalna cesta v grafe Dijkstrovou metddou — prvy krok riesenia.

w

Krok | Vrchol 1 2 4 5 6 7 8

MC 1 1 1 1 1
6 N 11 9 N
D D D D

o
~

[
_|
W)
[ =
W)

Stav
Vpr =V3

Minimalna hodnota stictu MC ; + hy; je v trefom stipci, preto bude MC 3 =
1, vrchol V3 dostane statut trvaly a zvolime ho za vrchol pracovny.

Pozndmka : Hodnoty v pravom hornom rohu vo vektore MC znamenaju vrchol,
z ktorého sa minindlne cesty urcovali.
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Rovnako sa postupuje d’alej, pricom vysledky po jednotlivych krokoch su
uz Vv sthrne uvedené vo forme tab.7.3.c.

Tab.7.3.c. Dijkstrova metoda - dalsie kroky riesenia.

Krok | Vrchol 1 2 3 4 5 6 7 8 |V
3 1 3 3 3 1
Mc| o | 5 | 1|3l 9| 9| N|v
2 'sav| T | D | T| 7T D] D | D] D
3 1 3 4 3 4 4
Mc | o]l s | 1] 3122|9515 v
S lsav| T | T | 7T 7T D | D | DD
s 1] 3 4 3[4 a4
Mc| o | 5 | 1] 3 |122]9]|s5]15] v
Y JTaaw | 7T | 7T 7T 7D DT ]|D
3 1 3 4 7 4 4
Mc | o | 5 | 1] 3 |12|7]|5]| 9 v
Slaav | 7T | T | 7T 7T D7 7] D
3 1 3 4 7 4 6
Mc | o | 5 | 1] 3 |122]7]|5]38]vs
C lsav | T | T 7T 7T D0 | 1T 71T
3 1 3 4 7 4 6
Mc| o | 5 | 1] 3|1|7]|5 s
"Jlea | T | T | T Tl 7] 1] 7

Z uvedeng taburky je zregmé, ze pre formulované zadanie ( n§st’
minimalnu cestu medzi vrcholmi V; aVg) mohlo riesenie skoncit’ uz po siestom
kroku, kedy vrchol Vg dostal statut trvaly a stal sa vrcholom pracovnym.

Siedmy krok bol vykonany iba preto, aby sa potvrdilai minimélna cesta do
vrcholu Vs a boli tak ur¢ené minimalne cesty z vrcholu V; do vsetkych
ostatnych vrcholov grafu.

Ako uz bolo uvedené, hodnoty minimalnych ciest do prislusnych vrcholov

.....

uréit’ g vrcholy, cez ktoré minimélna cesta vedie. K tomu je vhodné pri kazdom
kroku riesenia ukladat’ pociatocné vrcholy hrén, z ktorych prislusné minimélne
sucty vznikali ( malé ¢isla v pravom hornom rohu poli¢cok MC).
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Potom mozno spétne urcit’, ze do vrcholu Vg viedla cesta z vrcholu Ve, do
neho z vrcholu V- atd’. cez vrcholy V, a V3 az do pociatocného vrcholu V.
Riesenim je teda minimanacestaV, — V3 —V4— V7 — Vg - Vg 0 hodnote rovnej
suctu prislusnych hran MC_, =h,,+h,, +h,_+h_ .+h,=8.

V principe, rovnako sa postupuje g pri urcovani minimalnych ciest v grafe
medzi vsetkymi vrcholmi v grafe navzgom, metddou scitania v matici
(inciden¢ngj ). Uvedena metdda je metddaiteracna.

Za vychodiskovu ( nultd ) iteraciu je povazovana Uplna incidencna matica
Glohy. Pre kazda dalsiu iteréciu sa za kazdy Iubovorny novy prvok matice c;™
zapise miniméa na hodnota zo sictov (C ik + C ) pre vietky k = 1, 2, .... n, pokial
je samozrejme mensia ako prvok cij pdvodny

c{” = min (cik +Cy )
k

tzn. ak cij(”) je mensie ako c;. Pritom pre pocet hran minimélnej cesty , ph* a
potrebny pocet iteracii , pi“ plati nerovnica

ph £ n-1£ 27,

kde n je pocet vrcholov grafu. V tabulkach tab.7.4.a—d je rieseny rovnaky
priklad ako v predchadzaj Gcom.

Potrebny pocet iterécii pre ziskanie optimalneho riesenia je 3, pretoze plati
2° > 7. Podobne ako v predchédzajlicej metéde st v pravych hornych rohoch
poli¢ok incidencnej matice zaznamenavané vrcholy, cez ktoré prislusna
minimalna cesta vedie. Pod tabul'kou nultej iteracie je detailne rozpisané, ako sa
ur¢ili hodnoty ci, acys pre prva iteréciu.

Rovnakym postupom ( ktory je podobny postupu pri ndsobeni matic ) sa
uréili i d'alsie hodnoty pri vsetkych iteraciach. Pritom napriklad, zatial’ ¢o pri
vychodiskove) matici O.iteracie neexistovali cesty medzi 5 x 2 vrcholmi
navzgom, uz po 1. iteracii sa nasli cesty medzi vsetkymi vrcholmi navzgom.

Pri porovnani incidencnych matic po 2. a 3.iterécii vidime, ze pri 3.iterécii
sa zmenila hodnota minimanej cesty iba medzi podla indexov
»ngvzdialengsimi“ vrcholmi Vi aVs.

141



Kapitola 7 : Zaklady tedrie grafov

Tab.7.4.a. Minimalna cesta v grafe metddou scitania v matici — O.iteracia.

V 1 2 3 4 6 7 8
1 0 4 1 6 N 11 9 N
2 4 0 4 N 4 10 16 N
3 1 4 0 2 12 8 10 N
4 6 N 2 0 9 14 2 12
5 N 4 12 9 0 6 7 8
6 11 10 8 14 6 0 2 1
7 9 16 10 2 4 2 0 4
8 N N N 12 8 1 4 0
i:].,j:Z,k:l, C]_1+C]_2:7 i:1,j25,k:1, C]_1+C]_5:N
k:2, C12+022:7 k:2, C12+Cz5:14
k=3, Ci3+Cpr=5® MIN k=3, Ciz3t+Cx=13® MIN
k:4, C14+C42:N k:4, C14+C45:15
k=5 cCi+C=N k=5 cCi+Cs=N
k=6, Cpt+Csp=21 K=6, Cpg+Ce=17
k=7, Ci7+Cn=25 k=7, Ci7 +Cr5 =16
k=8, cCig+Ce=N k=8, cCig+Cs=N
Tab.7.4.b Minimalna cesta v grafe metddou scitania v matici — l.iteracia.
Vrchol 1 2 3 4 5 6 7 8
3 3
1 0 5 1 3 13 9 8 12
3
2 5 0 4 6 4 10 12 11
2
3 1 4 0 2 11 8 4 9
4 3 6 2 0 9 4 2 6
5 13 7 11 9 0 6 4 4
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3 7
6 9 10 8 4 6 0 2 1
4 6 4 6
7 8 12 4 2 7 2 0 3
6 6 6 7 6 6
8 12 11 9 6 7 1 3 0
Tab.7.4.c. Minimélna cesta v grafe metddou scitania v matici — 2.iteracia.
Vv 1 2 3 4 5 6 7 8
3 3 2,3| 3,47 3,4/ 34,7
1 0 5 1 3 12 7 5 9
3 3 4,3 6
2 5 0 4 6 7 10 8 11
2 4,7 4| 4,7,6
3 1 4 0 2 11 6 4 7
3 3 7 7,6
4 3 6 2 0 9 4 2 5
2,3 2 6
5 12 7 11 9 0 6 7 7
3,4 4,7 7
6 7 10 6 4 6 0 2 1
3,4 3,4 4 6
7 5 8 4 2 7 2 0 3
3,4,7 6| 4,7,6 7,6 6 6
8 9 11 7 5 7 1 3 0
Tab.7.4.d. Minimalna cesta v grafe metddou scitania v matici — 3.iteracia.
Vv 1 2 3 4 5 6 7 8
3 3 3,4/ 3,47 3,4| 34,76
1 0 5 1 3 12 7 5 8
3 3 3,4 6
2 5 0 4 6 7 10 8 11
2 4,7 4| 4,7,6
3 1 4 0 2 11 6 4 7
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3 3 7 7,6
4 3 6 2 0 9 4 2 5
3,4 2 6
S 12 7 11 9 0 6 7 7
3, 4,7 4,7 7
6 7 10 6 4 6 0 2 1
3,4 3,4 4 6
7 5 8 4 2 7 2 0 3
34,7,6 6| 4,7,6 7,6 6 6
8 8 11 7 ) 7 1 3 0

7.2.1 Matematicky model ulohy minimalngj cesty

Ak uvazujeme vseobecne siet’ zadani mnozinou vrcholov V, mnozinou
hrdn H a incidenciou zadanou inciden¢nou maticou ohodnoteného grafu I, je
mozné Ulohu ngjst minimalnu cestu z pociatocneho vrcholu V, do zvoleného
koncového vrcholu Vy, popisat’ matematickym modelom odpovedajicim tloham
celociselného linearneho programovania. Ku kazdej hrane h; priradime
bivalentnu premennu x;;, ktora nadobudne hodnotu ,,1* ak je prislusna hrana
si¢astou cesty a hodnotu ,0*, ak hrana sG¢astou cesty nie je. Dalg
oznacime symbolom V(i) mnozinu uzlov, ktoré si suzlom V; spojené hranou
(napr. pre nds priklad V(1) ={2, 3,4,6,7},V(2) ={1, 3,5, 6, 7} ad.).

Potom mozno pomocou premennych x;; zapisat’ t¢elovi funkciu ako
L8 o u
z=05 éa a hy.x; t® MIN,
8= 1 Vi) B
kde koeficient 0,5 je preto, ze kazdu hranu ratame v Uc¢elove) funkcii dvakrat.

Teraz je potrebné urcit’, ako dosiahnut, aby riesenie urcené premennymi X;;
odpovedalo ceste. Je zrefme, ze okrem uzla pociatocného V, a uzla koncového
Vi, kazdy uzol leziaci na ceste susedi ( je incidentny ) s dvoma hranami a uzly
pociatocny a koncovy s jednou hranou.

Preto musi pre pociato¢ny a koncovy vrchol platit’

[o] [o]
Aa Xpj = 1 ,Aa xkj—l,
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apre ostatné uzly
é_ Xij = 2.y, =1, 2Kn,

kdey; je tiez bivalentna premenna (y; 1 (0.1)) nadobtidajtica hodnotu ,, 1*, ak
uzol na ceste lezi a hodnotu ,,0“ v opa¢hom pripade.

Pre vyssie rieseny priklad mozno teda matematicky model napisat’ v tvare :
a) Ut¢eova funkcia
Z=hy, Xy, +hyg Xps +hy Xy, +he X +tKKK+hg x,s ® (MIN)

b) Obmedzujuce podmienky

Xp T Xq3 ¥ Xqy + X3 T Xy7 =

Xy4g T Xgg T Xgg + Xyg =

Xop t X3 ¥ Xp5 + X5 ¥ Xy -2y, =
Xz T Xz + X34 T X35 + X35 +Xg7 - 2.y, =

U I
Xg1 F Xgp ¥ X3+ X7y ¥ X5 ¥ X76 + Xzg -2.y,=1
xi;, yi1(0,2) pre i=12K8 ,ji V(i)

Pri vlozeni problému do pocitaca, vysledok musi byt rovnaky, ako pri
rieseni vopred uvedenymi specidnymi metodami. Je zrejme, ze ,,ru¢né* riesenie
tu prakticky neprichadza do Uvahy, pretoze potreba zaviest 8 umelych
premennych ak rieseniu vyuzit' dvojfézovy simplexovy algoritmus s naslednym
prechodom na celociselné programovanie prakticky , ru¢né* riesenie vylucuje.

7.3 Optimélnetoky v siet’ach

Ulohy ngjst optimalne toky v jednosmernych ohodnotenych grafoch —
siet’ach, tvoria specifickd skupinu metod analyzy ohodnotenych grafov. Pojem
tok, ktory budeme v tgjto kapitole pouzivat’ je abstrakciou bezne zauzivanych
fyzik@lnych tokov ( tok kvapaliny, elektricky prud, tok vozidiel, materialu atd’. ).
Zavaznym podnetom pre riesenie Uloh optimanych tokov boli predovsetkym
problémy vyplyvajlce z dopravy produktov k spotrebitelom, ¢i uz po cestnej
resp. zelezni¢nej sieti alebo produktovodmi.

145



Kapitola 7 : Zaklady tedrie grafov

Z pohradu zadania méze mat’ problém viac variantov, ako napr. :
maximalny prip. minimalny tok medzi dvoma vrcholmi,
maximalny alebo minimalny tok medz viacej vrcholmi,

maximalny alebo minimalny najlacnejsi medzi dvoma alebo viacerymi
vrcholmi,

maximalny alebo minimalny viacproduktovy tok atd’.

Z&kladnym z uvedenych problémov je Uloha ur¢enia maximalneho toku v
sieti medzi dvoma urcenymi vrcholmi. Pre obmedzeny rozsah publikacie sa
obozndmime iba s jednou z metdd jg riesenia.

Vychodiskovymi predpokladmi prerieSenie tohto problému su :

riesi sa preprava jedného homogénneho produktu,

Vv sieti je uréeny jeden vrchol pociatoény - zdr oj ajeden vrchol koncovy -

Ustie,

hrany v grafe st jednosmerne a ich ohodnotenie h;; znamena kapacitu,

hrany ( v niektorych Ulohéch sa udava horna kapacita hrany hk;; a dolna

kapacita hrany dk;;),

ziadny tok po hrane nemdze prekrocit’ jg kapacitu,

ak prepravované mnozstvo po hrane X je rovneé kapacite hrany hy,

hovorime, ze je na hrane nasyteny tok,

plati tzv. podmienka zachovania toku alebo inymi slovami, ¢o do vrcholu

pritecie, musi z neho g odtiect,

predpokladame, ze v grafe nedochédza k ziadnym stratam prepravovaného

produktu.

S uvazovanim tychto predpokladov je mozné sformulovat’ zjednoduseny
matematicky model ulohy ( detailny model by bol podobny ako model
minimalnej cesty) :

z=4 x; P MAX
0£x; £ h;

Vlastné riesenie a jeho podmienka optima je zalozena na skuto¢nosti, ze z
pociatocného vrcholu ( zdroja ) do vrcholu koncového ( Ustia ) vedie spravidla
viace ciest. Ak z kazde takejto cesty vyberieme jednu hranu dostaneme tzv. rez
grafom R a sicet tokov na tychto hranach je tzv. kapacita rezu R(x). Pritom
pre maximalny tok v grafe plati veta, ktora prvi sformulovali Ford a Fulkerson :
Hodnota maximalneho toku na grafe sarovna kapacite minimalneho rezu.
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Ford a Fulkerson taktiez navrhli metédu ur¢ovania maximéalneho toku vo
vseobecnom grafe a zaujemcovia ju mdzu najst’ v prislusng literatare [2, 3, 5].
Pre nas ucel informativneho zoznamenia sa s problematikou bude uvedena
jednoduchsia metéda riesenia rovinnych grafov, ktoré sa vyuzivaju ngj¢astesie.

Algoritmus ur¢enia maximalneho toku v rovinng sieti :
1.  Zostrojime najvyssie polozent drahu D(z, n) zo zdroja do Ustia.

2. Nadrahe DOz n) uréime hranu s minimalnou kapacitou hmin, ktord z
grafu odstranime a kapacity ostatnych hran drahy zniZzime o hpn.

Ak nad’ale existuje d’alsia draha D®(z, n) pokracuje sa bodom 1.

Ak d’alsia draha D(z n) uZ neexistuje (graf uZ nie je sier’ou), riesenie
kon¢i a maximalny tok sa rovna stétu kapacit odstranenych hran.

Postup riesenia podla uvedeného agoritmu si budeme demonstrovat’ na
rieSeni maximalneho toku v grafe podl'a obr.7.8.a, kde bude zdrojom vrchol V4,
ustim vrchol Vg a kapacity jednotlivych hran st definované hodnotami
zapisanymi pri jednotlivych hranéch.

)
Vg = V7

Obr.7.8.a. Maximalny tok v sieti - zadanie.

Prvou najvyssie polozenou dréhou zo zdroja do Ustia je zrejme dréha cez
vrcholy V4, Vo, Vg a Vg tvorend hranami hy,, hys a heg. Minimalnu kapacitu z
nich m& evidentne hrana hgg = 4. TUto teda z grafu vynechame a kapacity hran
hy, ahye znizime 0 4 (teda hi,=1, hys=2). Graf pre prvu iteréciu je naobr.7.8.b .
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Obr.7.8.b. Maximalny tok v sieti - graf po 1. iteracii a dalsieriesenie.

Tu je zreimé, ze d’alsia vyuzitel'nd ngjvyssie polozena cesta je tvorena
hranami hy, hys a hsg. Tu je minimélna kapacita hrany hy, = 1. Dalsie riesenie
pokracuje na obr.7.8.b. Hranu hy, teda odstranime ( preciarkneme ) a kapacity
hran h,s a hsg zmensime o 1 ( hodnoty uvedené v zatvorkach ).

Rovnako v d’alsom odstranime hrany hy; = 3, hss =3 ahyg = 6. Po ukonéeni
tychto krokov dostaneme graf v podobe uvedengj na obr.7.8.c, z ktorg je
zregme, ze ziadnu d’alsiu cestu zo zdroja do Ustia uz nie je mozné ngjst’

Vg° U

v

2] >
Vs %

Obr.7.8.c. Maximalny tok v sieti —konecha podoba grafu.
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Maximalny tok potom bude uréeny sti¢tom kapacit ,, odstranenych* hran ( v
momente ich odstranovania) ato pre nas pripad je

Z=hp+heg+hgz+hgs+hpg=4+1+3+3+3=14.

Uvedené hrany budu teda nasytené, u ostatnych zostava volna kapacita
podraobr.7.8.c.

7.4 Minimalna okruzna cestav grafe

Uloha minimélnej okruznej cesty v grafe alebo tiez Gloha , obchodného
cestujuceho” je formulovana ako Uloha prejst zo stanoveného pociatocného
vrcholu Uplného neorientovaného grafu cez vsetky jeho vrcholy a vratit' sa do
vrcholu pociato¢ného tak, aby prejdena draha ( sicet ohodnoteni vyuzitych hran
) bola minimalna. Takejto ceste v grafe sa tiez niekedy hovori minimélna
hamiltonovska kruznica. Ulohu totiz ako prvy formuloval Sir William
Hamilton, ako Ulohu prejst dvadsat’ europskych miest pospganych cestami, v
kazdom meste sa zastavit’ iba raz a cestu uzatvorit’ v meste, odkial’ sa vyslo.

Zial', doteraz neexistuje metdda, ktora by zarucene dala optimalne riesenie
naj ma u rozsiahlych tloh. Mensie dlohy je mozné riesit’ ako kombinatoricke tzv.

metodou rozhodovacieho stromu, pri ktorej sa preskimaju vsetky moznosti
ciest a z nich sa vyberie cesta s minimalnou hodnotou.

.....

metodu ,, Branch and Bound*, ktora zo vsetkych moznych kombinacii vybera
iba kombinécie perspektivne.

Jednoduchou metédou s exaktnym algoritmom, ktory ale nezabezpecuje
ziskanie optimalneho riesenia (iba riesenia ,,dobrého pripustného®), je ,, metdda
najblizsieho suseda“. Pre svoju jednoduchost’ je vhodna ngima pre riesenie
rozsiahlych Uloh alebo ako metdda uréenia vychodiskového riesenia pre metodu
Branch and Bound.

Slovne vyjadreny algoritmus je nasledovny :

1. Zostavi#’ Gplnu incidenénd maticu grafu.

V riadku vychodzieho vrcholu ngjse” minimalnu hodnotu hrany ( najbliz-
Sieho suseda ) a poznacit’ si stipec ( vrchol ), v ktorom sa nachadzala.

3. Prgs’ doriadku odpovedajucemu uréenému najblizsiemu vrcholu.

4. Pokracovar’ bodom 2, pokial’ sa nepreidu vsetky vrcholy, pritom
kontrolovar’, aby sa do Ziadneho vrcholu neslo dvakrat.

149



Kapitola 7 : Zaklady tedrie grafov

5. Po predeni vsetkych vrcholov sa vrati#’ do vrcholu pociatoéného.

Postup s ukézeme na rieseni jednoduchého grafu z obr.7.9.
V4

Ve

Obr.7.9. Okruzna cesta v grafe — zadanie grafu.

Zapociatoé¢ny vrchol cesty zvolime V4, minimalna hranav prvom riadku je
his = 4. Zaradime ju do minimélng cesty a pregJdeme do 3. riadku
odpovedajicemu vrcholu V3. Tu je minimalna hodnota hrany hz; = 4, avsak tato
hranu nie je mozné vyuzit', pretoze doteraz neboli prejdené vsetky vrcholy.

Dalsia najblizsia je teda hs, = 5 ( cesta ide do vrcholu V4 ). Vo §tvrtom
riadku si , zak&zeme* okrem hodnoty v prvom stipci i hodnotu v stipci tretom.
Za minimanu zvolime hy, = 3 atakto pokracujeme d’alej. Postupne do okruznej
cesty zaradime hrany hys = 4, hsg = 4 ahg; = 12.

Okruzna cesta teda vedie cez vrcholy V1 - V3-V4-V,-Vs-Ve-V; ajg
hodnota tvorena stic¢tom odpovedajicich hranjez=4+3+5+4 + 4+ 12 = 32.
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Tab.7.5. Okruzna cesta v grafe — incidencna matica ulohy.

Vrchol 1 2 3 4 5 6
1 0 6 4 6 8 12
2 6 0 8 3 4 8
3 4 8 0 5 7 10
4 6 3 5 0 3 7
5 8 4 7 3 0 4
6 12 8 10 7 4 0

Z toho, ze do okruzng cesty bola zaradena g najdihsia hrana hg; = 12
nepriamo vyplyva, ze uréena okruzné cesta pravdepodobne nebude optimal na.

Pre Ulohu takychto relativne malych rozmerov mozno ngst optimane
riesenie aplikéciou metédy Branch and Bound, pomocou ktorej preskimame
viaceré perspektivne kombinacie sledov hran. Za optimalne riesenie vyberieme
sled s najnizsou hodnotou Ggelovej funkcie. Uloha je formédne podobna
prirad’ovace Glohe. | tu musime v kazdom riadku i stipci vybrat’ jednu jeding
hodnotu ( hranu ), av§ak navyse su tu este podmienky ur¢ujuce okruznu cestu.

Vyhodnym vychodiskom k rieseniu mbéze byt matica , redukovanych
sadzieb” ( hodnét hran ), ktora vytvorime zndmym postupom je v tab.7.6.

Tab.7.6. Maticaredukovanych sadzieb pre okruznu cestu.

Vrchol 1 2 3 4 5 6
1 - 2 0 2 4 8)7 |r=2
2 3 - 5 0 1 54 |r=1
3 0 4 - 1 3 6)5 |r=1
4 3 0 2 - 0 AH3 |[r=2
5 5 1 4 0 - 1o |r=1
6 8 4 6 3 0 - r=3
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Pretoze po riadkovej redukcii nebola nulova sadzba v siestom stipci bolo
potrebné vykonat’ redukciu este v nom. V kone¢nej podobe tabulky je uz nulova
sadzba v kazdom riadku i stipci. Dalgou tGlohou bude potom ngjst’ taky sled hran,
ktory by vyhovoval podmienkam ulohy a obsahoval ¢o ngjviac hran s nulovym
redukovanym ohodnotenim alebo ohodnotenim najblizsim vyssim.

Ak si podobne ako vo Vogeloveg aproximacngl metdde ur¢ime rozdiely v
riadkoch a stipcoch ( ¢isla vedra taburky ) vidime, Ze prednostne by sa mali
vyuzit hrany hgs a hs; (ich nevyuzitie najviac zmeni hodnotu Ucelovej funkcie
nepriaznivym smerom ). SU teda pokryté cesty medzi vrcholmi Vg - Vs a Vs -
V1. Do vrcholu Vg je mozné sa (ak vylucime hsg) dostat’ z vrcholu V, alebo V4 a
do vrcholu V3 z vrcholu V4.

To nam uz da mozny dled vrcholov Vi - V,- Vg - V5 - V4 - V3 - Vy, ktory
vyhovuje uréenym podmienkam pre okruznu cestu a stcasne jeho hodnota
ucelovej funkcie ( po dosadeni hodnét hran z pbvodne incidencnej matice )

Z=hp+hyg+hg+hg+his+hy;=6+8+4+3+5+4=30
je minimalna. Podobnymi Uvahami by sme dostali este d’alsie varianty okruznej
cesty ( napr. V- Vs- Va- Vg - Vs- Vs, - V;) srovnakou hodnotou UF.

Do oblasti tedrie grafov patria g d’alsie ulohy napr. tzv. uloha okruznych
jazd, riesiaca otazky optimalneho rozvozu tovaru, ktord je vsak vyhodnejsie
riesit’ vypoctovo ako Ulohu linedrneho programovania. Dalej sem patria g tzv.
ulohy o farbeni grafov ad’alsie, ktoré mozno ngjst’ v prislusng literatare.

CVICENIA

1. Pregraf zadany na obrazku :

T
10 32
8 % 4 6
1 / 4 12
2 11 5 8
20
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- napiste inciden¢nt maticu grafu,

- ngdite minimalnu kostru grafu,

- ngdite minimalnu cestu z vrcholu V3 do Vg metddou s¢itania v matici,

- ngdite minimalnu cestu z vrcholu V; do vsetkych ostatnych pomocou
Dijkstrovho algoritmu,

2. Pre zadany graf uréte :
- minimalnu kostru grafu,
- minimalnu cestu z vrcholu V, do vrcholu V3,
- minimalnu cestu z V, do vsetkych ostatnych vrcholov.
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- minimalnu kostru grafu
- minimalnu cestu z vrcholu V; do vrcholu Ve,
- minimalnu cestu z V do vsetkych ostatnych vrcholov,
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8. ZAKLADY SIETOVEJ ANALYZY

,, Casov narocnost tlohy je mozné uviest' nasledovne :
Zober cas, ktory pod/a vsetkého bude potrebny,
vynasob ho dvoma a zmes ¢asovl jednotku na jednotku
0 stuper vyssiu. Takto dostaneme, Ze na

hodinovu ulohu, treba pocitar’ dva dni.”

WESTHEIMEROVO PRAVIDLO

Sietova analyza tvori relativne samostatnu oblast’ aplikécie zékladnych
poznatkov tedrie grafov do oblasti technicko-ekonomickel - planovania
Zlozitych akcii ( projektov ), ktorych realizacia vyzaduje splnenie celého radu na
seba nadvazujucich ciastkovych cinnosti. Tieto ¢innosti vzhladom na svo
charakter mézu mat’ rézny vzajomny vzt'ah - nezavislost, ¢asova naslednost,
vzgomna podmienenost’ apod. Z hl'adiska zatriedenia by mali metédy sietovej
analyzy patrit’ skér medzi metddy heuristicke, pretoze ich rozhodujucu etapu -
zostavenie siet'ového grafu sa doteraz nepodarilo Uspesne algoritmizovat'.

Medzi zakladné metddy sietove analyzy radime metodu kriticke) cesty
(CPM) sjg modifikéciou CPM -GE, metédy M PM, PERT, GERT adasie.

Predtym, ako sa budeme detailne zaoberat’ vliastnymi metédami riesenia je
potrebné uviest’ niekol'ko definicii pojmov vyuzivanych v problematike sietove;
analyzy. Su to predovsetkym pojmy :

projekt (akcia) je stbor ¢innosti a udalosti spojeny s vynakladanim préce,
materialnych a financ¢nych prostriedkov pre dosiahnutie definovaného ciel’a,
¢innost’ ( Uloha, aktivita) je technologicky a organizacne vymedzeny suhrn
préc. Cinnosti si v projekte usporiadané v ¢ase podl’a pevného poradia, ktoré
vyplyva ngima z technologickych zavislosti ( technologicka precedencia),
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udalosti s zaciatky a konce jednotlivych ¢innosti ainé dolezité terminy,
sietovy graf ( siet ) je ohodnotend orientovana graficka struktira
predstavujlca model projektu. Zakladnym prvkom stavby grafu su ¢innosti
a podra toho, ¢i s modelované hranami aebo uzlami ( vrcholmi ) grafu
hovorime o grafoch hranovo alebo uzlovo orientovanych. Poznamka:. V
d’alsom texte sa budeme zaoberat’ iba hranovo orientovanymi grafmi, preto
nasledujUce pojmy su uz definované z tohoto pohl'adul.

uzol predstavuje stav dosiahnuty ur¢itou ¢innostou. Predstavuje okamih
zacatia alebo ukoncenia jednel alebo sUboru ¢innosti. Vyjadruje takto
logicku vazbu medzi ¢innost'ami, ktora znameng, ze ¢innosti vystupujuce z
uzla nemdzu zacat’ skoér, ako skoncia vsetky ¢innosti do uzla vstupujUce,
hrana vyjadruje v sietovom grafe ¢innost, pricom moze reprezentovat
¢innost’ realnu ( skuto¢ne sa vykonéava ), ktora sa zobrazuje plnou ciarou,
alebo fiktivnu ( zdanliva ), uréenu pre zobrazovanie ¢asovych nadvaznosti
v grafe ( znazornuje sa ¢iarkovanou ciarou ),

Hrany sa v grafe ohodnocujud, pricom zékladné ohodnotenie je ¢asové tzn.
hrane sa priradi hodnota vyjadrujUca trvanie ¢innosti. Mozné je g ohodnotenie
zdr ojové, ktore prirad’uje hranam hodnoty vyjadrujlce mnozstvo vynalozenych
zdrojov ( materidl, pomocné sily a pod. ) a nakladové prirad’ujuce hranam
néklady potrebné k realizacii odpovedajUcich ¢innosti.

Z uvedenych zakladnych pojmov logicky vyplyva i ramcovy postup
zostavenia siet'ového grafu, ktory predstavuje tri zakladné fazy :

1.faza - zostavenie zoznamu vsetkych cinnosti potrebnych pre realizéciu
zadaného projektu. Nasleduje vyhodnotenie typu vazieb medzi ¢innostami -
bezprostredna ¢asova naslednost’, stiibeznost’ pripadne vzgomna zavisl ost’.

2.faza - vytvorenie grafického modelu, respektujlceho vyssie uvedené vlastnosti
jednotlivych ¢innosti ajeho ohodnotenie ( vypoc¢tom alebo odhadom),

3.faza - vlastny vypocet vsetkych potrebnych charakteristik sietového grafu, ich
analyza a vyvodenie zaverov pre jednotlive ¢innosti projektu a pre projekt ako
celok.

8.1 Metddakritickeg cesty (CPM)

Z&kladnou metddou sietovej analyzy je tzv. metdda kriticke cesty —-CPM
( Critical Path Method ). Bola publikovana uz v roku 1957 a doteraz sa vyuziva.
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K vlastnému rieseniu sietového grafu pristupujeme po uskutocneni vyssie
uvedenej druhgj fazy tzn. po vytvoreni ohodnoteného sietového grafu .K tomu
aby mohol byt , nasadeny“ algoritmus CPM, je potrebné navyse naplnit dva
zakladné predpoklady :

1. Sierovy graf musi mar’ vidy iba jeden uzol poc¢iatoény ( do ktorého
nevstupuje ziadna ¢innost’ ) a jeden uzol koncovy ( z ktorého Ziadna
¢innost’ nevystupuje ).

2. Pre kaZdd Pubovol’na hranu hj musi platie’ i < j, tj. poradove ¢islo
pociatoéného uzla kagdg hrany musi by# nizsie ako poradoveé ¢islo uzla
koncového.

V pripade, ak nie je splnena prva podmienka, je mozné zaradit' novy
pociatocny alebo koncovy uzol s vyuzitim fiktivnych ¢innosti.

V pripade nesplnenia druhej podmienky dotykajuce] sa ¢islovania uzlov, je
vyhodné vyuzit' tzv. Fordov algoritmus pre¢islovania uzlov, ktory spociva v
kategorizécii uzlov ( ich postupnom zatried’ovani do zvysujlcich sa radov ).
Princip algoritmu si vysvetlime na priklade z obr.8.1.a.

U, Us
” /@

Uy
Us
| [l

v
U, " @ Us

Obr.8.1.a. Serovy graf s nevyhovujucim ¢islovanim vrcholov.

A 4

U, | . Us v
v
v

Slovne mozno Fordov algoritmus vyjadrit’ nasledovne :
1. Pociatoénému uzu priradimeréd, 0*. (R=0)

2. Hranam z neho vystupujucim priradime rad R=R+1=1, ( v grafe ozna¢ime
tak, Ze hrany raz preciarkneme).
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3. Skumame vsetky uzly do ktorych vstupuju iba hrany uz definovaného radu
( preciarknuté ) a priradime im réad rovny najvyssiemu radu vstupujucich
hran. (Uzly U, a U; budu teda 1. radu).

4. Pokrac¢ujeme bodom 2. aZ po koncovy uzol.

Pri realizacii uvedeného postupu mozno dospiet’ k zaveru, ze uzol Ug -

2.ré&du, uzol Us- 3.radu, uzly Us, Ug - 4.r&du auzol U, - 5.rédu.

Po ukonc¢eni

tohoto postupu je vhodné sietovy graf prekreslit

svyznacenim uréenych radov (Obr.8.1.b.). Nové ¢islovanie vrcholov sa potom
vykona tak, ze vrcholy sa ¢isluju postupne od najnizsieho radu po najvyssi tzn.

zl'ava doprava.
U,
Us
Us
Rad 0

g

|

\lis

<

Us

J

Rad 1

Rad 2

Rad 3

N

Rad 4

Uz

Obr.8.1.b. Serovy graf s precislovanymi vrcholmi.

Rad 5

Ak je zabezpecené splnenie podmienok riesitelnosti sietového grafu
metddou CPM mbzeme pristUpit’ k vliastnému rieseniu ( tretia faza zakladného
postupu ), ktoré spociva v plneni nasledovnych krokov :

a) uréenie najskdr moznych pociatkov ¢innosti TM ; vo vsetkych uzloch a
minimalneho mozného ¢asu trvania akcie T,, ktory sa rovna najskor
moznému pociatku ¢innosti v koncovom uzle ( T, = TM ),

b) urcenie najneskdér moznych poéiatkov ¢innosti TP; vo vietkych uzloch a

urcenie kritickg cesty,

c) analyzaapripadné prerozdelenierezerv v grafe.
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Predtym ako zatneme tieto ciastkové kroky detailngjsie rozoberat’, je
vhodné uviest’ zauzivané ( g normalizované ) oznacenie uzlov pouzivané v
metode CPM ( obr.8.2 ), vktorom si g uvedené vyznamy jednotlivych
pouzitych symbolov.

Poradoveé ¢islo uzla

i —
Najskér mozny pociatok TM;| TP : - S
.. p AP Najneskor mozny pociatok
¢innosti vychédzajucich z clarjl nosti vych édZaJPUci ch 7
uzlai

uzlai

Obr.8.2 : Znacenie uzZlov v metdde kritickej cesty.

ad a) Urcéenienajskér moznych poéiatkov ¢innosti.

Pociatocnému uzlu U; sa priradi hodnota nagjskér mozného pociatku
TM1=0. U nasledujucich uzlov, pokial’ do nich vstupuje iba jedna hrana, ¢innost’
( obr.8.3.a.) ur¢ujeme hodnotu podl'a vztahu TM j= TM ; + t;.

Obr.8.3.a Urcenie najskér moznych pociatkov (do uzla j vstupuje jedna ¢innost)

Ak do uzlaj vstupuje viac ¢innosti ( obr.8.3.b),

Obr.8.3.b. Urcenie najskdr moznych pociatkov - do uzla vstupuje viac ¢innosti.
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za hodnotu najneskdr mozného pociatku ¢innosti v j-tom vrchole sa urci
maximal na hodnota z nazna¢enych sictov

™, =max (TM, +t; ). (8.1)

Tento vztah vych&dza zjednoduchého pravidla ktoré znie, ze vsetky
¢innosti z uzla vystupujUce mdzu zacat’ az po skonceni vsetkych ¢innosti do uzla
vstupuijucich. Takto sa pokracuje cez vsetky vrcholy grafu az po vrchol koncovy
Uy, v ktorom ( pretoze v nom uz ziadna ¢innost’ neza¢inatj. ziadna hrana z neho
nevychédza ) uréeny najskdr mozny pociatok znamena sUc¢asne minimalny
mozny ¢as trvania projektu ( akcie ), pri ktorom je zabezpecené, ze sa realizuju
vsetky ur¢ené ¢innosti ( potial'to je tento algoritmus metédou uréenia ngjdihseg
cesty v orientovanom grafe ).

Ukazme si cely naznaceny postup na jednoduchom grafe z obr.8.4, v
ktorom st doby trvania jednotlivych ¢innosti t;; uvedené priamo pri prislusnych
hranach ( vo stvor¢ekoch ).

Po aplikacii vyssie uvedenych pravidiel dostaneme ¢asy najskér moznych
poéiatkov vo vsetkych vrcholoch az po vrchol koncovy, v ktorom ¢as TMg= 34
znamena stcasne minimalny ¢as ukonéenia celého projektu Th,.

Obr.8.4. Urcenie doby trvania projektu.

ad b) Uréenie najneskdr moznych pociatkov a kritickej cesty.

Pri urcovani ngjneskdr moznych pociatkov ¢innosti v jednotlivych uzloch
vychéddzame z vrcholu koncového, v ktorom priradime ¢asu najneskor
mozného podiatku ¢astrvania akcie

TP = T,
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Spatnym chodom potom uréujeme ¢asy najneskér moznych pociatkov
¢innosti vo vsetkych vrcholoch nasledovne :
ak z vrcholu i vychédza iba jedina ¢innost’ ( obr.8.5.a ) uréujeme casy
najneskdr moznych pociatkov podl'a vztahu
TF’i =TPJ. - tij ,

TP, TP,

Obr.8.5.a. Urcenie ¢asov najneskdr moznych pociatkov — z vrcholu ,, i*
vychédza iba jedina ¢innost.
ak z vrcholu ,,i* vychadza viac ¢innosti ( obr.8.5.b ) uréujeme casy najneskor
moznych pociatkov podlra vzt'ahu
TF’i =m_in(TF’j - tij). (8.2
J

l 12 ;m
6 L

Obr.8.5.b Urcenie casov najneskér moznych zaciatkov — z vrcholu ,, i
vychédza viac ¢innosti.

Vyraz (8.2) pritom vyjadruje, ze najneskbr mozné pociatky musia byt
uréené tak, aby neohrozili uréeny termin ukonc¢enia projektu.
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Uvedenym spdsobom postupujeme az k vrcholu pociatocnému Ui, v
ktorom musi platit’ ( SlUzi stcasne ako kontrola spravnosti riesenia)

TP]_:TM]_:O.

Nasledne na to uz je mozné v grafe vyznadit' tzv. kriticku cestu, ktora
spagja vrcholy, v ktorych plati
TP, = TM;

tzn., v ktorych nie je ziadna uzlova ( kriticka ) rezerva. Plati preto, ze akékol'vek
predizenie ¢innosti leziacich na kritickej ceste, alebo posunutie ich pogiatkov
znamena sti¢asne predizenie doby trvania celgj akcie.

Ak aplikujeme tento postup na uvedeny priklad dostaneme ( obr.8.6 ) vo
vsetkych vrcholoch hodnoty najneskér moznych pociatkov a kriticku cestu,
ktora zacina v pociatocnom vrchole Uy, prechédza cez vrcholy Uy, Us, Ug aUg
do koncového vrcholu Ug atvoriaju teda ¢innosti (1-4) , (4-5), (5-6), (6 —
8) a (8 —9). Je zregmé ze sUcet ich trvania musi byt rovny ¢asu trvania celg
akcie.

Obr.8.6. Urcenie casov najneskdr moznych pociatkov a kritickej cesty.

Rozsiahlgsie problémy sa samozrejme neriesia priamo v grafe, ale k ich
rieseniu sa s vyhodou vyuziva vypoctova technika. Zadanim pre pocita¢ pritom
je pocet uzlov v grafe a hodnoty hran ( ¢innosti ) ulozené v tzv. incidenénegj
matici. Priebeh vlastného vypoctu mozno znézornit' v tzv. incidencnej tabulke
(tab.8.1) so zaznatenymi hodnotami ¢asov jednotlivych ¢innosti.

V nej najskdr uréujeme hodnoty TM; tak, ze v prvom stipci uréime hodnotu
TM; = 0 a v dasich postupne zapisujeme ako hodnotu TM; maximény stcet
TM,; + t;; (vz£ah 8.1) vzdy pre dany stipec.

162



Kapitola 8 : Zaklady siefovej analyzy

Hodnoty TP, sa ur¢uju tak, ze do riadku koncového vrcholu sa priradi
hodnota TM =T |, a spétne sa prirad’uju hodnotam TP, vzdy minimalne rozdiely
v stlade so vzt'ahom 8.2 tzn. min (TP —t ;) v prislusnom riadku.

Po ukon¢eni spétného chodu musi byt v pocéiatocnom vrchole hodnota
TP,=0 a porovnanim hodnét TP; aTM ; pre vsetky vrcholy sa urcia vrcholy a
¢innosti leziace na kritickej ceste.

Uvedeny postup implicitne ukazuje na nutnost’ splnenia uz uvedene)
poziadavky na ¢islovanie vrcholov (i <j). Pri jgf nedodrzani, by totiz nestacila k
ulozeniu hodnét hrén iba horna trojuholnikova matica a nebolo by mozné viest’
vypocet jednoznacne jednym smerom ( doprednym pri uréovani TM j a spatnym
pre TP;).

Tab.8.1 : Riesenie siefového grafu CPM v incidencngj tabu/ke

[ | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 TP
1 X 4 3 4 5 0
2 X 16 6
3 X 7 0 12
4 X 5 4
5 X | 10 9
6 X 5 19
7 X 2 3 22
8 X | 10 | 24
9 X | 34
™| 0 | 4 | 3| 4| 9 | 19| 20| 24| 3| x

163




Operacna analyza |

ad ¢) Casova analyza grafu ( rozbor rezerv)

V grafe rozlisujeme v zasade 2 druhy rezerv : rezervy uzlov a rezervy
vztahujlce sa k jednotlivym €innostiam. Rezerva uzla R; je definovana ako
rozdiel hodn6ét najneskdr a najskér mozného zaciatku ¢innosti v prislusnom uzle

R = TP - T™, (8.3)

V niektorgj literatUre sa pre rezervu uzla pouziva termin kriticka rezerva.
Je zregmé, ze na kritickej ceste st rezervy vsetkych uzlov nulovée.

Rezervy dotykajUce sa jednotlivych ¢innosti, delime na 4 zakladné druhy :
rezervu celkovu ( CRjj ),
rezervu volnu ( VR ),
rezervu nezavislu (NRj; ),
rezervu zavislu ( ZRy; ).

Redlny vyznam maj U ngjma prve dve — r ezer va celkova arezerva volna.

a) Rezerva celkova uréuje, o kolko je mozné predizit’ trvanie ¢innosti, alebo
posunut’ jg najskdr mozny pociatok bez toho, aby bol ohrozeny termin
ukoncenia projektu a pre kazdu ¢innost’ ju uréime zo vzt'ahu

c:Rij =TPJ. - T™; - tj (8.4.9)

b) Rezerva voPna udéava, o kolko je mozné predizit trvanie ¢innosti, alebo
posunit’ jg pociatok, aby neboli ohrozené najskdr mozné pociatky
vsetkych nasleduyjUcich ¢innosti a ur¢ime ju zo vzt'ahu

VR;; =TM - T™, - t; - (8.4.b)

Je zrggmé , ze na kritickg ceste sl obidve uvedené rezervy nulové.

c) Rezervanezavisla arezerva zavida saurcuju z vyrazov

NRij =TMJ.- TP, - tij (8.4.0)

ZRij =TPJ. - TP, - tij : (8.4.d)

Po urceni kritickg cesty v grafe a vypocte vsetkych rezerv prichadza na rad
opat’ Usudok riesitel'a zadaného projektu, ktory méze ( samozrejme v zavislosti
na charaktere tlohy ) napr. :

vylUéit niektoré z ¢innosti na kritickel ceste, ktoré nie su k realizacii

projektu nevyhnutne potrebné,

niektoré z ¢innosti na kritickg) ceste, ktoré boli pripadne planované za

sebou, naplanovat’ stbezne,
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skratit’ trvanie niektorych ¢innosti na kritickej ceste presunom pracovnych
sil, techniky apod. z ¢innosti, u ktorych st ngjvacsie ¢asove rezervy apod..

Schematicky mozno vyrazy pre analyzu rezerv zndzornit' podla obr.8.7 a
priklad vypoc¢tu naich vyseku zo siet’ového grafu je uvedeny na obr.8.8.
Ri Ri

» »

d
Bl

d
l

™| TP, ™| TP

’ ZRii + tii

<« »

NRii + tii

P
<&

VRii + tii

A

CRii + tii

A

Obr.8.7. Rezervy v siefovom grafe

Ry=9-4=5R;=22-20=2

12 » CR47:22—4—12: 6
4 9 20 | 22 VR;7;=20—4-12= 4
NR47:20—9—12:'1

\ ZR,=22-9-12 = 1

Obr.8.8. Vypocet rezerv v siefovom grafe

Cely postup riesenia projektu metddou kritickej cesty si demonstrujme na
jednoduchom priklade z bezného zivota.
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Priklad 8.1: Firma dostala za Ulohu zabezpecit stavbu vyrobne haly a montaz
strojného zariadenia. Na zaklade analyzy projektu bol spracovany hruby zoznam
cinnosti a na zaklade technologického rozboru noriem boli urcené doby trvania
kazdeg cinnosti ako celku. Zoznam cinnosti a ich doby trvania si uvedené v

tab.8.2.

Tab.8.2. Zoznam cinnosti projektu a doby trvania jednotlivych ¢innosti.

Cido N&azov &innosti Doba trvania
¢innosti ¢innosti

1-2 |Investi¢cnauloha 5
2—3 |Projektovanie strojovej casti 2
2—4 | Projektovanie stavebngj cadti 4
3-5 |Monté&z kotevnych zariadeni 7
3—-6 |Objednavkaadodanie strojového zariadenia 3

4 -5 | Z&ladné bloky strojov 5

4 -7 | Dodanie stresnych prefabrikatov 3
4-8 |Steny priecne 8
5-6 |Fiktivna¢innost 0
5-8 |Ostatné stavebné prace 5
6—8 |Montéz strojového zariadenia 4
6—9 |Pripojenie energie 9
7—-8 |Dodavka materidlu 4
7—-9 |Steny pozdizne 14
8—-9 |Zastresenie 6

8- 10 |Skusobna prevadzka 4

Ulohou je prostrednictvom metédy CPM :
1. zostavit’ ¢asovo orientovany sietovy graf,

2. ur¢it najskdr mozné pociatky cinnosti TM a ngjneskbr mozné pociatky
jednotlivych ¢innosti TP, minimalny ¢as trvania projektu T, a kriticku cestu

(@ vypoctom priamo v grafe,
(b) pomocou incidenc¢ne) matice,
3. vykonat’ rozbor ¢asovych rezerv.

Riesenie:

1.  Casovo orientovany sietovy graf pre zadany projekt je uvedeny na obr.8.9.
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2. Sietovy graf obsahuje uz v prislusnych polickach vypocitané hodnoty
najskér moznych pociatkov ¢innosti TM a najneskér moznych pociatkov
¢innosti TP podra algoritmu uvedeného v kapitole 8.1.

Obr. 8.9. Urcenie minimalneho mozného casu trvania projektu a kritickej cesty.

Vysledky pouzitia algoritmu vypoctu najskér moznych pociatkov ¢innosti
TM a ngjneskér moznych pociatkov ¢innosti TP pomocou incidencnel matice a
uréenie Kritickej cesty st uvedené v tab.8.3.

Tab.8.3. Wpocet sierového grafu pomocou incidencne] matice

i J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | TR
1| X |5 0
2 X | 2| 4 5
3 X 7 3 8
4 X 5 3 8 9
5 X 0 5 15
6 X 4 9 16
7 X | 4 | 14 12
8 X 6 20
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9 X | 4 | 26
10 X | 30
™| 0| 5| 7 | 9| 14| 14| 12| 19| 26 | 30

Z hodnoty TMio = T, zistime predpokladany minimélny ¢as trvania
projektu T, = 30 ¢asovych jednotiek. Kriticka cesta vedie cez uzly, v ktorych su
hodnoty TM a TP rovnakeé tzn. kritick& rezerva v tychto uzloch je nulova V
nasom pripade kriticka cesta prechéddza cez vrcholy Vi, - V5 - V4 - V7 - Vg- V.

3. Nazaklade vztahov (8.3. a 8.4.a — d) ur¢ime jednotlivé druhy rezerv tzn.
rezervy vztahujlce sa na jednotlive ¢innosti (CRjj, VR, NR; a ZR;) a
rezervy v uzloch (R — kritickU rezervu). Ziskané hodnoty jednotlivych
druhov rezerv st uvedené v tab.8.4.

Tab.8.4. Wpocet ¢asovych rezerv

Cinnost’ i j
i-j |t | TM, [ TP | T™M; | TP, | CRy | VR; | NRy | ZR; | R
1-2 | 5 0 0 5 5 0 0 0 0 0
2-3 2 5 5 7 8 1 0 0 1 0
2-4 | 4 5 5 9 9 0 0 0 0 0
3-5 7 7 8 14 15 1 0 -1 0 1
3-6 3 7 8 14 16 6 4 3 5 1
4-5 | 5 9 9 14 15 0 0 0 1 0
4-7 |3 9 9 12 12 0 0 0 0 0
4-8 | 8 9 9 19 20 3 2 2 3 0
5-6 O] 14 15 14 16 2 0 -1 1 1
5-8 5| 14 15 19 20 1 0 -1 0 1
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6-9 | 9| 14 16 26 26 3 3 1 1 2

7-8 | 4] 12 12 19 20 4 3 3 4 0

7-9 14| 12 12 26 26 0 0 0 0 0

8-9 | 6| 19 20 26 26 1 1 0 0 1

8.2 Metoda CPM —GE

Aplikaciou metody CPM na zostavovanie planov zlozitych akcii je mozné
ur¢it’ ¢innosti, ktoré st z hl'adiska ¢asového pre uskutocnenie akcie kriticke, pre
ostatné cinnosti vycislit’ rozne typy rezerv apod.. Avsak zékladna verzia metody
CPM neumoziuje objektivne a Ucelne rozdelit’ zistené rezervy na tie ¢innosti,
ktoré su pre dodrzanie terminu ukon¢enia rozhodujUce.

Nevyhodou zakladngl metody CPM je totiz prave to, ze vsetky ¢innosti
kladie z hradiska délezitosti pre uskutocnenie projektu na rovnaku Urovein. To
znamena, ze rovnaku dolezitost’ priklada ¢innosti fiktivne ( ktora redlne vébec
neexistuje ), ako g ¢innosti objektivne najddlezitejse) ( napr. postaveniu hradze
udolnej priehrady ).

Tieto nevyhody ur¢itym spbsobom odstranuje jef modifikacia - metéda
CPM-GE (General Electric - firma, ktora metodu vyvinula). Jg zakladny
princip spociva v tom, ze pri zadani kazdej ¢innosti okrem odhadnutého resp.
vypocitaneho casu jg trvaniat j; ( pripadne d’asich tdajov — nékladov, spotreby
materidlu ) jg prirad’uje g tzv. preferenéné ¢islo ( preferenciu) w j; .

Preferencné ¢isla sa urcuju z intervalu od 0 do 9 podl'a pravidla, ze napr. :

w j; = 0 —plati pre fiktivnu ¢innost,
w j; = 1 —sauréuje pre cinnosti najl'ahsie splnitel'né, najmenej dolezité
pre realizaciu celého projektu, postupne az po

.....

nedodrzania stanovenych ¢asov.
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Prave preferen¢né ¢isla umoznia prerozdelit’ uréené rezervy natie ¢innosti,
ktoré su pre realizaciu projektu rozhodujlce a tak zabezpecit' ¢o najredlngjsie
uskutocnenie projektu.

Zakladny postup riesenia projektu metddou CPM-GE je nasledovny :

1. Sietovy graf sa vyriesi z&kladnou metédou CPM tzn., Ze sa urcia vsetky
najskor a najneskor mozne pociatky ¢innosti TM; a TR, urci sa celkovy ¢as
trvania projektu T, kriticka cesta a celkovée rezervy CR;;.

2. Kazdegj ¢innosti sa priradi preferencné gislow; T (0, 9).

3. Pomocou preferencnych cisel wi; sa uréia pomocné hodnoty G; a H; zo

vzt'ahov :
Gk =1
Gi = max (Gj + Wij) (8.5)
J
H.=max w..

| 1)
4. S vyuzitim hodn6t G; a H; sa urcia ¢asy TS — skutocné casy pociatkov
¢innosti v jednotlivych uzlov podravztahov :
TS1 =0
&TS +t..).G. +TP..H.u
TS, =max & U° | I 1g

a
] | g Gj+Hj a

(8.6)

5. Vypocitagju sa prerozdelené skutocné celkové rezervy pre jednotlivé
¢innosti odpovedaj Uce ich preferencidm

SRi- =TSj - TSi - ti

j (8.7)

i

Realiz&ciu uvedeného postupu si demonstrujeme na jednoduchom pripade
sietoveého grafu podl'a obr.8.10.

Poznamka : Cisla v §tvoréekoch na jednotlivych hranach znamenaju dasy
trvania prislusnych ¢innosti t ; a hodnoty uvedené bez ramceka v zétvorke pri
hrane prezentuj i urcené preferencné cislaw j;.
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Obr.8.10. Serovy graf pre metédu CPM — GE.

RieSenie:

ad 1) Prislusné casy TM; a TP, ako g kriticka cesta si uvedené priamo v grafe.
Vypocitané celkové rezervy CRjj s spolu s casmi uvedené v tabul'ke (tab.8.5).

ad 3) Urcenie hodndt G; a H; pre jednotlivé vrcholy je vyhodné vykonat' v
incidencnej tabul'ke (matici) preferencnych hodnot w;; ( tab.8.6 ), pricom postup
ich vypoctu je nasledovny :
hodnoty H; sa uréujd jednoducho tak, ze v kazdom stipci ngjdeme maximélne
preferencné ¢islo wi; a napiseme ho priamo ako prislusnu hodnotu H;.

hodnoty G; urcujeme spatnym chodom tak, ze koncovému uzlu ( v nasom

pripade Ug ) priradime hodnotu Gg = 1 a ostatné hodnoty G; uréujeme, ako

maximalny stcet hodnoty G; a preferenéného cislawij v kazdom riadku.

Konkrétne v nasom pripade je v piatom riadku tento stcet jediny ( wsg + Gg =
3=Gs) atakisto v 4.riadku ( wys + Gs = 10 = G4). V 3.riadku uz existuju tieto
SUCty dva (wzs + G4 =10 awsg + Gg = 3).

.....

G, = max (16, 5) = 16 apre prvy riadok G; = max (19, 11, 15) = 19.
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Tab.8.5. Incidencna tabu/ka preferencnych cisel.

j

i 1 2 3 4 6
1 X 3 1 5

2 X 6 4

3 X 0 2
4 X

5 2

X

G; 19 16 10 10 1

H, - 3 6 5 4

ad 4,5) Prislusné vypocty skutocnych ¢asov pociatkov ¢innosti zagingjucich v
jednotlivych uzloch sa vykonévaju podl'a podobnych pravidiel ako ¢asy najskor
moznych pociatkov ¢innosti v z&kladne] metdde CPM s tym rozdielom, Ze sa
uréuju podra vzorca (8.6). Vysledné hodnoty rieseného prikladu sl uvedené v

tab.8.6.

Tab.8.6. Riesenie siete metédou CPM — GE

Cinnost i j
i j tij Wi |[TM;| TP |TM;| TP; |CR;| G; Hi | TS | SRjj
1] 2 6 3 0 0 6 6 0 16 3 6 0
1] 3 4 1 0 0 8 14 | 10 | 10 6 |10,25| 6,25
1] 4 2 5 0 0 8 14 | 12 | 10 5 | 115|925
2 | 3 2 6 6 6 8 14 6 10 6 |10,25| 2,25
2 | 6| 22 4 6 6 | 28| 28| O 1 4 28 0
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3| 4 0 0 8 114 8 |14 6 |10 | 5 |115]125

31612 | 2 8 |14 | 28 | 28| 8 1 4 28 0

4 | 5 8 7 8 |14 |16 | 22| 6 3 7 121,25| 1,75

5|6 ] 6 2 |16 | 22| 28|28 | 6 1 4 28 0

Postup riesenia nadvazného technologického procesu metédou CPM-GE si
demonstrujme este na dalsom priklade zo stavebnej praxe (priklad.8.2).

Priklad 8.2

Projekt obnovy mostu poskodeného zivelnou pohromou je rozdeleny do 7
hlavnych c¢innosti, ktorych logicka nadvaznos:s, c¢asové trvanie jednotlivych
cinnosti a preferencné c¢isla kazdg ¢innosti si uvedené na obr.8.11.

Obr.8.11. Serovy graf tlohy.

Ulohou je prostrednictvom metédy CPM — GE :

precislovat’ vrcholy,

urcit’ najskor mozne pociatky ¢innosti TM; a najneskor mozné pociatky
¢innosti TR, minimalny mozny c¢as trvania projektu T, a kriticku cestu
(@ vypoctom priamo v grafe,

(b) pomocou incidenc¢ne) matice,
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3. ur¢it hodnoty G;j a H; pomocou incidenc¢nej matice,

4. urcit celkovl casovu rezervu pre kazdd cinnost CR;, skutocné casy
pociatkov c¢innosti v jednotlivych uzloch TS a prerozdelené skutocnée
celkoveé rezervy pre jednotlivé cinnosti RS;.

Riesenie:

adl,2) Precislovanie vrcholov, hodnoty vypocitanych najskér moznych
pociatkov a najneskdr moznych pociatkov jednotlivych ¢innosti a
uréenie kritickej cesty st uvedené v grafe naobr.8.12.

73X
(5)

Obr.8.12. Precislovanie vrcholov a urcenie casov TM;; a TP;.

Z uvedeného grafu vyplyva, ze minimalny mozny ¢as trvania projektu je
T, = 30 ¢asovych jednotiek akriticka cesta prechadza uzlami U; — Uz — Ug— U7,

Vypocet pomocou incidencnej matice je uvedeny v tab.8.7.

Tab.8.7. Vypocet sietového grafu pomocou inciden¢nej matice

| J 1 2 3 4 5 6 / TR
1 X 3 10 10 0
2 X 5 8 8
3 X 0 10 10
4 X 8 6 9 13
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5 X 9 | ,,
6 X |10 ] 5
7 X | 5

™, 0 | 3 |10/| 10| 18| 20 | 30

ad 3) Vypocet pomocnych hodnét G; a H; pomocou incidencnej tabul'ky
preferencii je uvedeny v tab.8.8.

Tab.8.8. Incidencna tabu/ka preferencnych cisel.

i o 2 3 4 5 6 7
. X 7 9 8
, X 1 9
2 X 0 5
A X 3 1 2
c X 2
6 X 2
. X
G 19 12 8 6 3 3 1
H, . 7 9 8 9 5 2

ad 4) Celkové casove rezervy pre kazdu ¢innost’ CR;j, skutocne ¢asy pociatkov
¢innosti v jednotlivych uzloch TS a prerozdelené skuto¢né celkové
rezervy pre jednotlivé ¢innosti RS; si uvedené v tab.8.9.
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Tab.8.8. Konecha tabu/ka riesenia ulohy metédou CPM - GE.

-] |t | w TI\/IiITPi TMiJTPi G | H |CRy|TS | SRy
12 | 3| 7|00 |3 |8|]12|7|5]|4]|1
13 |10/ 9/ 0| 0|10[10] 8|9 | 0]10]0
14 |10/ 8|0 | 0]10/13| 6 | 8 | 3 |11 1
24 | 5] 1|3 |8|10/13| 6| 8|5 |11 2
25 | 8| 9|3 |8 18|21 3| 9|10 18] 8
34 | 0]0]10]/10]|10|13]| 6 | 8| 3 |11 1
36 |10| 5 |10]10[20|20| 3 | 5| 0|2 | 0
45 | 8310|1318 21| 3| 9| 3 |2 1
46 | 6 |1 ]10]13/20|20)| 3 | 5 | 4 |18 3
47 | 91 2]10]13|30 30| 1 | 2|11 |2 | 10
57 | 9 | 2|18|2130 ]3| 1| 2| 3|2 |1
67 10| 2 |20|20]/3 30| 1| 2] 0 3]0

Zaverom povazujeme za potrebné k metdde kritickej cesty uviest, ze pri jg
realng aplikacii sa vagsinou nevystaci sjednym siefovym grafom na jedng
arovni. Pri planovani zlozitych rozsiahlych projektov charakteru napr. vodnych
diel, jadrovych elektrarni apod. sa v hlavhom grafe uvéadzaju iba ramcové etapy
( ¢innosti projektu ) napr. montéz technologického zariadenia, stavba hlavnej

hrédze apod., ktoré sa d’alej detailne rozplanuju v dalsich ciastkovych grafoch.

CVICENIA

1. Pre zadany graf je potrebné :
precislovat’ vrcholy,
uré¢it’ minimalny ¢as trvania projektu a ngjst’ kriticku cestu,
vykonat’ analyzu rezerv
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2. Metodou CPM — GE vyrieste dany graf avykonajte :
- precislovanie vrcholov,
- zistenie minimalneho ¢asu trvania projektu,
- vyznacenie kritickej cesty,
- prerozdelenie ¢asovych rezerv.

LEGENDA : - o¢akavany ( predpokladany ) ¢as trvania cinnosti
( 5) - preferencné ¢islo pre konkrétnu ¢innost’
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ZAVER

Operacna analyza v dneSnej dobe zahffia také mnoZstvo matematickych
disciplin s ich ekonomicko—technickymi aplikdciami, Ze nie je mozné obsiahnut’
vSetky v jednej ucebnici. Preto sa v predkladanej ucebnici ,,Operacnd analyza I
uvadza iba jej urcita Cast’ zamerana na zakladné deterministické metddy.

Pri riadeni ide zvd¢Sa o vyber ,,optimalneho* variantu rozhodnutia
z mnoziny pripustnych rozhodnuti, priom optimdlny variant byva obycajne
urCeny extrémom cielovej funkcie. M6ze sa preto zdat, Ze naplit operacnej
analyzy je vcelku trividlna - urCenie extrému ciel'ovej funkcie — avSak tato uloha
nie je jednoducha ani pre funkcie definované na kone¢nych mnoZinach, pretoze
rieSenie  konkrétneho  problému  vyZaduje  zostavenie  adekvatneho
matematického modelu a urenie kritéria optimality.

Pri zostavovani ucebnice sme mali na zreteli hlavne aplikacny charakter
zékladnych metod a preto boli vynechané zlozit¢é matematické odvodzovania a
dokazy ich platnosti a za kazdou kapitolou je uvedenych niekol’ko prikladov na
precvicenie danej problematiky.

Predpokladame, ze forma ucebnice umozni Citatel'ovi po jej preStudovani
ziskat' zékladny prehlad o najpouZivanejSich deterministickych metddach,
pochopit’ ich princip a algoritmus a aplikovat’ uvedeny algoritmus pri rieSeni
problémov kazdodennej praxe.

K dokonalejSiemu zvladnutiu aplikdcie uvedenych deterministickych
metdd operacnej analyzy pripravujeme ucebny text ,,Navody na cviCenia
z operacne] analyzy [, ktoré budu obsahovat' priklady moZnych aplikacii
uvedenych algoritmov pri optimalizacii rozhodovania a riadenia.

Vseobecnou tendenciou, ktori badat’” hlavne v technickych a ekonomickych
vedach je rozvoj stochastickych metdd operacnej analyzy, ktoré su zaloZené na
aplikéacii tedrie pravdepodobnosti a matematickej Statistiky. Preto by sme
v buducnosti cheeli nadviazat’ na tato publikaciu d’alSou ucebnicou ,,Operacna
analyza II*, ktorej obsah budu tvorit’ stochastické metddy operacnej analyzy
dotykajuce sa hlavne oblasti nahodnych procesov a ich simulacie, modelov
hromadnej obsluhy, modelov zasob, modelov obnovy, modelov spolahlivosti
apod.
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